1. PROBLEME CAUCHY. PROBLEME BILOCALE

1.1. Problema Cauchy. Teoreme de existenta si unicitate. Fie
ecuatia diferentiala de ordinul I

(1) o= f(t, )
fZDf—>]R, ngR2.

Printr-o problema Cauchy sau problema cu valori initiale atagata
ecuatiei (1) intelegem problema

o) (L) 2l

T (to) = 29

unde (to, zg) € Dy.

Cu alte cuvinte Problema Cauchy relativa la ecuatia (1) consta in
faptul ca se da un punct (fg,z9) € Dy si se cere solutia ecuatiei ce
satisface conditia z (ty) = xy. Aceasta conditie se numeste conditie
initiala sau conditie Cauchy.

Din punct de vedere geometric, problema Cauchy revine la a deter-
mina curbele integrale ale ecuatiei (1) care trec prin punctul (¢, zo).

Pentru o problema Cauchy data se pun urmatoarele probleme:

(P1) In ce conditii asupra lui f problema Cauchy (2) admite o solutie
unica.

(P2) In ce conditii asupra lui f problema Cauchy (2) admite cel putin
o solutie.

Rezultatele care raspund la problema (P1) se numesc teoreme de
existentd si unicitate, iar rezultatele pentru problema (P2) se numesc
teoreme de existenta.

Propozitia 1. Fie f : [ x Q — R, [ interval nedegenerat din R,
D C R, o functie continud si (to,xg) € I x Q. O functie x : [ —
este solutie a problemei Cauchy (2) daca si numai daca este solutie
continua a ecuatier integrale Volterra

(3) x(t):xo—i-/f(s,x(s))ds, xel

Propozitia 1 ne arata ca orice problema Cauchy de forma (2) este
echivalenta cu o ecuatie integrald Volterra de forma (3), astfel teo-
remele de existenta si unicitate sunt obtinute prin intermediul ecua tiei
integrale (3).

Definitia 1. Fie U C R? o multime deschisd si f : U — R o functie.
Spunem ca f este local lipschitz in raport cu cea de a doua variabila
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pe U daca pentru orice multime compacta de forma K = [a;b] x [¢;d]
exista L > 0 astfel incat

|f(t21) = f(ta)| < L- oy — a9,

pentru orice t € [a;b], x1, x2 € [c;d].

Definitia 2. Flie [a;b] C R un interval nedegenerat si f : [a;0] xR — R
o functie. Spunem ca f este lipschitz in raport cu cea de a doua
variabila pe [a;b] x R daca exista L > 0 astfel incat

|f(t21) = f(ta2)| < L+ — a9,

pentru orice t € [a;b], x1, x5 € R.

Propozitia 2. Fie U C R o multime deschisa si f : U — R. Daca f
este de clasa C' atunci f este local lipschitz in raport cu cea de a doua
variabila pe U.

Propozitia 3. Fie f : [a;b] x R — R o functie. Daca f este de clasa
Ot si % este marginita pe [a;b] X R atunci f este lipschitz in raport cu
cea de a doua variabild pe [a;b] x R.

Teorema 1. (Teorema de existentd si unicitate in bild)
Fie Dy un domeniu din R* si f: Dy — R, f = f(t,x), continud si
local lipschitz in raport cu cea de a doua variabila pe Dy. Fie (to,x0) €
Dy sia,b> 0 astfel incat D = [ty — a;to + a] X [zg — b;zo + b] C Dy.

Atunci problema Cauchy (2) admite o unica solutie

x* € C ([tg — h;to + R, [w0 — b; 20 + 1)),
unde h =min {a, 3}, M = sup |f (t,z)|.
(t,x)eD

Mai mult, unica solutie poate fi obtinuta prin metoda aproximatiilor
succesive pornind de la orice functie continua

zog € C([to — hyto + hl, [xo — byzo + b)), adica sirul aprozimatiilor
succesive definit de

(4) T (8) = 70 + / f (5,20 (s))ds, n €N,

t € [to — h;to + h], converge uniform la unica solutie y*.

Observatia 1. Caracterul local al teoremei precedente: pentru f :
D; — R continua si local lipschitz in raport cu cea de a doua variabila
pe Dy, ea ne garanteaza existenta solutier numai pe un interval suficient
de mic cu centrul in xq, de forma [xg—h;xo+h], unde h = min {a, %



Teorema 2. (Teorema de existentd si unicitate in spaftiu)

Fie f : [a;0] x R = R, f = f(t,x), continud si lipschitz in raport cu
cea de a doua variabild pe [a;b] X R atunci problema Cauchy (2) admite
o unicd solutie x* € C* ([a; b)) pentru orice (ty, zo) € [a;b] x R.

Mai mult, unica solutie poate fi obtinuta prin metoda aproximatiilor
succesive pornind de la orice functie continua xo € C([a;b]), adica
sirul aproximatiilor succesive definit de (4) converge uniform la unica
solutie x*.

Metoda aproximatiilor succesive
Pornind de la ecuatia integrala Volterra echivalenta cu problema
Cauchy (2) avem sirul aproximatiilor succesive definit astfel

t
(5) Tpi1 (1) = xo + /f (8,2, (s))ds, n € N.
to

Acesta converge uniform la unica solutie a problemei Cauchy z*.
Deci in conditiile teoremei de existenta si unicitate in bila sau spatiu
putem aproxima z (), solutia exacta a problemei Cauchy cu iterata de
ordinul n a girului aproximatiilor succesive definit de (5), adica

z(t) =z, ().

Eroarea dintre solutia exacta gi iterata de ordinul n a girului aproximatiilor
succesive poate fi estimata prin

(6) en = |z (t) —n (8)] < ML"

Exemplul 1. Daca P,Q € C ([a;b]) atunci problema Cauchy atasata
ecuatiet liniare neomogene

- PO+PO) () =Q)

xr (to) = 29
are o unicd solutie x* € C* ([a;b]) pentru orice ty € [a;b] si x9 € R.
Mai mult, unica solutie poate fi obfinuta prin metoda aproximatiilor
succesive pornind de la orice functie continua xo € C ([a;b]).

Verificam conditiile Teoremei 2. In cazul problemei Cauchy (7) avem
fila;b x R - R
ftx)==P(t)-z+Q(1)

Deoarece P,Q € C ([a;b]) atunci f € C ([a;b] x R) si
‘ﬁ

- (t,x)‘ = |P(t)| <L, Vte[ab], VreR,



unde
L = max |P (t)],

te|a;b]

deci f este lipschitz pe [a; b] xR in raport cu cea de a doua variabila con-
form Propozitiei 3. Astfel toate conditiile Teoremei 2 sunt indeplinite
de unde deducem concluzia.

Exemplul 2. Problema Cauchy

2 (t) = 2tsin (t?) +1In (1 + 22 (¢
N (=0 2 a0

are o unicd solutie in C* ([—a;a)) pentru orice a > 0.

In cazul problemei Cauchy (8) avem

fil-a;al xR—=R
f(t,z) = 2tsin (t?) + In (1 + 2?)

Functia f este continua si

of 2 |z
%(t,x)‘ =112 <1, Vte|—aal, Ve eR,

deci f este lipschitz pe [—a;a] x R in raport cu z, constanta lipschitz
fiind L = 1. Aplicam Teorema 2 i deducem ca problema Cauchy (8)
are o unica solutie in C' ([—a; a]) pentru orice a > 0.

Exemplul 3. Problema Cauchy

() =1+t
(9) {x((og B

are o unicd solutie in C* ([a; b]) pentru orice a,b € R, a < b.

In cazul acestei probleme Cauchy avem

fila;b) x R - R

fltn) =142
Deci f € C([a;b] x R) si
of B .
‘%(t,x) =1, Vte€la;b], Vr € R,

unde L = 1 deci f este lipschitz pe [a; b] X R in raport cu cea de a doua
variabila conform Propozitiei 3. Astfel toate conditiile Teoremei 2 sunt
indeplinite deci problema are solutie unica.
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Solutie poate fi obtinuta prin metoda aproximatiilor succesive pornind
de la orice functie continua zy € C ([a;b]). Sirul aproximatiilor succe-
sive se obtine pornind de la ecuatia integrala Volterra echivalenta

t t

m(t):0+/(1+x(3))ds:t+/x(s)ds, z € [a;b]

si in acest caz este de forma
t
Tnt1 () =t + /ZEn (s)ds, t € [a;b].
0

In cazul in care alegem ca functie de start (t) = 0 vom avea

t t

xl(t):t+/x0(s)ds:t+/0ds:t

2

:L’z(t):t—i-/ml(s)ds:t+/t(s)d3:t+%

0=+ [m@as= [0+ Dy @as=14 5+ L

0 0
obtinem urmatorul gir al aproximatiilor succesive
t2 t3 n
xn(t):t+5+§+...+m, t € [a;b], n € N*.
Stim ca seria Taylor
2t " .
(10) 1+t+5+§+...+a—>6
Deci pentru n — +o00 avem
t2 n
x, (t) — <1+t+§+“'+ﬁ+"'> —l=c—1=ua(t).

Calculand solutia exacta a problemei Cauchy (9) avem
x(t)y=¢ —1, teab].

Se observa ca sirul aproximatiilor succesive converge catre unica solutie
a problemei Cauchy.

Exercitiul 1. Se considera urmatoarele probleme Cauchy



{ ' (t) = x(t)
z(0) =1

Sa se determine solutia problemei prin metoda aproximatiilor
succesive.

b) Sa se calculeze primele trei aproximatii pentru
o (t) =t+x(t)
z(0) =0
c¢) Sa se calculeze primele trei aproximatii pentru
o (t) = qa(t)
z(l) =2

1.2. Problema bilocala. Fie f:[a,b)] x Q - R, Q € R*si a,8 € R.
Se cere sa se determine solutiile ecuatiei

2" (t) = f(t,2(t),2'(1))
ce satisfac conditiile
z(a) = o, z(b) = B.
Exercitiul 2. Sa se rezolve urmatoarele probleme:

a)



