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Capitolul 1

Multimi dense pe axa reala

1.1 Definitii si notatii

K 9

1.1.1 Definitie (vecinatati). Fiind dat un punct z € R, o multime V' C R se
numeste vecindtate a lui x dacé exista un r > 0 asa incat (z —r,z + 1) C V.
Familia tuturor vecinatatilor punctului x va fi notata cu V(z). Evident, pentru
orice V € V(z) avem z € V.

1.1.2 Definitie (puncte aderente, inchiderea unei multimi). Fie A o submulti-
me a lui R. Un punct € R se numeste aderent multimii A, daca pentru orice
V e V(z) avem V N A # (. Multimea tuturor punctelor aderente multimii
A se numeste inchiderea sau aderenta lui A si va fi notata cu cl A. Evident,
are loc incluziunea A C clA. Submultimile A ale lui R, cu proprietatea ca
A = cl A, se numesc multimi inchise. Se constata imediat ca

zeclAd & Vr>0: (z—rz+r)NA#0D
& Vr>03Ja€cA : jz—a|l<r

1.1.3 Exemplu. Lasam in seama cititorului sa demonstreze ca inchiderile
11 1
multimilor A = (0,1), B=Qsi C = {1

s =y =y ey —y ... psunt cl A =1[0,1],
23 n
cl B = R si respectiv c1C = C U {0}.

1.1.4 Propozitie (caracterizarea secventiala a punctelor aderente). Fie mul-
timea A C R si punctul v € R. Avem x € cl A daca st numat daca exista un
sir (zy), de puncte din A, astfel ca (z,) = x.

1.1.5 Definitie (multimi dense). Fie multimile A, B C R. Se spune ca A este
densa in B daca B C cl A. Spre exemplu, multimea Q a numerelor rationale
este densa in R.
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1.1.6 Observatie. Fie I un interval nedegenerat al axei reale (deschis, inchis,
semideschis) de capete ag, by € R, ag < bg. Se constata imediat c& o multime
A este densa in I daca si numai dacd A N (a,b) # 0 pentru orice a,b € R
cuayg < a < b < by In particular, A este densa In R daca si numai daca
AN (a,b) # O oricare ar fi a,b € R, a < b.

1.2 Teoremele lui Dirichlet si Kronecker

1.2.1 Lema. Fie a € R\ Q. Atunci pentru orice x € [0,1], orice v > 0 si
orice ng € N existd un numar natural n > nqg astfel ca ‘a: — {na}‘ <.

Demonstratie. Fie x € [0,1] si fie r > 0. Notam
(a,b) :=(0,1)N(z—r,x+7r).

Evident, este suficient sa dovedim c& pentru orice ng € N existd un numar
natural n > ng in asa fel incat {na} € (a,b).

Consideram axa reala infasurata pe un cerc de lungime 1. Fiecarui numar
real 1i corespunde un punct pe cerc. Numerelor reale x si y le corespunde
acelasi punct de pe cerc daca si numai daca x —y € Z.

Fie A si B punctele de pe cerc corespunzatoare numerelor a si b. Pentru
fiecare n € N notam cu M,, punctul de pe cerc corespunzator numarului na.
Deoarece naw — {na} = [na] € Z, conform remarcii anterioare, punctul M,
corespunde si numarului {na}. Avem de aratat ca pentru orice ng € N exista
un numar natural n > ng asa incat punctul M,, sd apartind arcului de capete
A si B. Fie £ lungimea acestui arc.

Consideram punctele M,,,, Mp,+1, Mpyy+2, ..., care sunt distincte doua
cate doudi. In adevir, daci am avea M, = M, cung < p < g, atunci am avea
pa—qa =1 € Z, de unde a = r/(p — q) € Q, ceea ce ar fi absurd. Avand o
infinitate de puncte pe cerc, exista cel putin doua, M, si My, (cu p > ng si
g > 1) in asa fel incat distanta dintre ele sa fie ¢/ < ¢. Consideram acum sirul
de puncte

My, Mpiq, Mpiog, Mpi3g, - - -

Distanta dintre oricare doud puncte consecutive din acest sir este ¢’ deoarece
(p+ @ —pa=qa, (p+2q9)a— (p+ ¢)a = g s.a.m.d. Prin urmare, alegand
k € N astfel incat k¢’ > 1, cel putin unul dintre punctele M, My 4, Mpyoq,
..., My 14 apartine arcului de cerc de capete A si B. O

1.2.2 Teorema (P. G. L. Dirichlet). Daca a € R\ Q, atunci multimea

{{na} |n=1,2,3,...}
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este densa in [0, 1].

Demonstratie. Fie A multimea din enunt si fie « € [0, 1] arbitrar. Pentru orice
r > 0 existd, in baza lemei 1.2.1, un n € N astfel ca |z — {na}| < r. Conform
definitiei 1.1.2 avem atunci z € cl A. Cum « € [0, 1] a fost arbitrar, trebuie sa
avem [0,1] C cl A, adica A este densa in [0, 1]. O

1.2.3 Observatii. 1° Teorema lui Dirichlet admite si urmatoarea reformulare
prozaica: un pitic se plimba pe un cerc de lungime 1, avand pasul de lungime
a € R\ Q. Pe cerc este sapata o groapa. Indiferent cat de mica este groapa,
daca piticul se invarte pe cerc de suficient de multe ori, va sfarsi prin a calca
in ea.

2° Se poate demonstra ceva mai mult: daca (z,) este sirul de termen
general =, = {na}, cu « € R\ Q, atunci LIM (x,) = [0, 1].

In adevir, cum z, € [0,1) oricare ar fi n € N, avem evident incluziunea
LIM (zy) C [0,1]. Pentru a dovedi incluziunea contrara, fie z € [0, 1] fixat
arbitrar. Lema 1.2.1 asigura existenta unui sir strict crescator (ny), de numere
naturale cu proprietatea

1
|z — {nra}| < Z oricare ar fi kK € N.
Atunci lim {nya} =z, deci © € LIM (zy,).
k—ro0
1.2.4 Teorema (L. Kronecker). Daca a € R\ Q, atunci multimea
{na+m|nmeZ}

este densa in R.

Demonstratie. Fie A multimea din enunt si fie z € R arbitrar. Atunci avem
x = [z] + 2/, cu 2’ € [0,1). Pentru orice r > 0 existd, in baza lemei 1.2.1,
un n € N astfel ca |2/ — {na}| < r. Notdm m := [z] — [na] € Z. Atunci
no+m € Asi

|z — (na+m)| = |[a] +2' — [na] — {na} — [z] + [na]|
|2’ — {na}| < r.

Conform definitiei 1.1.2 avem = € cl A. Cum x € R a fost arbitrar, deducem
ca R C cl A, adica A este densa in R. O

Rezultatul urméator reprezintd o rafinare a teoremei lui Kronecker. El se
dovedeste a fi util in unele aplicatii.
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1.2.5 Teorema. Daca o > 0 este un numar irational si ng € N, atunci
urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1° Multimea {na —m|nmeN, n>ng } este densa in R.

2° Multimea { —ma+n|nmeN, n> no} este densa in R.

Demonstratie. 1° Fie z € R arbitrar, x = [z] + 2/, cu 2’ € [0,1). Fie apoi
r > 0 oarecare. Notam

1
ng 1= max {no, [m+ } +1}.
a

Conform lemei 1.2.1, existd un numér natural n > njj astfel ca |2/ — {na}| < r.
Notam m := [na] — [z]. Atunci m € N, deoarece [na] > na —1 > x > [z].
Cum

|z = (na —m)| = |[z]+ 2" — [na] — {na} + [na] — [z]|
= |¢' —{na}| <,
in baza definitiei 1.1.2 deducem concluzia.

2° Fie x € R arbitrar, z = [z] + 2/, cu 2’ € [0,1). Fie apoi r > 0 oarecare.

Notam )
ng 1= max {1, [no—:ﬁ—l—] + 1}.
o

Din lema 1.2.1 rezulta ca exista un numar natural m > ng astfel incat sa avem
|2/ — {—ma}| < r. Notdm n := [z] — [-ma]. Atunci

n > [z] +ma >z —1+ma>ng

|z — (—ma+n)| = |z]+2" —[-ma] — {-ma} — [z] + [-ma]|

|2’ = {—ma}| <r.
In baza definitiei 1.1.2, rezulti concluzia din enunt. O

1.2.6 Aplicatie. Multimea { sinn | n € Z } este densa in [—1,1].

Demonstratie. Fie z € [—1,1] arbitrar ales si fie ¢t € [—%, ] in asa fel incat

x = sint. Fie apoi r > 0 oarecare. Din continuitatea functiei sin in punctul ¢
rezulta ca exista un § > 0 cu proprietatea ca pentru orice ' € R, cu |t —t| < 4,
sd avem |sint’ — sint| < r. Din teorema 1.2.4 (a lui Kronecker) rezulta apoi
existenta numerelor n,m € Z astfel ca |2mn +n —t| < §. Cum

|x — sinn| = |sint — sin(2mm + n)| <,

in baza definitiei 1.1.2 deducem concluzia din enunt. O
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1.2.7 Observatie. Se poate demonstra mai mult: daca (z,) este sirul de
termen general z, = sinn, atunci LIM (x,) = [-1, 1].

In adevir, cum z,, € [—1,1] oricare ar fi n € N, avem evident incluziunea
LIM (z,) C [—1,1]. Pentru a dovedi incluziunea contrara, fie z € [—1, 1] fixat

arbitrar si fie t € [—73, 7] astfel ca z = sint. Afirmatia 2° din teorema 1.2.5

asigura existenta unui sir strict crescator (ny), de numere naturale, precum si
existenta unui sir (my), de numere naturale, cu proprietatea ca

1
|—2mmy, + g — t] < Z oricare ar fi k € N.

Atunci ¢t = lim (—27mmy, + ng), deci
k—o0

x =sint = lim sin(—27my + ng) = lim sinny.
k—o00 k—o00

Drept urmare, avem x € LIM (zy,).

1.3 Probleme

1. Fiind data o combinatie oarecare de cifre agax_; ... aiap, sa se demon-
streze ca exista o putere a lui 2 care incepe cu aceasta combinatie de
cifre. In particular, exista o putere a lui 2 care Incepe cu 2017.

2. Este multimea {2™3" | m,n € Z} densa in [0,00)?

Concursul William Lowell Putnam 1963, problema B2

3. Este v/2 limita unui sir de puncte ale multimii

A={Jn—Ym|nm=0,1,2,..1}7
Concursul William Lowell Putnam 1990, problema A2

4. Fie (x,) sirul de termen general x,, = {y/n}. Sa se demonstreze ca
LIM(zy,) = [0,1].
T. Trif, Olimpiada judeteana, clasa a XI-a, 2007
5. Sa se arate ca multimea {{/m | n,m € N, n > 2} este densa in [1, c0).
Ce se poate spune despre multimea {{/@ | p, ¢ numere prime } ?

Olimpiada studenteasca, Republica Moldova, 1997
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v . . m n VN
. Sa se demonstreze ca multimea {— — om | M T € N¢ este densa in

2TL
multimea R a numerelor reale.

Olimpiada studenteasca, Republica Moldova, 1997

. Fie E o submultime nevida a intervalului (0, c0), care indeplineste urma-

toarele conditii:

(i) § € E oricare ar fi z € E;
(ii) /22 + y? € E oricare ar fi 7,y € E.

a) Sa se dea un exemplu de multime F # (0,00) care indeplineste
conditiile (i) si (ii).
b) Sa se arate ca cl E = [0,00) (adica E este densa in [0, 00)).

Concursul studentesc Traian Lalescu, faza nationala, 2008

. (generalizarea problemei 3) Fie (x,) un sir de numere reale cu propri-

etatea

lim z, =00 si lim (zp41 — ) =0.

Sa se demonstreze ca multimea {x, — z,, | n,m € N} este densa in R.
In particular, multimea {H,, — H,, | n,m € N}, unde

1 1
Hy, =144 -+ =
2 n

este al n-lea numar armonic, este densa in R.

. Fie A o submultime a lui [0, 1], cu urmatoarele proprietati:

(i) A este nevida;
(ii) daca x € A, atunci /2 € Asi (x+1)/2 € A.

a) Sa se dea exemple de multimi A care satisfac (i) si (ii).

b) S& se demonstreze ca orice multime A care satisface (i) si (ii) este
densa in [0, 1].

Sa se determine toate functiile continue f : [0, 1] — R, solutii ale ecuatiei
functionale

F(5)+r(5) ~2s) orieareartize 0.1]
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11. Sa se demonstreze ca daca o functie continua f : R — R admite drept
perioade pe 1 si un numar irational o, atunci f este constanta.

12. Fie o un numar real si fie f : R — R o functie continua astfel ca

fle+1)=f(x)+1 si f(r+a)=f(xr)+« oricare ar fi z € R.

a) Sa se demonstreze ca dacd « este irational, atunci existd un numar
real ¢ asa incat f(x) = x + ¢ pentru orice z € R.

b) Sa se arate ca afirmatia de la a) nu ramane adevarata dacd o« este
rational.

Olimpiada studenteasca, Republica Moldova, 1999

13. Fiind data o functie continud f : [—1,1] — R, sa se demonstreze ca:

1
a) Daca / f(sin(x + o)) dz = 0 oricare ar fi @« € R, atunci f(z) = 0
0

oricare ar fi x € [—1,1].
1
b) Daca | f(sinnz)dx = 0 oricare ar fi n € Z, atunci f(z) = 0 oricare

0
ar fix € [-1,1].
D. Andrica si M. Piticari, Olimpiada nationala, 2001/3

1.4 Solutii

1. Fie N :=agaj_1...aiap. Trebuie sa aratam ca exista n,m € N in asa fel
incat
2" >N si N-10m<2" < (N+1)-10™.

Cu alte cuvinte, trebuie sa aratam ca exista n > [logy N| 4 1 si exista m € N
astfel ca
lgN <nlg2—m <lIg(N +1).

Or, aceasta este o consecintd imediata a afirmatiei 1° din teorema 1.2.5, apli-
cata pentru ng := [logy N| 4+ 1 si a :=1g2 > 0, care este numar irational.

2. Raspunsul este da. Pentru a arita ca multimea A := {2™3" | m,n € Z}
este densa In [0,00), trebuie sa dovedim ca oricare ar fi numerele reale a si
b, cu 0 < a < b, avem AN (a,b) # 0 (a se vedea observatia 1.1.6). Fie
a,b € (0,00), a < b arbitrar alese. Teorema lui Kronecker aplicata numarului
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irational o := log, 3 asigura existenta a doua numere intregi m si n in asa fel
incat
log, a < na+m = logy(2™3™) < log, b.

Prin urmare, avem 2™3" € AN (a,b).

3. Raspunsul este da. Consideram multimea
B::{\/32n3—v3m3 \ n,mEN}: {n\af?—m | n,mEN}.

Conform afirmatiei 1° din teorema 1.2.5, multimea B este densa in R. Cum
B C A, deducem c# si A este densa in R, deci v/2 € cl A. Aplicand propozitia
1.1.4, rezulta ca exista un sir de puncte din A care converge catre V2.

4. Evident, avem LIM (x,) C [0,1]. Pentru a dovedi incluziunea contrara,
fie x € [0,1] arbitrar. Observam ci 24,2 = {nv2}. Lema 1.2.1 asigura
existenta unui sir strict crescator (ny), de numere naturale, cu proprietatea ca
|z — {nyv2}| < } oricare ar fi k € N. Atunci z = lim {npV2} = lim @y,

k—o0 k—o0 k

deci x € LIM (xy,).

5. Fie A := {{/m | n,m € N, n>2}. Pentru a dovedi cd A este densd in
[1,00), trebuie si aratdm ca (a se vedea observatia 1.1.6) AN (a,b) # () pentru
orice a,b € R cul < a < b. Fie asadar a,b € R, 1 < a < b. Demonstram
existenta unui element al lui A care sa apartina intervalului (a,b) printr-o
schema in doi pasi, aplicabila si in alte situatii.

Etapa I. ,Coborarea”: gasim un element in A, strict mai mic decat a.
Deoarece lim /2 = 1, existd n > 2 numir natural suficient de mare, incét

n—oo
V2 <a si V2 < b/a.
Etapa a IlI-a. ,Ridicarea”: gasim un sir de puncte din A care tinde la
00 si care are cel putin un termen in (a,b). Pentru aceasta, este suficient ca
diferenta a doi termeni consecutivi sa fie mai mica decat b — a, sau raportul a

doi termeni consecutivi sa fie mai mic decat b/a.
In cazul nostru consideram sirul

V2, V22, Vo3, Y2k, L

Fie k cel mai mare numar natural cu proprietatea ci V2+F < a. Atunci
V2k+1 € (a,b). In adevar, in caz contrar, am avea V2Ft1 > b deci
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ceea ce ar fi absurd. Prin urmare, V281 € AN (a,b).

Vom demonstra ca si multimea B := {{J/@ | p, ¢ numere prime } Ca in
cazul multimii A, avem de aratat cd B N (a,b) # () pentru orice a,b € R cu
1<a<b. Fie

p1 :27292:3,]93:5’ <y Pny-e
multimea numerelor prime, care este, se stie, infinita. Fie apoi a,b € R cu
1<a<hb.

Etapa I. ,Coborarea”: deoarece lim ™/2 = 1, existd n > 1 numir natural
n—oo

suficient de mare, Incat "2 < q si /9 < b/a.

FEtapa a Il-a. ,Ridicarea”: notam p := p, si consideram sirul de puncte
din B
Y2, {'/5,...,{71) b

Fie k cel mai mare numar natural cu proprietatea ca ¢/py < a. Atunci are loc
¢/Pk+1 € (a,b). In adevar, in caz contrar, am avea ¢/prr1 > b, deci

/ b
DPk41 > 2.
Dk a

Pe de alta parte, teorema lui Bertrand afirma ca pentru orice numar natural
m > 2, Intre m si 2m exista cel putin un numar prim. Prin urmare, avem

Pk+1 < 2py, deci
/ b
}ﬂ < {/5 < =,
Pk a

in contradictie cu inegalitatea de mai sus. Contradictia obtinuta arata ca
notand ¢ := py41, avem /g € BN (a,b).

' m n I
6. Fie A :={amn | m,n € N}, unde an, , := o " om- Observam ca ap m, =
—@pm, n, deci multimea A este simetrica fata de origine (x € A = —x € A).
Datorita acestei observatii, este suficient sa dovedim ca A este densa in [0, 00).
Pentru aceasta este suficient si aratam ca AN (a,b) # () oricare ar fi a,b € R,

cul<a<hb.

Etapa 1. ,Coborarea”: deoarece
. 1 n
R <2” + 2n+1) =0,

. < . PO | n
exista un numar natural n > 1, suficient de mare, incat on + BUES] <b-—a.
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Etapa o II-a. ,Ridicarea”: consideram sirul de puncte din A

n+1 n n+k n
anmf:(l An+1,n ::‘7?;7 _'§gif7"-7 Optkn = on _-2n+k""'

Deoarece lim ay4p, = 00, exista un numar intreg & > 0, cel mai mare cu
k—o0

proprietatea ca a,1r,, < a. Intrucat

n+k+1 n n+k n
Gnthtln = Gntkn = 2n Coontk+1 | on on+tk
1 noo_ 1 n
= oo Tkt Sgn g <00

rezulta ca apip11, € AN (a,b).

7. a) Multimea
E:={Vq|lqeQn(0,00)}
este evident diferita de (0, 00) si indeplineste conditiile (i) si (ii).
b) Pe baza lui (i) se demonstreaza imediat (prin inductie) ca F indeplineste
si conditia

ooy L . ..
(iii) on € E oricare ar fi x € E si oricare ar fi n € N.

De asemenea, be baza lui (ii) se arata (tot prin inductie) ca E indeplineste si
conditia

(iv) dacd © € E si ax € E cu a > 0, atunci 1+ ka?x € E pentru orice
numar intreg k > 0.

Trecand la rezolvarea problemei, din £ C (0, 00) rezulta ca cl £ C [0, 00).
Demonstrarea incluziunii contrare inseamné stabilirea faptului ca F este densa
in [0,00). Avand in vedere observatia 1.1.6, trebuie sa aratam ca EN(a,b) # 0
oricare ar fi a,b € R, cu 0 < a < b.

FEtapa I. ,Coborarea”: fie x € E (multimea E este nevida). Alegem n € N

. A A, I .z
suficient de mare, Incat on <asi —= <b—a.

on+3
Etapa a Il-a. ,Ridicarea”: avem o € Esi 5 o € E. Din conditia (iv)

scrisa pentru « := 1/2 si « inlocuit cu x/2" rezulta ca

148

1 o € E pentru orice numar intreg k > 0.
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Fie k£ > 0 cel mai mare numar intreg cu proprietatea ca

k =z
Intrucat
k+1 =« k =z T 1/4
R TR e R T T kl/ :
JI+EL 4 1k

r 1/4 =z

< 27 9 = 2n+3 < b —a,
k+1 «x
deducem & /1 + % o €EN(ah).
8. Fie A := {anm | n,m € N}, unde apm = =, — Ty Tinand seama ca
Am,n = —0n,m, rezultd ca multimea A este simetrica fata de origine. Drept

urmare, este suficient sa dovedim c& A este densa in [0, 00), adica AN(a,b) # 0
oricare ar fi a,b € R, cu 0 < a < b (conform observatiei 1.1.6).

FEtapa I. ,Coborarea”: deoarece lim (2,41 —x,) =0, exista un ng € N
n—0o0o

asa incat xp41 — x, < b — a oricare ar i n > ny.
Etapa o II-a. ,Ridicarea”: consideram sirul de puncte din A
Gnogng = 0, Unog+1,n9 = Tng+1 — Tngs -+ -5 Ang+kng = Tng+k — Lngy - - - -
Deoarece klim (Tng+k — Tny) = 00, exista un numar intreg k > 0, cel mai mare
— 00
cu proprietatea aptkn, < a. Intrucat
Uno+k+1,m0 — Onotkng = Lng+k+1 — Tng+k < b—a,

urmeaza ca Gpy4k+1in, € AN (a,b).
9. a) Exemple de multimi A, care satisfac conditiile (i) si (ii), sunt A = [0, 1],
A =[0,1]NQ, precum si multimea numerelor diadice din [0, 1],

A= {ﬁn ‘ neN, m:0,1,...,2"}.

b) Dovedim mai intai ca pentru orice n € N este adevarata propozitia

T+

2n

P(n) : ,dacd z € A, atunci ™ ¢ A oricare ar fi m € {0,1,...,2" =1}
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Intrucat P(1) este chiar (i), urmeazs cd P(1) este adevirati. Fie n > 1 un
numar natural pentru care P(n) este adevarata. Vom demonstra ca si P(n+1)
este adevarata. Fie, in acest scop, x € A arbitrar ales. Deoarece P(n) este
adevarata, deducem ca

rT+m
2n

(1)

€ A oricare ar fi m € {0,1,...,2" — 1}.

Din (1), pe baza lui (ii) rezulta ca

r+m

WEA oricare ar fi m € {0,1,...,2" — 1},

precum si ca
H

TR+l z+2%+m x4 4
2 o on+1 T on+l €

oricare ar fi m’ € {27,2" +1,...,2"T! — 1}. Altfel spus, avem

rtm € A oricare ar fim € {0,1,...,2""1 — 1},

2n+1
adica P(n + 1) este adevarata.
Pentru a dovedi ca A este densa in [0, 1], este suficient s& demonstram ca
AN (a,b) # 0 oricare ar fi 0 < a < b < 1 (a se vedea observatia 1.1.6).

FEtapa I. ,Coborarea”: alegem un z € A (multimea A este nevida) si
alegem n € N suficient de mare, incat
x 1 . 2" —1

2—n<a, 2—n<b—a si b< on

FEtapa a II-a. ,Ridicarea”: are loc (1). Deoarece

T o x+2" -1 2n —1
2—n<a si on > on > b,

rezulta ca exista un numar intreg unic m, astfel incat 0 < m < 2™ — 1 si

3

zT+m z+m+1
<a, dar — >a
2n 2n
z+m+1 N
Avem o < b, deoarece, in caz contrar, am avea

b_aéx—kmﬂ—l_a:—{—m:i’
2n AL 2n
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1
TEME L ¢ AN (ab).

in contradictie cu alegerea lui n. Prin urmare,

10. Vom dovedi ca singurele functii continue f : [0, 1] — R, cu proprietatea

(1) f(;C)—i—f(x;_l) = 2f(z) oricare ar fi z € [0,1],

sunt cele constante. Evident, orice functie constanta satisface (1). Reciproc,
fie f:]0,1] — R o functie continua care satisface (1). Notam

M := sup f(x) si A:={zelab]| f(z)=M}.
z€[a,b]

Conform teoremei lui Weierstrass, avem M < oo si A # (. Mai mult, din
(1) rezulta imediat cad multimea A are proprietatile (i) si (ii) din problema
precedentd, deci A este densa in [0, 1].

Fie z € [0,1] arbitrar ales. Atunci x € clA, deci exista un sir (x,),
de puncte din A, astfel ca (z,) — x. Tinand seama de continuitatea lui f
in punctul z, deducem ca f(z) = nlg]g@ f(zy) =M. Cum z a fost un punct

arbitrar din [0, 1], conchidem c& f(x) = M oricare ar fi z € [0, 1], adica f este
constanta.

Observatie. Propunem cititorului sa incerce sa demonstreze ca singurele
functii integrabile Riemann f : [0,1] — R, cu proprietatea (1), sunt de aseme-
nea cele constante.

11. Fie z € R fixat si fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece f este continua in z, exista
un 6 > 0 astfel incat | f(y) — f(z)| < € oricare ar fi y € (v — 0,z + ). Aplicand
teorema lui Kronecker, deducem existenta unor numere m,n € Z in asa fel
incat nao +m € (x — 0,z + ). Avem atunci |f(na +m) — f(z)] < e. Dar
f(na+m) = f(m) = f(0), datorita periodicitatii lui f. Drept urmare, avem
|f(0) — f(z)| <e. Cum e > 0 a fost arbitrar, rezulta de aici ca f(z) = f(0).
Am dovedit astfel ca f(z) = f(0) oricare ar fi z € R, adica f este constanta.

12. a) Fie functia g : R — R, definita prin g(x) := f(x)—xz. Pentru orice x € R
avem g(z+1) = f(x+1)—z—1= f(zx) —x = g(x) si analog g(z + a) = g(z).
Prin urmare, g admite drept perioade pe 1 si pe a. Cum g este continua,
problema 11 garanteaza ca g este constanta.

b) Fie o := m/n un numar rational arbitrar, cu m € Z si n € N si fie
f : R — R functia definita prin f(z) := x + sin(2nmz). Evident, f este
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continua, satisface f(x + 1) = f(x) + 1 si f(z + a) = f(z) + a pentru orice
x € R, dar functia g(z) = f(z) — x = sin(2n7z) nu este constanta.

13. Fie g : R — R functia continua definita prin g(t) := f(sint) pentru orice
t € Rsifie G:R — R o primitiva a lui g.

a) Avem

a+1

1
O:/O f(sm(x—ka))dx:/a f(sint)dt = G(a+1) — G(a),

de unde G(a+1) = G(«) oricare ar fi @ € R. Rezulta cd G admite pe 1 drept
perioada, deci si g admite pe 1 drept perioada. Pe de alta parte, g admite drept
perioada si numarul irational 2. Rezultatul problemei 11 asigura atunci ca

g este constanta, deci si f este constanta. Cum fol f(sinz) dz = 0, conchidem
ca f=0.

b) Pentru orice n € Z \ {0} avem

= 1 sinnx ZC_l ! sin —w
0= [ feimna)dr =% [ pomt)ar = SCO0,

deci
(1) G(n) = G(0) oricare ar fi n € Z.
Pe de alta parte, cum

(G(x +27) — G(l‘))l =g(x+2m) —g(x) =0 oricare ar i x € R,
deducem ca exista o constanta c € R astfel ca

G(z +27m) — G(x) = ¢ oricare ar fi x € R.

Rezulta imediat de aici ca
(2) G(z + 2n7) — G(x) = nc pentru orice x € R si orice n € Z.

Deoarece functia G este continua in 0, exista un 6 > 0 astfel incat pentru orice
z € (—6,6) si avem |G (z)—G(0)| < 1. Fie ng € N arbitrar. Intruct multimea
{2nm —m | n,m € N, n > ng} este densa in R (a se vedea teorema 1.2.5),
exista n,m € N, n > ng in asa fel incat 2nm —m € (-0, ). Tinand seama de
(1) si (2), avem

1> |G(2nm —m) — G(0)| = [nc+ G(—m) — G(0)| = n|c| > noc|,
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de unde |c| < 1/ng. Cum ng € N a fost arbitrar, trebuie sa avem ¢ = 0. Drept
urmare, G admite drept perioada pe 27. Rezulta atunci din (1) ca

(3) G(m + 2nm) = G(m) = G(0) oricare ar fi m,n € Z.

Fie x € R fixat si fie € > 0 arbitrar. Deoarece G este continua in =z,
existd un 0 > 0 astfel ca |G(y) — G(x)| < e pentru orice y € (z — d,x + 9).
Aplicand teorema lui Kronecker, deducem existenta unor numere m,n € Z cu
proprietatea cd m + 2n7 € (z — 6,z + 6). In baza lui (3), rezultd ci

|G(0) — G(x)| = |G(m + 2n7) — G(x)] < e.

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, conchidem ca G(x) = G(0) oricare ar fi x € R,
adica functia G este constanta. Drept urmare, avem g = 0, de unde f = 0.
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Capitolul 2

Multimi perfecte pe axa reala

2.1 Multimi perfecte

2.1.1 Definitie (puncte de acumulare, puncte izolate). Fie A o submultime
a lui R. Un punct x € R se numeste punct de acumulare pentru A, daca
oricare ar i V € V(z) avem V N A\ {z} # (. Un punct z € A se numeste
punct izolat al multimii A, daca exista V € V(x) astfel incat VN A = {z}.
Multimea tuturor punctelor de acumulare ale lui A se noteaza cu A’ si se
numeste derivata multimii A. Se arata usor ca

redA & Vr>0: (z—rao+r)NA\{z}#0
& Vr>0 JacA\{z} : |z —a|l <

De asemenea, se constatd imediat ca daca x € A, atunci multimea V' N A este
infinita oricare ar i V' € V(z).

2.1.2 Teorema. Fiind data o multime A C R, urmatoarele afirmatii sunt
adevarate:

1° Are loc egalitatea c1A = AU A’.

2° A este inchisa dacd si numai daca A’ C A.

2.1.3 Definitie (multimi perfecte). O multime inchisa si fara puncte izolate
A C R (adicd o multime cu proprietatea cd& A = A’) se numeste perfectd.

2.1.4 Teorema. Orice submultime perfecta nevida a lui R este nenumarabila.

Demonstratie. Presupunem ca exista o multime perfecta nevida numarabila
A C R. Fie A = {a, a9, a3, ...} o enumerare a elementelor lui A. Notam
ny = 1si I = (a1 — %,al + %) Deoarece I; este vecinatate a punctului

17
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a; € A=A, rezulta ca multimea I; N A este infinitd. Fie ny > n; cel mai mic
indice cu proprietatea ca an, € I;. Alegem un numar pozitiv ro < 1/4 astfel
incat notand Iy := (an, — r2, an, + r2), sa avem

CIIQ g Il §i Ay Q IQ.
Atunci avem
1 . .
(1) =2ry < 3 S an ¢ Iy pentru orice n < ng.

Deoarece Iy este vecindtate a punctului a,, € A = A’, rezulta cad multimea
Iy N A este infinita. Fie n3 > ng cel mai mic indice cu proprietatea ca a,, € I.
Alegem un numar pozitiv r3 < 1/6 in asa fel incat notand I3 := (an, —73, Gns +
r3), sa avem

ClIg - _[2 $1 Apy ¢ Ig.

Atunci avem

0(I3) =2r3 < si an & I3 pentru orice n < ns.

Wl

Continuand rationamentul, se construieste inductiv un sir strict crescator
(ng)k>1 de numere naturale, precum si un sir (I)x>1 de intervale cu urmatoa-
rele proprietati:

(i) ap, € Iy, dar a,, € I; pentru orice n < ng;
(i) cllpq1 C Iy si () < 1/k oricare ar fi k > 1.

Atunci (cl I;)k>1 este un sir descendent de intervale inchise, cu sirul lungimilor
tinzand catre 0. Prin urmare, exista un a € R astfel ca

m (clIx) = {a}.

E>1
Atunci pentru orice k > 1 avem a € cl i, si ay, € Ij, deci
lan, —a| < l(cll}) < 1/k.

Rezulta de aici ca limg_o0 @p, = a. Tinand seama de propozitia 1.1.4 si de
afirmatia 1° din teorema 2.1.2, deducem ca a € cl A = A, deci existaun m € N
pentru care a = a,,. Fie k > 1 un numar natural cu proprietatea ny > m.
Atunci, conform proprietatii (i), avem a = a,, € I, deci a & cl I, ceea ce este
absurd. Contradictia obtinuta arata ca multimea A este nenumarabila. O
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2.2  Multimea lui Cantor

Vom prezenta in continuare un exemplu celebru de multime perfecta, sursa
a numeroase contraexemple in analiza matematica. Este vorba de multimea
lui Georg Cantor (1845-1918). Se porneste de la intervalul inchis [0, 1], care
se Imparte in trei subintervale egale si se elimina intervalul deschis (1 2) din

313
mijloc. Se obtine multimea
1 2
Fr=10,-1U|5,1].
= sl 5

Cu cele doua intervale inchise ale lui F} se procedeaza la fel: fiecare dintre ele
se Imparte In trei subintervale egale si se elimina intervalul deschis din mijloc.
Se obtine multimea

wepio BB

Continuand acest procedeu, se obtine un sir descendent de multimi
Fi DF,DF3D .

Din modul de constructie a multimilor (F},),>1 se deduce imediat ca fiecare
multime F;, este reuniunea a 2" intervale inchise disjuncte, fiecare astfel de
interval avand lungimea 1/3". Prin urmare, fiecare multime £}, este inchisa.
Multimea lui Cantor va fi notata cu C si ea se defineste prin

C .= ﬂ F,.
n=1

Rezulta de aici ca multimea C este inchisa, fiind intersectia unei familii de
multimi inchise.

2.2.1 Teorema. Multimea C este egala cu multimea tuturor numerelor reale
x € [0,1], cu proprietatea ca exista un sir (an)p>1 cu termenii din multimea
o0

an

{0,2}, astfel ca x = -
n=1
Altfel spus, multimea lui Cantor coincide cu multimea numerelor reale din

[0, 1], a caror reprezentare in baza 3 contine doar cifrele 0 si 2. De exemplu,
7/9 € C deoarece

2 1
— — + - = 0721(3) = 0,20222(3) .

7
9379

In demonstratia teoremei 2.2.1 un rol esential il joaca urmatoarea lema.
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2.2.2 Lema. Pentru fiecare n € N are loc egalitatea
Fn = U Ial,ag,...,any
at,...,an€{0,2}
a1 " a
. k k
unde o, a,....a, €ste intervalul Iy, a,,. a, = [Z 3% 3m + Z 3k] .
k=1 k=1

Demonstratie. Demonstratia este o simpla inductie matematica dupa n € N,
bazata pe procedeul prin care se obtine Fj, 11 din Fj,. ]

Demonstratia teoremei 2.2.1. Fie A multimea tuturor numerelor x € [0, 1], cu
proprietatea ca exista un sir (an)p>1 cu termenii din multimea {0, 2}, astfel

an, e Ca A o
caxr = E 3n- Aratam mai Intai ca

n=1
(1) C CA.
o0
. . an . o
Fie z € Csifie x =0,a1a2...3) = Z 30 reprezentarea lui x in baza 3, cu
n=1

an € {0,1,2} pentru orice n € N. Presupunand, prin absurd, cad = ¢ A,
rezultd ca existd n € N astfel incat a, = 1. Alegem n € N, cel mai mic
numar natural cu proprietatea ca a, = 1. Atunci exista cel putin un m > n
astfel ca a,, < 2, deoarece, In caz contrar, am avea

T = O,a1 e Qp_11222.. (3) = 0, ai ... an_12(3) S A,

in contradictie cu presupunerea facuta.

Deoarece x € C, trebuie sa avem z € F,. Conform lemei 2.2.2, exista
bi,ba,..., by € {0,2} astfel ca x € Iy, p,, .. p,. Dovedim ca by, = ay, oricare ar fi
ke {l,...,n—1}. Presupunand contrarul, fie k € {1,...,n—1} cel mai mic
numar natural cu proprietatea ay # bg. Cum ag, by, € {0,2}, rezulta ca avem
fie a, = 0 si by, = 2, fie ap, = 2 si by, = 0. Presupunem, pentru fixarea ideilor,
ca ar = 0 si by, = 2 (cazul ay = 2 si by, = 0 se trateaza analog). Atunci avem

o ag—1 0 agyr 1
r = ?+”'+3k71+37k+3k+1+“'+37n+'”
al Af—1 2 2 2
< g tootgem Tagm Ty Ty T
_ 1
T Y

3 3k—1 T 3k’
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deci 5 b b
ay k-1 k41 n
x<§+~-+3k71 +§+W+'”+37n'
Intrucat membrul drept al inegalitatii anterioare reprezinta tocmai capatul
stang al intervalului Iy, p,, .. p,, deducem ca x & Iy, p, .. p,, ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arata ca by = aj pentru fiecare k € {1,...,n — 1}, deci
LS Ia1»---7an—1bn'
Depinzand de b,,, avem doua cazuri posibile: b, = 0 sau b, = 2. Pre-
supunem, pentru fixarea ideilor, ca b, = 2 (cazul b, = 0 se trateaza similar).
Atunci avem

o m Ap—1 1 1
r = §+...+3n_1+37+...+37m+...
aj Ap—1 1 2 2 2
< §+"'+3n—1+37+3n+1+3n+2+3n+3+""
Deoarece
ak ~ an’
k:n+13 3

deducem ca
al Ap—1 2
T< gt gt
Intrucat membrul drept al inegalitatii anterioare reprezinta tocmai capatul
stang al intervalului I,, . 4, p,, rezulta cd &€ Iy, . 4, ,b,, Ce€a ce este ab-

surd. Contradictia obtinuta arata ca incluziunea (1) are loc.

Dovedim acum ca

(2) ACC.
[e.e]
. . Qn, .
Fie x € A arbitrar, x = Z gn U an € {0,2} oricare ar fi n € N. Pentru a
n=1

arata ca ¢ € C este suficient s demonstram ca x € F;, pentru orice n € N.
Fie n € N arbitrar. Deoarece

" a " a 2 1 a
k=1 k=1 k=n+1 k=1

rezulta cad © € Iy, ay,... ., deci z € F;, (conform lemei 2.2.2). Prin urmare, (2)
are loc. Din (1) si (2) rezulta validitatea afirmatiei din enunt. O

2.2.3 Teorema. Multimea lui Cantor este perfecta.
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Demonstratie. S-a vazut deja ca multimea C este inchisa. Raméane sa dovedim
ca ea nu are puncte izolate. Presupunand contrarul, ar exista z € C'sir > 0
in asa fel incat C N (x — r,x +r) = {z}. Din teorema 2.2.1 rezulta ca exista
un sir (ap)p>1, cu termenii din multimea {0, 2}, in asa fel incat

> a
- -n
n=1
@
Alegem ng € N astfel ca 2/3™ < r si consideram punctul z = Z 3—2 , unde
n=1
_ O, daca n # ng
ap = 9
2 —a, dacan=nyg.
. v = - |a7L0 B dm)’ 2
Din teorema 2.2.1 deducem ca z € C. Cum |x — Z| = T3 T 3w <D
rezultd ca z € C N (z —r,z+ 1)\ {z}, ceea ce este absurd. O

2.2.4 Observatie. Din teoremele 2.2.3 si 2.1.4 rezulta cd multimea lui Can-
tor este nenumarabila. Acest fapt poate fi demonstrat si direct, cu aju-
torul ,metodei diagonale” inventate de Cantor. Presupunand, prin absurd,
ca multimea C este numarabila, fie C = {z1,z2,x3,...} 0 enumerare a ele-
mentelor sale. Pentru fiecare k£ € N exista un sir (afl)n>1, cu termenii din

multimea {0, 2}, astfel ca z = 0,akal ... ak.

— 1,1 1
1 = 0,a2...an...(3)

2| 2 2
o = 0,0,1...(],"...(3)

— n_ n n
Typ = 0,a1a2......(3)

.(3)- Avem asadar sirul

Fie 7 := 0,a1a3 . . . ap . . .(3) numarul real avand cifrele reprezentarii in baza 3

0 dacaal =2
= n
Qp = N n € N.
" { 2 daca al! =0,
In baza teoremei 2.2.1, avem T € C. Pe de alta parte, nu putem avea T = x
deoarece |a; — all = 2, nu putem avea T = x9 deoarece |ag — a2l =2, ..., nu
1 ) 2 ) ’
putem avea T = x, deoarece |a, — aj| = 2, .... Contradictia obtinuta arata

ca multimea C' este nenumarabila.
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2.2.5 Observatie. Se poate demonstra mai mult si anume ca |C| = ¢, unde
¢ := |R|. Intr-adevir, deoarece functia ¥ z € C' +— z € [0,1] este injectivi,
avem |C] < |[0,1]] = ¢. Pentru a construi o functie injectiva de la [0,1] la
C, reprezentam fiecare numar real y € [0,1] in baza 2: y = 0,b1b2b3 .. .(2),
cu conventia cd, In caz de ambiguitate, reprezentarea binara se incheie cu o
infinitate de zerouri. Punem a,, := 2b,, si definim

a

|
S

(o)
xz = 0,a1a9a3 .. (3) = Z
n=1

Atunci avem x € C, conform teoremei 2.2.1. Am construit astfel o functie
injectiva de la [0,1] la C. Drept urmare, avem ¢ = |[0,1]| < |C|. Aplicand
acum teorema lui Schroder-Bernstein, deducem ca |C| = .

2.3 Aplicatie

In incheierea acestui capitol vom prezenta solutia unei probleme de la olimpia-
da de matematica a studentilor din Republica Moldova, din anul 1998.

2.3.1 Aplicatie. Poate fi reprezentat intervalul [0, 1] ca reuniune de intervale
inchise, disjuncte doua cate doua si de lungimi pozitive, mai mici decat 17

Solutie. Raspunsul este NU.
Sa presupunem, prin absurd, ca [0, 1] = U [a;, b;], unde ([a;, bJ'DjeJ este o
JjeJ
familie de intervale disjuncte doua cate doua, cu proprietatea 0 < b; —a; <1
oricare ar fi j € J. Alegand pentru fiecare j € J un numar rational g; € [a;, b;],
obtinem o functie injectiva

Vied — ¢ e€Qnlo,1],

deci |J| < |QN[0, 1]| = Rp. Cum, evident, multimea J nu poate fi finita, rezulta

ca J are cardinalul Ny. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca

J =N, deci [0,1] = U [ak, br]. De asemenea, fara a restrange generalitatea,
keN

putem presupune ci a3 = 0 si bp = 1. Considerdm multimea
A= {bl, az, as, bg, aq, b4, .. }

Intrucat

A=R\ ((—oo,bl) U (a2, 00) U (a3, b3) U (aq, ba) u)
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rezulta ca multimea A este inchisa. Aratam ca A nu are puncte izolate. Pre-
supunand contrarul, ar exista un @ € A si un r > 0 in asa fel Incat sa avem
AN (a—r,a+r)={a}. Sunt posibile doua situatii.

Cazul I. a este capatul stang al unui interval [a,,by]. Atunci intervalul
(a — r,a) nu are puncte comune cu nici un interval [ag, bx| (k € N), ceea ce
este absurd.

Cazul II. a este capatul drept al unui interval [a,,b,]. Atunci intervalul
(a,a + r) nu are puncte comune cu nici un interval [ag,bx] (kK € N), ceea ce
este absurd.

In concluzie, A este o submultime perfecti a lui R. Cum |A| = Ry, am
obtinut o contradictie cu teorema 2.1.4. O



Capitolul 3
Siruri si serii de funci;ii

3.1 Convergenta punctuala vs convergenta uniforma

Fiind date o multime nevida A si un sir de functii f, : A = R (n > 1), exista
mai multe moduri in care poate fi inteleasa afirmatia ,sirul (f,,) converge catre
o functie f”. Doua dintre ele vor fi prezentate in continuare.

3.1.1 Definitie (convergenta punctuala a unui sir de functii). Fie sirul de
functii f, : A = R (n > 1), fie C multimea tuturor punctelor z € A pentru
care sirul de numere reale (fy,(z))n>1 este convergent si fie f : C'— R functia
definita prin f(z) = lim, o0 fn(z). Multimea C' se numeste mulfimea de
convergentd a sirului (f,), lar functia f se numeste limita punctuald a sirului
(fn)- Se spune ca sirul de functii (f,) converge punctual catre f pe C. Acest
fapt va fi notat prin

(fn) = f pe C.

Asadar (f,) — f pe C daca si numai daca f(x) = lim,_,~ fn(z) oricare ar fi
x € C, adica daca si numai daca

VeeC Ve>0 InpeNal Vn>ny : |fulz)— f(z)| <e.

3.1.2 Observatie. Din pacate, limita punctuala a unui sir de functii nu con-
serva proprietatile de regularitate ale termenilor sirului. Sa consideram, de
exemplu, sirul f, : R - R (n > 1), fp(z) := 2". Multimea lui de convergenta
este C := (—1,1], iar limita punctuala este functia

f(x) = lim f,(z) = lim z" =

n—o0 n—o0

0 dacaxze (—1,1)
1 dacaz=1.

25
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Desi toate functiile f,, sunt continue pe C, limita f este discontinua in punctul
x = 1. Acest inconvenient al convergentei punctuale a impus introducerea unui
concept mai puternic, dar totodata mai restrictiv.

3.1.3 Definitie (convergenta uniforma a unui sir de functii). Fie sirul de
functii f, : A - R (n > 1) si fie Cp o submultime nevida a lui A. Se spune ca
sirul (f) converge uniform pe Cy catre o functie f : Cp — R daca

Ve>0 dnpeNail Vn>ny Yz el : |falz)— f(z) <e.
Faptul ca (f,) converge uniform catre f pe Cy va fi notat prin

(fn) = f pe Co.
3.1.4 Observatie (convergenta punctuala vs convergenta uniforma). Com-
parand definitiile 3.1.1 si 3.1.3, observam ca:
1° Daca (fn) = fpeCoCA = (fn) = f pe Co.
2° Daca (fp) = fpeCCA #A  (fn) = fpeC.
3° Rangul ng in definitia convergentei uniforme depinde numai de ¢, in
timp ce In definitia convergentei punctuale el depinde atat de ¢, cat si de x.

Drept urmare, conceptul de convergenta uniforma este mai restrictiv decat cel
de convergenta punctuald.

3.1.5 Definitie (norma uniforma). Fiind data o functie f : A — R, elementul
din [0, oo}, definit prin || f|loo := sup,c4 | f(x)], se numeste norma uniforma a
lui f. Cu ajutorul normei uniforme putem reformula convergenta uniforma a
unui sir f, : A — R (n > 1) cétre f astfel:

(fn) = fped & dim [|fy = flleo = 0.
n—oo
3.1.6 Observatie. Urmatorul algoritm poate fi folosit pentru studiul conver-
gentei unui sir de functii f, : A > R (n > 1):
Pasul 1. Se determind multimea de convergenta

C:={x € A |sirul (fn(z)) este convergent}

si limita punctuala f: C — R, f(x) := limy,_c fn(z). Atunci
(fn) = f pe C.

Pasul 2. Pentru fiecare numar natural n se determina

an = ||fn — flloo = sup | fu(z) — f(x)| € [0, 00].
zeC

Daci (a,) — 0, atunci (f,) = f pe C. In caz contrar, (f,) # f pe C.
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3.1.7 Definitie (serii de functii si convergenta punctuald a acestora). Fie
fn:A— R (n>1) un sir de functii si fie s, : A - R (n > 1) sirul definit prin

(1) sn(z) = fi(x)+ -+ fulzx), z€A n>1.

Perechea de siruri ((f,), (sn)) se numeste serie de functii de termen general
fn sivafinotata cu ), fn. Fie C multimea tuturor punctelor x € A pentru
care seria de numere reale Y, - fn(z) este convergenta si fie s : C — R functia
definita prin -

s(z) = an(a;)
n=1

Multimea C' se numeste mulfimea de convergentd a seriei ) -, fp, iar functia
s se numeste suma seriei > -, fn. Se spune ca seria de functii ), - fn
converge punctual catre s pe C.

Observam ca multimea C, de convergenta a seriei de functii 3,51 fu(2)
este tocmai multimea de convergenta a sirului de functii (s,,). Pe de alta parte,
suma s este limita punctuala a sirului (s,). Prin urmare,

Z fn converge punctual catre s pe C < (s,) — s pe C.
n>1

3.1.8 Definitie (converegenta uniforma a unei serii de functii). Fie sirul de
functii f,, : A = R (n > 1) si fie Cy C A. Se spune ca seria de functii ), < fn
converge uniform pe Cy catre o functie s : Cop — R daca sirul de functii (s,),
definit prin (1), converge uniform catre s pe Cp:

Z fn converge uniform cétre s pe Cp < (s,) = s pe Cp.
n>1

3.1.9 Observatie. Multimea de convergenta a unei serii de functii poate avea
o structura foarte complicata (a se vedea exemplul urmator). In contrast cu
acest fapt, vom vedea in sectiunea urmatoare ca multimea de convergenta a
unei serii de puteri este intotdeauna un interval.

3.1.10 Exemplu. Fie C multimea de convergenta a seriei de functii
(2) Z sin?(27nlz).
n>1

Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1°Q c C,dar C #Q.
2° Exista o submultime densa A a lui R astfel incat A C R\ C.
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Demonstratie. 1° Daca x = p/q este un numar rational arbitrar, cu p,q € Z
si ¢ # 0, atunci pentru orice numir natural n > |q| avem sin?(27nlz) = 0,
deci seria (2) converge. Prin urmare, incluziunea Q C C' are loc. Pentru a
dovedi ca C' # Q, vom arata ca e € C. Este binecunoscut faptul cd pentru
orice n > 1 exista un punct 6,, € (0,1) in asa fel incat

1 10
e=1+—++—=+—.
1! n!  n-n!

Deducem de aici ca

1 1 1 Opi1
ornle = 2mn!(1+—+ -+ = nt
e ””( LTI +n!+(n+1)!+(n+1)(n+1)!>
p 270
— ok, 4+ —_ 4 ZTntl

n+1 (n+1)2’

1 1
unde k,, := n! <1 + 1 4+t n') este un numar natural, iar 6,41 € (0,1).

Cum sin?z = O(2?) cand = — 0, rezulti ca

21 276 2w 27wl 2
.. 92 9 ! _ .92 n+1 -0 n+1
sin”(2mnle) = sin™ | T2+ 0 ntl  nt1)?

1
= 0 <2> cand n — oo.
n

2 . . . . . 1
In consecinta, seria E sin?(27nle) are aceeasi natura ca si seria E —5, care
n
n>1 n>1
este convergenta. Am dovedit astfel ca e € C.

2° Vom demonstra mai intai ca e/3 ¢ C. In adevar, pentru orice numar
natural n > 3 exista un 6,, € (0,1) astfel ca

1
(n—3)!

NN NI S
n=2)!" (n=1! n! n-nl

e n! 1
[ — _ _
27m.3 27 3 <1+ 1!+ +

= 2wmn+2§(n(n—1)+n+l)+2§zn,
unde
e (e 1)
"3 1! (n — 3)!
nin—1)(n—2)

_ 3 (n—S)!<1+11!+"'+(n_13)!>
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este numar natural. Drept urmare, avem

2 27,
sin? (27m! g) = sin® <7r (n®+1)+ z ) .

3 3n

Dacé n =0 (mod 3), atunci n? + 1 =1 (mod 3), deci

2 3
lim sin? (27Tn! g) = sin? g =1
n=0 (mod 3)

. e
In consecinta, seria Z sin? (27rn! g) este divergenta, adica e¢/3 & C.
n>1
Consideram multimea A, definita prin

A::{e/3}+@:{§+x‘ reQ}.

Daca x = p/q este un numar rational arbitrar, cu p,q € Z si ¢ # 0, atunci
pentru orice numar natural n > |g| avem

sin? (27rn! (E + a:)> = sin? (27rn! E) ,
3 3
deci £+ 2 & C. Rezulta ca A C R\ C, iar A este evident o submultime densa
a lui R. ]
3.2 Criterii de convergenta uniforma

3.2.1 Teorema (criteriul de convergenta uniforma al lui A. L. Cauchy). Fiind
date un sir de functii f, : A = R (n > 1) si o multime nevida Cy C A,
urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1° Sirul de functii (fn) converge uniform pe Cy daca si numai dacd

(1) Ve>03ngeNai Vn>nyVp>1VaxeCy : |forplx)—folz)] <e.
2° Seria de functii anl fn converge uniform pe Cy daca si numai daca
Ve>03noeNai. Vn>nyVp>1VaeeCy:|fur1(x)+ -+ fnip(z)| <e.

Demonstratie. 1° Necesitatea. Admitem ca sirul (f,,) converge uniform pe Cp.
Atunci exista o functie f : Cy — R, cu urmatoarea proprietate:

Ve>0 dnpeNail Vn>ny Veely : |fn(a;)—f(a;)|<%
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Atunci pentru orice n > nyg, orice p > 1 si orice z € Cjy avem

Fntol@) = Ful@)] < [furp(@) = (@) +1(@) = fule)] < 5+ 5 =

Suficienta. Admitem acum ca (1) are loc. Atunci pentru orice z € Cj sirul
de numere reale (f,(x)) este fundamental, deci convergent. Fie f : Cy — R
functia definitd prin f(z) := limy, 00 f5 (). Vom ariita ci (f,,) = f pe Co. In
acest scop, fie & > 0 oarecare. Din (1) rezulta ca

dnpeNalL Van>ngVp>1Vazely : [fulx)— farp(z)| <

| ™

Facand p — oo, deducem ca

Vn>nyVaoely : |fulz)— f(x) §%<5.
In consecinta, (f,) =2 f pe Co.
2° Rezulta din afirmatia 1°, aplicata sirului s, : A — R (n > 1), definit
prin s,(x) := fi(z) + - + fu(z) oricare ar fi z € A. O

3.2.2 Teorema (criteriul de convergenta uniforma al lui K. Weierstrass). Fie
fan: A= R (n>1) un sir de functii, Fie Cy o submultime nevidd a lui A, fie
f:Co — R o functie si fie (an) un sir de numere reale. Atunci urmatoarele
afirmatit sunt adevarate:

1° Daca limy, o0 ay, = 0 st exista mo € N astfel ca

Vn>mogVaeely : |fulz)— flx)| <ap,

atunci (fn) = f pe Cp.
o c o e
2° Daca seria de numere reale anl an este convergenta si exista mo € N
asa incat | fn(z)| < an pentru orice n > mq si orice x € Cp, atunci seria de
functii Y, < fn converge uniform pe C.

Demonstratie. 1° Aceasta afirmatie este evidenta.

2° Fie ¢ > 0 oarecare. Deoarece seria ) ., a, este convergenta, criteriul
general de convergentd al lui Cauchy garanteazi cad existia ng € N (si fara
a restrange generalitatea putem presupune ca ng > myg) cu proprietatea ca
pentru orice n > ng si orice p > 1 avem a,41 + - - + ap4p < €. Atunci pentru
orice n > ny, orice p > 1 si orice z € Cj avem

| fot1(x) + 4 Frap(@)] < | frag1 @)+ + [ frap(@)] < @ng1 +- -+ anyyp < €.

Aplicand partea de suficienta a criteriului lui Cauchy (teorema 3.2.1), conchi-
dem ca seria functii ), <, fn converge uniform pe Cp. O
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3.2.3 Teorema (criteriul de convergenta uniforma al lui U. Dini). Fie a si
b numere reale, a < b, fie fn : [a,b] = R (n > 1) un sir de functii si fie
f:[a,b] = R o functie in asa fel incdt sa fie indeplinite urmatoarele conditii:

(i) pentru orice n € N functia f,, este continud pe |[a, b];

(ii) pentru orice x € [a,b] sirul de numere reale (fn(x)) este crescator;
(iii) f este continua pe [a,b|;

(iv) (fn) = [ pe la,b].

Atunci (f,) = f pe [a, b].

Demonstratie. Intrucat sirul (f,(z)) este crescitor si lim, oo fn(z) = f(2),
rezulta ca

fn(z) < f(x) pentru orice n € N si orice = € [a, b].

Pentru fiecare n € N notam a,, := || fn — f|lco- Tinand seama de observatia
anterioara si de teorema lui Weierstrass, avem

ap = mMmax (f(l’) - fn($))

x€[a,b]
Cum f,,(z) < fnt1(x) pentru orice n € N si orice x € [a, b], deducem ca
ant+1 < an oricare ar fin € N.

Avem de aratat ca (a,) — 0. In acest scop, fie € > 0 arbitrar. Pentru fiecare
numar natural n alegem x,, € [a,b] astfel ca a, = f(z,) — fu(z,). Conform
teoremei lui Cesaro, sirul marginit (x,) poseda un subsir (z,, ), convergent
catre un z* € [a,b]. Cum lim, o fn(z*) = f(z¥), existd un ng € N astfel
incat

f(@) = fu(x™) = |fu(z") = f(z7)] < % oricare ar fi n > nyg.

In particular, avem f(z*) — fu,(2*) < €/2. Deoarece functia f — f,, este
continua in punctul z*, exista un 6 > 0 asa incat pentru orice z € [a,b] cu
|x — x*| < § sa avem

() = &) = (1) — Sl < 5



32 3 Siruri si serii de functii

Atunci oricare ar fi € [a,b] cu |x — z*| < § avem
* * €
F@) = fao(@) < f(27) = fuo(27) + 5 <e.

Intrucat (x,,) — «*, putem alege un numar natural k in asa fel incat sa avem
ng > no si |z, — 2| < 4. Atunci

Qp,y, = f(xnk) - fnk(znk) < f(xnk) - fno(‘rnk) <e.

Tinand seama ca sirul (a,) este descrescator, deducem ca 0 < a,, < € pentru
orice n > ny. Cum € a fost arbitrar, conchidem ca (a,) — 0. O

3.2.4 Definitie (siruri de functii marginite uniform). Se spune cid un sir de
functii f, : A = R (n > 1) este marginit uniform, daca exista un numar real
M > 0 astfel ca

| frlloo = sup |fn(z)| < M oricare ar fi n € N.
€A

3.2.5 Teorema (criteriul de convergenta uniforma al lui P. G. L. Dirichlet).
Fie fn,gn : A — R (n > 1) siruri de functii care indeplinesc urmatoarele
conditii:

(i) pentru fiecare x € A sirul de numere reale (fn(z)) este monoton;
(i) (fa) = 0 pe A;
(iii) sirul de functii oy, : A — R (n > 1), definit prin
on(x) == g1(x) + -+ gn(z), €A n>1
este marginit uniform.
Atunci seria de functii anl fngn converge uniform pe A.

Demonstratie. Din (iii) rezulta existenta unui numar real M > 0 cu propri-
etatea ca

(2) lon(z)] < M pentru orice n € N si orice z € A.

Vom dovedi convergenta uniformé a seriei de functii »_, -, fngn cu ajutorul
teoremei 3.2.1 (criteriul de convergenta uniforma al lui Cauchy). Fie ¢ > 0
oarecare. Din (ii) rezulta existenta unui numar natural ng astfel ca

€

(3) @)l < 157

pentru orice n > ng si orice x € A.
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Fie acum n > ng, p > 1 si x € A arbitrar alese. Avem

fn-i—l(x)gn-l-l(x) + fn+2(x)gn+2(x) + 4+ fn-i—p(x)gn-&-]o(x)
= fony1() (Un-i-l(m) - Un(x)) + fara(x) (Un+2(x) - Un+1($)) + e
+ frtp(2) (0n+p(33) - Un-i—p—l(x))
= 0p41(2) (frr1(x) = fara(®)) + onga () (fara(2) = fars()) + -
+0n4p-1(2) (fatp-1(2) = fatp(2))
+0ntp(T) fatp(T) — On () g1 (2).

Tinand seama de (2), deducem ca

‘fn—i—l('%')gn—&-l(x) +oot+ fn—i-p(w)gnﬂ?(x)‘
< M(|fog1(z) = far2(@)| + - + | fagrp—1(x) = frgp(2)])
+M|frpip()| + M| frs1(2)]-

Din (i) rezulta ca

|[frt1(z) = far2(@)| + - + | fotp-1(2) = fasp(@)] = [fot1(z) = foip(z)]
< @)+ | frsp(@)],

A

deci

’fn+1($)gn+1(l‘) +ot fn+p($)9n+p(l‘)’ < 2M (| fro1(@)] + [ frgp(@)]) <e,

conform lui (3). Aplicand partea de suficienta a teoremei 3.2.1, conchidem ca
seria de functii ), < fngn converge uniform pe A. O

3.2.6 Consecinta (criteriul de convergentd uniforma al lui G. W. Leibniz).
Fie fn, : A — R (n > 1) un sir de functii care indeplineste urmdatoarele conditii:

(1) pentru fiecare x € A sirul de numere reale (fn(x)) este monoton;
(i) (fn) =0 pe A.
Atunci seria de functii Y, <, (=1)" f, converge uniform pe A.

3.2.7 Teorema (criteriul de convergenta uniforma al lui N. H. Abel). Fie siru-
rile de functii fn,gn : A — R (n > 1), care indeplinesc urmatoarele conditii:

(i) pentru fiecare x € A sirul de numere reale (fn(x)) este monoton;

(ii) sirul (fn) este marginit uniform;
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(iii) seria de functii ), -, gn converge uniform pe A.
Atunci seria de functit Y, < fngn converge uniform pe A.

Demonstratie. Din (ii) rezulta existenta unui numar real M > 0 cu propri-
etatea ca

(4) |fn(x)| < M  pentru orice n € N si orice x € A.

Vom dovedi convergenta uniforma a seriei de functii ), <, fngn cu ajutorul
teoremei 3.2.1 (criteriul de convergentd uniforma al lui Cauchy). Fie e > 0
oarecare. Pentru fiecare numar natural n definim functia o, : A — R prin

on(x) == g1(z) + -+ + gn(z).

Din (iii), in baza partii de necesitate a criteriului lui Cauchy, rezulta existenta
unui numar natural ng cu proprietatea ca

(5) |on4p(x) — ()|<3M Vn>nyVp>1VaxeA
Fie acum n > ng, p > 1 si « € A arbitrar alese. Avem

frt1(@)gn1(2) + frr2(2)gnr2() + - + foip(T)gnp(T)
= fat1(z) (UnJrl(fL‘) - C’n(x)) + fot2(z) (Un+2($) - Un+1(1‘)) +-
+fn+p($) (Uner( ) — On+p— 1(x ))
= Un+1($)(fn+1( ) — fn+2( )) + Un+2($)(fn+2($) - fn+3(x)) +-
+0n+p—1(33) (fn+p 1 fn+p )
+0n4p(T) frsp(@) — Un( ) fns1(z),

deci

Jos1(@)gny1(@) + -+ fraip(2)gnip(z)
= (onr1(2) = on(2)) (frs1(2) = fasa(z)) + -
+(Un+p—1($) - an(ac)) (fnerfl(x) - fn+p(x))
+(Un+p($) - Un(x))fner(x)'

Tinand seama de (5), deducem ca

|fn+1 Jgn+1(@) + -+ fn+p(x)9n+p($)|

= W(Un—l—l(x) - fn+2(37)’ +ee ‘fn-i—p—l(m) - fn-l—p(x)‘ + ‘fn-i—p(x)‘)
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Din (i) rezulta ca

| frt1(x) = frg2(z)| + - + ‘fnerfl(x) - fn+p(l‘)| = |fat1(x) — fn+p($)|
< farr (@) 4 | fasp(@)],
deci
|fn+1(x)gn+1(x> + T+ fn—«—p(x)gn—l-p(w” < 3LM(‘fn+1(x>‘ + 2|fn+p($)|)
< €

I

conform lui (4). Aplicand partea de suficienta a teoremei 3.2.1, conchidem ca
seria de functii anl fngn converge uniform pe A. O
3.3 Proprietati ale limitei unui sir de functii

3.3.1 Teorema (continuitatea). Fie A o submultime nevida a lui R si fie
fn i A= R (n>1) un sir de functii care converge uniform pe A cdatre functia
f A — R. Daca toate functiile fp, (n > 1) sunt continue pe A, atunci si f
este continud pe A.

Demonstratie. Fie a un punct arbitrar al lui A. Pentru a dovedi continuitatea
lui f in a, fie € > 0 oarecare. Cum (f,) = f pe A, existd un ng € N asa incat

|fn(z) — f(2)] < % pentru orice n > ng si orice x € A.
In particular, pentru n = ng avem
| fro () — f(2)] < % oricare ar fi x € A.
Deoarece functia f,, este continua in a, exista un 6 > 0 astfel ca
| fro (@) = fno(a)] < g oricare ar iz € A cu |z —a|] < 4.

Atunci pentru orice x € A cu |z — a| < J, avem

[f(@) = fla)] < [f(@) = fao ()] + | fro (2) = fro (@) 4 [fno () — f(a)]
< SHztz=-

Drept urmare, f este continua in a. O
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3.3.2 Teorema (derivabilitatea). Presupunem ca A C R este un interval,
iar fn, : A — R (n > 1) este un sir de functii care indeplineste urmdatoarele
conditii:

(i) exista un punct a € A cu proprietatea ca sirul de numere reale (fn(a))
este convergent;

(ii) fn este derivabila pe A pentru fiecare n € N;
(iii) sirul (f]) converge uniform pe A.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Sirul (f,) converge uniform pe orice interval marginit inclus in A. In
particular, (f,) converge punctual pe A.

2° Limita punctuala f : A — R, f(x) := limy—00 fn(x) este derivabila pe
A si are loc egalitatea

f'(z) = lim f/(x) oricare ar fi x € A.

n—oo

Demonstratie. 1° Fie ¢, : A — R (n > 1) sirul de functii definite prin

fn(x) — fula)

r—a

daca x € A\ {a}
on(x) ==

fl(a) dacd = = a.

Intrucat toate functiile f,, sunt derivabile pe A, rezulta ca toate functiile ¢,
sunt continue pe A.

FEtapa I. Demonstram ca sirul (¢,,) converge uniform pe A.
Fie € > 0 arbitrar. Conditia (iii) si teorema 3.2.1 (criteriul de convergenta
uniforma al lui Cauchy) asigura existenta unui numar ng € N in asa fel incat

(1) |frap(@) = fr(@)|<e Yn>ngVp>1VaeA

n

Vom demonstra ca
(2) |ontp(@) —pn(x)]| <e Vn>nygVp>1VaxeA

Pentru x = a, (2) se reduce la (1). Presupunem in continuare ca x # a. Atunci
pentru orice n > ng, orice p > 1 si orice x € A avem

(fn+p($) - fn(x)) - (fn+p(a) - fn(a)) .

Tr—a

Prtp(r) = pn(r) =
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Aplicand teorema de medie functiei f,,4, — frn, deducem existenta unui punct
¢z, situat intre a si x, astfel ca

(fn—&-p(x) - fn(m)) - (fn—i—p(a) - fn(a))

r—a

= f7/1+p(cx) — fa(ca).
Tinand seama de (1), avem

|ontp(2) = en(@)] = fryp(ca) = frlex)l <e,

deci (2) are loc. Aplicand criteriul lui Cauchy, rezulta ca sirul (¢,) converge
uniform pe A.

FEtapa a II-a. Demonstram ca sirul (f,) converge uniform pe orice interval
marginit inclus in A.

Fie I C A un interval marginit si fie £ := sup{|z — a| | € I}. Fie apoi
e > 0. Cum sirul (f,(a)) este convergent, el este fundamental, deci exista
ny € N astfel ca

| frtp(a) — fala)] < g pentru orice n > n; si orice p > 1.

Deoarece sirul (p,,) converge uniform pe I, exista ng € N astfel ca

|ontp(z) — on(x)] < Vn>naVp>1Vazel

€
20+1
Notam ng := max {nj,n2}. Atunci pentru orice n > ng, orice p > 1 si orice
x € I avem

[frtp(@) = (@) = [(fatp(a) + (@ = a)pnip(2)) = (fula) + (2 = a)pn(2))]

< |fasp(a) = fula)| + |z — al [pnip(z) — ()]
< c + £ c <e
2 20+ 1

Criteriul de convergenta uniforma al lui Cauchy garanteaza ca sirul (f,) con-
verge uniform pe I.

2° Fie g := lim,, f),- Trebuie sd dovedim ca f este derivabila pe A
si cd f' = g. Este suficient si demonstram ca f este derivabild in a si ca
f'(a) = g(a). Intr-adevir, daci z este un alt punct al lui A, atunci sirul
(fn(x)) este convergent. Drept urmare, conditiile (i) — (iii) sunt satisfacute cu
a Inlocuit cu z si este suficient sa repetam pentru x rationamentul pe care il
vom face In continuare pentru a.
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Fie ¢ := lim,_00 ©n. Intrucat toate functiile ¢,, sunt continue pe A, iar
sirul (¢,) converge uniform pe A, in baza teoremei 3.3.1 rezulta ca ¢ este
continua pe A, deci

lim ¢(z) = ¢(a).

r—a
Dar
p(a) = lim pn(a) = lim f)(a) = g(a),
iar

o) = Tim pn(z) = lim 128 =@ _ f(@) = f(a)

oricare ar fi z € A\ {a}. Aceste egalitati arata ca exista

f(z) = f(a)

lim ————— =g(a).
Cu alte cuvinte, f este derivabild in a si f'(a) = g(a). O

3.3.3 Observatie. Egalitatea lim,_,~ f;, = f’ din concluzia teoremei 3.3.2
poate fi scrisa sub forma

W dr o™

Aceasta egalitate arata ca in anumite conditii (si anume ipotezele teoremei
3.3.2) se poate trece la limita sub semnul operatorului de derivare.

3.3.4 Teorema (integrabilitatea). Fie f, : [a,b] = R (n > 1) un sir de functii
care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) fn este integrabila Riemann pe [a,b] oricare ar fin € N;
(ii) sirul (fn) converge uniform pe [a,b] catre o functie f : [a,b] — R.

Atunci f este integrabila Riemann, existd limita lim, f; fn(z)dx si are loc
egalitatea
b b

lim / fn(x)de = / f(x)dx.

n—oo a a
Demonstratie. Notam I, := f; fn(x)dz (n > 1). Demonstram mai intai ca
sirul (I,,) este convergent. In acest scop, fie € > 0 arbitrar. Din (ii) si teorema
3.2.1 (criteriul de convergenta uniforma al lui Cauchy) rezulta existenta unui
ng € N astfel ca

[ frsp(2) = ful(2)] <

3

_ > >1 .
20— a) Vn>ngVp>1Vxela,b
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Atunci pentru orice n > nyg si orice p > 1 avem
|In+p - In‘ =

b b
/ (Futnl@) — fule))dz| < / i) — fu(2)| dz

< g/bd$—€<€
- 20b-a)), ~ 2 7

Prin urmare, sirul (I,,) este fundamental, deci convergent. Fie I := lim,,_,oc .

Ramaéne sa aratam ca f este integrabila Riemann si ca f; f(x)dz = I.
Pentru aceasta, fie ¢ > 0 oarecare. Atunci exista un ny € N astfel incat

€ .
|, —I| < 3 pentru orice n > ny
si exista un np € N astfel Incat

[fu(z) — f2)] <

pentru orice n > ny si orice x € [a, b].

3(b—a)

Alegem un numér natural n > max {ny,np}. Intrucit f, este integrabild
Riemann si fab fn(z)dz = I, rezulta ca existd un § > 0 in asa fel incat pentru
orice diviziune A € Div [a, b] cu ||A|| < J si orice sistem de puncte intermediare
¢ € P(A) sa avem

o 8,6) Il < 5.

Fie A := (zo,x1,...,x) o diviziune oarecare a lui [a,b] cu ||A] < ¢ si fie
€ :=(c1,...,cx) € P(A). Avem

o(f,A,8) =1 < |o(f,A,8) —o(fu, A, )]+ |o(fn; A, &) — In| + [T — 1

k
< Z (f(Cj) - fn(Cj))(LEj — 'ijl) + 2§
7j=1
y 2e
= Z‘f(cj) fn(cj)‘(x] Qj“j_l)_i_?
Jj=1
< 2e
< 3(b—a) Z(xﬂ Tj-1) + 3 =¢
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3.3.5 Observatie. Egalitatea lim, o f: fo(z)dz = f; f(z)dz din concluzia
teoremei 3.3.4 poate fi scrisa sub forma
b b
lim fo(z)dz = / lim f,(z)dx.
a n—oo

n—o0 a

Aceasta egalitate arata ca in anumite conditii (si anume ipotezele teoremei
3.3.4) se poate trece la limita sub semnul integralei. Problema validitatii
acestei egalitati (in ipoteze mai putin restrictive decat convergenta uniforma a
sirului (fy,)) va fi reluata in capitolul Teoreme de convergenta in calculul
integral.

3.4 Proprietati ale sumei unei serii de functii

Fie A C R o multime nevida si fie f, : A = R (n > 1) un sir de functii.
Aplicand teoremele 3.3.1, 3.3.2 si 3.3.4 sirului de functii s, : A - R (n > 1),
definite prin s, (z) := fi(x) + - - + fn(z), se deduc rezultatele urmatoare.

3.4.1 Teorema (continuitatea). Dacd toate functiile f,, (n > 1) sunt continue
pe A, iar seria )y, < fn converge uniform pe A catre o functie s, atunci s este
continua pe A.

3.4.2 Teorema (derivabilitatea). Presupunem ca A C R este un interval si
ca functiile f, indeplinesc urmatoarele conditii:

(i) exista un punct a € A asa incdt seria de numere reale Y -, fn(a)
este convergentd;

(ii) fn este derivabila pe A pentru fiecare n € N;
(ili) seria Y, f}, converge uniform pe A.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Seria )~ fn converge uniform pe orice interval marginit inclus in A.
In particular, Z_n>1 fn converge punctual pe A.

2° Suma s : A — R, s(z) := Y07, fa(x) este derivabila pe A si are loc
egalitatea

s'(z) = Z fr(x) oricare ar fi x € A.
n=1

3.4.3 Observatie. Egalitatea de mai sus poate fi scrisa sub forma
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3.4.4 Teorema (integrabilitatea). Fie f, : [a,b] = R (n > 1) un sir de functii
care indeplineste urmatoarele conditii:

(1) fn este integrabila Riemann pe |a,b] oricare ar fin € N;
(ii) seria ), <, fn converge uniform pe [a,b] catre o functie s : [a,b] — R.

. . T . oo b
Atunci s este integrabild Riemann, seria de numere reale Y 07 [’ fn(x)dz
este convergenta si are loc egalitatea

o b ,
nz_:l/a fn(:c)dx:/a s(x)dx.

3.4.5 Observatie. Egalitatea de mai sus poate fi scrisa sub forma

e b b [ o©
2 / fa(a)dz = / (;fn<z>> da.

3.5 Probleme

3.5.1 Siruri de functii
1. Sa se studieze convergenta sirului de functii (f,), daca:

D) fu: (0,00) 5 R, fule) = 57

2) fn:(0,00) = R, fn(z) = arctg(nzx);

3) fu:(0,00) 5 R fn(m)—n<m—\/5);

4) fn:10,00) = R, fulz) =

5 fa RSB, fule) =\ [22 +

72
6) fn : R=R, fulz)= FOSpWE
7) fon:R—=R, fu(x)=zarctg (nx);
xn
8) fn:R—=R, fu(z) = m;

Concursul Traian Lalescu, 1986
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2. Fie f,, : R = R (n > 1) sirul de functii de termen general f,(z) =

3 Siruri si serii de functii

et =1+ o+ 2
|z 4 3| + |22 — 3z + 2|en’
22t 22 46
22+ a2 44
ot 00 5 R fola) = g
fo R=R, folz) =a" — 2>
fo:[0,1] = R, fu(z) =n%(1 — 23", acR;

cosT  cos2x cosS Nx
fn:R=R, fn(m):7+7+...+ -

9) fn:R=R, fo(z)

10) fn:R =R, fu(x)=

_x
14+n222"
Se cere:

a) Sa se determine multimea de convergenta si limita punctuala f a
sirului (fy).

b) Sa se studieze convergenta uniforma a sirului (f,).

c) Sa se determine multimea de convergenta si limita punctuala g a
sirului (f}).

d) Sa se studieze convergenta uniforma a sirului (f},).

e) Sa se compare f’ cu g si sa se explice rezultatul.

. Acelasi enunt pentru sirul f, : R = R (n > 1), avand termenul general

. Fie f, : [0,1] = R (n > 1) sirul de functii de termen general

fn(x) = nae "’

Se cere:

a) Sa se demonstreze ca sirul (f,) converge punctual pe [0,1] si sa se
determine limita sa punctuala f.

b) Sa se studieze convergenta uniforma a sirului (fy).

1 1
c) Sa se compare / f(x)dz cu lim / fn(z)dx si sa se explice rezul-
tatul.
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5. Fie f,, : R — R (n > 1) sirul de functii de termen general f,,(z) = —-2

z24n2”
Se cere:

a) Sa se demonstreze ca sirul (f,) converge punctual pe R si sa se deter-
mine limita sa punctuala f.

b) Sa se arate ca (f,,) nu converge uniform pe R.

x xX
c) Sa se arate ca / f(t)dt = lim fn(t)dt pentru orice z € R.
0 0

6. Fiind data o multime nevida A C R, o functie f : A — R se numeste
functie Baire daca exista un sir de functii f, : A - R (n > 1), continue
pe A, care converge punctual catre f pe A.

a) Demonstrati ca daca f : R — R este o functie derivabila pe R, atunci
derivata sa f’ este functie Baire.

b) Dati exemplu de functie Baire care sa nu fie derivata unei functii.

Iran 1973

7. Fie f : [a,b] = R (n > 1) un sir de functii care indeplineste urmatoarele
conditii:
(i) toate functiile f, sunt derivabile pe [a, b];
(ii) sirul (f,) converge punctual pe intervalul [a, b] citre o functie deri-
vabila f : [a,b] — R;
(iii) sirul (f}) converge punctual pe intervalul [a, b] citre o functie con-
tinua g : [a,b] — R.
Demonstrati ca f'(x) = g(x) oricare ar fi x € [a, b].
Iran 1999
8. Fie g : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca g(1) = 0 si fie
fn 1 [0,1] = R (n > 1) sirul de functii definite prin f,(z) = z"g(x)
pentru orice n > 1 si orice x € [0, 1]. Demonstrati ca sirul (f,) converge
uniform pe [0, 1].

Iran 1992

9. Fie A C R o multime nevida, iar f, : A — R (n > 1) un sir de functii
uniform continue, care converge uniform catre functia f: A — R. Sa se
demonstreze ca f este uniform continua.
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10

11.

12.

13.

14.

15.

3 Siruri si serii de functii

. Fie f, : R — R (n > 1) un sir de functii care converge uniform pe R
catre functia f : R — R. Presupunem ca pentru fiecare n > 1 exista
l, = lim f,(x) € R. Sa se demonstreze ca exista si sunt egale limitele

T—r00

lim ¢, si lim f(z).
n—oo Tr—00
Berkeley, 1999

Fie f1 : [a,b] — R o functie integrabild Riemann, iar f, : [a,b] — R
(n > 1) sirul de functii definit recursiv prin

x
fot1(z) = / fn(t)dt pentru orice = € [a, b] si orice n > 1.
a
Sa se demonstreze ca sirul (f,) converge uniform catre functia nula pe
[a, b].
Fie f, : [0,1] = R (n > 1) sirul definit recursiv astfel: fi(x) =0,

1

fn+1($) = fn(x) +35

5 [z — f2(z)] pentru orice z € [0, 1].

Sa se demonstreze ca sirul (f,) converge uniform pe [0, 1] catre functia

f(@) = V.

Ly x T
Sa se calculeze lim S E 4+ /S V2 da.
n—oo [ 2 2 2

n radicali

Fie functia f : R — R. Sa se demonstreze ca exista un sir de functii
polinomiale f, : R — R (n > 1), uniform convergent catre f, daca si
numai daca functia f este polinomiala.

Fie m € Nsi f, : [0,1] = R (n > 1) un sir de functii polinomiale de
grad cel mult m, care converge punctual catre functia f : [0,1] — R. S&
se demonstreze ca f este o functie polinomiala de grad cel mult m si ca
sirul (fy,) converge uniform catre f pe [0, 1].

3.5.2 Serii de functii

1

. 5a se determine multimea de convergenta a urmatoarelor serii de functii:

2n% +5 x " 1
1 , eR —=
)Z7n2+3n+2<2x+1> v \{ 2}

n>1
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) Yot (F5s) - ren g 7h

2
3) Z o sin2nzx, = €R;

Sl

= dn? +1
4) Y In (1 + (_ni)n) ,  xe(0,00).
n>2
2. Sa se studieze convergenta seriei de functii Zn21 fn, daca pentru fiecare
n—1
n > 1 functia fy, : (—1,1) — R este definita prin f,(z) = 1_23:271

Concursul William Lowell Putnam 1977, problema A4

< .o . 2
3. Sa se demonstreze ca seria de functii ), -, ;5 arctg - (z € (0,00)) este
punctual convergenta, iar suma sa este o functie derivabila.

4. Sa se demonstreze ca seria de functii ), -, e ™ sinnz (x € [1,00)) este
uniform convergenta, iar suma sa este o functie derivabila cu derivata
continua.

5. Sa se demonstreze ca seria de functii

n

Z(1+x)(1+1:2)-~-(1+a:”)

n>1

(x € [0,00))

este uniform convergenta.

6. Sa se demonstreze ca multimea de convergenta a seriei de functii
e—nac
Y i @ER)
et 1+n
este [0,00). Considerand functia f : [0,00) — R, definita prin
e
)=y ——,
I(@) Z 1+n?
n=1
sa se demonstreze ca f este continud pe [0, 00) si derivabild pe (0, c0).

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.
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7.

10.

11.

3 Siruri si serii de functii

Fie a > 0, f1 : [0,a] — R o functie continua, iar f,, : [0,a] = R (n > 1)
sirul de functii definit recursiv prin

T
for1(z) = / fn(t)dt pentru orice = € [0,a] si orice n > 1.
0

Sé se demonstreze ca seria de functii ), -, f, este uniform convergenta
si sa se determine suma sa.

SEEMOUS 2010
1-0

. Sa se calculeze / InzIn(l — x)dz.

0+0

1 [e.e]

0

. Sa se demonstreze ca / z %z = E n-".
+0 -

=1
Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

1 [ee)

Sa se demonstreze ca / x¥dr = Z(—l)”“n_".
0+0 n=1

Concursul William Lowell Putnam 1969, problema A4

o0

Pentru calculul integralei improprii 1 := / r— dx, se poate folosi
0+0 €7 —

urmatoarea idee: oricare ar fi z € (0, 00) are loc egalitatea

T oo
T 1 E xe ",
e J—
n=1

deci
00 o0 o0 00 oo 1 7.[.2
I = / ze ™ | dx = / ze Mdr = —_ = —.

”

Identificati In lantul de egalitati de mai sus semnul ”=" care necesita
o justificare riguroasa. Indicati apoi o metoda riguroasa de calcul al
integralei I, bazata pe ideea de mai sus.



Capitolul 4

Serii de puteri

4.1 Convergenta seriilor de puteri

4.1.1 Definitie. Fiind dat un numar real ¢ si un sir de numere reale (ay,)n>0,
consideram sirul de functii f, : R — R (n > 0), definite prin

futa) = {

Seria de functii }, - fn se numeste serie de puteri de coeficienti a, centrata
. . z n ; < .
in ¢ si va fi notata cu ), - an(z —¢)". Multimea de convergenta C' a acestei
serii de functii este nevida, deoarece c € C.

4.1.2 Lema (lema lui N. H. Abel). Daca seria de puteri ) o an(x — c)"
converge pentru r = x1, atunci ea este absolut convergenta pentru orice x € R
culz —c| <|xy—¢|.

Daca seria de puteri nu este convergenta pentru r = xa, atunci ea nu este
convergentd pentru niciun x € R cu |z — ¢| > |xa — ¢|.

an(x —c)" dacan >1
ag daca n = 0.

, . n
Demonstratie. Deoarece seria de numere reale Y ~qan(21 — ¢)" converge,
rezulta ca lim, o an (21 —¢)™ = 0, deci exista un numar real » > 0 cu propri-
etatea ca |an(z1 —¢)"| < r oricare ar fin > 0. Fiex € R cu |z — ¢| < |21 — |

si fie a 1= < 1. Intrucat

lz1 — ¢

lan(z — &)"| = Jan(zr — )| (

iar seria geometrica ) ., a’ este convergenta, in baza criteriului comparatiei

deducem ca seria ), - lan(z — ¢)"| este convergenta. Drept urmare, seria
n <

> n>0 an(T — ¢)" este absolut convergenta.

n
lz—cl <ra" pentru orice n > 0,
|21 — ¢

47
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Fie acum z € R cu |z — ¢| > [r3 — ¢|. Admitand ca seria - an(z — )"
este convergenta, in baza celor demonstrate mai sus ar rezulta ca si seria
> n>0an(T2 — )" este convergenta, ceea ce este absurd. O

4.1.3 Definitie (raza de convergenta a unei serii de puteri). Fie seria de
puteri Y ~jan(x — )" si fie C multimea de convergentd a acesteia. Cum
c € C, avem C # (). Elementul r € [0, 0c], definit prin

7= sup |r — ¢| = sup {\3: — ¢ ‘ Zan(x —o)" converge}
zeC n>0

se numeste raza de convergentd a seriei de puteri considerate. Raza de conver-
genta joaca un rol cheie in teoria seriilor de puteri, dupa cum rezulta din
observatia de mai jos.

4.1.4 Observatie. Seria de puteri ), -, an(x — )" este absolut convergenta
pentru orice x € R cu proprietatea |x — ¢| < r si este divergenta pentru orice
x € R cu proprietatea |z — ¢| > r.

Demonstratie. Daca |x — ¢| < r, atunci din definitia lui 7 rezulta ca exista
21 € C in asa fel incat |z — ¢| < |z1 — ¢|. Intrucdt z; € C, adici seria
> n>0@n(T1 — ¢)" converge, din lema 4.1.2 rezultd ca seria ), ~qan(x — ¢)"
este absolut convergenta.

Daca |x — ¢| > r, atunci din definitia lui 7 rezultd ca = ¢ C, deci seria
> >0 (T — )" este divergenta. O

Cele demonstrate mai sus arata ca multimea de convergenta a oricarei serii
de puteri ), < an(xz —c)" este un interval. Mai precis, este intervalul deschis
(¢ —r,c+1), la care se adaugd, eventual, capetele ¢ — r si ¢ + r ale acestuia,
in care natura seriei de puteri trebuie studiata separat. Datorita acestui fapt,
intervalul deschis (¢ — r,c + ) se numeste intervalul de convergenta al seriei
de puteri.

Rezulta astfel importanta obtinerii unei formule care sa dea raza de conver-
genta a unei serii de puteri. O astfel de formula exista si ea este data in teorema
urmatoare.

4.1.5 Teorema (A. L. Cauchy, J. Hadamard). Fie r raza de convergenta
a seriei de puteri ) <o an(x — )" si fie £ :=limsup V/|a,|. Atunci are loc

n—o0

1
egalitatea r = 7 (cu conventia r = oo daca ¢ = 0).
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Demonstratie. Dupa valorile lui ¢ € [0, oo], distingem urmatoarele cazuri posi-
bile.

Cazul 1. ¢ = 0. Atunci avem

limsup {/|an(x — ¢)?| = |x — ¢|limsup {/|an| =0 oricare ar fi z € R.
n—o0

n—o0

Aplicand criteriul radical al lui Cauchy pentru serii de numere reale cu termeni
pozitivi, rezulta ca seria ), < |a,(z —c)"| este convergenta oricare ar fi € R.
Drept urmare, seria Y, <, an(z —c)" este convergenta oricare ar fi z € R. Deci
C =R, de unde r = o0.

Cazul 2. ¢ = co. Atunci avem

limsup V/|an(x — ¢)*| = |x — ¢|limsup {/|a,| = oo oricare ar fi z € R\ {c}.
n—oo

n—oo

Aplicand din nou criteriul radical al lui Cauchy pentru serii de numere reale cu
termeni pozitivi, rezulta ca seria ) -, |an(z — ¢)"| este divergenta oricare ar
fiz € R\ {c}. Tinind seama de lema 4.1.2, deducem c seria >_ <, an(z —c)"
este divergenta oricare ar fi x € R\ {c}. Deci C = {c}, de unde r = 0.

Cazul 3. 0 < £ < oco. Atunci avem

limsup v/|an(z —¢)*| = |x — ¢|¢ oricare ar fi z € R.

n—o0
Daci |z — ¢[¢ < 1, adicd daca |z — ¢| < ¥}, atunci seria Yo an(z — )"

este absolut convergenta (conform criteriului radical al lui Cauchy), deci este
convergentd. Prin urmare, avem

(1) (C_E,HDQC.

Pentru orice € R cu proprietatea |z — ¢| > %, adica |z — ¢[£ > 1, seria
Ym0 lan(x — ¢)"| este divergenta (conform criteriului radical al lui Cauchy).
In baza lemei 4.1.2, deducem atunci ci seria Y, oo an(z — )™ este divergenti

oricare ar fi z cu proprietatea |z — ¢| > $. Prin urmare, avem

(2) CC

L
c E’C 7|

Din (1) si (2) rezultd c& r = sup,cc |z — ¢| = 3. ]
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4.1.6 Consecinta. Fie seria de puteri ) ,~qan(x — )" si fie r raza ei de
convergenta. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
o o T T . 1 .
1° Daca exista £ = limy, 00 {/|an| € [0,00], atunci r = § (cu conventia
r =00 daca £ =0).

An41

2° Daca a, # 0 oricare ar fin > 0 si exista ¢ = lim,, o € [0, 0],

atunci r = (cu conventia r = oo dacd £ = 0).

4.1.7 Teorema (N. H. Abel). Daca seria de puteri y_, ~qan(z—c)" converge
pentru x = 1 §i pentru x = T2, cu x1 < Tz, atunci ea converge uniform pe
intervalul [x1,x2].

Demonstratie. Dupa pozitia lui ¢ in raport cu punctele x; si xa, distingem
urmatoarele cazuri posibile.

Cazul 1. x2 < c¢. Atunci avem an(x — ¢)” = fn(z)gn(x) pentru orice

n
x € [x1, 2], unde fp(z) = (X;_CC) ,1ar gn(z) := an(x1 — ¢)”. Observam ca:

(i) pentru fiecare © € [x1,x2] sirul de numere reale (f,(x)) este des-
crescator;

(ii) |fn(z)] <1 pentru orice n > 0 si orice = € [x1, z2);
(iii) seria de functii }_, -, gn converge uniform pe [z, z2].

Aplicand teorema 3.2.7 (criteriul de convergenta uniforma al lui Abel), de-
ducem ca seria de functii >, <, fn(@)gn(x) = >, >0 an(x — ¢)" converge uni-
form pe [z1,x2].

Cazul 2. ¢ < x1. Se procedeaza exact ca in cazul anterior, dar se utilizeaza

r—c
To2—C

n
reprezentarea a,(z — ¢)” = fn(z)gn(z), unde f,(x) := ( ) si respectiv

gn(z) := ap(ze — )™
Cazul 3. x1 < ¢ < x2. Din cele demonstrate in cazurile 1 si 2 rezulta ca

seria de puteri converge uniform pe intervalele [z1, ] si respectiv [c, z2], deci
ea converge uniform pe [z1, z2]. O

4.1.8 Observatie. Fie seria de puteri D qan(z — ¢)" si fie r raza ei de
convergenta. Din teorema lui Abel rezulta ca seria de puteri converge uniform
pe orice interval compact [a, b, inclus in intervalul de convergenta (¢ —r, c+7)
al acesteia. De asemenea, daca r € (0,00) si seria de puteri converge pentru
x = c+r (respectiv pentru = ¢ —r), atunci ea converge uniform pe [c, ¢+ 7]
(respectiv pe [¢ — 7, c]).
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4.2 Proprietati ale sumei unei serii de puteri

4.2.1 Teorema (continuitatea sumei unei serii de puteri). Dacd seria de
puteri Y. ~oan(z —c)" are raza de convergentda r > 0, atunci suma sa este
continud pe intervalul de convergentd (¢ —r,c+r).

Demonstratie. Fie xp un punct oarecare din (¢ — r,c 4+ r). Alegem a,b € R
in asa fel incat ¢ —r < a < g < b < ¢+ r. Conform observatiei 4.1.8, seria
de puteri converge uniform pe [a, b], deci suma ei s este continua pe [a,b], in
baza teoremei 3.4.1. In particular, s este continua in punctul xg. O

4.2.2 Teorema (N. H. Abel). Daca seria de puteri ), <, an(x—c)" are raza
de convergenta r € (0,00) si seria converge pentru x = ¢+ r (respectiv pentru
x =c—r), atunci suma ei este continud in ¢ + r (respectiv in ¢ — ), adicd

lim E an(z —c)" E anr”
x/‘c—i—r " "

c—r
n=0

o0
(respectz’v x%ni Z an(z —c)" Z an(— )

Demonstratie. Rezulta din observatia 4.1.8 si teorema 3.4.1. O

4.2.3 Definitie (derivata unei serii de puteri). Consideram seriile de puteri

(1) > an(x =)

n>0

(2) Znan(x — o)L

n>1

Seria de puteri (2) se numeste derivata seriei de puteri (1). Fie

¢ =limsup {/|ay|.

n—o0

Intrucat lim,, oo ¥/n = 1, avem limsup,, ,., "/|nan| = £. Conform teoremei
lui Cauchy-Hadamard, rezulta ca seriile de puteri (1) si (2) au aceeasi raza de
convergenta.
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4.2.4 Teorema (derivabilitatea sumei unei serii de puteri). Daca seria de
puteri y .o an(x —c)" are raza de convergenta v > 0, atunci suma sa

[e.9]
s(x) := Z an(z —c)"
n=0
este derivabila pe intervalul de convergentd (¢ —r,c+r) si
[e.e]
s'(z) = Z nan(x — )" ' oricare ar fix € (¢ —r,c+ 7).
n=1

Demonstratie. Fie o un punct oarecare din (¢ —r,c+r). Alegem a,b € R in
asa fel incat ¢ —r < a < g < b < ¢+ r. Conform observatiei 4.1.8, seriile de
puteri (1) si (2) converg uniform pe [a,b]. Aplicand teorema 3.4.2, deducem
cd s este derivabild pe [a, b], deci si in zq si §'(20) = > ooy nan(zo—c)" 1. O

Aplicand inductiv teorema precedenta, obtinem urmatorul rezultat.

" are raza de conver-

4.2.5 Consecinta. Daca seria de puteri ), <, an(z —c)
genta v > 0, atunci suma sa s(x) := > 2 an(x — )" posedd derivate de
orice ordin k > 1 pe intervalul de convergentd (¢ — r,c + 1) si oricare ar fi

x € (c—r,c+r) avem
st (z) = Z nn—1)---(n—k+Day(z—c)" "
n=~k

In particular, s(k)(c) = klag pentru orice k > 0.
4.2.6 Consecinta (unicitatea dezvoltarii in serie de puteri). Dacd sumele

seriilor de puteri Y, o an(x —c)" si ) ~obu(x —c)" coincid pe un interval
(c—p,c+p) cu p >0, atunci a, = by, oricare ar fin > 0.

Demonstratie. Fie s(z) := > 07 gan(x — )" = > 77 o bu(x — ¢)™ pentru orice
z € (¢ — p,c+ p). In baza consecintei 4.2.5 avem s*)(¢) = klay, = k!by, deci
ap, = by, oricare ar fi k£ > 0. O

4.2.7 Teorema. Daca seria de puteri ), ~an(x—c)" are raza de convergenta
r >0 si suma s(x) ==Y o0 an(z — )", atunci pentru orice x € (¢ —r,c+ 1)

are loc egalitatea
s(t)dt = " (x—c)"h
[ soa=3 e




4.3 Dezvoltarea functiilor in serii de puteri 53

Demonstratie. Rezulta din observatia 4.1.8 si teorema 3.4.4. O

4.2.8 Exemplu. Vom ilustra aplicabilitatea rezultatelor teoretice din aceasta
sectiune demonstrand ca

) 1+1 1+ o
3 5 7 47

In acest scop, consideram seria de puteri

(_1)n 2n+1
(3) > it
n>0

al carei coeficienti sunt ag, = 0 si respectiv asn4+1 = (—1)"/(2n+1) (n > 0).

Avem
1
: n I 2n+1 _
hTIlnsup \/]an|—nhm ”2n+1 =1

In baza teoremei lui Cauchy-Hadamard, deducem ca seria de puteri (3) are
raza de convergentd r = 1, deci intervalul de convergenta (—1,1). Cum seria
(3) converge pentru x = —1 si pentru z = 1 (conform criteriului lui Leibniz
pentru serii alternate de numere reale), multimea de convergenta a acesteia

[e.e]
_1)"
este C := [—1,1]. Fie s:[-1,1] — R, s(z):= E 2(_21:1:2”“ suma seriei
n
n=0

(3). Conform teoremei 4.2.4, functia s este derivabila pe (—1, 1) si pentru orice
x € (—1,1) avem

/ _ — 2n __ 2\n __
§(z) = Z%H (2n+ 1) = (—2?)" = o
n=0 n=0
Urmeaza de aici ca exista o constanta a € R astfel incat s(x) = o + arctgx
oricare ar fi x € (—1,1). Cum s(0) = 0, rezulta ca o = 0, deci s(z) = arctgz
oricare ar fi z € (—1,1). Aplicand acum consecinta 4.2.2, deducem ca

11 1 = (=1 m
1_7 —_— — e e — = 1 :1' :1‘ t = — .
375 77 nzo on 1 W)= i sle) = i arctgr =

4.3 Dezvoltarea functiilor in serii de puteri

4.3.1 Definitie. Fie A C R un interval deschis, fiec € Asifie f: A -+ Ro
functie. Se spune ca f poate fi dezvoltata in serie de puteri centrata in ¢ pe A
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daca exista un sir (an)n>0, de numere reale, in asa fel incat sa avem
[e.9]

(1) flx) = Z an(z —c)" oricare ar fi x € A.
n=0

4.3.2 Teorema (o conditie necesara si suficienta de dezvoltabilitate). Fie
A C R un interval deschis si fie c € A. O functie f : A — R poate fi dezvoltata
in serie de puteri centrata in ¢ pe A daca si numai daca sunt indeplinite
urmatoarele conditii:

(i) f poseda derivate de orice ordin k > 1 in punctul c;

% (n) (.
Zf (c)

n!

(x —c)".

(ii) pentru orice x € A are loc egalitatea f(z) =
n=0
Demonstratie. Necesitatea. Admitem ca f poate fi dezvoltata in serie de puteri
centratd in ¢ pe A. Atunci exista un sir (an)n>0, de numere reale, astfel incat
sa aiba loc (1). Fie r raza de convergentd a seriei de puteri ), -, an(x — ).
Cum seria de puteri converge pentru orice x € A, rezulta ca r > 0. Conform
consecintei 4.2.5, f poseda derivate de orice ordin k£ > 1 in punctul c si

(2) f(k)(c) =kla, oricarear i k=0,1,2,....
Din (1) si (2) rezulta ca (ii) are loc.
Suficienta. Este evidentd. O

4.3.3 Definitie. Fie A C R un interval deschis si fie ¢ € A. Fiind data o
functie f : A — R, care poseda derivate de orice ordin n > 1 in punctul c,
putem considera seria de puteri

() (¢

n!
n>0

Aceasta se numeste seria Taylor centrata in c asociata functiei f. In cazul
particular ¢ = 0, seria de puteri de mai sus devine

f™0) ,
>

n>0

Aceasta se numeste seria Maclaurin asociata functiei f. Daca pentru orice
x € A are loc egalitatea

flz)= Z ) (x — )" <respectiv f(x) = Z F(0) xﬂ>’
n=0

n!
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atunci se spune ca f a fost dezvoltata in serie Taylor centrata in ¢ (respectiv
in serie Maclaurin) pe A.

4.3.4 Observatie. Fie A C R un interval deschis si fie ¢ € A. Fiind data o
functie f : A — R, care poseda derivate de orice ordin n > 1 in punctul c,
putem considera seria Taylor (3), centrata in ¢, asociata lui f. Este important
de notat faptul ca seria de puteri (3) are o multime de convergenta C, care
poate sa coincida sau nu cu intervalul deschis A. De asemenea, suma seriei
de puteri (3) poate sa coincidd sau nu pe multimea C'N A cu functia f care a

generat-o.

In vederea ilustrarii afirmatiilor de mai sus, s& consideriim mai intai ex-
emplul functiei f : R — R, f(z) := arctgz, care poseda derivate de orice
ordin in punctul ¢ := 0. Mai mult, se poate demonstra ca f(Q")(O) = 0 si

f@D(0) = (=1)"(2n)! pentru orice n > 0. Prin urmare, seria Maclaurin
asociata functiei f este

FM0) L, (D",
Z n! x_ZQn—i—le—H'

n>0 n>0

Or, s-a vazut in exemplul 4.2.8 ca multimea de convergenta a acestei serii de
puteri este C' = [—1,1] # R.
Sa consideram acum exemplul functiei f : R — R, definite prin

o e~ V/7 daci x #0
J(@) = { 0  dacaxz=0.

Se poate demonstra ca f poseda derivate de orice ordin in punctul ¢ := 0 si
cd f™(0) = 0 pentru orice n > 0. Prin urmare, seria Maclaurin asociata
lui f are multimea de convergenta C' = R si suma s(z) := 0 # f(x) pentru
xz € R\ {0}.

4.3.5 Teorema (o conditie suficienta de dezvoltabilitate). Fie A C R un
interval deschis, fie c € A si fie f : A — R o functie care poseda derivate de
orice ordinn > 1 pe A. Daca sirul de functit (f("))nzl este marginit uniform
pe A, atunci f poate fi dezvoltatd in serie Taylor centrata in ¢ pe A.

Demonstratie. Fie M > 0 astfel incat |f(™)(z)] < M pentru orice n > 1 si
orice x € A. Fie apoi x # ¢ un punct oarecare al lui A. In baza formulei lui
Taylor cu restul in forma lui Lagrange, pentru orice n > 1 exista un punct &,,
cuprins intre ¢ si z, in asa fel incat

"L ) (c (n+1) (¢,
f(a:):kzof k!( )(ﬁ_c)k-i-f(n_'_(f)!)(x—c)wrl,
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=~ f®(e) k| D) n M|z — "
(= =gy A <

R . ) M’fL‘ _ C‘n—f—l
Intrucat lim ——+——

L =0, rezulta ca

Prin urmare, f poate fi dezvoltata in serie Taylor centrata in ¢ pe A. O

4.3.6 Seriile Maclaurin asociate unor functii elementare.

1
e’ = — " zeR
n!
n=0
o
. (_1)71 2n+1
— ~ eR
sinx g 2n e T T
oo
_1)n
cosxzz(@n;! 2" reR
n=0
— o
sinhz = u = #x%ﬂ zeR
2 — (20 + 1)!
e = 1,
COSh$:2:7;)(2n)!$ z eR
o (_1)n71
1n(1—|—l’)227$n x € (—1,1]
n=1 n
arctgr = 3 ﬂ 2nt+1 —-1.1
BT=D o ® vel=11]
n=0
o
2n — I
arcsinz = Z _(@n-D z?n x e (—1,1)

= ) (2n+1)
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(1+x)a_1+§:l<z)x” ze(-1,1)

1) (— 1
unde o € R si <Z> = ala-1)--(a=n+ )

n!

4.4 Metoda functiei generatoare

Metoda functiei generatoare permite determinarea termenului general al unor
siruri definite prin unele formule de recurenta. Prezentam mai jos o scurta
descriere informala a metodei, mentionand totodata ca ea nu este aplicabila
tuturor tipurilor de recurente. Fie (ay)n>0 un sir de numere, definit cu ajutorul
unei relatii de recurenta. Asociem sirului functia definita prin

f(z) = Z anx”,
n=0

numitd functia generatoare a sirului (a,)n>0. Prin diverse tehnici se deduce
din formula de recurentd pe care o verifica termenii sirului (a,)n,>0 0 ecuatie
(aceasta putand fi algebrica, diferentiala, functional-diferentiala etc.) pe care
o verifica functia generatoare f. Se rezolva aceasta ecuatie, determinandu-
se explicit f. Se dezvolta apoi f in serie Maclaurin (a se vedea 4.3.6) si se
determina a,, prin identificarea coeficientilor.

4.4.1 Exemplu (functia generatoare a sirului armonic). In cazul sirului ar-

monic, de termen general H, := 1+ % + o+ %, avem H, = H,_1 + %,
deci
[ee] o0 1
= H,z" = Hy 1+ —|2"
f(@) ; nt x+§2< n1+n)x

[e.e] oo xn
N S RTNS o
n=2 n=1
= zf(x) —In(l — x).
o0 "

La utimul semn de egalitate s-a folosit faptul ca > °, = = —In(1 — z) (a

se vedea 4.3.6). Drept urmare, functia generatoare a sirului armonic (Hy)n>1
_ In(1-2)
este f(z) = — .

1—x

In continuare sunt ilustrate cateva aplicatii concrete ale metodei functiei
generatoare.
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4.4.2 Aplicatie. Sa se determine numarul arborilor binari cu n noduri.

Rezolvare. Notiunea de arbore binar poate fi definita recursiv astfel: un arbore
binar fie este vid, fie consta dintr-un nod radacina, un arbore binar, numit
subarborele stang si un arbore binar, numit subarborele drept. Notand cu b,
numarul cerut al arborilor binari cu n noduri, sa observam ca by = 1 (singurul
arbore binar cu 0 noduri este cel vid) si ca sirul (b,) satisface pentru orice
n > 1 recurenta

by, = bp—1bo + bp—201 + -+ - + b1by—2 + bobp—1.

Fie f(x) :== > 07 o bpa™ = by + biw+box?+- -+ b,z +- - - functia generatoare
a sirului (by,). Avem

f2(g;) = (bo+bix4 - +bpx" +--)(bg+brx+- -+ by +---)
— B3+ (bibo + boby)z + (babo + b7 + bob)a® + - --
+(bpbo + by —1b1 + -+ 4 boby )™ +
= by +byr+b3x®+ - F bz +---,
deci
2f} (@) = b1z + 0oz + -+ by o = f(z) -

Prin urmare, functia generatoare f a sirului (b,) satisface ecuatia algebrica
zf*(x) = f(x) +1=0,
1+ \/

cu solutiile f(x) = . Cum f(0) = by = 1, convine doar solutia

foy=1—vizde 1 <1 —(1- 4x)1/2> .

2z 2w

Folosind seria binomiala (a se vedea 4.3.6), In urma unor calcule elementare
pe care nu le reproducem aici, se obtine

2n
12_ n
(1—42)/?=1- 2$—2$E n+1< )x,

oo
1 2 1 2
deci f(z) =1+ nzz:l p—— ( :) z". Deducem de aici ca b, = i (:) ori-

care ar fi n > 0.
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1 2n
n+1\n
numar al lui Catalan. Uzual el se defineste a fi numarul de moduri in care
pot fi puse paranteze intr-un produs neasociativ cu n + 1 factori. Am dovedit
asadar ca b, = C), oricare ar fi n > 0. O

In combinatorics, C), := (n > 0) se numeste cel de-al n-lea

4.4.3 Aplicatie. Fie (ay)n>0 sirul definit recursiv prin ag = 1 si

1 1 1
On + 77 Qp—1+ z7ap—2+ -+

1
- —_ = 1 >
T 5] (1)1 a] + o ag = 1 pentru orice n > 1.

Sa se demonstreze ca sirul (a,)n>0 este convergent si sa se determine limita
sa.

E. Deutsch, Amer. Math. Monthly, problema E 3159 [1986, p. 565]

Rezolvare. Fie f(x) = > .77 janaz™ functia generatoare a sirului (an)n>o.
Avem
1 1 1 )
= ao+ ﬂa(ﬁ—al T+ 5a0+ﬂa1+a2 T+

1 1 n
+ ma0+mal+"'+an T4

Tinand seama de relatia de recurenta din enunt obtinem

ef@)=1+atat o fal =

Prin urmare,

1
_ —x
1 -n"
= (1—1|m+ +(n') x”+---)(1+x+---+xn+ )
_ 1 1 1 1 1 1 9
= 1+ Tl T+ _ﬂ+§ z° +
1 1 (_ )n n
_|_<1_1'_|_2!_..+ - >55 4+
L 11 (-nm . :
Deducem de aici ca anzl—ﬁ—i—g—---—i- — oricare ar i n > 0, deci

lim,, o0 ay, = 1/e. O
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n

4.4.4 Aplicatie. Sa se rezolve recurenta a,4+1 = Z (
k=0

n
k

>akank in functie de
primul termen ag.

J. G. Rey, Math. Mag., problema 1533
Rezolvare. Recurenta data se poate rescrie sub forma

n
an4+1 ag Ap—k

D G TR ik

Notand by, := ap/n! (n > 0), avem

(n+1)byy1 = Zbkbn i oricare ar fi n > 0.
k=0

Fie f(z) := > 7, bpa™ functia generatoare a sirului (b, )n>0. Procedand ca in
aplicatia 4.4.2, gasim ca
fA(x) = b5+ (bibo + bobr)z + (babo + bF + bobz)z” + - --
+(bnbo + bn—1b1 + -+ + bobn )" +
by + 2byx + 3bzz® + - 4 (n 4 Dbpprz™ + - -

= fl(z),
1 /
deci (_f()> = 1. Urmeaza de aici ca exista o constanta o € R astfel incat
x
1
s& avem i) =z +a, adica f(z) = —1/(x + «). Cum f(0) = by = ao,
T
trebuie ca o = —1/ag, de unde
ao n+1 n
f(z) = [ az —aOZ% apz)" Za
Deducem de aici c& b, = aﬁ“, adica a,, = n!cﬁoHl oricare ar fi n > 0. O

4.4.5 Aplicatie. Fie (ay)n>0 sirul definit recursiv prin ag =1 si

n
an+1: Zn 2 pentru n > 0.
k=0

o
o . (279
Sa se determine E on

IMC 2003
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Rezolvare. Fie f(z) := > °  apx™ functia generatoare a sirului (a,)n>o.
Problema cere determinarea lui f(1/2). Prin inductie se arata imediat ca
0 < an, < 1 oricare ar fi n > 0, deci raza de convergenta a seriei de puteri
care defineste pe f este cel putin 1 (conform teoremei lui Cauchy-Hadamard).
Avem

f,($) = Z(’I’L + 1)an+1m” = Z <Z n_akk—i_2) 2"

n=0 n=0 \k=0
= a a a
— 0 LA
- Z<n+2+n+1+ +2>x
n=0
= (ao+azr+---+apz"+---) }—i-}x—i- + ! " +
- " 23 n+2 '
Drept urmare,
(1) f'(z) = f(x)g(x) pentru orice z € (—1,1),
e n
unde g(z) := ZO — Intrucat
> ,.nt2
z2g(x) = 7;) ;;U+ 5 oricare ar fi x € (—1,1),

avein

/ (o9}
(:EQg(x)> = Zx”“ = % oricare ar fi z € (—1,1).
n=0

Prin integrare, rezulta existenta unei constante o € R astfel incat

2?g(x) = —x —In(1 —z) +a oricare ar fi z € (—1,1).

Facand = = 0, gasim a = 0, deci

g(x) = w oricare ar fi x € (—1,1) \ {0}.

Din (1) rezulta ca

f/(x) _ 1 1 (1 _ $)

————In

flx)y a2

oricare ar fi z € (0,1).
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Prin integrare se obtine

In(l—z)—zln(l —x)

In f(z) = + B oricare ar fi x € (0,1),

unde 3 € R este o constanta. Facand x ™\, 0 si tinand seama ca f este continua
in 0sica f(0) =1, se gaseste 5 = 1. Acum din

1
Inf(x)=1—In(1 —2)+ — In(1 —z) oricare ar fi z € (0,1),
x

gasim f(x) = . f . (1—z)% deci f (;) = g. O

4.5 Probleme

1. Sa se determine raza de convergenta si multimea de convergenta pentru
urmatoarele serii de puteri:

2n—1
n
1 n,
) Z(2n+1) v

n>1

2

2) > a” <1+i)n (41", a>0;

n>1

3) Z (_1)n(27?) "

22n

n!)? 2n)!! "
oDy EZn))! ’ (22 —)1)!! (z=3)%

n
5) Z oy (x+2)", a>0;

n? 4 2n + 2 " n
6)Z<n2+1 ) 2,

n>0

2. Fie Zanx” o serie de puteri avand raza de convergenta r > 0 si fie
n>0
A > r. Exista o serie de puteri Z bpx™ astfel Incat
n>0
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a) seria g b,z are raza de convergenta r, iar
n>0

b) seria Z(an + by,)z™ are raza de convergenta A\ ?
n>0

S. Zheng si Y. Song, The College Math. J. [1998, 153]

3. Sa se determine seria Maclaurin asociata functiei f : (—1,1) — R,

1
definita prin f(x) = ——.
0=
4. Sa se determine seria Maclaurin asociatd functiei f : [-1,1] — R,

definita prin f(x) = arcsinz. S& se determine apoi multimea de conver-
genta a seriei de puteri obtinute.

_ n
5. Este seria de puteri E ((2 ;' 2" uniform convergenta pe R?
n)!
n>0

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

6. Sa se determine multimea de convergenta si suma seriei de puteri

n?+1 o
Z 2nn!
n>1

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

o0

7. Sa se calculeze Z
n=1

1
n(n+1)2"

8. Se considera dezvoltarea in serie de puteri

1 [ee]
— = anx”.
1— 2z — a2 Z "
n=0
Sa se demonstreze ca pentru orice numar intreg n > 0 exista un numar
intreg m > 0 astfel ca a2 + a2 | = ap.
Concursul William Lowell Putnam 1999, problema A3

9. Sa se calculeze

|
Cl—y—1)[— 4 — 4oy ——_)d
(=y )<y+1+y+2+ +y+1992> 4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

4 Serii de puteri

1992

daca C(«a) reprezinta coeficientul lui z din dezvoltarea in serie Mac-

laurin a lui (1 + x)“.

Concursul William Lowell Putnam 1992, problema A2

Sa lcul E .
a se calculeze 2B

Concursul William Lowell Putnam 1951, problema A3

Sa se demonstreze ca

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

1
In(1
Sa se calculezeze / M dzx.
040 T
1-0
1 1
Sa se calculeze / —-In ( + x) dx.
T 1—z
0+0
In2 -
Sa se calculeze / e dzx.
1—e”
0+0

n
Se considera girul de termen general a,, = / In(l1+e*)dz (n>1). Sa
0

se arate ca girul (a,) este convergent, iar limita sa apartine intervalului
3
[1:1]-

M. Chirita, Olimpiada judeteana, clasa a XII-a, Bucuresti, 1994

Sa se demonstreze ca

1 e —1
ZZ m(m + 1) (m+n):/0+o z

nlml

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.
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17. (Generalizarea problemei precedente) Sa se demonstreze ca pentru orice
m € N are loc egalitatea

(o) o0 oo 1
Z Z Z no(no +1)---(no +n1 4 -+ nyy)

Nm=1 ni=1ng=1

N. Anghel, Amer. Math. Monthly [1996, 426]
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Capitolul 5

Criterii de integrabilitate
Riemann

5.1 Functii integrabile Riemann

5.1.1 Definitie (diviziuni). Fie [a,b] un interval compact al axei reale. Orice
sir finit A := (xg,21,...,2k), cu proprietatea a = zo < 1 < --- < x = b, se
numeste diviziune a lui [a,b]. Multimea tuturor diviziunilor intervalului [a, b]
va fi notata cu Div [a, b]. Numarul real pozitiv, definit prin

A = jnax (zj — 1)

se numeste norma diviziunii A.
Fie A" := (z(,2),...,2}) st A" := (af,27,...,2]) doud diviziuni ale lui
[a,b]. Aranjand in ordine strict crescatoare elementele multimii

{xf],xll, .. 7$;€} U {5136/,:10/1’7 . ,952/}

se obtine o noua diviziune a lui [a,b]. Ea se numeste reuniunea diviziunilor
A’ si A” i va fi notata cu A’UA”. Daca {z(,2],..., 2.} C {0, 27,..., 27},
atunci se spune ca A” este mai find decat A’. Notam acest fapt prin A’ C A”.
Evident, avem A’ C A’UA” si A" C A"UA”.

5.1.2 Definitie (sisteme de puncte intermediare). Fie A := (zg,x1,..., k)
o diviziune a intervalului [a,b]. Un sir finit £ := (c1,...,cx), cu proprietatea
ca ¢j € [xj_1,x;] oricare ar fi j € {1,...,k}, se numeste sistem de puncte

intermediare asociat diviziunii A. Multimea tuturor sistemelor de puncte
intermediare asociate lui A va fi notata cu P(A).

67
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5.1.3 Definitie (sume Riemann). Fie functia f : [a,b] — R, fie
A = (zg,x1,...,7k) € Div]a,b]

si fie £ := (c1,...,¢) € P(A). Numarul real, definit prin

se numeste suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si sistemului de
puncte intermediare &.

5.1.4 Definitie (integrala Riemann). O functie f : [a, b] — R se numeste inte-
grabild Riemann pe intervalul [a, b], daca exista un numar real I cu urmatoarea
proprietate:

Ve>030>0alVAeDivia b cu Al <dsiV e P(A) :
o(f,A,8) —I| <e.

Daca f este integrabild Riemann pe [a, b], atunci se constata imediat ca numa-
rul I din definitia de mai sus este unic. El se numeste integrala Riemann a lui

b b
f pe [a, b] si se noteaza cu / fdax sau cu / f(z)dz.

5.1.5 Teorema (marginirea functiilor integrabile Riemann). Orice functie
integrabila Riemann f : [a,b] — R este marginitad.

Demonstratie. Notam I := fabfdac. Pentru € = 1, din definitia integralei
Riemann rezulta existenta unui § > 0 astfel incat pentru orice A € Div [a, b]
cu ||A]| < ¢ si orice £ € P(A) sa avem |o(f,A,&) —I| < 1. Fixam acum o

diviziune A := (zg,x1,...,2;) € Div|a,b] In asa fel incat ||A] < 6. Atunci
avem
(1) lo(f,A§) —I| <1 oricare ar fi £ € P(A).

Pentru a dovedi marginirea lui f, este suficient sa aratam ca f este margini-
ta pe toate intervalele [x;_1,x;], i € {1,...,k}. Fixam asadar i € {1,...,k} si
pentru fiecare punct = € [z;_1, z;] notam

fz = (1‘1, ey L1, Ty T4y - - .,l‘k).
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Atunci &, € P(A) si

k
o(f,A &) = f(x) (Cﬂz - 96‘1‘71) + Zf(mj)(ﬁﬂj - $j71)-
y
k
Notand « := Z f(z;)(x; — zj-1), avem
i
f(x)(acZ — xi_l) =o(f,A&) —a.

Tinand seama de (1), rezulta ca pentru fiecare = € [z;_1,x;] avem

|f(@)] (2 — 2i-1)

0(f,8,8) —I+1—a

< o(f, A &) = I[+ 1] +al
< 14|+ o,
deci Ll
If(z)] < 1+ ] + ol oricare ar fi € [x;_1, z;].
Ty — Ti-1

Prin urmare, f este marginita pe [x;_1,2;], Intrucat membrul drept al ine-
galitatii de mai sus nu depinde de z. O

5.1.6 Teorema (criteriul de integrabilitate al lui H. E. Heine). Fiind data o
functie f : [a,b] = R si un numar real I, urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

1° f este integrabila Riemann pe [a,b] si fab fdx=1.

2° Pentru orice sir (Ay,) de diwiziuni ale lui [a,b], cu limy,_o0 [|Ap]] =0
st pentru orice sir (&,), de sisteme de puncte intermediare cu proprietatea ca
&n € P(A,) oricare ar fin € N, are loc egalitatea limy, oo o(f, Ay, &n) = 1.

Demonstratie. 1° = 2° Fie (A,) un sir arbitrar de diviziuni ale lui [a, b], cu
limy, o0 ||An || = 0 si fie (&) un sir arbitrar de sisteme de puncte intermediare
cu proprietatea ca &, € P(A,) oricare ar i n € N. Pentru a dovedi ca
limy, o0 0(f, Ay, &) = I, fie € > 0 oarecare. Ipoteza 1° asigura existenta unui
d > 0, in asa fel incat pentru orice A € Div [a, b] cu ||A|| < ¢ si orice & € P(A)
sa avem |o(f, A, &) — I| < e. Cum lim, o ||Ay|| = 0, exista un ng € N astfel
ca pentru orice n > ng sa avem ||A,|| < . Avem atunci

lo(f, A, &) —I| < e oricare ar fi n > ny.
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Cum € > 0 a fost arbitrar, conchidem ca lim,_, o(f, An, &) = 1.

2° = 1° Presupunem ca 2° are loc, dar 1° nu. Atunci existd un € > 0 cu
urmatoarea proprietate: oricare ar fi § > 0 exista A € Diva,b] cu ||A] < §
si exista £ € P(A) asa incat |o(f,A,&) — I| > e. In particular, alegand
d := 1/n, rezultd ca pentru orice n € N exista o diviziune A,, € Div[a,b] cu
|ALll < 1/nsiexista &, € P(A,) asaincat |o(f, An, &) —I| > . Atunci avem
limy, 00 [|An|| = 0, dar sirul (o(f, Ay, &,)) nu converge ctre I, in contradictie
cu ipoteza 2°. ]

5.2 Criteriul lui Darboux

Pe tot parcursul acestei sectiuni f : [a,b] — R va fi o functie marginita (in caz
cd nu se va specifica altceva). Notam

a:= inf f(z) si B:= sup f(z).

z€la,b] z€la,b]
5.2.1 Definitie (sume Darboux). Fiind data o diviziune
A = (zg,z1,...,x) € Div|a, b,
notam

aj:= inf f(x) si Bj:= sup f(z), j=1,...,k.

we[xjflvzj] xE[ijl,Ij]
Numerele reale, definite prin

k k

S(f, A) = Zaj(xj — l‘jfl), S(f, A) = Zﬁj(l’j — l'jfl),

J=1 J=1

se numesc suma Darboux inferioard, respectiv suma Darboux superioard aso-
ciate functiei f si diviziunii A.

5.2.2 Definitie (integralele Darboux inferioara si superioara). Pentru orice
A = (g, x1,...,2) € Div|[a,b] si orice £ := (c1,...,cx) € P(A) avem

a<a; < f(e) <B;j <P oricarear fi j € {1,...,k}.

Inmultind acest lant de inegalitdti cu x; — xj—1 > 0, iar apoi sumand ine-
galitatile obtinute pentru j =1,...,k, gasim

(1) a(b—a)§s(f,A)§a(f,A,§)§S(f,A)§,8(b—a)
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Din (1) rezulta ca multimea

{s(f,A) | A €Divla,b]}
este majorata de 3(b — a), iar multimea

{S(f,A) | A €Diva,b] }

este minorata de a(b — a). Drept urmare, putem introduce numerele reale,
definite prin

b —b
dr:= su s(f,A), / dr:= inf S(f,A).
/af AGDi\})[a,b] (f ) af A€Div [a,b] (f )

Ele se numesc integrala Darbouz inferioard, respectiv integrala Darbouzx supe-
rioard, ale functiei f pe [a,b].

5.2.3 Propozitie (monotonia sumelor Darboux in raport cu diviziunea).
Daca A si A sunt diviziuni ale lui [a,b] si A C A/, atunci

s(f,A) < s(f,A") si S(f,A) <S(f,A).

5

Demonstratie. Fie A := (zg,z1,...,x). Este suficient si examinam doar
situatia cand A’ se obtine din A prin adaugarea unui singur punct, adica
existd un i € {1,...,k} si existd un punct 2’ € (x;_1,x;) astfel ca
/ /

A= (zg,...,xi—1, %, T ..., Tp).

Notam
of:= inf f(x) si of := inf f(x).
x€[ri—1,2] eea’ @i

Intrucat o) > a; si of > a;, avem

k
s(f,A) = Zaj(xj —zj1) + (2 —zim1) + o (z; — 2)
=1

'],7 .
JFi

v

k
Z aj(zj —xj1) + ai(a’ — zim1) + i — 2)
j=1
J#
k
= > aj(z;—aj)
j=1

= s(f,A).
Inegalitatea S(f, A") < S(f,A) se demonstreaza analog. O
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5.2.4 Observatie. Fie A si A’ dou& diviziuni arbitrare ale lui [a,b]. Cum
ACAUA"si A" C AUA!, din propozitia 5.2.3 rezulta ca

s(£,8) <s(f,AUAN) <S(f,AUA) < S(f,A).
Deducem de aici ca

s(f,A) < S(f,A") oricare ar fi A, A’ € Div|a,b].

Luand supremumul membrului stang cand A € Div [a, b], obtinem
b
/ fdz < S(f,A") oricare ar fi A’ € Div [a, b].

Luand acum infimumul membrului drept cand A’ € Div [a, b], obtinem

/bfdxg/zfdx.

In consecinta, pentru orice A € Div [a, b] avem

—b

b
(2) s(f,A)S/fde/fda;SS(f,A).

;)
5.2.5 Propozitie (sumele Darboux vs. sumele Riemann). Pentru orice di-
viziune A € Div [a,b] au loc urmatoarele egalitati:

s(f,A)=_inf o(f,A8), S(f,A)= sup o(f,A,8).

i
§eP(A) £€P(A)

Demonstratie. Dovedim doar egalitatea referitoare la suma Darboux supe-
rioara (egalitatea referitoare la suma Darboux inferioara se demonstreaza ana-
log). In baza lui (1) avem

o(f,A &) < S(f,A) oricare ar fi £ € P(A).

Pentru a dovedi cea de-a doua egalitate din enunt mai ramane sa demonstram
ca pentru orice £ > 0 exista un £ € P(A) astfel ca S(f,A) —e < o(f,A,£).
Fie asadar A := (zg,x1,...,2x), fie

B] = sup f(x)a jzla"'aka

r€[w;—1,7;]
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si fie ¢ > 0 arbitrar. Din definitia supremumului rezulta ca pentru fiecare

Jj€{l,...,k} exista un punct ¢; € [z;_1,x;] In asa fel incat 5; — e’ < f(¢;),
€
unde ¢ ;== ———— . Atunci € := (c1,...,c;) € P(A) si
e €= (c1,.-. cx) € P(A) &

k
o(f,9.0,8) = ch] —2jo1) > Y (B — &)z — wj1)

J

=1
= (fvg7 )_ ( )>S( )
O

5.2.6 Teorema (criteriul de integrabilitate al lui G. Darboux). Fiind data o
functie f : [a,b] — R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este integrabila Riemann pe |a,b].

2° f este marginita si oricare ar fi e > 0 existd o diviziune A € Div [a, D]

astfel ca S(f,A) —s(f,A) <e

3° f este marginita si oricare ar fie > 0 exista un 6 > 0 astfel incat pentru
orice diviziune A € Div[a,b], cu ||A]| < 0 sa avem S(f,A) —s(f,A) <e

Demonstratie. 1° = 2° Presupunand ca f este integrabila Riemann, notam

I = f;fda: Conform teoremei 5.1.5, f este marginita. Fie € > 0 arbitrar.
Atunci exista un 6 > 0 astfel ca pentru orice A € Div [a,b] cu ||A|| < ¢ si orice
€ € P(A) sa avem

o(£ A9 -11<T & I-Z<o(fA<I+.
Alegem o diviziune A € Div [a, b], cu proprietatea [|A|| < §. Atunci avem

I- Z <o(f,A€) oricare ar fi £ € P(A).

Tinand seama de propozitia 5.2.5, deducem ca

1-2< (Juf oA, = s(1,4).

Analog se obtine si inegalitatea

Avem asadar

1= <s(fA) S S(LA) ST+
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de unde S(f,A) —s(f,A) <5 <e.

2° = 3° Fie € > 0 arbitrar. In baza ipotezei 2°, exista o diviziune

A" = (zg,71,...,7,) € Div|a, b]
cu proprietatea ca S(f,A*) — s(f,A*) < /2. Notam 0 := Ty unde
M := sup,cpa |f(z)]. Fie A := (zg,21,...,2x) o diviziune oarecare a lui

[a,b], cu ||A|| < 6. Pentru fiecare i € {1,...,k} notdm

Ii := [ri-1, 2], a; = inf f(z), Bi := sup f(x).
zel; zel;
De asemenea, pentru fiecare j € {1,...,p} notam
JFi=lat_, 2k of = inf f(x = su x).
i [ j—1 j]a 7 er;f( )7 BJ xe}}f( )

Notam
I':={ie{l,...,k} | int ;N {xf,a],... a5} # 0}

si respectiv Z” :={1,...,k} \ Z'. Pentru fiecare j € {1,...,p} notdm
I0={ieI" | L C T}

Avem

(3) S(f,A) = s(f,8) =X'(f,0) + Z"(f.4),

unde

p

S(fA) =Y (Bi—a)(wi—wia), T(FA) =Y (Bi—ai)(wi—wi).

/

i€ET! j=1ieZ

.

Pentru orice i € Z' avem 3, —o; < 2M six;—xi1 < ||A|| <0 =
|Z’| < p, deducem ca

_ &
4dpM+1"

g

(4) Zl(faA)SP‘QMm

<8
5"

Pentru orice : € 7 ;-’ avem f3; — a; < B — «j, deci

Cum

Y Bi—ai) (@i —wim1) < (B —af) Y (wi — xim1) < (B — ) (@] — af_4)-

. 7 : "
zte zEI].
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Derept urmare, avem

(5)  X"(£,8) <D (8] — af)(a; —aj) = S(f,A") = s(f,A%) <
Jj=1

Din (3), (4) si (5) rezulta ca S(f,A) —s(f,A) <e

3° = 1° Din ipoteza 3° si lantul de inegalitati (2) deducem ca

w\m

0§/fdx—/fdx<€ oricare ar fi ¢ > 0,
a < a

—b
deci fbfdx = [,fdz = I. Fie acum ¢ > 0 si fie § > 0 numarul a carui
;)
existenta este asigurata de 3°. Pentru orice A € Div [a, b] avem

—=b

b
a)< [rar=1= [ ra<sia),
De asemenea, pentru orice A € Div [a, b] si orice £ € P(A) avem

s(f,8) <o(f,A,8) < S(f,A).

Din precedentele doua inegalitati deducem ca

’U(vavf) _I‘ < S(va) - S(va)
pentru orice A € Div [a, b] si orice £ € P(A). Rezulta de aici, in baza lui 3°, ca
lo(f,A,€) — I < € pentru orice A € Diva,b] cu ||Al| < ¢ si orice £ € P(A).
In consecinta, f este integrabila Riemann pe [a, b] si f: fdz=1. ]

5.3 Criteriul lui Lebesgue

5.3.1 Definitie (multimi neglijabile Lebesgue). O submultime A a lui R se
numeste neglijabila Lebesgue daca pentru orice € > 0 exista un sir (I,),>1, de
intervale deschise cu proprietatea

o 0.@)
clUm s D ) <e
n=1

unde cu ¢(I) s-a notat lungimea unui interval arbitrar I C R. Evident, daca
A C R este neglijabila Lebesgue, iar B C A, atunci si B este neglijabila
Lebesgue.
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5.3.2 Exemple. a) Orice multime cel mult numarabilda A C R este neglijabila
Lebesgue.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Daca A := {x1,...,zN} este finita, atunci
definim

0 Tp — gupz dacan < N b T+ garz dacan < N

" —gagz dacan > N, " SnFz daca n > N,

iar apoi notam I, := (ay, b,) pentru fiecare n € N. Avem evident

[o@) x
€ €
gLJI" Zé 22n+1:§<5‘
n=1 = n=1
Daca A := {z1,x2,...,Zp,...} este infinita, atunci definim I, := (an, by),
unde a,, = T, — 2,1% si by = xy, + Qfﬁ pentru fiecare n € N. Ca mai sus,
[ee] o
avem A C U I, si Zf([n) <e. O
n=1 n=1

b) Daca (Ag)r>1 este un sir de submultimi neglijabile Lebesgue ale lui R,
[e.e]

atunci si multimea A := U Ay este neglijabila Lebesgue.
k=1

Demonstratie. Fie € > 0 arbitrar. Cum Ay este neglijabila Lebesgue, rezulta
ca pentru fiecare k € N exista un sir (I ,)n>1, de intervale deschise cu propri-

ctatea
o0 o0
A, C U Iipn i Zf(fk,n) <
n=1

n=1

Avem atunci

||C8

[e.9] o0 [e.9] [e.9] c

UU L st Q0 k) <5 =

n—1 k=1n=1 k=1

Cum {l, | k,n € N} este o familie numarabila de intervale deschise, ele-

mentele sale pot fi enumerate intr-un sir. Drept urmare, multimea A este
neglijabila Lebesgue. O

c) Exista si multimi nenumaérabile care sunt neglijabile Lebesgue. Un astfel
de exemplu este multimea C' a lui Cantor (a se vedea sectiunea 2.2).
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Demonstratie. Pentru a dovedi ca multimea C' este neglijabila Lebesgue, fie
e > 0 arbitrar. Alegem n € N in asa fel incat (2/3)" < e¢/4. Fie F,
multimea care intervine la pasul n In constructia multimii lui Cantor (a se
vedea sectiunea 2.2). Aceasta este reuniunea a 2" intervale inchise disjuncte,
fiecare interval avand lungimea 1/3". Numerotam aceste intervale si le notam
Ji,...,Jon. Pentru fiecare k € {1,...,2"} alegem un interval deschis I; in asa
fel incat Jy C I si

A A

9
E E(Ik) < 1 + E g(Jk)
k=1 k=1

Pentru fiecare k > 2" definim I}, := (—#, 2;?) Atunci avem
2m A oo
cch=Uhcncmnk
k=1 k=1 k=1
si
00 2n 00 c c A [e's) c
DALY = Y M)+ DY e <7+ U+ Y o
k=1 k=1 k=2n+1 k=1 k=1
N LA
4 3n 2 "4 4 2 7

Cum € > 0 a fost arbitrar, rezulta ca multimea C' este neglijabila Lebesgue. []

d) Orice interval compact nedegenerat [a,b], cu a,b € R, a < b, nu este
multime neglijabila Lebesgue.

Demonstratie. Presupunand contrarul, pentru € := b — a ar rezulta existenta
unui sir (I,)n>1, de intervale deschise cu proprietatea

(e 9] o0
a0 € | JIn st ) 4(I,) <b—a.
n=1 n=1
Intrucat [a, b] este multime compacta, din acoperirea deschisa (I,)p>1 a sa se

poate extrage o subacoperire finita. Exista asadar numerele naturale 1 < n; <
ng < --- < ng incat [a,b] C I, Ul,, U---UI,, . Rezulta de aici ca

ceea ce este absurd. Contradictia obtinuta aratd ca [a,b] nu este o multime
neglijabila Lebesgue. O
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5.3.3 Definitie (oscilatia unei functii). Fie A C R, fie f: A — R o functie si
fie B o submultime a lui A. Elementul intervalului [0, co], definit prin

wy(B) == sup_ |f(z)— f(a')],

z,x'€B

se numeste oscilatia functiei f pe multimea B. Daca x este un punct arbitrar
al lui A, atunci oscilatia lui f in punctul x se defineste prin

we(zx) == Vé%{x) wr(VNA).

Se demonstreaza usor ca

[ este continua intr-un punct x € A & wy(x) =0.

5.3.4 Lema. Fie f : [a,b] — R o functie. Atunci pentru orice numar real
a > 0 multimea {x € [a,b] | wi(z) < a} este deschisa in [a,b], iar multimea
{z € [a,b] | wg(xz) > a} este inchisa in [a,b], deci siin R.

Demonstratie. Fie o > 0, fie G := {z € [a,b] | wr(x) < a} si fie 29 un
punct arbitrar al lui G. Atunci avem wy(zp) < a. In baza definitiei deducem
existenta unui numar real r > 0 astfel incat notand V := (zg — r,xo + ) sa
avem w¢(V Nla,b]) < a. Fie x € V N[a,b] arbitrar ales si fie U o vecinatate a
lui  inclusa in V. Avem w¢(U NJa,b]) <wp(V Nla,b]) < a, deci wy(z) < o si
prin urmare x € G. Cum z a fost un punct arbitrar din V N [a, b], conchidem
ca VNa,b) € G. Am dovedit asadar ca pentru orice punct zp € G exista
o vecinatate deschisa V' a lui xo In asa fel incat V N [a,b] € G. Aceasta
demonstreaza ca multimea G este deschisa in [a, b].

Cum [a,b] este multime inchisa, iar multimea G este deschisa in [a,b],
rezulta ca multimea {x € [a,b] | wf(x) > a} = [a,b] \ G este inchisa atat in
[a,b] cat siin R. O

5.3.5 Teorema (criteriul de integrabilitate al lui H. Lebesgue). Fiind datd o
functie f : a,b] — R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este integrabila Riemann pe |a,b].

2° f este marginita st multimea disc f, a tuturor punctelor de discontinui-
tate ale lui f, este neglijabila Lebesgue.

Demonstratie. 1° = 2° Presupunand ca f este integrabila Riemann, in baza
teoremei 5.1.5 rezulta ca f este marginita. Avem disc f = (J;2; Ey/,(f), unde
s-a notat pentru fiecare o € (0, 00)

Eo(f) = {o € [a,5] | wy(2) > a}.
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Pentru a dovedi ca disc f este neglijabila Lebesgue, este suficient sa aratam ca
E.(f) este neglijabila Lebesgue oricare ar fi a > 0.

Fie a > 0 si € > 0 arbitrar alese. In baza implicatiei 1° = 2° din criteriul
lui Darboux (teorema 5.2.6), putem alege o diviziune A := (zg, z1,...,2) &
intervalului [a, b] in asa fel incat

k
S(f.8) = s(f,8) =Y wr(fwj—125]) () — 2j-1) < 5
j=1

Fie J:={j € {1,...,k} | Ea(f) N (zj-1,2;) # 0}. Atunci wy([z;-1,2,]) > a
pentru orice j € J. Drept urmare, avem

OéZ(l‘j — l‘jfl) < ZWf([l‘jfl,xj])(l'j — ZL‘jfl) < %,

jedJ jed

deci suma lungimilor intervalelor (z;_1,2;) (j € J) este mai mica decat /2.
Aceste intervale acopera E, (f), cu exceptia eventual a punctelor zg, 1, ..., 2.
Dar aceste puncte pot fi evident acoperite cu un numar finit de intervale des-
chise, avand suma lungimilor mai mici decat £/2. In consecinti, E,(f) poate
fi acoperita cu un numar finit de intervale deschise, avind suma lungimilor
mai mica decat e. Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, conchidem ca multimea E,(f)
este neglijabila Lebesgue.

2° = 1° Admitem acum ca f este marginita, iar disc f este neglijabila
Lebesgue. Fie M > 0 asa incat |f(x)| < M oricare ar fi © € [a,b]. Pentru a
demonstra integrabilitatea Riemann a lui f, fie € > 0 arbitrar. Deoarece

E = {m € [a, b] ’ wr(z) = 2(()8—@}

este o submultime a lui disc f, rezulta ca E este neglijabila Lebesgue, deci
E poate fi acoperita cu un sir de intervale deschise, avand suma lungimilor
mai mica decat 55;. Cum E este compacta (a se vedea lema 5.3.4), exista un
numar finit de astfel de intervale care sa acopere pe E. Fie Uy,...,U,, aceste
intervale si fie

I :=[a,b]N clU; pentru fiecare j € {1,...,m}.

Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca intervalele I; sunt dis-
juncte doua cate doua (in caz contrar, inlocuim fiecare pereche de intervale
care se intersecteaza cu reuniunea acestora).
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Multimea K := [a, b]\J]_; U; este reuniunea unui numar finit de intervale

compacte, deci este compacta. In plus, avem wys(z) < ﬁ oricare ar fi
x € K. Drept urmare, pentru orice z € K exista un interval inchis J, in asa
fel incat x € int J, si wy([a,b] N J,) < ﬁ. Compactitatea lui K implica

existenta unui numar finit de puncte z, ...,z astfel incat
k
K C | int J,,.
i=1

Notand J; := J;;, N K, avem K = Ule J;. Fara a restrange generalitatea,
putem presupune ca oricare doua dintre intervalele J; nu au puncte interioare
comune. Atunci familiile de intervale {I1,...,L;,} si {J1,...,Ji} genereaza o
diviziune A € Div [a, b]. Avem

m k
S(f.A) = s(£,A0) = > wiI)I;) + Y wr(J)(T;)
j=1 i=1

m k
< Yomur) + Y 2(%(1) o)
j=1 i=1
— oM > Ui + ﬁ S o)
j=1 i=1
< 2Mﬁ+ﬁ(b—a) —c.

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, in baza implicatiei 2° = 1° din criteriul lui Darboux
deducem ca f este integrabila Riemann. U

5.3.6 Consecinta. Dacd ¢ : [a,b] — [a, (] este o functie integrabila Riemann,
iar f : [a, B] — R este o functie continua, atunci functia f o ¢ este integrabild
Riemann.

5.4 Probleme

n

v . 1
1. S& se calculeze 71151010 kzl ﬁk"%l .

Olimpiada locala Bucuresti, 1994
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1
2. a) Sa se calculeze / x sin (7ra:2) dz.
0

n—1 k+1

1 . 2
b) Sa se calculeze nh_{r;o - Z k:/ sin (7z”) dz.

F. Stanescu, Olimpiada judeteana, 2015/2

3. Fie f:]0,1] — (0,00) o functie continua.

a) Sa se demonstreze ca pentru orice numar intreg n > 1 exista o unica
diviziune (ag, a1, ..., a,) € Div [0, 1] astfel incat

Ak+41 1 1
/ f(t)dt:/ f(t)dt oricare ar fi k € {0,1,...,n—1}.
ag n Jo

a1+ +an

b) Pentru fiecare numar intreg n > 1 definim a,, = , unde

n
A = (ag,a1,...,a,) este unica diviziune cu proprietatea de la a). Sa se
arate ca sirul (a,),>1 este convergent si sa se determine limita sa.

Olimpiada nationala, 2007 /2

4. Fie f:]0,1] — (0, 00) o functie continua. Pentru fiecare n € N, n > 2 se

considera diviziunea (tg,t1,...,t,) € Div[0,1] cu proprietatea ca
t1 to tn
fOat=[ fO)dt=--= f(t)dt
to t1 tn—1
n

Sa se determine lim

n—00 1

— -
VI RIS [y
V. Véajaitu, Olimpiada nationala, 2011/2

5. Fie f : [a,b] — R o functie derivabila cu derivata integrabila Riemann.
Pentru fiecare n € N notam

-1

A, = <a+k a>,

e
k=

Sa se demonstreze ca

b
nl;n;on <An—/ f(a:)d:n) = b-

Lt - 1)
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9.

10.

5 Criterii de integrabilitate Riemann

n—oo

lim n (Bn - /  fa) dx) =220 0) - @)

n+1 n+2 2

n—oo

1 1 1
. Sa se determine limn< + +---+—ln2>.
n

. Fie f : [0,1] — R o functie crescatoare, de doua ori derivabila, cu

derivata a doua continua pe [0,1] si fie (A,) si (B,) sirurile definite
prin

1, [k 1 -, (k
A, = — — i tiv B, = — - .
- kzzof <n> si respectiv - Zf (n)

k=1

Intervalul [A4,, By,| se imparte in trei segmente egale. Demonstrati ca
pentru n suficient de mare, numarul I := f; f(z) dz apartine segmentu-
lui din mijloc.

SEEMOUS 2011/4

. Fie f:[0,1] — R o functie derivabila cu derivata continua si fie

n
k
Sp = Z f <n> pentru orice n € N.
k=1

Sa se demonstreze ca sirul ($p41 — Sp)n>1 converge citre fol f(z)dz.
Olimpiada judeteana, 2014/2

Fie f,g : [a,b] — R functii cu proprietatea ca existd a > 0sip > 1
in aga fel incat si avem |f(z) — f(2/)| < a|g(z) — g(2’)|” pentru orice
z,2' € [a,b]. S& se demonstreze ci dacd g este integrabild Riemann,
atunci si f este integrabila Riemann.

S. Radulescu, Olimpiada judeteana, 1983/4

Fie f : [0,1] — R o functie integrabilda Riemann si fie p > 1. Sa se

demonstreze ca exista limita
Jj—1 J
1(5)-(3)
n n

si sa se determine valoarea acesteia.

n

. 1
Jim

=1

p

S. Radulescu, Olimpiada nationala, 1981/4
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Solutii 83

(functia lui Riemann!) Si se demonstreze ci functia f : [0,1] — R,
definita prin
1 dacax=0

flx):=< 1/q dacax€0,1]NQ, z =p/q,unde p,q €N, (p,q) =1
0 dacazel0,1]\Q,

este integrabilad Riemann.

Sa se demonstreze ca daca functia f : [a,b] — R are limita finita in orice
punct din [a, b], atunci ea este marginita.

Sa se demonstreze ca multimea punctelor de discontinuitate de speta
intai ale unei functii f : I — R, unde I C R este un interval, este cel
mult numarabila.

Sa se demonstreze ca daca functia f : [a,b] — R are limita finita in
fiecare punct din [a, b], atunci ea este integrabild Riemann.

Olimpiada judeteana, 1989/4

Sa se demonstreze ca daca f : [0,1] — R este o functie integrabila
Riemann, atunci si functia g : [0,1] — R, definitd prin g(z) = f(z?),
este integrabila Riemann.

S. Radulescu, Olimpiada nationala, 1986/1
Fie f — R o functie integrabila Riemann cu proprietatea ca

0< x| < 1. Sa se demonstreze ca exista x1,zs € [0,1] astfel

2
incat 7é g $i / f@)dz = (21 — 29)*.
1

R. Gologan, Olimpiada nationald, 2002/2

5.5 Solutii

n

1
1. Notam a,, := Z TS pentru orice n > 1. Avem
n

k=1

1
n = s Doy s

! Aceastd functie este cunoscutd in literatura matematica si sub alte denumiri precum
functia lui Thomae, functia popcorn, functia picaturilor de ploaie etc.
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Consideram functia f : [0,1] — R, f(z) = ﬁ, precum si sirul de diviziuni
(Ay,) ale intervalului [0, 1] unde ( 12 2=11). Pentruorice n > 1
si orice k € {0,1,...,n — 1} avem 5 <k -+ % < % Drept urmare, notand
ko= % % pentru k = 0,1,...,n — 1 si & = (O, ck,...,c" 1), avem

&n € P(A,). Mai mult, are loc egalitatea

1 1
- A
T~ oA 6)

Ay —

pentru orice n > 1. Aplicadnd teorema 5.1.6 (criteriul lui Heine), deducem ca

hm an—/ f(z)dx =1n2.

2. a) Cu schimbarea de variabila 722 = t obtinem

1 T 1 1
/ :L'Sin(ﬂ'fL‘Q)dﬂj‘:/ sint - —dt = —.
0 0 27T T

k+1
n

b) Fie
sin 7rx2) dx

zk/

si fie F' o primitiva pe R a functiei continue f(z) := sin (7‘(‘1‘2). Avem

ol (5 -+ ()

Un calcul simplu conduce la

de unde

1
lim a, = F(1)— F(m)dx:F(l)—/O (2) F(z) da

n—oo 0

Prin urmare lim a,, = —
n—oo
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x
3. Consideram functia F' : [0,1] — R, definita prin F(x) ::/ f(t)dt.
0
Deoarece f este continud, rezultd ca F este derivabila si F'(z) = f(x) ori-
care ar fi z € [0,1]. Cum Im f C (0,00), deducem ca F'(z) > 0 oricare ar
fi z € [0,1], deci F este strict crescatoare si prin urmare injectiva. Notand

I:= / f(t)dt, avem I > 0, iar F : [0,1] — [0, I] este o bijectie.
0

a) Pentru fiecare k € {0,1,...,n} avem % € [0, I], deci exista un unic
ay € [0,1] in asa fel incat F(ay) = £ . Folosind faptul ci F este bijectivi si
strict crescatoare, se constata imediat ca (ag,ar,...,a,) este unica diviziune
a intervalului [0, 1] cu proprietatea din enunt.

b) Conform observatiei de mai sus, avem ay = F~ (%) deci

11 (RN 1

k=1

I 21 I 21

unde A, := <O,,,...,I> € Div[0,1] si &, := <,,...,I> € P(A,).
n’' n n’' n

Intrucat F~! este continud, deci integrabils Riemann, in baza teoremei 5.1.6

(criteriul lui Heine), deducem ca sirul (a,) este convergent si

1 1
lim a, = / F~(y)dy.
I 0

n—oo

Facand schimbarea de variabila y = F(z), avem dy = F'(z)dz = f(z)dz,

/0 llx f(z)dz |

deci lim a, =

n—oo
| @)z
0
4. Functia F : [0,1] — R, definita prin F(¢ / f(z)dz este derivabila,

cu derivata F' = f continua si strict pozitiva, deci F este strict crescatoare.

Avem F(0) =0si F(1) = / f(t)dt =: I, deci pentru fiecare k € {0,1,...,n}
0

exista un unic punct ¢ € [0,1] in asa fel incat F(t;) = % Prin urmare,
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nodurile g, t1,...,t, sunt date de tj, = F~! (%) Fie

1w 1 1 1

Sp = — = — S —
w2 ) " n 2= 7 (1 ()
1 I & 1 1 1

= T e 1 RN T 7An7 n )
I () 17\ fer “)
unde A, := <O,I,21,...,I)€Div[(),[] si & = <I,2I,...,I>€P(An).

n n n n

Intrucat f si F~! sunt continue, in baza teoremei 5.1.6 (criteriul lui Heine),

deducem ca
lim s, = 1 /I ¥dx
noe T Jo f(FY(x)

Ficand schimbarea de variabila F~!(z) = t, avem x = F(t), deci do = f(t) dt
si prin urmare

: 1t 1
JL“&OSH—I/O W=7
n 1 !
De aici rezultd ca lim ———— = lim — =1= [ f(t)dt.
n—00 1 n—o00 S, 0

; f(tr)

5. Fie n € N fixat arbitrar. Notam xj :=a + k b_Ta, k=0,1,...,n,
A, = (zo,21,...,2,) € Div]a,b], &, := (x0,...,2n-1) € P(A,),

ap:= inf  f'(x), Br:= sup fl(x), k=1,...,n.

z€[TK_1,2k] €[TK_1,Tk]

L
Lo - ). o

= Z/;lfffkldﬂf—z

klﬂ?kl

:Z/x“ (k1) — f(2)] da.

Avem
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Pentru orice indice k € {1,...,n} si orice z € (xy_1,2x] existd un punct

Ckz € (xf—1,x) astfel ca

far—1) = f(x) = f(cra) (@p-1 — 2)-

Drept urmare, avem

n

An—/:f(x)da: = Z/ "(cpo)(@p_1 — ) dz

= / "(p—1)(zho1 — o) dz
T—

+Z/ ) [ (cke) = ['(@p—1)] (zp—1 — z) da.

k=1"%k-1
Cum )
o (b—a)
(Tp—1 —x)dr = -5~
/:%1 2n
si
—(Br — ar) < f(cre) = f(@r-1) < B — o

pentru orice k € {1,...,n} si orice x € (xj_1,xx), deducem ca

Ul D (k) - =) > Bk — )
k=1

2n2
k=1

1) Il )~ S [S( An) — (7 A)]
b
Sn(An— f(x)da?)
<2 M) + L S( A — s )]
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Intrucat f’ este integrabils Riemann si |A,|| = 222 — 0 pentru n — oo, in
baza criteriului lui Heine (teorema 5.1.6) avem

@) Tim o(f', A 6u) = /‘f 1) - 1)
Pe de alta parte, in baza criteriului lui Darboux, avem

. / / o
(3> nh_{{.lo [S(f 7An) - S(f 7An)} -

Din (1), (2) si (3) deducem ca

nanalUqu=ﬁ;“U@f@l

n—oo

Cealalta egalitate din enunt rezulta imediat din cea de mai sus, tinand seama

b—
cad B, = A, + a4 [f(b) = f(a)] oricare ar fi n € N.

6. Avem

1 1
lim n + +--4+——1In2
n—00 n+1 n+2 2n

1 LS|
= lim n| — z —/ dx
n—00 n = 14+ = o 14z

1 n

in baza rezultatului din problema precedenta, aplicat functiei f : [0,1] — R,

definite prin f(x) := H%

7. Segmentul din mijloc al intervalului [A,,, B,,] are capatul stang

An—l-T—An—’-T

2[£(1)-£(0)]

3 . Apartenenta lui I la acest segment este

si capatul drept A, +
echivalenta cu
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adica cu

f() = f(0)

(1) 3§n(I—An)§2[f<1)_f(O)].

3

Asadar, problema cere sa aratam ca pentru n suficient de mare are loc inega-
litatea (1). Or, aceasta este o consecintd imediata a faptului ca

i n(l - 4,) = {70 [f(l) - J(0) 2[f(1) —f(O)]] |

n—o00 2

(In cazul in care f este constant, avem A, = I = B, oricare ar fi n > 1.)

I, [k
8. Pentru fiecare numar natural n notam B,, := — Z f () Avem
n &~ n

Sp+1 — Sn = (n+1)Bn+1_an
= (n+1)Bpt1 —I) —n(B, — I) + 1,

unde I := fol f(x)dz. Intrucat lim, e n(B, —I) = M, rezultd ca
exista limy, o0 (Spt1 — Sn) = 1.

9. Demonstram mai intai ca f este marginita. Intrucat functia g este inte-
grabila Riemann, ea este marginita, deci exista un M > 0 In asa fel incat sa
avem |g(x)| < M oricare ar fi « € [a,b]. In baza inegalitatii din enunt, avem

[f(@)] < [fa)]+f(z) = fla)] < |fla)] + alg(z) — g(a)[”
< [f@]+a(lg@)] +g(a)])”,

deci
|f(@)] < [f(a)|+a(2M)”  oricare ar fi z € [a, b].

Cum membrul drept al inegalitatii de mai sus nu depinde de z, rezulta ca f
este marginita.

Demonstram in continuare ca pentru orice € > 0 exista A € Div [a, b] astfel
ca S(f,A) —s(f,A) < e. Fie ¢ > 0 arbitrar. Integrabilitatea Riemann a lui
¢ Impreuna cu implicatia 1° = 2° din criteriul lui Darboux (teorema 5.2.6)
asigura existenta unei diviziuni A € Div [a, b] asa Incat sa avem

9

S(g,A) —s(g,A) < W.
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,k} notam

f(x)7

Pentru fiecare j € {1,...

Oéj = inf
TE€[Tj—1,25]

si respectiv

oz; = inf
TE€[wj_1,2]

9(z),

Fie acum j € {1,...

[j_1,x;] cu proprietatea ca limy, o0 f(un) = o silimy, o0 f(vn)

orice n € N avem

’f(vn) - f(un)| S a\g(vn)
< a(B; — aj)(|g(va)| + lg(un
< a(2M)" (8 -

Facand n — oo, deducem ca

g(un)P = alg(vy)

5 Criterii de integrabilitate Riemann

Bj:== sup f(z)
TE€[wj_1,25]
Bi;:= sup g(z).

T€[zj1,75]

,k} fixat arbitrar si fie (uy), (v,) siruri de puncte din

= ;. Pentru

— g(un)|1g(vn) — g(un)‘pil

)i

af).

B —aj < a(ZM)p_l([B’;- — o) oricare ar fi j € {1,...,k}.

Inmultind ambii membri ai acestei inegalitati cu x;

pentru j =1,...,k, obtinem

S(f,4) -

s(f,A) < a2M)PH(S(f,A) —

—xj_1 > 0 si apoi sumand

s(f, A)) <e

Conform implicatiei 2° = 1° din criteriul lui Darboux (teorema 5.2.6), conchi-

dem ca f este integrabila Riemann.

10. Pentru fiecare numar natural n notam

n

an:%z

=1

(57) -0 G)

p

Vom dovedi ca sirul (a,) este convergent catre 0. In acest scop, fie & > 0
Cum functia f este integrabila Riemann, ea este marginita. Fie
M = sup,cpq] |f(2)]. Conform implicatiei 1° = 3° din criteriul lui Darboux
(teorema 5.2.6), exista un numar real § > 0 In asa fel Incat pentru orice
diviziune A € Div [0, 1], cu ||A]| < ¢ sa avem S(f,A) —s(f,A) <
[1/6] + 1. Fie n > ng arbitrar si fie

1 2
A, = <O,,,...,
n’'n

arbitrar.

13
1+(2M)P—1
Notam ng :=

1) € Div[0,1].
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(%)~ G ()~ 6)

1
Intrucat ’f (JT) —f (%) ‘p < (2M)P~! oricare ar fi j € {1,...,n}, de-

Avem

n

an:%z

=1

p—1

ducem ca
osn < w2 )
§(2M)p1(5 An) = s(f,A)) < ¢

deoarece ||A,|| = %
exista ng € N astfel
urmare, avem (a,) —

< ;- < 0. Am demonstrat agsadar ca pentru orice ¢ > 0
i t oricare ar fi n > ng sa avem 0 < a, < e. Drept

11. Din definitia functiei f rezulta ca 0 < f(x) < 1 oricare ar fi z € [0, 1],
deci f este marginita. Vom demonstra ca disc f = [0,1]NQ. Fie a € [0,1]NQ
arbitrar si fie (zy,) un sir de numere irationale din [0, 1], convergent catre a.
Cum lim, o f(zn) = 0 # f(a), rezulta ca f este discontinud in a. Prin
urmare, avem [0,1] N Q C disc f. Pentru a dovedi incluziunea contrara, vom
demonstra ca f este continua pe [0, 1]\ Q. Fie a € [0, 1]\ Q si fie ¢ > 0 arbitrar.
Alegem ng € N astfel ca 1/ng < e. In intervalul (0,1) existd un numér finit
de fractii ireductibile avand numitorul mai mic sau egal cu ny (mai precis,
numarul acestor fractii ireductibile este ¢(2) + ¢(3) + - - - + ¢(ng), unde ¢ este
inducatorul lui Euler: ¢(n) reprezinta numarul numerelor naturale mai mici
sau egale cu n si relativ prime cu n). Fie § cea mai mica distanta de la numarul
irational a la una dintre aceste fractii ireductibile. Daca x € [0, 1] si |[x—a| < 4,
atunci fie x este irational, fie = este rational de forma = = p/q, cu p,q € N,
(p,q) = 1si ¢ > ng. In prima situatie avem |f(x) — f(a)| = 0, iar in cea de-a
doua situatie avem |f(z) — f(a)] = 1/¢ < 1/ng < e. Cum ¢ a fost arbitrar,
deducem ca f este continud in a. Am dovedit astfel ca disc f = [0,1] N Q,
deci multimea disc f este numarabild. Exemplul 5.3.2 a) arata ca disc f este
neglijabila Lebesgue. Aplicand acum criteriul lui Lebesgue de integrabilitate
Riemann (teorema 5.3.5), deducem ca f este integrabila Riemann.

Observatie. Functia lui Riemann este, asa cum rezulta din rezolvarea de
mai sus, continua in toate punctele irationale din [0, 1] si discontinua in toate
punctele rationale din [0, 1]. Este interesant de notat faptul ca nu exista nicio
functie care sa fie continua in toate punctele rationale dintr-un interval si
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discontinua in toate punctele irationale din acel interval (a se vedea in acest
sens S. Radulescu si M. Radulescu [12, problema 1.107]).

12. Presupunem, prin absurd, ca functia f nu este marginita. Atunci pentru
fiecare numar natural n exista un punct x,, € [a, b] astfel ca |f(xy)| > n. Sirul
marginit (z,) poseda un subsir (z,, ), convergent catre un punct xy € [a,b].
Fie L := limg_,z, f(z). Pentru ¢ = 1 rezulta existenta unui 6 > 0 asa incat
oricare ar fi « € [a,b] \ {zo}, cu |z — zg| < 0, s& avem |f(z) — L| < 1. Prin
urmare, pentru orice = € [a,b] \ {zo}, cu |z — x| < 4, avem

(1) [f(@)] < |f(z) = LI+ [L] <1+ [L].

Deoarece (zy, ) — xo si (ng) — 0o, exista un numar natural kg in asa fel incat
oricare ar fi k > ko sa avem |z, —xo| < ¢ sing > max {|f(zo)|, 1+|L|}. Atunci
pentru orice k > kg avem z,, # xo (altfel |f(xo)| = |f(zn,)| > nk > | f(z0)],
ceea ce ar fi absurd). Deci pentru orice k > ko avem xz,, € [a,b] \ {zo} si
|Zp, — 0| < 0. In baza lui (1) deducem ci | f(z,, )| < 1+ |L|. Pe de alti parte,
pentru k > ko avem |f(xy, )| > ng > 1+ |L|. Contradictia obtinuta arata ca
f este marginita.

13. Fie disc;f multimea tuturor punctelor de discontinuitate de speta intai

ale lui f. Evident, avem discy f = U E,(f), unde

n=1
E,(f) ={x ediscif | w(x) > 1/n}.

Pentru a dovedi ca discy f este cel mult numarabila este suficient sa aratam ca
E,(f) este cel mult numarabila oricare ar fi n € N.

Fixam un n € N arbitrar si demonstram mai intai cd multimea E,(f)
este formata doar din puncte izolate. Presupunem contrarul, adica exista un
x € E,(f) care este punct de acumulare pentru E,(f). Atunci exista un sir
(zx), de puncte din E,(f) \ {z}, astfel ca (x) — x. Trecand eventual la un
subsir, putem presupune ca toti termenii sirului (xj) sunt fie mai mici, fie
mai mari ca x. Admitem, fara a restrange generalitatea, cid x, < x oricare ar
fi k € N. Trecand eventual la un subsir, putem presupune, fara a restrange
generalitatea, si ca sirul (zy) este strict crescator. Fiecarui numar natural
k > 2 1i atasam multimea

Vi o= <xk_12+ $k7 T +2$k+1> c V(:Iik)
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Cum z, € E,(f), avem
1
L o) <ws(inD = sup |f(w)— F).
n u,veVyNI

Prin urmare, pentru fiecare k € N exista puncte uy,vi € Vi N1 astfel ca

1

1 — > —.
) ()~ Sl > 5
Deoarece pentru orice k > 2 avem

T

el ¥ Tk T TRl

2 2

si (z) — x, rezulta ca (uy) este un sir din I N (—oo, ), convergent catre .

Analog se arata ca si (vg) este un sir din I N (—o0, x), convergent catre . Cum
x € En(f) C discy f, trebuie sa avem

Jim f(ug) = lim f(ug) = f(z —0).

Dar aceste egalitati sunt in contradictie cu (1). Aceasta contradictie arata ca
toate punctele lui E,(f) sunt izolate.

Fixam un n € N arbitrar si demonstram acum ca multimea E,(f) este cel
mult numarabila. Cum toate punctele acestei multimi sunt izolate, rezulta ca
pentru orice z € E,(f) exista un r; > 0 astfel ca

E.(f)N(x =7z, 0 +12) = {l‘}
Pentru fiecare = € E,(f) notam
v i=inf{y € En(f) |y >}, ue:=sup{y € En(f) [y <z},

cu conventia inf () = oo si sup ) = —oo. Atunci avem u, < -1, i v, > x+7,.

A T+ Uy . Tr+v
Notand a, := d si by = d

, avem

E.(f)N(ag,by) = {x} oricare ar fi x € E,(f)

(ag,bg) N (ay,by) =0 oricare ar fi x,y € E,(f), v #y.

Pentru fiecare z € E,(f) alegem un punct ¢, € QN (ag, b;). Atunci functia

VeeE,(f) —» ¢.€Q
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este injectiva, deci |E,(f)| < |Q| = Xp. Cu alte cuvinte, multimea E,,(f) este
cel mult numarabila.

14. Conform celor doua probleme anterioare, functia f este marginita, iar
multimea disc f = disc; f este cel mult numarabila, deci este neglijabila Le-
besgue. Aplicand criteriul lui Lebesgue (teorema 5.3.5), rezulta ca f este
integrabila Riemann.

15. Deoarece f este integrabild Riemann, rezultd ca f este marginita, iar
multimea disc f este neglijabila Lebesgue. Evident, marginirea lui f implica
faptul ca si g este marginita. Pentru a incheia rezolvarea, ramane sa dovedim
ca disc g este multime neglijabila Lebesgue. Observam ca

rediscg < a?ediscf,

deci
discg = {Vz | z € disc f}.

Fie € > 0 arbitrar. Evident, avem

discg = <discg N [O, g]) U (discg N (%, ID .
Deoarece disc f este o multime neglijabila Lebesgue, rezulta ca si multimea

disc f N ( T 1} este neglijabila Lebesgue. Drept urmare, exista un sir de

intervale deschise ((ay,bn))n>1, in asa fel incat a, > £2/4 oricare ar fi n > 1,

. e? = : - e
disc f N (4, 1] - U (an, bn) si Z(bn —ap) < T

n=1 n=1

Pentru fiecare n € N notam a;, := /a, si b}, := v/b,. Avem

discgﬂ(;,l}:{\/:f ZEEdiSCfﬂ(Z ]} Uan,bfl

" _ > . _OO bn_an oobn_an
20 —a) = D (o-va =3 e s
_ *Z )<
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Notand af := —¢/8 si bfy = 5¢/8, avem discg N [0, 5] C (afy, bf), deci

oo oo
. * 1k . * * * * €
discg C Uo(an, b)) si Z%(bn —ay) < by—aj+ 1=c
n= n=

Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, conchidem ca multimea discg este neglijabila
Lebesgue.

1
16. Rezolvarea 1. Daca / f(z)dx =1, atunci putem alege x; = 0 si
0

1
Ty = 1, iar daca / f(z)dz = —1, atunci putem alege x; = 1 si x2 = 0.
0

1
| @)z
0
Cazul I.0 < /lf(x)d:n < 1.
0

Atunci exista cel putin un punct de continuitate o € (0,1) al lui f cu
proprietatea ca f(xg) > 0. Presupunand contrarul, am avea f(x) < 0 pentru
orice punct de continuitate z € (0,1) al lui f. Fie A := (zg,x1,...,7k)
o diviziune arbitrara a intervalului [0,1]. Cum multimea disc f, a tuturor
punctelor de discontinuitate ale lui f, este neglijabila Lebesgue si orice interval
compact nedegenerat nu este multime neglijabila Lebesgue, deducem ca pentru
orice j € {1,...,k} exista cel putin un punct ¢; € (z;_1,2;) in care f este
continua. Notand & := (c1,...,¢) si tinand seama ca f(cj) < 0, rezulta
ca o(f,A,8) < 0. Am dovedit astfel ca pentru orice A € Div [0, 1] exista
¢ € P(A) astfel ca o(f,A,§) < 0. Combinand acest rezultat cu criteriul lui

Presupunem in continuare ca 0 < < 1.

1
Heine (teorema 5.1.6), se ajunge imediat la concluzia ca / f(z)dx <0, ceea
0

ce este absurd.
Fie asadar x¢ € (0,1) un punct in care f este continua, cu proprietatea ca
a:= f(xg) > 0. Consideram functia F': [0, 1] — R, definita prin

F(t) = /Ot f(z)dz — 2992,

Atunci F este continua (intrucat f este integrabild) si F(1) < 0. Daca exista
un punct ¢ € (0,1) in asa fel incat F'(t) = 0, atunci putem alege z; = 0 si
zy = t. In caz contrar, trebuie si avem F(t) < 0 pentru orice t € (0,1). In
particular, avem F'(xg) < 0, adica

o
/ f(z)da < 2392
0
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Consideram acum functia G : [0,1] — R, definitd prin

/f ydar — (0 — £)2002,

Atunci avem G(0) < 0. Tinand seama ca f este continua in zg, rezulta ca
exista un punct to € (0, x) astfel ca

Q

)2001

f(z) > = oricare ar fi x € [tg, o] si (zo — to <

a
2 2

Atunci avem

Glto) = [ @) do — (g — to)?

to

> xro — to) — (.%() — t0)2002 > 0.

a

5 (

Cum G(0) < 0 si G(tp) > 0, deducem ca exista un punct z; € (0,z9) cu
o

proprietatea ca G(z1) =0 < f(z)dz = (g — 21)?°°%, deci putem alege

1
o = I(Q.

1
Cazul II. -1 < / f(z)dz < 0.
0

1
Atunci avem 0 < / —f(x)dx < 1. In baza celor demonstrate la cazul I,
0
exista puncte x1,x9 € [0, 1], cu x1 # 9, astfel incat
2
/ —f(z)dz = (z1 — 22)%°%%,
a1

de unde

/m1 f(a;) dr = (ml o $2)2002 _ (.CUQ o x1)2002.

Rezolvarea 2. Ca in prima rezolvare, ne putem restrange la situatia cand

0< < 1.

x)dz

1
Cazul I. 0 </ f(z)dz < 1.

0
Presupunem, prin absurd, ca

>
/ f(z)dx # (z2 — 21)%°?  oricare ar fi 2,29 € [0,1], x1 # zo.
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Vom demonstra atunci ca fie

/ f(z)dz < (22 — 21)?°°%  oricare ar fi 21,29 € [0,1], 21 < 29,
fie

/ f(z)dz > (22 — 21)%°?  oricare ar fi 2,29 € [0,1], z1 < zo.

Presupunem ca nu are loc nici (2), nici (3). Tinand seama de (1), rezulta ca
existd perechile (z1,12), (2], ) € [0,1]%, cu 21 < a9 si 2} < 2}, astfel ca

/ f d[L‘ < ( T _331 2002 / f dl‘ > ( )2002

Consideram functia G : [0,1] — R, definita prin

(1—t)zo+txh 2002
G(t) = / F(@)de — [(1— t)zs + tahy — (1 — )y — ta] ™.
(1—t)xy+tx

Intrucat f este integrabild pe [0, 1], rezulta cad G este continua pe [0, 1]. Mai
mult, din (4) rezulta ca G(0) < 0 si G(1) > 0. Exista asadar un to € (0,1)
asa incat G(tg) = 0. Notand xf := (1 —to)x1 + tox) si a3 := (1 —to)xa + toxh,
avem ] < T si

z*
Glty) =0 & / * fla)da = (af — )22,
x]

in contradictie cu (1). Contradictia obtinuta arata ca trebuie sa aiba loc fie
(2), fie (3).

Presupunem mai intai ca are loc (2). Fie F': [0,1] — R functia definita
prin F(t fo x)dx. Se stie cad daca f este continua intr-un punct o,
atunci F este derlvablla in zg si F'(zg) = f(xo). Fie zyp € (0,1) un punct in
care f este continua. Din (2) rezulta ca

F(x9) — F(xg) < (w2 — 20)?°°?  oricare ar fi 25 € (0, 1],
deci
Fwa) = Flxo)

)2001
o9 — X

< (xg —x0 oricare ar fi x5 € (¢, 1].

Facand zg \ 29, deducem ca f(zp) < 0 pentru orice punct g € (0,1) in care
f este continua.
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Presupunem acum ca are loc (3). Fie zg € (0,1) un punct in care f este
continua. Din (3) rezulta ca

F(x0) — F(x1) < (z0 — 21)?°°%  oricare ar fi z; € [0, z),

deci

F(xg) — F(x1) _ F(x1) — F(x0) < (xg — 1)
xo — T1 1~ %o n

2001

oricare ar fi 21 € [0, o).

Facand =1 ' x, deducem ca f(zg) < 0 pentru orice punct zp € (0,1) in care
f este continua.

In concluzie, in ambele situatii posibile, (2) sau (3), trebuie ca f(z) < 0
pentru orice punct z € (0,1) in care f este continua. Combinand aceasta
observatie cu criteriile lui Lebesgue si respectiv Heine de integrabilitate Rie-
mann, se ajunge la concluzia (a se vedea si Rezolvarea 1) ca fol f(z)dz <0,
ceea ce este absurd. Contradictia obtinuta arata ca presupunerea (1) este

falsa.
1
Cazul II. -1 < / f(z)dx < 0.

0
Se rationeaza ca in Rezolvarea 1.



Capitolul 6

Inegalitati integrale

6.1 Inegalitatea lui Cebisev

6.1.1 Teorema (inegalitatea lui P. L. Cebisev). Fiind date functiile monotone
f,g: [a,b] = R, urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1° Daca f si g sunt ambele crescatoare sau ambele descrescatoare, atunci

v e-af ’ fa)ge) da > (/ fa) a) (/ o) ).

2° Daca una dintre functiile f si g este crescatoare, iar cealalta descresca-
toare, atunci

-0 [ " fla)ole) de < (/ @) a) (/ o) ).

Demonstratia 1. 1° Precum orice alta inegalitate integrala, si inegalitatea (1)
poate fi demonstrata prin discretizare. Mai precis, pentru a demonstra (1)
este suficient sa dovedim ca pentru orice n € N are loc inegalitatea

(2) (b_a) U(fg, Anagn) > U(f, An,fn) U(gaAn’fn)v

unde A, := (zg,z1,...,T,) este diviziunea echidistanta a lui [a,b], in care
T :i=a+ kb_Ta, kE=0,1,...,n,iar &, := (x1,...,2,) € P(A,). In adevir, de
indata ce validitatea lui (2) a fost stabilita pentru orice n € N, facand n — oo
si tindnd seama de criteriul lui Heine (teorema 5.1.6), din (2) rezulta (1).

Fie n € N fixat arbitrar. Notand ay := f(zy) si respectiv by := g(xy)
pentru k = 1,...,n, se constata imediat ca inegalitatea (2) este echivalenta cu

(3) a1b1+..-+anbnZal+-~-+an'b1+...+bn7

n n n

99
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in ipoteza ca
a1 <ag<---<ap, si by <by<---< by

sau
ap >ag>--->ap si by >by > 2>by.

Or, (3) este binecunoscuta inegalitate discreta a lui Cebisev. Prezentam in
continuare o demonstratie a acestei inegalitati. Pentru orice i,j € {1,...,n}
avem (a; — a;)(b; — bj) > 0, de unde, prin insumare

0 < ZZ a; — aj)( ZZ@ZZ— — ajb; + a;b;)

i=1 j=1 i=1 j=1
n n n n n n n n

= E E a;b; — E E aibj — E E ajbi + E E ajbj
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

= QniaibifQ (iaz> ib]
i=1 =1 j=1

Impértind ambii membri cu 2n?, obtinem (3).
2° Aceasta afirmatie se demonstreaza analog. O

Demonstratia 2. 1° Pentru orice z,y € [a,b] avem

(f(@) = f()) (9(z) — g(y)) =0,

o < [ [ 0@ - 1)) - s) asay
-/ / f@)ae) dedy ~ | / F()g(y) dudy
—/b/ F)gl d:ndy—I—// F(y)gly) dzdy
_ /f d:r/dy 2/f dx/()dy
- 2<b—a>/Gf<x> da:—z/f dx/ g(z) da.

de unde rezulta (1).

deci

2° Demonstratia este similara cu demonstratia afirmatiei 1°. O
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6.1.2 Observatie. In ipoteza ca functiile f,g : [a,b] — R sunt monotone si
continue, in cele doud inegalitati din enuntul teoremei 6.1.1 avem egalitate
daca si numai daca una dintre functiile f sau g este constanta.

In adevir, si presupunem c& in (1) avem egalitate. Analiza demonstratiei
2 arata ca egalitatea in (1) este echivalenta cu

(4) // (z,y) dazdy = 0,

unde F': [a,b] x [a,b] — R este functia definita prin

F(z,y) := (f(z) = f(y)) (9(z) — g(y)).

Continuitatea functiilor f si g atrage dupa sine continuitatea lui F'. Cum
F(z,y) > 0 oricare ar fi (z,y) € [a,b] X [a,b], egalitatea (4) are loc daca
si numai daca F'(z,y) = 0 oricare ar fi (x,y) € [a,b] X [a,b], iar aceasta se
intampla daca si numai daca una dintre functiile f sau g este constanta. In
adevar, daca nici f nici g nu este constanta, atunci avem

F(a,b) = (f(a) — f(b))(9(a) — g(b)) >0,

contradictie.

6.2 Inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

6.2.1 Teorema (inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Fiind date
functiile integrabile Riemann f,g : [a,b] — R, are loc inegalitatea

1) (/ ’ fa)oa) dx)2 <(/ ' () a) (/ ) ).

Demonstratia 1. Prin discretizare (a se vedea demonstratia 1 a teoremei 6.1.1),
pentru a demonstra (1) este suficient sa dovedim ca pentru orice n € N are
loc inegalitatea

(2) U(fgaAnafn)Q < U(f2aAn7§n) U(gz,An,fn),

unde A, := (zg,x1,...,Ty) este diviziunea echidistantd a lui [a,b], in care
Tk ::a—i—kbfTa, kE=0,1,...,n,iar &, := (x1,...,2,) € P(A,).

Fie n € N fixat arbitrar. Notand ay := f(zy) si respectiv by := g(xp)
pentru k = 1,...,n, se constata imediat ca inegalitatea (2) este echivalenta cu

(3) (b + -+ anbn)? < (a3 + -+ a2) (B + -+ B2).
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Or, (3) este binecunoscuta inegalitate discretd a lui Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz. Lasam demonstratia acestei inegalitati in seama cititorului. (O
demonstratie posibila a lui (3) foloseste ideea din cea de-a doua demonstratie
a teoremei 6.2.1, prezentata mai jos.) O

Demonstratia 2. Presupunem, in plus, ca una dintre functiile f sau g este
continua. Admitem, pentru fixarea ideilor, ca f este continua. Consideram
functia ¢ : R — R, definita prin

b
olt) = / (tF(z) — 9(x))dz

= t2/ 2(x) x—2t/f da:—i—/ab 2(x) da.

Daca f(z) = O oricare ar fi x € [a, b, atunci inegalitatea (1) are loc cu egalitate.
Daca f nu este identic nuld pe [a,b], atunci ¢ este o functie polinomiala de
gradul al doilea cu proprietatea ca ¢(t) > 0 oricare ar fi t € R. Drept urmare,
discriminantul lui ¢ trebuie sa fie < 0, adica

</f da:> —4(/ () dx) </b 2(x)dx>§0,

ceea ce demonstreaza validitatea lui (1). O

6.2.2 Observatie. Presupunand ca functiile f, g : [a,b] — R sunt continue,
inegalitatea (1) are loc cu egalitate dacd si numai daca exista «, 8 € R, cu
a? + 32 > 0, in asa fel incat

(4) af(x) = Bg(x) oricare ar i x € [a, b].

Demonstratie. Necesitatea. Admitem ca inegalitatea (1) are loc cu egalitate.
Daca f(x) = 0 oricare ar fi x € [a,b], atunci (4) are loc de indata ce alegem
a =1si 8 =0. Daca f nu este identic nula, atunci din demonstratia 2 a
teoremei 6.2.1 rezulta ca functia de gradul al doilea ¢ are discriminantul nul,
deci are o radacina dubla tg € R. Cum

b
0 = plte) = / (tof (z) — g(x)) %,

iar f si g sunt continue, rezulta ca g(x) = tof(x) oricare ar fi x € [a,b]. Drept
urmare, alegand « :=tg si § := 1, (4) are loc.
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Suficienta. Admitem acum ca existd a, 8 € R, cu o + 5% > 0, in asa fel
incat (4) sa aiba loc. Atunci sau

f(z) =tg(z) oricare ar fi x € [a,b],

sau
g(x) =tf(x) oricare ar fi x € [a, b],

unde t = f/a sau t = /3, dupa cum « # 0 sau § # 0. In ambele situatii se
constata ca (1) are loc cu egalitate. O

6.3 Inegalitatile lui Young, Holder si Minkowski

6.3.1 Teorema (inegalitatea lui W. H. Young). Fie f : [0,00) — [0, 00)
o functie continua, strict crescatoare, cu proprietatea ca f(0) = 0. Atunci
pentru orice a € [0,00) si orice b € f([0,00)) are loc inegalitatea

(1) ab</f dx—i—/f y) dy,

cu egalitate daca si numai daca b= f(a).

Demonstratie. Fie a € [0,00) si b € f(]0,00)) arbitrare. Dam o justificare
geometrica inegalitatii (1). Consideram multimile de puncte din plan, definite
prin (a se vedea figura 6.3.1)

A={(z,y) |0<2<a 0<y< f(z)}
si respectiv
Bi={(z,y)|0<y<b,0<z<f(y)

Evident, avem ab < aria A + aria B, adica (1), deoarece

a b
aria A :/ f(z)dz si ariaB :/ !
0 0

De asemenea, este evident ca egalitatea in (1) are loc atunci si numai atunci

cand b = f(a). O

6.3.2 Consecinta. Fie p,q € (1,00) astfel incat % + é = 1. Atunci pentru
orice a,b € [0,00) are loc inegalitatea

P q
(2) <Y
P q

cu egalitate dacd si numai dacd b= aP~1.
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Figura 6.3.1: Justificarea geometrica a inegalitatii lui Young.

Demonstratie. Se aplici teorema 6.3.1 functiei f(x) := 2P~1. Se obtine

a by P -1 P e
abg/xplda:—i—/ypldy:a—kpbpplza-i-,
0 0 p p b q
1 .
—p—,demp%l:q. O]

deoarece + =1 — 1 =
q P P

6.3.3 Teorema (inegalitatea lui O. Holder). Fie f,g : [a,b] — R functii
integrabile Riemann si fie p,q € (1,00) astfel incat % + % = 1. Atunci are loc
inegalitatea

) Lﬂﬂ@ﬂ@st(Lﬂﬂ@?dahm<1ﬂﬂwﬁmﬁua

Demonstratie. Vom stabili inegalitatea (3) prin discretizare. Este suficient sa
aratam ca pentru orice n € N are loc inegalitatea

(4) o (1£gl, Ann) < o (IFIP, Ay &) P o (1919, Ay €0) %,

unde A,, := (zg,x1,...,Ty) este diviziunea echidistantd a lui [a,b], in care
Tk ::a—i—kb*Ta, k=0,1,...,n,iar &, := (x1,...,2,) € P(A,).

Fie n € N fixat arbitrar. Notand ay := |f(xy)| si respectiv by = |g(xy)]
pentru k = 1,...,n, avem ay, by, € [0,00). Se constata imediat ca inegalitatea
(4) este echivalenta cu

(5) arby + -+ apb, < (01104'"'+a£)1/p(b(f+~--+bg)1/q_
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Or, (5) este tocmai inegalitatea discreta a lui Holder, pe care o vom demonstra
in cele ce urmeaza. Notam

A::(aq—l—"“f‘afb)l/p si B::(blf‘f‘“""b%)l/q'

Daca A =0sau B =0, atuncia; =--- =a, =0saub; =--- =b, = 0si
in acest caz (5) are loc cu egalitate. Presupunem in continuare ca A > 0 si
B > 0. Aplicand inegalitatea (2) a lui Young numerelor a := ay/A si respectiv
b :=by/B, gasim

akbk aZ bz

AB — pAP  ¢qBY’

Insuméand aceste inegalitati pentru £ =1,...,n, obtinem

1 « 1 - 1 " 1 1
— b < —— P — l=-4+-=1
AB;% k= Ap (Zak>+q3q (Z k) p+q 5

k=1

deci Y arby < AB, adica tocmai inegalitatea (5). O

6.3.4 Observatii. 1° In cazul particular cand p = ¢ = 2, inegalitatea lui
Holder se reduce la inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz.

2° Presupunand ca functiile f, g : [a, b] — R sunt continue, inegalitatea (3)
are loc cu egalitate dacd si numai daca existd o, 3 € R, cu o+ 4% > 0, in asa

fel incat a| f(z)|P = B|g(x)|? oricare ar fi = € [a, ] (a se vedea D. S. Mitrinovié
[11, Theorem 7, p. 54]).

6.3.5 Teorema (inegalitatea lui H. Minkowski). Fie f,g : [a,b] = R functii
integrabile Riemann si fie p > 1. Atunci are loc inegalitatea

o (f @) + gl dw)l/p <( b If(rc)l”dfv)l/p +(/ b s ds) "

Demonstratie. Procedam prin discretizare, ca in cazul inegalitatii lui Holder.
Lasam in seama cititorului sa arate ca (6) este demonstrata de indata ce este
stabilita inegalitatea discreta a lui Minkowski: pentru orice n € N si orice
numere ai, ..., dn,b1,...,b, € [0,00) are loc inegalitatea

n 1/p n 1/p n 1/p
(7) (Z(ak + bk)p> < (Z ai) + (Z bﬁ) :
k=1 k=1

k=1
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Daca p = 1, atunci (7) are loc cu egalitate. Presupunem in continuare ca
p > 1. Alegem g > 1 in asa fel incat % + é = 1. Notam

A= Z(ak + by )P.
k=1

Daca A = 0, atunci aj, = by, = 0 oricare ar fi k =1,...,n si atunci (7) are loc
cu egalitate. Presupunem in continuare cd A > 0. Avem

n n
A= Zak(ak -+ bk)p_l -+ Z bk(ak + bk)p_l.
k=1 k=1
Aplicand fiecareia dintre cele doud sume inegalitatea discreta (5) a lui Holder,

gasim

n 1/p n 1/q
R
k=1

k=1

n 1/p n 1/q
T (Z bﬁ) (Z(ak + bk)(pl)q> :
k=1

k=1
Din relatia % + % = 1 rezulta imediat ca (p — 1)q = p, deci

n 1/17 1/p
A< Al <Z a§> + ( bﬁ)
k=1

k=1

3

Impértind ambii membri cu A4, obtinem (7). O

6.4 Inegalitatile lui Jensen si Hermite-Hadamard
6.4.1 Teorema (inegalitatea lui J. L. W. V. Jensen). Daca ¢ : [a,b] — [a, (]

este o functie integrabila Riemann, iar f : [a, B] — R este o functie convera
continud, atunci are loc inegalitatea

) (5 [ ewar) < [ Geawan
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Demonstratie. Demonstram inegalitatea (1) prin discretizare. Intrucés functia
f o este integrabila Riemann, este suficient sa dovedim ca pentru orice n € N
are loc inegalitatea

1 1
(2) f(baU(SO’Amgn)) < biaa(fosoaAmgn)a
unde A, := (zg,z1,...,T,) este diviziunea echidistanta a lui [a,b], in care
T ::a—i—k:b_T“, kE=0,1,...,n,iar &, := (x1,...,2,) € P(Ay).
Fie n € N fixat arbitrar. Notand ay := ¢(x) pentru k = 1,...,n, avem

ai, € [a, B], iar inegalitatea (2) se scrie

f<a1+---+an> Sf(czl)Jr---ﬂ“(cm)

n n

)

care este binecunoscuta inegalitate discreta a lui Jensen. O

6.4.2 Teorema (inegalitatea lui Hermite-Hadamard). Daca I C R este un
interval, iar f : I — R este o functie convezxa, atunci pentru orice a,b € I, cu
a < b, are loc inegalitatea

(3) f(a;b>§bia/abf(m)d:cgw‘

Demonstratie. Daca functia f este continua pe [a, b], atunci inegalitatea stanga
din (3) se obtine din (1), alegand ¢(z) := z oricare ar fi # € [a,b]. In caz
contrar, f este continua pe (a, b) si poseda limita la dreapta finita in a, precum
si limita la stdnga finita In b (a se vedea [2, Corollary 3.2.5, pp. 98-100]).
Considerand functia f* : [a,b] — R, definita prin

fla+0) dacaz=a
ff(x) = f(x) dacd z € (a,b)
f(b—0) dacaz =0,

aceasta este continua pe [a, b]. Conform observatiei de mai sus, avem

b b b b
H(50) = () < s [ r@a =t [

Deci si in acest caz inegalitatea stanga din (3) are loc.
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Pentru a dovedi inegalitatea dreapta din (3), facem schimbarea de variabila
r=a+t(b—a)=(1—t)a+tb. Tinand seama de convexitatea lui f, obtinem

b 1
bia/ﬂw)dw = /Of((l—t)a+tb)dt
1
< /(<1—t)f(a)+tf(b))dt
0

1

1
= f(a)/o (1—t)dt+f(b)/0 tdt
fla) + f(b)

5 .

6.5 Probleme

1. Fie f: [0,1] — R o functie crescatoare si fie n > 1 un numar intreg. Sa
se demonstreze ca

1 1
/ flz)dz < (n+ 1)/ 2" f(x)dz.
0 0
Sa se precizeze toate functiile crescatoare continue f pentru care are loc

egalitatea.

SEEMOUS 2011

2. Fie f: [0, %] — R o functie continua descrescatoare. Sa se demonstreze
ca

us

2

1
_lf(:x)dmg/o f(:z)cos:nd:ng/o f(z)dx.

Pentru ce functii f cele doua inegalitati au loc cu egalitate ?
SEEMOUS 2016

3. Sa se determine functiile continue descrescatoare f : [0,1] — [0, 00), care
satisfac simultan urmatoarele conditii:

/Olf(:c)d:zgl i /(]lf(q;3)dx§3</01xf(x)dm>2.

I. V. Maftei, Olimpiada nationala, 1984/4
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4. Fie f:[0,1] — R o functie derivabild si fie M > 0 astfel ca |f'(z)] < M
oricare ar fi z € [0,1]. Sa se demonstreze ca

/Olfz(;p)dx— (/Olf(as)dx>2§]\f[;.

R. Ropota, problema 1..38*, RMT nr. 2/1990

5. Fie fi,...,fn : [0,1] — (0,00) functii continue si fie ¢ o permutare a
multimii {1,...,n}. S& se demonstreze ca

n 1 12(1.) . n 1 o
£[1/0 fa(i)(ﬂ?)d ZE/O fi(x) d.

Olimpiada judeteana, 2006/1

6. Sa se demonstreze ca pentru orice functie continua f : [-1,1] — R are
loc inegalitatea

/_11 P(z) do > % (/_11 f(x)dx)2+;’ </_2xf(x)dx>2.

Pentru ce functii f are loc egalitatea ?
D. Popa, Olimpiada nationala, 1997/2

7. a) Fiind date functiile continue u, v : [0, 1] — R, demonstrati inegalitatea
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

</01u(x)v(x) dm) < </01u2(:13) d:n) (/01v2(:1:) da:).

b) Fie C multimea tuturor functiilor derivabile f : [0, 1] — R, cu derivata
/" continud pe [0, 1] si cu proprietatea f(0) =0, f(1) = 1. Determinati

min/o1 V1422 (f’(:c))2da:,

2

fec
precum si toate functiile f € C pentru care acest minim este atins.

Olimpiada nationala, 2007/1
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10.

11.

12.

13.
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. Fie f:]0,00) — R o functie continua, astfel ca

| f@sn—ayae= [* Pa)aa

pentru orice numar natural n > 1. S& se demonstreze ca f este periodica.
M. Piticari, D. Craciun, Olimpiada nationala, 2012/1

. (inegalitatea lui W. Wirtinger) Fie f : [0,1] — R o functie derivabila

1
cu derivata continua pe [0, 1], cu proprietatea ca / f(z)dz =0. Sa se
0

demonstreze ca . .
1
/ f(z)3dz < / f'(z)%dz.
0 2 Jo

Fie f :]0,1] — R o functie integrabila astfel incat

/Olf(x)da::/ole(a;)dle.

1
Sa se demonstreze ca / f2(z)dz > 4.
0
I. Rasa, Olimpiada nationala, 2004/3

Fie M multimea tuturor functiilor continue f : [0,7] — R, cu propri-
etatea ca

/ f(z)sinzdx = / f(x)cosxdr = 1.
0 0
Sa se determine min / f2(z) dz.
fEM 0
Olimpiada nationala, 1995/4

Fie p > 1 un numar real si fie f : [a,b] — [0,00) o functie continua. Sa
se demonstreze ca

( / ) dx)p <o-o [  fappaa.

Fie f : [a,b] — R o functie integrabild Riemann. S& se demonstreze ca
functia ¢ : (0,00) — R, definita prin

o) = (5 [1rra) "

este crescatoare.
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14. Fie p > 1 un numar real. Pentru orice functie continua f : [0,1] — R se
noteaza

1= [ #s@lae [ alfwpas
Sa se determine valoarea maxima pe care o poate lua I(f).
Generalizarea problemei B5, Concursul William Lowell Putnam 2006
15. Fie f : [0,1] - R si g : [0,1] — (0,00) functii continue, dintre care f

este crescatoare. Sa se demonstreze ca pentru orice t € [0,1] are loc
inegalitatea

[ tnterae [[swao < [[torae [ ste) e

Olimpiada judeteana, 2007/2

16. Fie f : [0,1] — [0, 00) o functie descrescatoare. Sa se demonstreze ca are
loc inegalitatea

/Olf(:c)dm/ola:fz(x)dxg/OlfQ(x)dx/lef@)dx_

Concursul William Lowell Putnam 1957, problema B3

17. S&a se demonstreze ca daca f : [0,1] — [0,00) este o functie integrabila
Riemann, atunci are loc inegalitatea

</01 f(z) dx) (/01 12(2) da:) < /01 (@) da.

L. Panaitopol, Olimpiada locala Bucuresti, 2005/2

18. Fie f, g : [a,b] — R functii integrabile Riemann, asa incat m < f(z) < M
pentru orice = € [a, b] si f;g(a:) dz = 0. Sa se demonstreze ca

M—m [°
<257 [lgta)las,

D. Andrica, RMT nr. 1-2/1988, problema 6381

/a " fa)a(a) da
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20.

21.
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Fie f :]0,1] — R o functie derivabild cu derivata continua pe [0,1]. Sa
se demonstreze ca daca f(0) =0si 0 < f'(z) <1 oricare ar fi z € [0, 1],
atunci are loc inegalitatea

(/01 /(@) dx)2 > /01 £ () da.

Dati un exemplu de functie f pentru care are loc egalitatea.
Concursul William Lowell Putnam 1973, problema B4

a) Fie f : [0,1] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [0, 1].
Sa se demonstreze ca daca exista a € [0, 1] astfel ca f(a) < 0, atunci

1 1
/0 f(tydt < /0 ()] dt.

b) Fie g : [0,1] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [0, 1].
Sa se demonstreze ca pentru orice x € [0,1] are loc inegalitatea

1 1
/ (9(t) — 19'(®)]) dt < g(x) < / (g(t) + 4/(1)]) dt.
0 0

S. Radulescu, P. Alexandrescu, Olimp. judeteana Bucuresti, 1998/4

Fie f :[0,1] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [0,1]. Sa
se demonstreze ca daca fol f(x)dx = 0, atunci pentru orice a € (0,1)

are loc inegalitatea
«
| s
0

Concursul William Lowell Putnam 2007, problema B2

1
< = ! .
< 5 Jmax 1'(2)

Fie f : [-1,1] — R o functie derivabila, cu proprietatea ca existd un
a € (0,1) astfel incat [ f(z)dz =0. Notdnd M = sup |f'(z)], si se

ze[—1,1]
1
/ f(z)dx
-1

1

b) Are loc inegalitatea / |f(x)|dx > 2|f(0)| — M.
-1

demostreze ca:

a) Are loc inegalitatea < M(1-a).

M. Chirita, Olimpiada nationala, 1992/1



6.5 Probleme 113

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Fie f : [0,1] — R o functie derivabila astfel incat f(0) = f(1

/01 f(z)dz

N. Bourbacut, Olimpiada judeteana, 2012/4

=~ | = H

)
|f(z)| <1 oricare ar fi z € [0,1]. Demonstrati ca <

Fie M > 0 un numar real si fie f : [a,b] — R o functie de doua
ori derivabila cu derivata a doua continud pe [a,b], cu proprietatea ca
|f”(x)] < M oricare ar fi x € [a,b]. S& se demonstreze ca

ia/abf(x)dxfc;b)‘ gM(b;f)Q'

Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b] si de doua ori derivabila
cu derivata a doua marginita pe (a,b), astfel ca f(a) = f(b) = 0. Sa se

demonstreze ca .
b—a
/ (@) de < ar &9
12

unde M :=sup{|f"(z)| | = € (a,b) }.

Iran 1986

Fie f : [-1,1] — R o functie de trei ori derivabila cu derivata a treia
continua pe [—1, 1], astfel incat f(—1) = f(0) = f(1) = 0. Sa se demon-
streze ca

1
1
[ @l <55 max 1)
-1 12 xe[—
(inegalitatea lui A. Beurling) Fie f : [a,b] — R o functie de doua ori

derivabild cu derivata a doua continud pe [a,b]. S& se demonstreze ca
daca f(a) = f(b) = 0, atunci are loc inegalitatea

b
4
1 d > .
/a [f (@)l de = — wrgﬁflgllf(fv)l

Fie f :]0,1] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [0,1]. Sa
se demonstreze ca daca f(0) = f(1) = —%, atunci are loc inegalitatea

L 1 1
/O(f(a:)) dx22/0 f(ac)dx—i—z.

R. Gologan, C. Lupu, Math. Mag., problema 1852
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29.

30.

31.

32.

33.

34.
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Fie f :]0,1] — R o functie derivabild cu derivata continua pe [0,1]. Sa
se determine f, stiind c& f(1) = —% si

1 1
/ (f’(a:))2dac < 2/ f(z)dz.
0 0
Olimpiada nationala, 2006,/1

Fie f : [0,1] — R o functie derivabild cu derivata continua pe [0,1]. S&
se demonstreze ca daca f (%) = 0, atunci are loc inegalitatea

/01 (f/(2))’de > 12 </01 (@) d:r>2.

C. Lupu, Olimpiada nationala, 2008/2

Fie f : [a,b] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [a,b]. Sa
se demonstreze ca daca f(a) = 0, atunci are loc inegalitatea

/ab f(z)?dz < (b — a)? /ab f'(x)*dz.

Fie f : [-1,1] — R o functie de doua ori derivabila cu derivata a doua
continua pe [—1,1]. S& se demonstreze ca daca f(0) = 0, atunci are loc

inegalitatea
1 ) 1 2
/ (f"(z))"dz > 10 (/ f(x) daj) .
-1 -1
C. Lupu, T. Lupu, Amer. Math. Monthly, problema 11548 [2011, p. 85]

Fie n > 0 un numar intreg si fie f : [-1,1] — R o functie de 2n + 2
ori derivabila cu derivata de ordinul 2n + 2 continua pe [—1,1]. S& se
demonstreze ci daca f(0) = f7(0) = --- = f™(0) = 0, atunci are loc
inegalitatea

/11 (f(2n+2) (@)2 dr > (2n + 2)!22(4n +5) </11 ‘o) dJ:) 9 |

P. Perfetti, Amer. Math. Monthly, problema 11756 [2014, p. 170]

Sa se demonstreze ca daca f : [0,1] — R este o functie convexa, atunci
pentru orice n € N are loc inegalitatea

Alf(x)dxsnil {f(0)+f(71l>+f<721>+'”+f(1)}
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35. Fie f:[—1,1] — R o functie continua, de doua ori derivabila pe (—1,1),
cu proprietatea ca

2f'(x) + zf"(z) > 1 oricare ar fi x € (—1,1).

1
1
Sa se demonstreze ca / zf(x)dx > 3
-1
IMC 2019/3

36. Fie a € [0,1]. S& se determine toate intervalele inchise I C [0,1], cu
proprietatea ca pentru orice functie convexa derivabila f : [0, 1] — R are
loc inegalitatea

1
/ max {f(a), f(x)} dz > max f(z).
0 JSE

I. Rasa, Olimpiada nationala, 1992/2

6.6 Solutii

1. Se aplica inegalitatea lui Cebisev (teorema 6.1.1) functiilor crescatoare f
si respectiv g(z) := 2", z € [0,1]. Intrucit g nu este constants, inegalitatea
din enunt are loc cu egalitate daca si numai daca functia f este constanta (a
se vedea observatia 6.1.2).

2. Vom demonstra inegalitatea stanga cu ajutorul inegalitatii lui Cebisev
(teorema 6.1.1). In adevar, functiile f si cos fiind descrescatoare pe intervalul

[0, g], avem

(1) /02 f(z)cosxdx > 72T/02 f(:c)dac/o2 cosrdr = 727/02 f(x)de.

Este suficient sa mai demonstram ca

2 3 2
71_/0 f(z)dx > _lf(a:)d:z

us

2

<=>2/21f($)dw+2 i flz)de >7 f(z)dx
0

|
@2/0 flz)dx > (7 —2) f(z)dz.



116 6 Inegalitati integrale

s
’2

2 [ 22 (5-1) 5 (5-1) =27 (5-)

Ultima inegalitate are loc deoarece, f fiind descrescatoare pe [0 ], avem

(1 —2) g_lf(a;)dxg(w—Q)f(g—l).

Facand schimbarea de variabila sinz = ¢ si tinand seama ca f este des-
crescatoare si ca arcsint > ¢ oricare ar fi ¢ € (0,1], deducem ca

@) /0 ? ) cos i = /0 ' Flarcsing) d < /0 .

Prin urmare, si inegalitatea dreapta din enunt are loc.

Pentru a avea egalitate in cele doua inegalitati din enunt este necesar sa
avem egalitate In (1) si (2). Acest lucru se intampla doar daca functia f este
constanta (a se vedea observatia 6.1.2). Reciproc, se constata imediat ca daca
f este constanta, atunci ambele inegalitati din enunt au loc cu egalitate.

3. Vom demonstra ca singura functie care indeplineste conditiile din enunt
este cea nula. Presupunem, prin absurd, ca exista o functie continua, des-
crescdtoare, nenula f : [0,1] — [0, 00), care satisface

(1) /O f(a)de <1

2) /Olf(;p3)dx§3</01xf(w)d$>2.

Aplicand inegalitatea lui Cebisev, obtinem
1 1 1 1 /1
/ zf(x)dr < / xdx / f(x)dz :/ f(z) dx,
0 0 0 2Jo

2

de unde

(3) 3</01a:f(x)da:)2§i(/olf(a:)dm>
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Deoarece 2 < x oricare ar fi x € [0, 1], iar f este descrescitoare, avem

() [ rwar< [ s

Din (2), (3) si (4) rezulta ca

/Olf(:v)dazg Z </01f(x)d:1;>2.

1
Cum / f(z)dz > 0 (functia continua f : [0,1] — [0,00) a fost presupusa
0

1
4
nenuld), deducem ca / f(z)dz > -, in contradictie cu (1).
0

3
4. Deoarece —M < f’(x) < M pentru orice x € [0, 1], rezulta ca functia
Vaelo,l] — f(z)+ Mz
este crescatoare, in timp ce functia
Vaelol] — f(z)— Mz

este descrescatoare. Aplicand inegalitatea lui Cebisev acestor doua functii,
deducem ca

/(f(m)—Ma:)(f(x)+M:U)dx</ (f(ac)—M:U)dx/ (f(z) + Mz) dz,
0 0 0

adici
/Olfz‘(g;)da:—]‘fg </01f(:1:)da:—]\2/[> (/Olf(a:)dx—k]\j).

Urmeaza de aici ca
1 1 2 2 2 2
M M M
2
d - d < _— = —,
J, e </of(w”>—3 £

5. Fie i € {1,...,n} fixat arbitrar. Conform inegalitatii lui Cauchy-Bunya-
kovsky-Schwarz, avem
2

1 L 2(2) 1 2 ! fi(z)
/Of”(i)(x)dx/o f,,(i)(%) de = /0( fo(i)(fﬁ)) d:v/o m dz

</01 fi(z) d$>2,

v
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deci

/1 7 (@) da > (fol fi@) dm>2
0 fd(l)(x) N fol fa(,)(aﬁ)dx '

inmultind membru cu membru cele n inegalitati astfel obtinute, gasim

2
o [t @) P | (fol fi(x) da:)
H/O Joo(@) I fol fo(iy(z) dz

<f01 fi(z) d$>2 e (fol fn(z) dx)2
(fo1 fi(z) dx) - ( Ji ) d:p)

_ ﬁl/ol fi(z) dz.

6. Fie g,h : [-1,1] — R partile para si respectiv impara ale lui f:

F@) 4 fCa) @) fea)

g(x) = 5 ,

Avem f(z) = g(x) + h(z) oricare ar fi z € [—1,1]. Tinand seama ca g este
para, iar h este impara, avem

/_11 f2(x) de = /_11 <g2(:c) +h2(x) + 2 g(x)h() )d$,

impara

deci

(1) /_11 P(z)dz = /_11 *(z) do + /1 B2(z) da.

-1

In baza inegalitatii lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, avem

</_11f(:v) dx>2 ~ (/_1lg(x)dx>2 < (/_11 12dx> </_1192(x) dx),
deci
@) [ @zt ([ smw)
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precum si

(/ixf(x)dx)Q _ (/iig\(ﬁ%dx—i—/_llxh(x)dx>2: (/_llmh(x)dx)Q
< (/11 x2dx> (/11 h?(x) dx) :

deci

(3) /_11 h2(z) da > ; (/_11 2f(z) dx)z.

Insumand inegalititile (2) si (3) si tindnd seama de (1), obtinem inegalitatea
din enunt.

In inegalitatea din enunt avem egalitate dacs si numai dacd in (2) si (3)
avem egalitate. Avand in vedere observatia 6.2.2, acest lucru se intampla daca
si numai daca exista a,b € R in asa fel incat sa avem g(z) = a si respectiv
h(z) = bz oricare ar fi z € [—1,1]. Cu alte cuvinte, functiile f pentru care
inegalitatea din enunt devine egalitate sunt cele de forma f(x) = a+bz oricare
ar fi x € [-1,1], cu a, b constante reale arbitrare.

7. a) A se vedea demonstratia teoremei 6.2.1.

b) Fie f € C arbitrar aleasa. In baza inegalitatii lui Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz, avem

/Ol(mf’(a:))de/ol <\4/11+7>2dx > </01f’(a:)da:)2

1 2
= (sal) -1
de unde

1
V1+22(f(2)) da > ! = ! = ! :
/0 (f) Jo A2 1n(3:+ /71+x2>‘ In(1+v/2)

1
0

Am dovedit asadar ca

1
(£ N2 1 .
/0 V1+az?(f'(z) de > 71n(1 ) pentru orice f € C.
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Tinand seama de observatia 6.2.2, avem egalitate daca si numai daca exista
a, B € R, nu ambele nule, in asa fel incat

1
av1+az2f'(z) =2 i oricare ar fi z € [0, 1].

Evident, nu putem avea o« = 0. Notand ¢ := /a, deducem ca

1
V1+ 22

deci exista o constanta ¢ € R in asa fel incat

flx) =t

oricare ar fi x € [0, 1],

f(z)=tln (:U+ 1 +:172) + ¢ oricare ar fi x € [0,1].

Conditiile f(0) = 0 si respectiv f(1) = 1 implica ¢ = 0 si ¢t = 1/In(1 + V?2).
In concluzie,

. _ 1
i ) VIFE =

n (ac + m)
In(1++v2)

egalitatea avand loc doar pentru functia f(z) =

8. Daca f este functia nula, atunci concluzia este evidenta. Presupunem in
continuare ca exista zo € [0, 00) pentru care f(xg) # 0. Fie n > zp un numar
natural arbitrar. In baza inegalitatii lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz si a

ipotezei, avem
nf(w)f(n—x)d:c 2 < da an(n—:v)da:
0 0
- </ o > (- [ rwa)
(] roree)

- ([ f<x>f<n—m>dx)2.

Prin urmare, inegalitatea (1) are loc cu egalitate. Tinand seama de conditia
de egalitate in inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (observatia 6.2.2),
precum si de faptul ca f(xp) # 0, deducem existenta unui numar real «, in asa
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fel incat f(n —z) = af () pentru orice z € [0,n]. Inlocuind in egalitatea din
enunt, gasim o = 1. In concluzie, pentru orice numar natural n > z( avem

(2) f(n—2x) = f(x) oricare ar fi z € [0,n].

Fie acum z € [0,00) oarecare. Alegem un numar natural n astfel incat
n — 1 > max {zg,x}. Atunci, conform relatiei (2), avem

flea+1)=fln-1-=)= f(z),
deci f are pe 1 drept perioada.
9. Fie g : [0,1] — R functia definita prin g(z) ::/ f(t)dt. Atunci avem
0

9(0) = g(1) = 0 si ¢'(z) = f(z) oricare ar fi € [0,1]. Integrand prin parti,
obtinem

Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, deducem ca

1) (/ 1f(x)2d:v>2 - (/ 1f’(:r)g(fc)dx>2
< ( / 1 f’(:c)?dx> < / 1g<:c>2dx) -

Pe de alta parte insa, tot in baza inegalitatii lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz,

wor = ([ ro)'s ([(0) ([ 50
= x/w f(t)2dt < a:/lf(t)th,
0 0

de unde

@) /0 ' g(e)de < ( /0 1 f(t)%u) ( /0 1mdx> _ % /O ' o).

Din (1) si (2) rezulta inegalitatea din enunt.
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10. Pentru orice a,b € R avem

1
0 —az —b)°d

< /O(f(x) ax —b)” dx
1 1 1

= /f2($)dl'—2/ (ax+b)f(:n)dx+/(a:n+b)2dx
0 0 0
1 1 1 2

= /0f2(1:)dfc—2a/0 mf($)daz—2b/0 f(a:)d:lt—l—%+ab+b2
1

— /fQ(z:)dx+(§+ab+b2—2a—2b.
0

Deci

1 2
(1) / f2($)d$2—%—ab—b2—|—2a—l—2b oricare ar fi a,b € R.
0

Determinam maximul functiei

a? a?
gla,b) == —E—ab—b2+2a—|—2b: —§+(2—b)a+2b—bz.
Acesta se atinge cand a = 227_?13 = G_T?’b . Din

—3b v?
g<623,b) :—Z—b—|—3ﬁ max pentru b= -2 = a =06,
1
in baza lui (1) deducem ca / f(z)dz > g(6,—2) = 4. Egalitatea are loc,
0
de exemplu, in cazul functiei f(x) = 6z — 2.

Observatie. Pe spatiul liniar C[0, 1] consideram produsul scalar definit prin

1
(f,9) 3:/0 f(x)g(x)da.

Sistemul {fo, f1}, unde fo(z) := 1 si fi(z) := x oricare ar fi z € [0, 1] este
liniar independent. Aplicandu-i procedeul de ortonormalizare Gram-Schmidt,
se obtine sistemul ortonormal {eg, 1}, unde eg(z) := 1si e1(z) := 23 (z — 1)
oricare ar fi € [0, 1]. Conform inegalitatii lui Bessel, avem

1
/0 Py de = [FI2 2 (Freo)? + (foen)? = 4,
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si

deoarece (f,ep) = fol flx)de =1 s
! 1
(f,e1) = 2\/5/0 f(z) <$— 2> dz = /3.

11. Procedand ca in rezolvarea problemei precedente, se gaseste ca minimul
cerut este 4/m. Lasam detaliile in seama cititorului.

1% conjugatul lui p (adicd unicul numér ¢ € (1,00) cu pro-
+ % = 1). Aplicand inegalitatea lui Holder functiilor f si g = 1,

12. Fie q :=
prietatea %
deducem ca

/abf(:v) dr < </abf(:v)pd:c> . (/b 175 dx> v

= 0= ([ swrar) "

b P b
deci < / f(z) dx> < (b—a)P ! / f(z)Pdz.
13. Fie r,s € (0,00) astfel ca r < s. Aplicand inegalitatea lui Holder pentru

q::s/'r>1§ip::q%:ﬁ>1,deducemcé
b
a

[rersa= [siores = </ab1pd‘””>l/p(/ablfu)mx)r/s

= o-a7( b\f(x)lsda:y/s,

de unde
1/s

) ([vera) Ve ([ vera)

Tinand seama de (1), obtinem

pr) = (b- a)_% (/ab |f(96)‘rdx> " < (b— a)—%+sff </ab f ()] dx> e

- o-a(/ b If(x)lsdaf>1/s — ().
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Deci (r) < ¢(s) oricare ar fi r,s € (0,00) cur < s.

14. Fie ¢ := p%l conjugatul lui p (i.e.,

Holder, obtinem

+ = =1). Aplicand inegalitatea lui

1,1
p g

1 1,
/ | f(2)]dr = / 7 2P ()| da
0 0

<J€1quF;>dm>l/q<jg1xU(xﬂpdx>lhi

1 . 1 1
Deoarece / qu(p P)dx = / 2Pt de =
0 0 p

IN

, avem
+ 2

/lep|f(:z‘)|da: < (p+12)p;1 </01x|f($)|pd$>l/p.

-1
Notand a, :=1/(p + 2)p7 si A:= fol x| f(x)|P dz, rezulta ca
I(f) < ap,AYP — A,
Un calcul elementar arata ca functia g : [0,00) — R, g(y) := apyl/p —y, are

. " p—1 . g .
un unic punct critic, anume yg = <%) P77 este strict crescatoare pe [0, yo] si

strict descrescatoare pe [y, 00). Drept urmare, avem

p

1) < 9(4) < g(on) = oy (22) . (&)

p p
w1 1 1 1 1 1
adica I(f) < ap~ <ppi1 —pp%> = > <ppl1 —pp%). Egalitatea are loc,
de exemplu, pentru functia f(z) = —— z oricare ar fi x € [0, 1].

15. Inegalitatea din enunt este echivalenta cu

@ de ([ g@ et [ o) de
| ([ st [ o)

< [y [ s@e@ e+ [ f@g)a).
[ otmran (] / )

/Otf(x)g(a?) dz /tl g(x)dx < /Otg(:c) dz /tl F(x)g(x) da.

adica cu
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Ultima inegalitate are loc deoarece, f fiind crescatoare si g pozitiva, avem

/Ot f(z)g(z) dz /tlg(x) dz < f(t) /Otg(x) dz /tlg(gj) dz,

in timp ce

/Otg(x) da /tl f(@)g(x)dz > f(t) /Otg(:c) dz /tlg(gg) da.

16. Procedam prin discretizare. Inegalitatea din enunt va fi demonstrata de
indata ce vom dovedi ca pentru orice n € N are loc inegalitatea

o (5 ()< () (B

in ipoteza ca a; > ag > --- > a, > 0 (a se vedea demonstratiile teoremelor
6.1.1, 6.2.1, 6.3.3 sau 6.3.5). Dupa desfacerea parantezelor, inegalitatea (1) se
poate rescrie sub urmaéatoarele forme echivalente:

zn:zn:aj~kaz§zn:zn:a?-kak

j=1 k=1 j=1 k=1
n n

& 0L Z Z kajak(aj — ak)
j=1k=1

& 0L Z kajak(aj — ak) + Z kajak.(aj — ak)
1<j<k<n 1<k<j<n

= Z k:ajak(ak — aj) < Z kajak(aj — ak).

1<k<j<n 1<j<k<n

Interschimband intre ei indicii 7 si £ in suma din membrul stang, ultima ine-
galitate devine

> dakajlaj—ar) <Y kaja(a; — ag),

1<j<k<n 1<j<k<n

echivalenta cu

0< Y ajan(k - j)a; — ar).
1<j<k<n

Or, ultima inegalitate este evident adevarata, deoarece pentru orice indici
Jke{l,...,n}, cuj <k, avem ajar(k — j)(a; — ay) > 0.
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17. Prin discretizare, inegalitatea din enunt va fi dovedita de indata ce vom

demonstra ca pentru orice n € Nsiorice ay, ..., a, € [0,00) are loc inegalitatea
(1) (a1 4+ -+ an)(al + -+ ap) Snlal+-o-+ap).
Pentru orice i,j € {1,...,n} avem

aia? +ajai < al+ a? & 0<(a;—aj)(a? — ajz-).

Insuméand inegalitatile de mai sus pentru 4,j € {1,...,n}, obtinem (1).

- ’/f( d:c—M/ dx—m/

b
| (@ = m)g(e)dz + / (f(2) = M)g(x) da
b b
< / (@) — ml lg(z)|dz + / (@) — M |g(x)] da

18. Avem

b b
_ / (f(z) — m) lg(z)|dz + / (M — f(z)) |g(z)| da.

Deci

x)de| < (M — m/|g )| dex,

de unde rezulta 1negahtatea din enunt.

19. Consideram functia F : [0,1] — R, definita prin

(/ f(z da:) —/Ony(a:)d:c

Evident, F' este derivabila si

) /0 " f@)dz - ) = f)Gly) oricare ar fi y € 0,1,

unde G : [0,1] = R, G(y) :=2 [ f(x)dz— f*(y). Functia G este de asemenea
derivabila si

G'(y) =2f(y) —2f(W)f'(y) =2f(y)(1 = f'(y)) oricare ar fi y € [0,1].
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Deoarece f(0) =0si f > 0, rezulta cd f este strict crescitoare, deci f(z) > 0
pentru orice z € [0, 1]. Deducem atunci cd G’(y) > 0 pentru orice y € [0, 1],
deci G este crescatoare. Cum G(0) = 0, urmeaza ca G(y) > 0, deci F'(y) > 0
oricare ar fi y € [0, 1]. Drept urmare, F este crescatoare, deci F'(1) > F(0) =0,
adica tocmai inegalitatea din enunt. Avem egalitate, de exemplu, pentru
f(z) := x oricare ar fi € [0, 1].

20. Stabilim mai Intal urmatoarea

Lema. Daca h : [0,1] — R este o functie derivabila cu derivata continud,
iar x € [0,1], atunci

(1) /1 h(t)dt = h(z) — /x th'(t) dt + /1(1 — t)h/(t) dt.
0 0 T
In adevar, avem

1 T 1
/0 h(t)dt:/o (t) h(t)dt—/x (1= t)'h(t) dt.

Integrand prin parti in cele doua integrale din membrul drept, obtinem (1).

a) Conform lemei, avem

1 a 1
/0 fydt = f(a)— /0 L) d + / (- 6)f/(t)dt

< - “ea | NP
< |/ ") dt\ +|f Ry dt\
< /Oatlf’(t)\dH/al(l—t)lf’(t)ldt
< [roas o= [ o
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b) Conform lemei, avem

o(z) = /Olg dt+/ ()dt—/xl(l—t)g’(t)dt

> /Olg dt — ’(t)dt‘—/xl(l—t) ()dt‘
> /Olg dt—/t|g<>|dt—/1<1—t>|g'<t>|dt
> /Olg wa— [ iy |dt—/|g )

_ /0<<> 1§/ ()]) dt.

Cealalta inegalitate se demonstreaza analog.

21. Fie a € (0,1) arbitrar. Facand schimbarea de variabild z = at si tinand
seama ci fol f(z)dz =0, avem

o 1 )
/0 f(x)dx:oz/o f(at)dt:a/o (f(at)—f(t)>dt,

‘/Oaf(a:)dx Sa/ol}f(at)—f(t)‘dt.

In baza teoremei de medie a lui Lagrange, pentru orice ¢t € [0,1] are loc
inegalitatea

deci

|f(at) = f(t)] < Mot —t] = M(1 — a)t.

Prin combinarea ultimelor doua inegalitati deducem ca

1
1—
x)dz §Moz(10z)/ tdt:a( Q)Mg M,

1
0 2 8

deoarece a1l — ) < 1/4.
22. Daca M = oo, atunci nu avem ce demonstra nici la a), nici la b). Pre-
supunem in continuare ca M < oo.

a) Facand schimbarea de variabild z = at, din [*_ f(z)dz = 0, deducem
ca fil f(at)dt = 0, deci

'/_11]’(:13) dz| = ’/_11 (f(x)—f(ax)) da

1
</ 17(@) = f(az)] da.
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In baza teoremei de medie a lui Lagrange, pentru orice z € [—1,1] are loc
inegalitatea
‘f(ac) — f(aac)| < M|z —ax| = M(1 — a)|z|.

Prin combinarea ultimelor doua inegalitati deducem ca

’ /_ 11 (o) da

b) Pentru orice z € [—1, 1] avem

[f(@)] = [£(0) = (f(0) = f(2))| = [£(O)] = [£(0) = f(=)].

Deoarece |f(0) — f(z)] < M|z| (in baza teoremei de medie a lui Lagrange),
deducem ca

1
<M(1—a)/_1|x]dx:M(1—a).

|f(z)] > |f(0)] — M|z| oricare ar fi z € [-1,1].
Integrand pe [—1, 1], se obtine inegalitatea din enunt.

23. Fie x € (0,1) arbitrar. Aplicand functiei f teorema de medie a lui
Lagrange pe intervalele [0, x] si [z, 1], rezulta existenta unor puncte ¢; € (0, x)

i ca € (2,1) astfel ca f(x) — F(0) = f(c)a si f(x) — F(1) = f(ea)(w — 1).

Deducem de aici ca
f@)]=If(e)lz<z si |f(@)]=]f(c)l(1-2)<1—u.
Cum z € (0,1) a fost arbitrar, iar f(0) = f(1) = 0, conchidem ca
|f(z)] <min{x,1 -z} oricare ar fi z € [0,1].

Tinand seama de aceasta inegalitate, avem

/Olf(x)dx /01 |f(:r)|dm:/01/2|f(a:)|dx+/1 \f(2)| dz

1/2

1/2 1 1
< / xdl‘—i—/ (1-2)de=-.
0 1/2 4

24. Fie x € [a,b] arbitrar. In baza formulei lui Taylor, existd un punct ¢,

intre %P si z, in asa fel inct

f(x)=f<a;rb>+f’<a;b> <x_a—2kb>+f”(2%) <x_“;b>2,

IN
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Intrucat —M < 1" (cz) < M, deducem ca

f(a—;b>+f’<a42rb> <x_a—2kb> _]\24<37_a—2|_b>2§f(x)
s (7)o () () ()

pentru orice x € [a, b]. Integrand aceste inegalitati pe [a, b] si tindnd seama ca

b b 2 3
a+b B . a+b _(b—a)
/a (x— 5 )dx— si /a <:1:— 5 ) dx = T

obtinem

(b—a)f <a—2kb> _M(b2; a)? . /abf(:r) dz < (h-a)f <a—2f—b>+M(b2; a) |

Rezulta de aici ca

b—a)? b a+b b—a)?
_M(24 ) Sbia/af(x)dx_f< _; )SM(% =

adica inegalitatea din enunt.

25. Fie = € (a,b) fixat arbitrar si fie polinomul definit prin

Lt e L= )=D)

CEPCED R

Acesta este tocmai polinomul de interpolare al lui Lagrange asociat functiei
f si nodurilor a, x si b. Avem L(a) = f(a), L(b) = f(b) si L(z) = f(z), deci
functia g : [a, b] — R, definita prin g(t) := L(t) — f(t), se anuleaza in punctele
a, x si b. Aplicand teorema lui Rolle pe intervalele [a,z] si [z,b], rezulta
existenta unor puncte ¢; € (a,z) si ca € (x,b) astfel ca ¢'(c1) = ¢'(c2) = 0.
Aplicand inca o data teorema lui Rolle pe intervalul [c1, c2], rezultad existenta
unui punct ¢ € (¢1,¢2) cu proprietatea ca g”(¢) = 0. Cum

2f(x)

.g”(t) = L”(t) - f”(t) = ($ _ a)(a: - b)

— f"(t) oricare ar fi t € (a,b),
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deducem ci f"(c) = (a?-figiif—-b)a deci
@)l = 17 E=A =) g = ab=o)

inegalitate care are loc inclusiv pentru x = a si * = b. Integrand pe [a,b],
obtinem

b b — a3
/a]f(a:)|da:§A;/ll(x—a)(b—x)da::M(b 12) .

26. Fie v € [-1,1] \ {—1,0,1} fixat arbitrar si fie polinomul definit prin

Acesta este tocmai polinomul de interpolare al lui Lagrange asociat functiei f
si nodurilor —1, 0, 1 si . Avem

deci functia g : [-1,1] — R, definita prin g(¢) := L(t) — f(t), se anuleaza in
punctele —1, 0, 1 si . Aplicand de trei ori teorema lui Rolle, rezulta ca exista
un punct ¢ € (—1,1) cu proprietatea ca ¢g”’(¢) = 0. Cum

6f(z)
(x+1)(xz—1)

6/ (x)
z(z+1)(z—1)

g"t)=L"t)— f"(t) = . — f"(t) oricare ar fi t € (—1,1),

deducem ca f"(c) = , deci

z|(l+2z)(1—= z/(l+z)(1—=z
)| = 10D =) el )1 —0)
6 6
unde M := max{ |f"(z)| | x € [-1,1] }. Aceasta inegalitate are loc inclusiv
pentru z € {—1,0,1}. Integrand pe [—1, 1], obtinem

1 1
M M
/ |f(z)|dz < / lz|(1+2z)(1 —z)de = —.
. 6/, 12
27. Fie xg € [a,b] In asa fel incit [f(xo)| = max,cqy |[f(7)]. Daca zo = a
sau xg = b, atunci f(z) = 0 oricare ar fi © € [a,b] si inegalitatea din enunt
are loc cu egalitate. Admitem in continuare ca zy € (a,b). Fara a restrange



132 6 Inegalitati integrale

generalitatea, putem presupune ca f(zg) > 0 (in caz contrar inlocuim pe f
cu —f). Din teorema de medie a lui Lagrange rezulta existenta unor puncte
c1 € (a, o) sica € (z9,b) In asa fel incat

f(xo) = f(xo) = f(a) = (xo — a) f'(c1)

f(xo) = f(wo) = f(b) = (x0 — b) f'(ca)-

/ | (@) de

Atunci

v
s\m
o
8

v

> h—a f(20),

deoarece functia ¢(x) := 1/z fiind convexa pe (0, 00), avem

1 1

mo—a+b—$0

b—a 4
— ol a) o0 - ) 2 20 (57 ) =2

28. Fie g,h : [0,1] — R functiile definite prin g(z) := f(z) + ¢ si respectiv
h(z) := 3 — z. Integrand prin parti si tindnd seama ci g(0) = g(1) = 0,

obtinem X X
/0 § (2)h(x) dz /0 o(z) da.

1 2
Din / (g’(ac) - h(a;)) dz > 0 rezulta ca
0

/01 (g'(x))ZdCC > 2/01 g (z)h(z) d:c/o1 (h(x)>2dx = 2/019(:3) dz — %7
deci /O< dm>2/f d:n~l—i

Egalitatea are loc daca si numai daca ¢'( h(z) pentru orice =z € [0,1],

1 1/1 211
adica daca si numai daca f(x):—24—2<2—a:> :—6+§x(1—x) pen-

tru orice x € [0, 1].
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29. Fie g,h : [0,1] — R functiile definite prin g(z) := f(z) + § si respectiv
h(z) := —z. Integrand prin parti si tinand seama ca h(0) = g(1) = 0, obtinem

/01 § (2)h(x) dz = /01 o(z) da.

Tinand seama de aceasta egalitate si de inegalitatea din enunt, avem

0
deci
1 2 1
| (F@=n@) do= [ (g@) - hiw)) do =
0 0
Cum f’ este continud, rezultd ca f/'(z) = h(z) = —x, de unde f(x) = —% +c
oricare ar fi x € [0, 1], unde ¢ € R este o constantd. Din f(1) = —1/6 rezulta
2

1
c=1/3, deci f(z) = —% + 3 pentru orice xz € [0,1]. Se verifica prin calcul

ca [ satisface inegalitatea din enunt.

30. Integrand prin parti, obtinem

1/2 1/2 1/2 1/2
dz = — "()dx = — "(x)d
f(x)dx xf(:v)‘o /0 xf'(z)dx /0 xf'(z)dx
-0

si

1 1 1 1
| @ —a-as@| o+ [ a-oreaes [ o-nreae

=0

Tinand seama de aceste egalitati precum si de inegalitatea elementara

(—u+v)? < 20 +02),
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deducem ca

(/0 1f(a:)dx>2 - <_ /01/2xf/(x)dw+ /1;2(1_@«”/(3;)@)2
2 (/01/2 zf'(x) dx>2+ (/1/12(1 —2)f'(x) dx>2

Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz celor doua integrale
din membrul drept obtinem

</01f(x) daz>2 < 2 [(/01/2:,32@) (/01/2 (f’(:v))zdx)
+ (/1/12(1—35)2@) (/1/12( '(x))Qdm”
_ [214 /01/2 (f’(m))de+214/l/12 (f’(x))Qdm]

1 1 2

= 12 ) (f’(x))

IN

dz,

inegalitate echivalenta cu cea din enunt.

31. Pentru orice z € [a,b] avem
f@= [ rea
Tinand seama de inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, deducem ca
T 2 T x
f(x)? = (/ f'(t) dt> < / 12dt/ f'(t)%dt
T b
— (z-a) / F(#)2dt < (b—a) / ()2t

Integrand aceasta inegalitate pe [a, b] In raport cu z si tindnd seama ca mem-
brul drept este o constanta care nu depinde de z, obtinem

/bf(x)Qda: <(b— a)2 /b f’(t)Zdt,
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adica inegalitatea din enunt.

32. A se vedea rezolvarea problemei urmatoare, care este o generalizare a
acesteia.

33. Tinand seama de dezvoltarea in serie Taylor a lui f cu restul in forma
integrala, precum si de ipoteza asupra derivatelor de ordin par ale lui f, avem

2n+1 2n+2
Z "~ kl )z +/ f2 Ty @ty
n
Z FEEHD( L2 / f (@n+2)( _ )2ty
(2k + 1 (2n + 1

pentru orice z € [—1,1]. Integrand pe [—1, 1] obtinem

ey [ gwar= [ ([ 106 -0y ar

Cum f2"2) este continui, in baza teoremei lui Fubini, integrala iterats din
membrul drept al precedentei egalitati este egala cu

LA
[ / PR o — g ) dy

adica cu

1 0 1
(2n+2) 2n+2 (2n+2) —.\2n+42
s ([ 12w 2ay + [0 - ay)

Drept urmare, avem

(2n + 2)12 (/11 f(z) dx)2

0 1 2
= ( / FEHD () (1 + y)* 2y + / FE B ()1~ y)2”+2dy> :
-1 0
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Utilizaind mai intai inegalitatea elementard (u + v)? < 2(u? + v?), iar apoi
inegalitatea lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, deducem ca

([ )

0 2 1 2
< ([ rmmmaenra) + ([ e - pia)

-1 0

0

< (/_1 (f(2n+2)(y))2 dy> (/_01(1 + y)4n+4dy>
([ e20) ) ([ o)
= 4n1+ - (/_01 (f@"“)(y))2 dy + /01 (f@”“)(y))2 dy) :

Drept urmare, avem

/_11 (f(2n+2)(33))2 dr > (2n + 2)!22(4n +5) </_11 ‘o) dx)z |

34. Se aplica inegalitatea dreapta din teorema 6.4.2 (inegalitatea lui Hermite-
Hadamard) pe fiecare dintre intervalele [%, %], unde £ = 0,1,...,n — 1
si incd o datd pe [0,1]. Prin insumarea celor n + 1 inegalitati, se obtine

inegalitatea din enunt. Lasam detaliile in seama cititorului.

2
35. Fie g : [-1,1] — R functia definita prin g(z) := zf(z) — % Atunci g

este continua pe [—1,1], de doua ori derivabila pe (—1,1) si

g"(x) =2f(x) + xf"(x) —1 >0 pentru orice z € (—1,1).

Conform unui rezultat cunoscut (a se vedea, de exemplu, W. W. Breckner
si T. Trif [2, Corollary 3.2.11]), rezultd ca functia g este convexa. Aplicand
inegalitatea lui Hermite-Hadamard (teorema 6.4.2), deducem ca

1
/ g(z)dx > 2¢(0) = 0.

-1

Drept urmare, avem

/_11xf(:n)dx:/_11 ("”22+g(x)> dx:§+/_119(x)dxz;.
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36. Vom spune ca un interval inchis I C [0,1] are proprietatea (P) daca
pentru orice functie convexa derivabila f : [0,1] — R are loc inegalitatea

1
(1) /0 max {f(a), f(x)} dz > max f(x).

zel

Evident, daca I are proprietatea (P), atunci orice subinterval inchis al lui I
are de asemenea proprietatea (P). Prin urmare, este suficient s determinam
intervalul maximal Iy cu proprietatea (P).

Fie I := [A, B] un interval arbitrar cu proprietatea (P). Pentru functia
convexa derivabila f(x) := x trebuie sa avem

1 a 1
B=max f(I) < /max{a,x}dx:/ adm—|—/ xdx
0 0 a
_ 1+ a?
= 5
deci
2
(2) p<ite

-2
Analog, pentru functia convexa derivabila f(z) := 1 — z trebuie sd avem
1
l1—-A=max f(I) < / max {1l —a,1 —z}dx
0

a 1 CL2
= /(1—:1:)da:+/(1—a)d:c:1—a+2,
0 a

deci
2
a
3 A>a— —.
(3) >a- 2
. . . a? 1+ a?
Vom demonstra in continuare ca intervalul Iy := |a — TR are pro-

prietatea (P). In acest scop, fie f :1]0,1] — R o functie convexa derivabila
arbitrara. Conform inegalitatii lui Hermite-Hadamard (inegalitatea stanga din
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teorema 6.4.2), avem

AV

1
/0 max { f(a), f(z)}dx dz

a 1

/ f(a)dx + f
0 a

af(a)+ (1 —a)f

)
>

Vv

> f<a-a+(1—a)-a+1

2
1+ a?
- (57

a 1
/()f(x)dm+/a f(a)dx
af (5) + (- a)f(a)

f(a-§+(1—a)a)

a?
fla——1].
2
Prin urmare, avem

/Olmax{ﬂa),f(w)}dx > max { (- ;) a(t *2“2)} ~ max 1(Iy),

deci Iy are proprietatea (P). Din (2) si (3) deducem apoi ca Iy este intervalul
maximal cu proprietatea (P). In concluzie, intervalele cu proprietatea (P)
sunt subintervalele inchise ale lui Ij.

si analog

Y

/0 max { f(a), f(2)} de

Y

1—a

Y
S




Capitolul 7

Teoreme de medie in calculul
integral

7.1 Prima teorema de medie

7.1.1 Teorema. Fie f : [a,b] — R o functie continua si fie g : [a,b] — [0, 00)
o functie integrabila Riemann. Atunci exista un punct ¢ € [a,b] astfel incat

b b
(1) / f(@)g(z) dz = £(c) / o(z) da.

In particular, ewistd un punct ¢ € [a, b] astfel incdt

b
| t@)ds =10 -a).
Demonstratie. Notam
m:=min{f(z) | z € [a,b]} sirespectiv M :=max{f(z) |z € [a,b]}.

Tinand seama ca g(z) > 0, rezulta cad mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z) oricare ar
fi x € [a,b]. Prin integrare obtinem

w [ o< [ s < v [

Daca fabg(as) dr = 0, atunci din lantul de inegalitati de mai sus rezulta ca

f; f(z)g(z)dz = 0, deci pentru orice punct ¢ € [a,b] are loc (1). Daca insa

139
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f;g(:n) dz > 0, atunci avem

e S
fa g(x)dz

Intrucat f are proprietatea lui Darboux, existd un punct ¢ € [a,b] in asa fel
b
e
= - _
f . 9(x)d
7.1.2 Aplicatie (integralele lui Froullani). Fie a,b > 0si f : (0,00) - R o

functie continua. Sa se demonstreze ca:
a) Daca exista si sunt finite limitele

incat f(c) vident, punctul ¢ satisface (1). O

lim f(@) = f(04) s lim f(z) = f(o0),

atunci are loc egalitatea
b

= de = (f(0+) — f(c0)) In —.

0+0 55 a

b) Daca exista si este finita limita h{(r{l) f(x) =: f(0+) si exista ¢ > 0 asga
x

oo
. . . x o . .
incat integrala improprie / & dz este convergenta, atunci are loc egali-
x
(&

tatea - b b
ax) — f(bx
Flaz) = FO) 40 f0+)m 2.
0+0 z a
c) Daca existd si este finita limita lim f(x) =: f(oc0) si exista ¢ > 0 asa
T—00
(&
x
incat integrala improprie Q dz este convergenta, atunci are loc egali-
0+0 T

- —f(am) — flbx) dz = —f(0c0)In b .

tatea

040 Z

Rezolvare. a) Presupunem, fara a restrange generalitatea ca a < b (dacd a = b,
atunci nu avem nimic de demonstrat). Pentru orice 0 < u < v < 0o avem

/vf(ax)_f(bx)dx _ /”f(afﬁ)adx_/vf(bw)bdx

T a b
av f(t) 4 bv & &

au i bu
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deci

[ L=t MW g [T g,
u x t

au av

(2)

Teorema de medie 7.1.1, aplicata functiilor f si g(t) := 1/¢, implica existenta
punctelor ¢, € [au, bu| si respectiv ¢, € [av, bv] astfel ca

bu bu
10 0= fea) [ = rtem?

au t U a

si analog

Y b
Tdt— f(cv)lna.

av

Tinand cont de (2), obtinem

[0 4o - (g - sepym .

xT

Cand v \, 0 si v = oo, avem ¢, = 0+ si ¢, = 0o. Prin urmare, exista

lim /vJWf(bx)dm:(f(O—l—)—f(oo))lnb.

u\0,v—00 x a

b) Procedand ca la a), dar aplicand teorema de medie 7.1.1 doar primei
integrale din relatia (2), deducem existenta unui punct ¢, € [au, bu] pentru

care
v _ b
/ de:f(cu)lné— &dt.
” x a aw b
0
Cand v \( 0 si v = oo, avem ¢, — 0+ si - dt — 0, deoarece integrala

av

)

) . [ f(x DR .
unproprie “—— dz este convergenta. Prin urmare, exista
T
(&

lim /Uwcix:f(()ﬂlnb.

u\0,v—00 a

c) Se procedeaza ca la b), dar se aplica teorema de medie 7.1.1 doar celei
de-a doua integrale din relatia (2). O
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7.1.3 Observatie. In cazul particular al functiei f(x) := arctgz, din afirma-
tia a) obtinem urmatorul rezultat:

Pentru orice a,b € (0,00) are loc egalitatea

/OO arctg (ax) — arctg (bz) do =T 1%
0+0 x 2 b

Concursul William Lowell Putnam 1982, problema A3

7.1.4 Aplicatie. Fie f : R — [0, 00) o functie continua, periodica de perioada
1. Sa se demonstreze ca:

a+1
a) / flz)dx = / f(z)dz pentru orice a € R.

nlggo/ fa nx)dxz(/ﬂ f(x)da:>2.

C. Mortici, Olimpiada judeteana, 2002/4
Rezolvare. a) Intrucat f este continu, functia F' : R — R, definita prin
xr

F(z) = / f(t)dt, este o primitiva a lui f. Fie G : R — R functia definita
0
a+1
prin G(a) := / f(z)dx. Deoarece G(a) = F(a+ 1) — F(a), rezulta ca

G'(a)=F'(a+1)—F'(a) = f(a+1) — f(a) =0 oricare ar fi a € R,
deci G este constantd. Prin urmare, pentru orice a € R avem G(a) = G(0),

a+1 1
adicé/ ’ f(x)dx:/ f(x)de.

) Fie n € N fixat arbitrar. Facand schimbarea de variabila nz = ¢, gasim

/ f(z i/onfG)f(t)dt:ié/;ﬁ(;)f(t)dt-

Aplicand teorema 7.1.1, rezultd ca pentru fiecare k € {1,...,n} existd un
punct ¢, € [k — 1, k] in asa fel incat

g 3 ek [F L (Ckn 1
/k—1f<n> f(t)dt=f< ’;L ) k_1f(t)dt_f( ’; )/O F(t) dt

Drept urmare, avem

[ s ae= ([ s (i knlf (Cj;;")) |
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Notand A, := (0, %, %, N 1) si respectiv &, = (M ...,C”T’"), avem
&n € P(A)) si

/f (nz)dx = o(f, n,fn/f

Aplicand teorema lui Heine (teorema 5.1.6), deducem ca
1

lim fz)f( < / f(t dt)
n—0o0 0

n+3 1‘3
7.1.5 Aplicatie. Sa se calculeze lim n? / dx.
n—0o 1+ 26

[5, problema P 2.307, g)]

Rezolvare. Fie n € N fixat. Aplicand teorema 7.1.1 functiei f(x) := % pe
intervalul [n,n + 3], rezulta existenta unui punct ¢, € [n,n + 3] asa incat sa

avem [1 f(z) dz = 3f(cn) = {2

T +cﬁ Deoarece

3n3 - 3c3 <3(n+3)3
1+ (n+3)% =14 = 1+4nb ~

6 n+3 3
3”93/ Fa)de < B3
14+ (n+3)5 n 1+ nb

deci limita ceruta este 3. O

rezulta ca

)

7.1.6 Aplicatie. Fie f : [a,b] — R o functie continua cu proprietatea ca
exista un numar natural n > 1 astfel incat

b b
/:c"f@)da::l si /J:kf(x)da::O pentru orice k € {0,1,...,n—1}.

n—+1
(b _ a)n+1 :

M. Predescu, Concursul anual al Gazetei Matematice, 1988

Sa se demonstreze ca exista un punct ¢ € [a, b] astfel ca f(c) =

Rezolvare. Avem

/b(m—a)"f(x) Az — /bki(—l)k<z>x”_kakf(x) dz
; . =

S <Z> o /ab " F f(z) da

k=0
= 1
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Pe de alta parte, conform teoremei 7.1.1 exista un punct ¢ € [a, b] astfel ca

b b — a)tl
o= s =g [ -aras = 0 P
deci f(c) = (bT_LZ)}Hl. O

7.2 A doua teorema de medie

7.2.1 Teorema (O. Bonnet). Fie f : [a,b] — R o functie monotona si fie
g : la,b] = R o functie continud. Atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:

1° Daca f este descrescatoare si nenegativd pe [a,b], atunci exista un punct
c € [a,b] astfel incat

[ st = s [ gtrar

2° Daca f este crescatoare si nenegativa pe |a,b], atunci existd un punct
c € [a,b] astfel incat

b b
[ @@ o= 1) [ 9@
3° Ezista un punct c € [a,b] astfel incat
b c b
/ f(@)g(z)dz = f(a) / g(z)dz + f(b) / g(z) dz.

Demonstratie. 1° Fie G : [a,b] — R functia definitd prin G(z) = [ g(¢) dt.
Atunci G este continud pe [a, b]. Notam

m:= min G(z) sirespectiv M := max G(x).
€[a,b] z€[a,b]
Fie A := (zg, 1, ..., 7k) o diviziune oarecare a lui [a, b]. Din teorema 7.1.1
(prima teorema de medie) rezulta ca pentru fiecare j € {1,...,k} existd un

punct ¢; € [xj_1,x;] asa incat

/ 7 g(@)dz = gle;)(@; — zj1).

j—1
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Notand & := (cy,...,c), avem £ € P(A) si

k 2

o(fg,0,6) = chj jmm) =3 fe) [ g

j=1 Ti-1

_ Z £(e))[Glxy) — Gl1)]

= fle )[G(ﬂﬁl) G(xg ] + f(e2) [G(x2) — Gan)] + -+
flen—1[G(xn-1) — G(zn-2)] + f(cn)[G(wn) — G(wn_1)].
Tinand seama ca G(z9) = G(a) = 0, obtinem
o(f9,0,6) = G(xo)[f(a) = f(c1)] + G(z1)[f(er) — fle2)] + -
+G(zn-1)[f(en-1) = f(en)] + Glan) f(cn)-

Cum f este descrescatoare si nenegativa, deducem de aici ca

o(fg.0,8) < M[f(a)— flcr)] + M[f(c1) — flea)] + -
+M [f(en—1) — flen)] + M f(cn),

adica o(fg,A,£) < M f(a). Analog se demonstreaza ca are loc si inegalitatea

o(fg,4,8) = mf(a).
Am dovedit asadar ca pentru orice A € Div[a,b] existd un & € P(A) cu
proprietatea ca

mf(a) < o(fg,A,§) < Mf(a).

Fie (Ay) un sir de diviziuni ale lui [a, b] astfel ca lim,_ ||An|| = 0 si pentru
fiecare n € N fie &, € P(A,) in asa fel incat

mf(a) < o(fg,An,&n) < Mf(a).

Facand n — oo in acest lant de inegalitati, obtinem

/f )do < Mf(a).

Intrucat G este continua, deci are proprietatea lui Darboux, rezulta existenta
unui punct ¢ € [a, b] pentru care

b c
/ f(@)9(x) dz = f(@)C(e) = f(a) / o(z) da.
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2° Daca [ este crescatoare si nenegativd, atunci functia f: [a,b] — R,
definita prin f(x) := f(a + b — x), este descresciatoare si nenegativa pe [a, b].
Conform afirmatiei 1°, exista un punct ¢ € [a, b] cu proprietatea ca

b 5 B ¢
/f(t)g(a—i—b—t)dtzf(a)/ gla+b—1t)dt,

adica

b c
/ fla+b—t)gla+b—t)dt = f(b)/ gla+b—1t)dt.
Facand in ambii membri schimbarea de variabila z = a 4+ b — ¢ si notand

c:=a+b— ¢, obtinem

[ rwarar=50) [ gyar

3° Presupunem acum ca f este doar monotona (pentru fixarea ideilor
cresciitoare), fars insd a fi si nenegativi. Atunci functia f : [a,b] — R, definit
prin f(z) := f(x) — f(a), este crescitoare si nenegativd pe [a,b]. Conform
afirmatiei 2°, exista un punct c € [a, b] astfel ca

b _ b
/ f(x)g(w)dx:f(b)/ g(z)dex,
adica
b b
[ 0@ - r@)o@ @z = (50) - (@) [ g(wya.

Aceasta ultima egalitate este echivalenta cu
b b b b
[ s@ewar = s@ [ o s [ gwar- @ [ owas

_— / o) da + £ / " o) da.

O

Formulele din teorema 7.2.1 sunt cunoscute in literatura matematica sub
numele de formulele de medie ale lui Bonnet (dupa numele matematicianului
francez Ossian Bonnet, care le-a descoperit in anul 1849). Drept aplicatie a
celei de-a doua teoreme de medie a calculului integral vom da o demonstratie
pentru criteriul lui Abel de convergenta a integralelor improprii.
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7.2.2 Teorema (criteriul lui N. H. Abel). Fie —o00 < a < b < oo $i fie
functiile f,qg : [a,b) = R, care indeplinesc urmatoarele conditii:

< 00.

(i) f este monotond si lim f(x) =0;
x,/'b
(ii) g este continud si sup

a<v<b

/a’v g(z)dx
b

Atunci integrala improprie f(x)g(x)dz este convergentad.
a

Demonstratie. Presupunem ca f este descrescatoare (deci nenegativa). In caz
contrar, inlocuim functia f cu —f. Notam

/avg(:r) dz

Fie € > 0 arbitrar. Deoarece f(x) — 0 cand x ' b, exista un ¢ € (a,b) in asa
fel incat

M := sup
a<v<b

0< f(v) < ﬁ—kl pentru orice v € [c, b).

Fie apoi v,v’ € [¢,b), v < v' arbitrar alese. Din afirmatia 1° a teoremei 7.2.1
rezulta existenta unui punct d € [v,v’] cu proprietatea ca

/ " f@)a(z) dz = F(v) [ swar

/adg(q:)dx/:g(x)dx

In baza criteriului de convergenta al lui Cauchy, deducem ca integrala impro-

deci

= f(v) <2M f(v) < e.

/ " F@)g@)de

prie f;_ f(z)g(z)dx este convergenta. O
7.2.3 Aplicatie. Fiind dat un numar real 5 > 1, sa se demonstreze ca exista
. e s Ysinx

si este finita limita lim dx.

v—00 /3 Inx

F. Vornicescu, Olimpiada nationala, clasa a XII-a, 1994

. . . .. [ sinx
Rezolvare. Pentru a dovedi convergenta integralei improprii s dzx, este
nx

suficient sa se aplice teorema 7.2.2 functiilor definite prin f(z) := 1/Inz si
respectiv g(x) := sinz. O
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7.2.4 Aplicatie. Vom prezenta in continuare o demonstratie a formulei
o0
1 72
(1) >
n=1

bazatd pe cea de-a doua teorema de medie (teorema 7.2.1). Ideea acestei
demonstratii apare in articolul lui E. L. Stark [16].

Demonstratie. Pornim de la nucleul lui Dirichlet

1 n sin (2n+1)x
Dn(x) = 5 + ZCOSI{:LE = ﬁ
k=1

™
si calculam integrala / 2Dy (x) dx folosind cele doud reprezentari ale lui
0

T 1 T
—/ sin kxz dx
o kJo

T - 0 pentru k par
—2/k* pentru k impar,

D, (z). Pe de o parte, deoarece

/xcosk:a:dx = o sin ka
0 k

cos kx
L2

0

rezulta ca

” 2 1
2 Do, de =2 — — — .
(2) /0 on () do (8 k:1(%_1>2)

Pe de alta parte, functia f : [0, 7] — R, definita prin f(0) := 1 si respectiv

N8

f(z) = —== dacd z € (0,7],

S1n 3
este crescatoare si pozitiva pe [0, 7]. Cum

/07r x Doy (z) da = /Oﬂ f(z) sinm;l)x dz,

in baza afirmatiei 2° din teorema 7.2.1 rezulta existenta unui punct ¢ € [0, 7]
astfel ca
ﬂ)
C

i g 4 1 2 4 1
TRy R T




7.2 A doua teorema de medie 149

Prin urmare,

i 71' dn+ 1)c
(3) /0 Doy (z) dox = I 1 ( 5 )
4 1
Deoarece —— cos( n+tle — 0 cand n — oo, din relatiile (2) si (3) de-
In+1 2 ’ ’

ducem ca

n 2

1 T
I —— =
ngfio;(%—l)? 8

Notam cu s suma seriei (1). Facand n — oo in egalitatea

2n n

1
Zﬁ Z(Qk_l ZkQ’
k=1 k=1
St ™ s 2
gasuncas=§+1, de unde s = 7 /6. O

7.2.5 Aplicatie. a) Fie ¢ : [a,b] — R o functie de doua ori derivabild cu
derivata a doua continud pe [a,b]. Dacd ¢” nu se anuleaza pe [a, b] si exista o
constanta m > 0 atfel ca ¢'(x) > m oricare ar fi = € [a, b], atunci

/absimp( ) dx

b) Fiind dat u > 0, are loc inegalitatea

/ sin (x2) dx

c¢) Integrala improprie fooo sin ($2) dz este convergenta.

4
Si
m

<

SN

pentru orice v > u.

Demonstratie. a) Avem

/a bsingo(:c) da = / b @/Ex) ¢ (z) sin p(x) da = / ’ F(2)g(x) da

unde f, g : [a,b] — R sunt functiile definite prin

f(z) = @) si respectiv  g(x) 1= ¢/ (x) sin p(x).
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¢'(x) :
—— 5 Dbastreaza semn constant pe
(¢'(x))
[a, b] deoarece este continud si nu se anuleaza pe acest interval. Prin urmare, f
este monotona. Aplicand teorema 7.2.1, rezulta existenta unui punct ¢ € [a, b]
astfel incat

Evident, g este continu, iar f'(z) = —

/ ding(r)dr = / " Fa)g() da
= f(a) /acg(x)da;Jrf(b) /Cbg(x)dw

c b
= cp’ia) / ¢’ (z) sin p(x) dz + @’tb) / ¢ (z) sin p(x) dz
_cos o(a) — cos p(c) 4 Cos @(c) — cos p(b)
¢'(a) ¥'(b) '
Rezulta de aici ca
b ] Leosgla)] £ [eosp(e)] | |eosple)] +] cosp(b)
[ snptaras] < S o)
L 2,2_4

m m  m
b) Se aplicd afirmatia a) functiei p(z) := 2.
c) Fie € > 0 arbitrar. Alegem ¢ > 0 in asa fel incat 2/c¢ < e. Atundi,
conform lui b), pentru orice u,v € [¢,00), cu u < v, avem

/ sin (x2) dx

Aplicand criteriul de convergenta al lui Cauchy, deducem ca integrala impro-
prie [;°sin (2?) dz este convergenta. O

<-<-<e

SN

2
c




Capitolul 8

Teoreme de convergenta in
calculul integral

8.1 Teorema convergentei uniforme

Tema acestui capitol este prezentarea unor conditii cat mai putin restrictive
asupra sirului de functii f,, : [a,b] — R (n > 1), care sa asigure validitatea
egalitatii

b b
(1) lim / fo(x)dz = / lim f,(z)dx.

a a n—oo

n—oo

Un raspuns posibil la aceasta problema a fost dat deja in teorema 3.3.4. Re-
producem si mai jos acest rezultat si ne vom referi la el sub numele de teorema
convergentei uniforme.

8.1.1 Teorema (teorema convergentei uniforme). Fie f, : [a,b] = R (n > 1)
un sir de functit care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) fn este integrabila Riemann pe [a,b] oricare ar fin € N;
(ii) sirul (fn) converge uniform pe [a,b] catre o functie f : [a,b] — R.

Atunci f este integrabila Riemann, existd limita lim, ff fn(z)dx si are loc
egalitatea

n—oo

b b
lim fn(x)d:c:/ f(z)dz.

Din pacate, teorema convergentei uniforme cere convergenta uniforma a
sirului (f,,) pentru a garanta validitatea egalitatii (1). Convergenta uniforma
k] ] 3

151
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este insa o conditie deosebit de restrictiva, care In multe situatii nu este
indeplinita. Se pune astfel in mod firesc intrebarea: ramane adevarata teo-
rema 8.1.1 daca se inlocuieste ipoteza convergentei uniforme in (ii) cu ipoteza
mai slaba a convergentei punctuale? Raspunsul este ca, in general, doar in
prezenta convergentei punctuale este posibil ca egalitatea (1) sa nu aiba loc.
Pentru a proba aceasta afirmatie este suficient sa consideram exemplul sirului
de functii f, : [0,1] = R (n > 1), definite prin f,(z) := nze ™. In cazul
acestui sir avem

! 1 2 *e_mc2 !
lim fa(z)de = lim nxe " dr = lim
. 1—e™™ 1
= lim —=—-.
n—00 2 2

Pe de alta parte, lim,,_,o fn(z) = limy, 00 e;‘% = 0 oricare ar fi z € [0, 1], deci

1
/ lim f,(z)dz =0.
0 n—oo

Mai mult, daca se inlocuieste ipoteza convergentei uniforme in teorema
8.1.1 cu ipoteza mai slaba a convergentei punctuale, atunci nici macar prima
concluzie a teoremei (anume integrabilitatea Riemann a limitei) nu ramaéane,
in general, adevarata. Aceasta afirmatie este probata de urmatorul contra-
exemplu. Pentru fiecare numar natural n consideram multimea

A, = {k‘ ‘ k::zO,LQ,...,n!}
n!

si cu ajutorul acesteia definim functia f,, : [0,1] — R prin

ful@) = 1 dacazec A,
L0 dacd e [0,1] )\ Ay,

Evident, fiecare functie f, este integrabila Riemann pe [0,1] (f, se obtine
modificand functia constanta 0 intr-un numar finit de puncte — cele ale multi-
mii Ay). Daca z € [0,1]\ Q, atunci x ¢ A, pentru orice n € N, deci f,(x) =0
oricare ar fi n € N. Daca insa z € [0,1]NQ, x = p/q cu p > 0 si ¢ > 0 numere
intregi, atunci € A,, pentru orice n > ¢, deci f,(z) = 1 oricare ar fi n > q.
In concluzie, sirul de functii (f,) converge punctual pe [0, 1] catre functia lui
Dirichlet
1 dacaz€[0,1]NQ
@) = v
0 dacaxzel0,1]\Q,
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care, se stie, nu este integrabila Riemann.

Exemplul de mai sus aratd ca, in cazul unui rezultat similar teoremei
convergentei uniforme, dar in care se presupune ca sirul de functii (f,,) este
doar punctual convergent, concluzia privind integrabilitatea Riemann a limi-
tei punctuale trebuie mutata in randul ipotezelor. Un astfel de rezultat a fost
stabilit in anul 1885 de matematicianul italian C. Arzela [1] si va fi prezentat
in sectiunea urmatoare.

8.2 Teorema convergentei marginite a lui Arzela

8.2.1 Teorema (teorema convergentei marginite). Fie functia f : [a,b] — R
si fie fn 2 [a,b] = R (n > 1) un sir de functii astfel incdt sa fie indeplinite
urmatoarele conditii:

i) fn este integrabila Riemann pe [a,b] oricare ar fin € N;
i) limy, 00 fn(z) = f(x) oricare ar fi x € [a,b];

(
(
(iii) f este integrabila Riemann pe [a,b];

(iv) exista o constanta M > 0 in asa fel incat |f,(z)| < M pentru orice
n € N st orice x € [a, b].

n—o0

b b
Atunci are loc egalitatea 1lim fn(z)de = / f(z)dx.

Vom prezenta in continuare o demonstratie a teoremei convergentei mar-
ginite urmand, in linii mari, ideile din articolul lui N. de Silva [13]. Incepem
cu cateva

8.2.1 Consideratii privind masura interioara Jordan

Fie p € N, iar A, Ay,..., A, submultimi ale lui R. Faptul ca multimea A se
scrie ca reuniune a multimilor Ay, ..., A,, acestea fiind disjuncte doua cate

P P
doua, va fi notat prin A = |_| A;. Cu alte cuvinte, A = |_| A; daca si numai
i=1 i=1

P
dacid A = U A; si pentru orice 4,7 € {1,...,p}, cui # j avem A4; N A; = 0.
=1
Fie a,b € R cu a < b. Notam cu (a,b) un interval de forma [a,b], (a,b),
[a,b) sau (a,b]. Orice astfel de interval va fi numit interval marginit.
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8.2.2 Definitie (multimi elementare). O submultime E a lui R se numeste
P

elementara daca ea poate fi reprezentata sub forma F = |_| (ai,b;), cu {(a;, b;)
i=1
intervale marginite. Numarul real nenegativ, definit prin

M@

(b; — a;),
=1

se numeste lungimea multimii elementare E. Se poate demonstra ca ¢(E) nu
depinde de modul in care F se reprezinta ca reuniune de intervale marginite,

disjuncte doua cate doua. Adica daca ¢ € N, iar (cj,d;), j =1,...,q sunt alte
q

intervale marginite in R incat F = |_| (cj,d;), atunci are loc egalitatea
j=1

p
Zb—alz

=1 i

q
(dj — cj).
=1
Drept urmare, lungimea ¢(E) a multimii elementare E este corect definita.
Din aceasta definitie rezulta ca orice interval marginit I = (a,b) din R este
o multime elementars si £(I) = b — a. In particular ) = (a,a) este multime
elementara si £(0) = 0.
Notam cu £ familia tuturor submultimilor elementare ale lui R.

Urmatorul rezultat este aproape evident si demonstratia lui va fi omisa.

8.2.3 Propozitie. Fiind date multimile E, F' € £, urmatoarele afirmatii sunt
adevarate:

1°EUF, ENF,E\F €¢€.

2° Daca ENF =0, atunci ((EUF) ={(E) + {(F).

3° Daca E C F, atunci ((E) < U(F) si ((F\ E) ={(F) —{(E).

2 UEUF)=UE)+UF)—UENF).

5° U(EUF) <U(E)+(F).

8.2.4 Consecinta. Pentru orice numar natural k si orice Eq,...,E, € £
avem E1U---UE, €& sil(EyU---UEy) <l(Ey)+ -+ {(Eg).

8.2.5 Definitie (masura interioara Jordan). Fie A C R o multime marginita.
Atunci exista multimi elementare E' cu proprietatea ca E C A (de exemplu
E = (). Drept urmare, multimea

Ex={EcE|ECA}
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este nevida. Numarul real, definit prin

mi(A) := sup ((E),
Ee€y
se numeste masura interioara Jordan a multimii A.
Evident, daca E € &, atunci m;(E) = {(E).

Lsam in seama cititorului si demonstratia (simpla dealtfel) a urmatorului
rezultat.

8.2.6 Propozitie. Fiind date multimile marginite A, A1, As C R, urmatoarele
afirmatit sunt adevarate:
1° Are loc egalitatea m;(A) = sup ((E), unde
Ec€ 4
Ex={E€&|cdECA}.
2° Daca Ay C Ay, atunci mi(Ay) < mi(Ag).

8.2.7 Propozitie. Fie (A,) un sir descendent de submultimi marginite ale

oo

lui R, cu proprietatea ca m A, =0. Atunci lim m;(Ay,) = 0.
n—oo

n=1
Demonstratie. Deoarece A,11 C A, oricare ar fi n > 1, conform propozitiei
8.2.6 avem m;(Ay41) < m;(Ay). Prin urmare, sirul (m;(A4,)) este descrescitor
si marginit inferior de 0, deci convergent. Presupunand, prin absurd, ca limita
acestui sir nu este 0, rezulta existenta unui numar real § > 0 astfel ca

m;(Ay) >0 oricare ar fi n > 1.

Din propozitia 8.2.6 rezulta ca pentru fiecare n € N exista E,, € £ in asa fel
incat 5
cdE, CA, si mi(4,)— o < U(Ey).

Pentru fiecare n € N notam

Fpi=) (A Ey).
k=1

Atunci (F},) este un sir descendent de submultimi inchise ale lui R.

Vom demonstra ca toate multimile F;, sunt nevide. Fie, In acest scop,
n € N fixat arbitrar si fie E € £4,\g,. Atunci avem E C A, \ E,, deci
EUE, C A, si ENE, = . Drept urmare,

UE) + U(E,) = (EUE,) =mi(EUE,) < mi(Ay),
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deci
)
(1) UE) <mi(A,) —UE,) < on oricare ar fi F' € €4 \p, -

Fie acum E € &4,\F,. Atunci avem

ﬁ (clEy) C 4, \ﬂEk,

k=1

de unde rezulta imediat ca
n
(2) U E\ Ey).

Pentru fiecare k € {1,...,n} avem F\ E; C A, \ Ex, C A\ E. Tinand seama
de (1), deducem ca £(E\ E;) < §/2F. Aceste inegalititi impreun cu (2) arata

ca
n

n
E) < ZE(E\Ek) < Z;k < oricare ar fi ' € E4,\F,-
k=1 k=1

Presupunand cd F,, = (), ar rezulta ca {(FE) < ¢ oricare ar fi E € £4,, de unde
m;(Ay) < 0, In contradictie cu alegerea lui 0.

In concluzie, (F,) este un sir descendent de submultimi inchise, marginite
si nevide ale lui R. Conform unui binecunoscut rezultat de topologie, avem
[e.e]

ﬂ F,, # 0. Pe de alta parte, F,, C cl E,, C A, oricare ar fi n > 1. Deducem

n=1

de aici ca m A, # 0, in contradictie cu ipoteza. Contradictia obtinuta arata

n=1
cd sirul (m;(A,)) are limita 0. O
8.2.2 Demonstratia teoremei convergentei marginite

8.2.8 Lema. Fie g, : [0,1] — [0,1] (n > 1) un sir de functii integrabile
Riemann cu proprietatea ca limy,_,o gn(t) = 0 oricare ar fi t € [0,1]. Atunci
1

are loc egalitatea lim / gn(t)dt = 0.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, contrarul. Atunci existd un numar
real a > 0 precum si un sir de numere naturale 1 <n; <ng <--- <np < ---
in asa fel incat

1
/ gn,, (t)dt > 2 oricare ar fi £ > 1.
0
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Inlocuind sirul initial (gy) cu subsirul (g, ), putem presupune, fara restrange-
rea generalitatii, ca

1
/ gn(t)dt > 2c¢  oricare ar fi n > 1.
0

Fie acum n > 1 fixat. Din definitia integralei Riemann rezulta ca pentru

1 1
ei=3 </ gn(t) dt — 2a> > 0 exista o diviziune A a intervalului [0, 1], cu
0

proprietatea ca
1
o(gn, A, &) > / gn(t)dt —e pentru orice £ € P(A).
0

Intrucat

naA: inf TL:Aa ’
$(gn, D) gellgl(A)U(g £)

rezultd ca exista £ € P(A) in asa fel incat

1
s(gn, A) > o(gn, A, &) —e > / gn(t)dt — 2e = 20
0

In concluzie, pentru orice n > 1 exista o diviziune A a intervalului [0, 1] pen-
tru care s(gn,A) > 2a. Cu alte cuvinte, pentru orice n > 1 putem aseza
sub graficul lui g, un numar finit de dreptunghiuri, avand suma ariilor mai
mare decat 2a. Dintre aceste dreptunghiuri, unele sunt mici, avand inaltimea
< a, iar altele sunt inalte, avand inaltimea > «. Suma ariilor dreptunghi-
urilor mici este < a (suma lungimilor bazelor acestor dreptunghiuri fiind cel
mult 1), deci suma ariilor dreptunghiurilor inalte este > «. Cum inaltimea
fiecarui dreptunghi inalt este cel mult 1, deducem ca suma lungimilor bazelor
dreptunghiurilor inalte este > «. Notam cu B,, reuniunea tuturor intervalelor
inchise care corespund bazelor dreptunghiurilor inalte. Am obtinut astfel un
sir (By,), de multimi care pentru orice n > 1 indeplinesc urmatoarele conditii:
B, €&, (Bp)>a si gn(t) > aoricare ar fi t € By,.

3

o0
Pentru fiecare n > 1 notam A,, := U By, Atunci (A,)n>1 este un sir descen-

k=n
dent de submultimi ale lui [0, 1] si

m;(Ayp) > mi(By) = £(By) > a pentru orice n > 1.
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o o
Conform propozitiei 8.2.7, trebuie sa avem ﬂ A, #0. Fiet e ﬂ A,,. Deoa-

n=1 n=1

o0
rece t € A1 = U By, rezulta ca exista ny > 1 astfel ca t € B,,. Deoarece

k=1
o0
te Ay 41 = U By, rezulta ca exista ng > np astfel ca t € B,,. Con-
k=n1+1
tinuand inductiv, se construieste un sir 1 < n; < ng < -+ < N < -+ de

numere naturale in asa fel incat ¢t € B, oricare ar fi k > 1, adica gy, (t) > «
oricare ar fi k > 1. Dar aceasta inegalitate este in contradictie cu ipoteza

limy o 9ny, (t) = lim,, 0 gn(t) = 0. =

Demonstratia teoremei 8.2.1. Consideram sirul de functii g, : [0,1] — R
(n > 1), definite prin

1
0ul1) 1= 51 [ fulat 10— a)) — fla+ 16— a)].
Atunci avem limy,_,o gn(t) = 0 oricare ar fi ¢ € [0, 1] si

< nlatt®b—a)l+[flattb-a) M+M _

< g, 1
0<gnlt) < M oM

pentru orice n > 1 si orice ¢ € [0,1]. Conform lemei 8.2.8, avem

1
lim gn(t)dt = 0.
0

n—oo

Aceasta egalitate, impreuna cu

/abfn(x) dz — /abf(x) dz

1
=(b— a)/o |fala+t(b—a)) — fla+t(b—a))|dt

0 <

b
< [ hnla) - £(a)] s

1
=2M(=a) [ gt

b b
aratd ca lim fn(a:)da::/ f(z)dz. O

n—o0
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8.3 Teorema convergentei dominate pentru integrale
improprii

Reamintim ca, fiind dat un interval nedegenerat I al axei reale, o functie
f 1 — R se numeste local integrabila Riemann (pe I) daca restrictia sa la
orice subinterval compact [u,v] al lui I este integrabild Riemann.

Fie —0o < a < b < oo si fie f : [a,b) — R o functie local integrabila
Riemann. Integrala improprie a lui f pe [a, b), notatd f;_ f(z)dz, se defineste
prin

b— v
(1) f(x)dx = lim/ f(z)dx,
a v/ /g

in ipoteza c& limita din membrul drept existd in R. Daca limita din (1) este
oo . < . . rb— <
finita, atunci vom spune ca integrala improprie fa f(x)dx este convergenta.

8.3.1 Teorema (teorema convergentei dominate). Fie —oo < a < b < oo, fie
f :]a,b) = R o functie si fie fn, : [a,b) = R (n > 1) un sir de functii astfel
incat sa fie indeplinite urmatoarele conditii:

(i) fn este local integrabila Riemann pe [a,b) oricare ar fi n € N;
(i) limy, o0 fn(z) = f(x) oricare ar fi x € [a,b);

(iii) f este local integrabila Riemann pe |a,b);
(

iv) exista o functie g : [a,b) — [0,00), care este local integrabild Riemann
pe [a,b), astfel incat integrala improprie fab* g(x)dx este convergenta si
|fn(x)| < g(x) pentru orice n € N i orice x € [a,b).

Atunci integralele improprii ff_ f(z)dz si f;_ fo(z)dz (n € N) sunt toate

b— b—
convergente si are loc egalitatea lim / fulx)de = f(x)dz.
n—oo a a
Demonstratie. Facand n — oo in inegalitatea |f,(z)| < g(x) deducem ca
|f(z)] < g(x) oricare ar fi = € [a,b). Conform criteriului majorarii, rezulta ca
integralele improprii ff_ f(z)dx si ff_ fn(z)dz (n € N) sunt toate absolut
convergente, deci convergente. Notam

I:= bif(x)da: si I, = bifn(:c)d:r (n € N).

3
a a
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Riamane s dovedim ci sirul (I,,) converge catre I. In acest scop, fie ¢ > 0
arbitrar. Alegem un punct by € (a,b) in asa fel incat

b= €
/ g(x)der < .
bo 3

Deoarece functia g este integrabila Riemann pe intervalul [a, by, ea este mar-
ginitd pe acest interval. Notand M := sup,ciqp,] 9(2), avem |fp(z)] < M

pentru orice n € N si orice x € [a, bp]. In baza teoremei convergentei marginite
(teorema 8.2.1), rezulta ca

bo bo
lim fo(z)de = f(z)dx
n—oo a a
deci exista un ng € N astfel ca

bo bO

a a

3 .
< 3 oricare ar fi n > ny.

Atunci pentru orice n > ng avem

bo b— bo b—
I, —1I| = fn(z)dx + fn(z)dz — f(z)dz — f(x)dz
a b a b
bo 370 b— ’ b
< || n@ie= [T raas+ [ ifu@lde s [ 1@
a a 0 0
€ b=
< +2/ g(x)dx < e.
3 bo
Prin urmare, sirul (I,,) converge catre 1. O

8.3.2 Observatie. Evident, variante similare ale teoremei 8.3.1 au loc si pen-
tru functii f, f, : (a,0] 5 R cu —oo < a < b < oo, precum si pentru functii
fofni(a,b) > Recu—o00<a<b< oo

8.4 Aplicatii

8.4.1 Aplicatie. Fie f :[0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca

/ f(p

pentru orice functie polinomiala de gradul al treilea P : [0,1] — [0,1]. S& se
demonstreze ca f(z) = 0 oricare ar fi z € [0, 1].

M. Piticari, Olimpiada judeteana, 2001/3
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Rezolvare. Fie xy € [0,1] fixat arbitrar. Pentru orice numar natural n con-
sideram functia polinomiala de gradul al treilea P, : [0,1] — R, definita prin

1 n
P = 3 .
() n+1w +n—|—1$0
Observam ca
0<P(a) < ——+ " 1 o fiz e 0,1]
T = oricare ar fi = )
=" 04+l n+1 ’

Conform ipotezei, avem atunci
1
/ f(Pp(z))der =0 oricare ar fi n € N.
0

Facand n — oo, deducem in baza teoremei lui Arzela ca

1 1 1
0= lim f(Pn(z:))dx:/O lim f(Pn(x))da::/O F(ao) dz,

n—o0 0 n—o0

deci f(zg) = 0. Cum z¢ € [0, 1] a fost arbitrar, rezulta ca f(x) = 0 oricare ar
fize0,1]. O

8.4.2 Aplicatie. Sa se arate ca

1 n 1
. ™ x
g o (G0 [ mae) = [

unde f(z) = arctgx

daca = € (0,1] si f(0) = 1.
D. Andrica si M. Piticari, Olimpiada nationala, 2006,/2

Rezolvare. Notam cu £ limita din membrul stang. Avem

1 1
d
{ = lim n/ x2—n/ Yl
n—00 0 1+x 0 14 z2n

1 1 41/n 1 _ .1/n
d t 1
— lim n/ xQ—n/)Q& T A il B
n—00 0 1+2x 0 1+¢ n—oo [g1g 1+2x

i s . . n (1 - :rl/”)
Sirul de functii g, : (0,1] — R (n > 1), definite prin g,(z) := T2
x
converge punctual pe (0, 1] la functia g(x) := —11_1‘—;”2. In plus, avem

gn(x) < g(x) pentru orice n € N si orice = € (0, 1],
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deoarece n(l—xl/”) < —lnz & hnzi/" < /"1 & y < e¥71, ul
tima inegalitate fiind binecunoscuta. Cum integrala improprie f01+0 Inzdx

este convergenta, rezultd ca si integrala improprie f01+0 g(z) dz este conver-
genta. Aplicand teorema 8.3.1, deducem ca

1 1 1
¢/ = lim gn(x) dz :/ g(z)dx :/ —Inx (arctgx)’ dz
=00 J040 040 040
1 1 arctg
= —Inxz- arctg:ﬁ‘ + dz,
040 040 x
deci ¢ = f01 f(z)dux. O
o T ™
8.4.3 Aplicatie. a) Sa se demonstreze ca lim n —— s dr = .
n—oo  Jo x(x?+1) 2
" arctg X
b) Sa se determine lim n n/ % de— ).
n—oo 0o z(z?2+1) 2

SEEMOUS 2014
Rezolvare. a) Sirul de functii f,, : (0,00) = R (n > 1), definite prin

narctg £

fn(2) = @211

X(0,n] (T),

converge punctual pe (0,00) la functia f(z) := Mai mult, avem

1+ T4a? -
0 < fo(z) < f(z) pentru orice n € N si orice z € (0, 00)

deoarece arctgt < t oricare ar fi t € (0,00). Aplicand teorema 8.3.1, deducem

ca,
. n arctg z do — 1 d
fim o [y e i [ s = [
. o [T arctg T
b) Notand z, :=n / m dr —n 5 avem T, = Y, — Zn, unde
0

2/” arctg = d /" dx _ /OO dx
=n ———"_dx—n —— si zpi=n —_.
Un 0o x(z2+1) o z2+1 T n T24+1

Intrucat Zn =N (g — arctg n), rezulta imediat ca lim,_o0 2, = 1. Avem de

asemenea
/" ngarctg% —nx d
= T
Yn 0 x(z?+1)
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Substitutia x/n = t conduce la

_ /1 arctgt —t n’t?
S A 1+ n2t2

dt.
Sirul de functii g, : (0,1] — R (n > 1), definite prin

() = arctgt —t nt?
g’I’L L t3 1 + n2t2 9
converge punctual pe (0,1] la functia g(¢)

_arctgt —t

= 3 . In plus, avem
|gn(t)] < —g(t) pentru orice n € N si orice ¢t € (0,1]. Cum lim;_,o4 g(t) =

in baza teoremei 8.3.1 (sau chiar a teoremei 8.2.1) deducem ca

1
-1,
1 1
lim y, = lim gn(t)dt = / g(t)dt
t —arctgt 1 tet "1 &«
————— — —arc =———.
212 2| T2
Drept urmare, lim, oo , = limy oo Y, — limy— oo 25, = —% 2 O
n
8.4.4 Aplicatie. a) Sa se determine

1 1—
lim n/ < x) dx.
n—00 0 1+2x

1 n
1—
b) Fiind dat k € N, sa se determine lim nk+1/ zk ( $) dz.
n—00 0 1+ 2x

SEEMOUS 2012
Rezolvare. Rezolvam direct b) presupunand k& > 0 numar intreg. Notand

1 1—2\"
I, ::nk‘H/ zk <) dz (neN),
0 1+$
avem[n:("

k+1
TH) Jpn, unde

T = /Ol(n +1) <:§>n (n+ 1)x)kdx.

n+
Substitutia (Hﬁ

1
I +$> =t conduce la

1

1—z\" -2 1— ¢t

1 . de =dt si =
(n+ )<1—|—x> e T si
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de unde
O 11—t A
— {nt+ — tn+
I = /— 14— (n+1)—— | dt
1 2 1+ et 1+t
1 1 \\* 1
0 (1+tf+1)

Sirul de functii f,, : (0,1] = R (n > 1), definite prin

1

fa(®) = (0 +1) (1~ t%))k W

converge punctual pe (0,1] la functia f(t) := 21{% (—Int)*. Mai mult, bine-
cunoscuta inegalitate Int < ¢ — 1 implica

(n+1) (1 - tn%l> < —Int oricare ar fi t € (0,1],

deci 0 < f,(t) < (—Int)* pentru orice n € N si orice ¢ € (0,1]. Vom demonstra
mai jos ca fol(— Int)¥dt converge. Atunci in baza teoremei 8.3.1 va rezulta ca

1 1
lim I, = lim Jy=2lim | fu(t)di=2 / (1) dt
1 1 k

Notam Ly, := fol(— Int)*dt. In urma unei integriri prin parti se obtine usor
Ly = kLj;_1. Deoarece Ly = 1, rezulta inductiv ca toate integralele improprii
Lj, sunt convergente si ca Ly = k! oricare ar fi kK > 0. Drept urmare, avem
Wiy —yo0 In = 3257 - O

8.4.5 Aplicatie. Sa se calculeze

00 IES 1,5 $‘7
- — o) x
/0 <$ > "2.4 246" )

2.
x2 1'4 $6
<1+22+22.42+22.42.62+'“>dx‘

Concursul William Lowell Putnam 1997, problema A3
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Rezolvare. Notam cu [ valoarea integralei. Deoarece expresia din prima paran-
v v _ 2
tezd este egald cu ze=* /2

00 - 2k 00
_ —x2/2 €z .
I= /0 xe kzo S (1) dz =: /0 f(z)dx.

Sirul de functii f, : [0,00) — R (n > 1), definite prin

, rezulta ca

fule) = w2y
) 9% (k1)2
k=0

converge punctual pe [0,00) la f. Mai mult, avem

2k

—CC2 >° X —CC2
0< fu(z) <ze /22221%1 — ge /4 =: g(x)
k=0 ’

pentru orice n € N si orice = € [0,00). Tinand seama ca integrala improprie
fooo g(z) dz este convergenta, in baza teoremei 8.3.1 deducem ca

e - 1 & 2
I = lim fo(z)de = lim Z/ e 224y,
0

n—oo [ n—00 prd 22k(k')2

Cu ajutorul substitutiei x2/2 = t obtinem

o0 9 o0
/ e T 22kt qy = Qk/ e ltFdt = 28T (k + 1) = 28k,

0 0
=1

deciI:ZW:el/zz\/é. 0
k=0

8.4.6 Aplicatie. Fie a > 0 si b > 1 numere reale si fie f : [0,1] — R o functie

1
x
continui. S se calculeze lim n%/® / L)bdx.
n—00 0 1+ nex

[7, problema 1.44]
b f(e)

Rezolvare. Notam I, := n®/® / 5 dz (n € N). Facand schimbarea de
0 14+ noz

variabild na? = ¢, obtinem

a 1

_m 1/b /. a/b to!
I”_b/o f(t /n >t+1dt’
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Sirul de functii f, : (0,00) — R (n > 1), definite prin

1
t5 1

11 X(0,n] (t)a

fallt) 1= £ (8% /m/?)

1_ N
converge punctual pe (0,00) la functia f(¢) := f(0) ttl;—ll In plus, avem

1
tp 1
Ifn()] < M P pentru orice n € N si orice ¢ € (0, 00),

unde M := maxo<z<1 |f(x)|. Deoarece

1
o ¢yl 1 1 1 1 -
/0 t+1 <b’ b> <b> < b) sin ¥’

in baza teoremei 8.3.1 deducem ca lim, 00 I, = f(0) 55 - O
b

¥n 2P\ "
8.4.7 Aplicatie. Fiind dat £ € N, sa se calculeze lim (1 — ) dzx.
0

n—00 n

[7, problema 1.57]

Rezolvare. Mai general, fie (ay,) un sir arbitrar din (0, co) astfel incéat a,, < &/n
oricare ar fi n € N si lim,, o a,, = 00. Fie apoi

an k\ ™
I, = / <1 — x) dz.
0 n

Sirul de functii f, : [0,00) — R (n > 1), definite prin

zk

w0 = (1-2) Xoan@),

converge punctual pe [0, 00) la functia f(z) := e~ Mai mult, din inegalitatea
e! > 1+t valabild oricare ar fi t € R, rezultd ci 0 < f,(z) < f(x) pentru orice
n € N si orice x € [0,00). Facand schimbarea de variabila ¥ = ¢, gisim

0 o0 1 1 1 1 1
— g lt=2T( =) =T(1+=).
/0 f(z)dx /0 e ktk dt k <k> ( —I—k)

Conform teoremei 8.3.1, conchidem ca lim,, oo I, =T (1 + %) O



8.5 Probleme 167

8.5 Probleme

Prezentam mai jos o lista de probleme date la diferite concursuri scolare, ale
caror rezolvari sunt foarte simple pe baza rezultatelor din acest capitol. Lasam
rezolvarile In seama cititorului.

1. Fie f:[0,1] — R o functie continua cu proprietatea ca

[ s@@ar= [ s [ owas

pentru orice functie continua nederivabila ¢ : [0,1] — R. Sa se demon-
streze ca f este constanta.
M. Piticari, Olimpiada judeteana, 2004/2
1

2. Sa se calculeze lim e’ dz.

Olimpiada judeteana, 2013/1

3. a) Sa se demonstreze ca In(1 + z) < x oricare ar fi z > 0.

< < - Loogn a+1
b) Daca a > 0, sa se demonstreze ca lim n dr =1In .
n—oo 0o a + " a

Olimpiada judeteana, 2001/4

4. Fie f : [0,1] — R functia definitd prin f(z) = (22 +1) e®. Si se calculeze

1 22
lim n/ (f <> — 1) dx.
n—00 0 n
Olimpiada locala, Bucuresti, 2003/3

5. Pentru fiecare n € N* consideram functia f, : [0,n] — R, definita prin
fn(z) = arctg ([z]), unde [z] reprezintd partea intreagd a numéarului .

1 n
Sa se arate ca f, este integrabila si sa se determine lim — / fn(x)de.
n—oon Jy

Olimpiada judeteana, 2014/1

6. Se considera functiile continue f : [0,00) — R si g : [0,1] — R. Daca
exista limita lim f(x) = L € R, demonstrati ca
T—00

.1 m x !
nh_}ngo n/o flx)g (ﬁ) dz = L/o g(z)dx.
L. Panaitopol, Olimpiada judeteana, 2003/4
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10.

11.
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. Fie f : [0,1] — [0,00) o functie neidentic nula, derivabila, cu derivata

continua.
y L b f(x)
a) Sa se demonstreze ca sirul a,, = s dz (n € N*) este conver-
0o T
gent.

< . o . . ap\"
b) Daca a = lim a,, sd se determine lim (—) .
n—o00 n—o00 a

V. Nicula, Olimpiada judeteana, Bucuresti, 1999/1

n—oo

1 n
. Sa se determine lim (/ 612/”dx> .
0

Concursul studentesc Taras Shevchenko, 1997/5

. Fie f:]0,1] — [0,1] o functie crescatoare si fie

_ (M 1+ M)
an—/o mdx (n>1).

Sa se demonstreze ca sirul (an)n>1 este convergent si sa se determine
limita sa.

Olimpiada judeteana, 2016/4

1
a) Fiind dat un numar intreg n > 0, sa se calculeze / (1 —t)"e'dt.
0
b) Fie k > 0 un numar intreg si fie (z,),>x sirul de termen general
n .
1 1 1 1

Sa se demonstreze ca sirul (xy)p>k este convergent si si se determine
limita sa.

SEEMOUS 2017
Fie f : [0,1] — R o functie continua si fie (ay), (by) siruri de numere

reale cu proprietatea ca

1
lim / |f(:n) —apr — bn’dz =0.
0

n—00

Sa se demonstreze ca:
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12.

13.

14.

15.

16.

a) Sirurile (ay,) si (b,) sunt convergente.

b) Exista a,b € R asa incat f(z) = ax + b oricare ar fi z € R.
Olimpiada judeteana, 2005/2

Pentru fiecare o € (0, 1] notdm

(03
In(a) :/ In(l+z+a”+---+2"")de, n>2.
0
Sa se calculeze:
a) lim I,(a) pentru a € (0,1);
n—oo

b) lim Iy(1).

Olimpiada judeteana, 2002/3

Fie a > 0 si fie a,b € R astfel ca a < b. Sa se determine

b
lim / ’{/(m —a)"+ (b—2)"+a((z—a)b- a/:))n/2 dz.

n—0o0

O. Furdui, Math. Mag., problema 1917

0
Sa se determine lim n/ (z+€")" da.

n—00 _1
M. Ivan
1
Sa se determine lim n/ (cosz —sinz)" dz.
n—oo 0
M. Ivan

Fie £ > 1 un numar real. Sa se calculeze urmatoarele limite:
) L li 1 i ' d
a = lim _— T;
n—oo Jq {’/E + k-1

0 g [ (Gee) @]

O. Furdui, A. Sintamarian, SEEMOUS 2020/2
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Capitolul 9

Integrale depinzand de
parametru

9.1 Integrale Riemann depinzind de parametru

9.1.1 Cazul limitelor de integrare constante

Fie A o submultime nevida a lui R, fie a, b numere reale astfel ca a < b si fie
f:AxJa,b] = R,V (A x) € Ax[a,b] — f(\ x) € R, o functie cu proprietatea
ca oricare ar fi A € A, sectiunea f(\,-) : [a,b] — R este integrabila Riemann
pe [a,b]. Consideram functia F': A — R, definita cu ajutorul integralei

b
(1) F(\) ::/ f(A\ z)de.

b
Se spune ca f(\,z)dx este o integrald Riemann depinzind de parametrul

A€ A. ¢

9.1.1 Teorema. Daca functia f este continud pe A X [a,b], atunci functia F
este continud pe A.

Demonstratie. Fie Ao un punct fixat al lui A. Pentru a dovedi continuitatea
lui F'in A, fie (A\y,) un sir arbitrar de puncte din A, convergent citre \g. Vom
ardta cd (F(\n)) = F(Xo). In acest scop, fie & > 0 arbitrar.

Notam Ag := {Ao, A1, A2, ..., An,...}. Atunci A este o multime compacta
(este multimea termenilor unui sir convergent, la care se adauga limita sirului),
deci si multimea Ay X [a,b] este compacta. Cum functia f este continua pe
multimea A X [a,b], In baza teoremei lui Cantor, ea este uniform continua

171
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pe Ap X [a,b]. Drept urmare, existd un 6 > 0 in asa fel incat pentru orice
(A, z), (N, 2') € Ag x [a,b] cu [N = N| < dsi|z—2'| < sdavem

€
b—a’

}f()‘7x) - f()\/,l',)’ <

Intrucat (A,) — Ao, existd un numaéar natural no astfel incat pentru orice
n > ng sa avem |\, — Ag| < 0. Atunci pentru orice n > ng avem

[F(An) = F(Xo)| =

/bf()\n,x) dz — /bf()\o,a:)d:c
b

| (10ne) = 100,))do

a

dx = e.

b b
€
< /\f(Amx)—f(Ao,xndM/ ;
a a —a
Cum € > 0 a fost arbitrar, conchidem c& (F(\,)) — F(Xo), deci F este
continua in Ag. -

9.1.2 Aplicatie (nucleul lui Poisson). Daca P : (—1,1) x [0,27] — R este
1— )2

1— 9\ VR atunci are loc egalitatea
—2\cosx

functia definita prin P(\, x) :=

2m
/ P\, z)dx =27 oricare ar fi A € (—1,1).
0

Demonstratie. Vom folosi ideea din articolul lui A. E. Taylor [17]. Intrucat
functia P este continua pe (—1,1) x [0,27], In baza teoremei 9.1.1 rezulta ca
si functia F: (—1,1) — R, definita prin

2m 2m 1— )\2
F = P dr = d
() /0 (A z)dz /0 1— 2 cosz + A2

este continua pe (—1,1). Avem

Ty o
= d dzx.
FQ) /0 1—2\cosx + A2 az—f—/ﬂ 1—2hcosaz + A2 0

Facand in cea de-a doua integrala schimbarea de variabila z = 7+ y, obtinem

™ 1_)\2 0 1_)\2
F\) = d dx.
() /0 1 —2\cosx + \? x+/0 14 2 cosz + A2 0
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In urma efectuérii calculelor, gasim

F(A)—zfr - d
T 7)o (T4 A2)2 —4X\2cos?z -

Deoarece (14 A?)2 —4M\%cos?x = 1 — 2)\2 cos 2z + A\*, deducem ci

F(\) =2 / ! LA d
= x.
o 1—2\2cos2x + \*

Schimbarea de variabild 2x = y conduce la
F(\) = F(\?) oricare ar fi A € (—1,1),
din care rezulta imediat ca
FA\)=F ()\QH) pentru orice A € (—1,1) si orice n € N.

Tinand seama de continuitatea functiei F', deducem ca pentru orice A € (—1,1)
avem
FO) = lim F(\) =F ( lim )\2") = F(0).

n—0o0 n—oo

Cum F'(0) = 27, obtinem in final c& F(A\) = 27 oricare ar fi A € (—=1,1). O

9.1.3 Teorema. Presupunem ca A C R este un interval deschis si ca functia
f:Ax[a,b] = R indeplineste urmatoarele conditii:

(i) sectiunea f(A,-) : [a,b] — R este continud pe [a,b] oricare ar fi A € A;

(ii) f este derivabild partial in raport cu variabila A\ pe A X [a,b], tar

derivata partiald g—{ este continud pe A x [a,b].

Atunci functia F 1 A — R, definita prin (1), este derivabild pe A si are loc
egalitatea

_["of

/
F() = . OX

(A, z)dx  oricare ar fi X € A.

Demonstratie. Fie Ao un punct oarecare al lui A. Vom demonstra ca

. F(\o+t)—F(o) _ [Pof
(2) %51(1) ; =/ a(Ao,x)dx.

Pentru aceasta, fie ¢ > 0 arbitrar. Alegem un numar real » > 0 in asa fel

incat [A\o — 7, Ao + 7] C A. Intrucat functia % este continua pe A x [a, b], iar
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multimea [A\g — 7, Ao + 7] X [a, ] este compacta, rezulta ca % este uniform

continua pe [Ag — r, A\g + | X [a,b]. Prin urmare, exista un § > 0 (si fara a
restringe generalitatea putem presupune ca 0 < r) astfel incat pentru orice
(A x), (N, 2") € [Ao—r, Ao+ 7] x[a,b] cu A =N|<dsi|z—2a'| <dsid avem

Ji of (v
oy (o) = 55 (V.a)

Fie acum t € R\ {0} cu |t| < ¢ arbitrar ales. Avem

‘F(/\0+t)—F(>\U)_ 0f

" Y (Ao, z) dz

_/Q< /\o—i-txi o, @ )—g{(Ao, )>dx

</b fho+t,x)— f(ho,z) Of
=/ ;

— == (Xo,
a7y A0, 2)
Fie z € [a,b] fixat. Aplicand teorema de medie functiei f(-,z), deducem
existenta unui punct ¢, situat intre 0 si ¢, astfel ca

dz.

FOo+t2) — F002) =t 2 (0 + ena),

O\
deci
f(/\0+t,$)—f()\0,$> g _ g ﬁ
| t 5 o] = |2 oot ena) -2 oo
. €
b—a
deoarece |Ag + ¢ — Ag| = |e] < 0. Cum z a fost un punct arbitrar din [a, b],
rezulta ca
F(Mo+1t)— F(Xo) bof b ¢ B
‘ " 8)\(/\0’ x)dz </ab_adx—5

oricare ar fi t € R\ {0} cu [t| < §. Drept urmare, egalitatea (2) are loc.
Aceasta egalitate arata ca functia F' este derivabila in punctul Ag si

bof

/ —

()‘07 )d
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9.1.2 Cazul limitelor de integrare depinzand de parametru

Fie A o submultime nevida a lui R, fie / C R un interval si fie p,¢ : A — I
functii date. Fie apoi f: AXxI - R,V (\z)e AxI — f(\z)eR o
functie cu proprietatea ca oricare ar fi A € A, sectiunea f(\, -) este integrabila
Riemann pe intervalul de capete p(A) si respectiv ¢(\). Consideram functia
F: A — R, definita cu ajutorul integralei

P(N)
(3) F(\) = / f(\ x)da.

()

9.1.4 Teorema. Daca functia [ este continua pe A x I, iar functiile ¢ si
sunt continue pe A, atunci functia F este continua pe A.

Demonstratie. Facand in (3) schimbarea de variabila = = (1 —t)p(X) +ty(A)

obtinem

1
FO) = (00 = ) | 10 (1= 00p03) + ()
Fie g : A x [0,1] — R functia definita prin

g 1) = fA, (1= 1)p(A) + 1 (N)).

Deoarece functiile f, ¢ si ¢ sunt continue, rezulta ca si g este continua. Con-
form teoremei 9.1.1, functia G : A — R, definita prin

1
GO\ = /0 g0 1) dt,

este continua. Drept urmare, I’ este de asemenea continua, intrucat pentru

orice A € A avem F(X) = (¥(A\) — p(A))G(N). O

9.1.5 Teorema. Presupunem ca A C R este un interval deschis si ca functiile
f, @ st indeplinesc urmatoarele conditii:

(i) f este continua pe A x I;

(ii) f este derivabila partial in raport cu variabila A pe Ax I, iar derivata

partiala g—{ este continua pe A X I;

(iii) ¢ si v sunt derivabile pe A.
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Atunci functia F : A — R, definita prin (3), este derivabila pe A si pentru
orice A € A are loc egalitatea

v(A) 9
PO = [ I ey de+ D) ) - F( o) ¢ V)
o) O
Demonstratie. Fie A\g un punct oarecare al lui A. Vom demonstra ca F' este
derivabila in A si
/ vl of /
@ P = [ Oe)det £ 600) ¥00)

(M)
— (X0, (X)) ¢’ (No)-

Pentru fiecare A € A avem F(\) = Fi(\) + Fo(\) — F3(\), unde Fy, Fi si F3
sunt functiile definite prin

(o) P(A)
= [ s BOy= [ s
©(Ao) $¥(Ao)
si respectiv
w(A)
F5(\) ::/ f(A z)dae.
(M)

Observam ca in definitia lui F limitele de integrare sunt constante. Conform
teoremei 9.1.3, functia F este derivabila in punctul Ag si

/ v of
(5) Fi( M) = / E3) (Xo, x) d.
»(Xo)

Fie r > 0 in asa fel incat [Ag — r,\g + 7] C A. Oricare ar fi t € [—r,7] \ {0}
avem

Fy(Mo +t) — Fa(Xo) 1/1/1()\0+t)
t ¥(%0)

P f()‘O +1, l‘) dz
= % f(AO + t, $t) (¢(AO + t) - w()‘O))7

unde z; este un punct situat intre 1(Ag) si (Ao + t), a carui existenta este
asigurata de teorema 7.1.1. Daca t — 0, atunci (Ao +t) — ¥(Ag), deci
xt — P(No) si prin urmare f(Ao +t,2¢) — f()\(],I/J()\())). Tindnd seama de
aceasta observatie precum si de faptul ca

lim Y(Ao + 1) —P(Ao)
t—0 t

= 77/)/()‘0)7
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deducem ca

lim B0 +) = Fo(o) _ F (X0, ¥ (X)) ¥ (No).

t—0 t

Prin urmare, functia F» este derivabila in punctul A si

(6) Fj(Xo) = £(Mo, (M) %' (o).

Analog se constata ca si functia F3 este derivabila in punctul \g si

(7) F5(X0) = f (Mo, (M) ¢’ (Xo).

Din (5), (6) si (7) rezulta acum ca (4) are loc. O

9.2 Integrale improprii depinzand de parametru

9.2.1 Definitii si notatii

Pe tot parcursul acestei sectiuni presupunem ca A este o submultime nevida a
lui R, c& a si b satisfac —oo < a <b<oosica f:Ax][a,b) — R este o functie
cu proprietatea ca pentru fiecare A € A sectiunea f(\,-) : [a,b) — R este local
integrabila Riemann (adica este integrabila Riemann pe orice interval compact
[a,v] cua < v <b).

Fie C multimea tuturor punctelor A € A cu proprietatea ca integrala
improprie f;_ f(A\, x) dx este convergenta si fie ' : C' — R functia definita cu
ajutorul integralei improprii

b—
(1) F(\) = fA z)de.

a

Se spune ca integrala improprie f;_ f(\ z)dzx, depinzand de parametrul A,
converge la F' pe multimea C. Asadar, fab* f(A, x) dx converge la F pe C daca
si numai daca pentru orice A € C' avem

F(\) =1i Ax)d
(A) 'Ul}%/a f(A z)dz,
adica daca si numai daca

VAeC Ve>0 Jce(ad) al Yve]ed)

/Uf()\,:c)da:—F()\) <e.
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Fiind data o submultime Cp a lui A, se spune ca integrala improprie
fab* f(A\, z)dx converge uniform pe Cy la o functie F': Cyp — R daca

Ve>0 Jce(a,b) al VAeCy Vove]egb)

/f)\xdac— F\)| <

Comparand definitiile notiunilor de integrala improprie cu parametru con-
vergenta si respectiv uniform convergenta, observam ca:

1° Daca f;_ f(A, z) do converge uniform pe o multime Cy C A la o functie
F, atunci Cy C C'si F(\) = fab* f(\, x) dx oricare ar fi A € Cy.

2° Daca integrala improprie f:i f(\, z)dx converge la F' pe C, atunci, in
general, nu rezulta ca f;_ f(A, z)dx converge uniform la F' pe C.

3° Punctul ¢ € (a,b) din definitia convergentei uniforme depinde numai de
¢, In timp ce in definitia convergentei el depinde atat de ¢, cat si de A. Drept
urmare, conceptul de convergenta uniforma este mai restrictiv decat cel de
convergenta.

9.2.2 Criterii de convergenta uniforma

9.2.1 Teorema (criteriul lui A. L. Cauchy). Integrala improprie cu parametru
fab* f(A, x)dx converge uniform pe o multime Co C A daca si numai dacd

/f)\xd:v

Demonstratie. Necesitatea. Admitem ca f(f_ f(\,z)dx converge uniform pe
Cop la o functie F' : Cp — R. Fie ¢ > 0 arbitrar. Din definitia convergentei
uniforme rezulta existenta unui punct ¢ € (a, b) astfel incat pentru orice A € Cy
si orice v € [c, b) sa avem

(2) Ve>03ce(a,b) ai VA€l Vu,ve]ebd) <e.

/avf()\,x)da:—F()\)' <

| ™

Atunci pentru orice A € Cy si orice u,v € [¢,b) avem

/:f(A,x)dx /f)\:zdx—/f)\xd:c
/af()\,x)dm—F()\)'—i—‘F()\)—/auf()\,m)dx

2 2

IN
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Suficienta. Admitem acum ca (2) are loc. Conditia (2) impreuna cu cri-
teriul de convergenta al lui Cauchy pentru integrale improprii asigura conver-
genta integralei improprii ff_ f(A, x)dx pentru orice A € Cp. Fie functia
F : Cyp — R, definita prin (1). Demonstram ca fab* f(\, x)dx converge uni-
form la F' pe Cp. In acest scop, fie ¢ > 0 arbitrar. Din (2) rezulta existenta
unui punct ¢ € (a, b) astfel incat

/vuf()\,:n)dx

Facand v 7 b gasim ca

€ . -
<5 pentru orice A € Cj si orice u,v € [c,b).

b—

f\z)de| < pentru orice A € Cy si orice v € [c, b).

| ™

v

Drept urmare, pentru orice A € Cy si orice v € [¢,b) avem

/U f(\ z)de — . f(\ x)dx

a

/avf(/\,a:) do — F(A)‘ =

b—
f\ z)de

- g.
2

v

In consecint, fab* f(A, x) da converge uniform la F pe Cp. O

9.2.2 Teorema (criteriul lui K. Weierstrass). Fie g : [a,b) — R o functie
local integrabila Riemann cu proprietatea cd integrala improprie fab_ g(z)dx
este convergenta. Daca Cy C A si

lf(A\,x)| < g(x) pentru orice A € Cy si orice x € [a,b),
atunci fab_ f(\ x)dx converge uniform pe Cy.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. In baza criteriului de convergenti al lui
Cauchy pentru integrale improprii, deducem existenta unui punct ¢ € (a,b) in

asa fel incat
v
/ g(x)dx
u

Atunci pentru orice A € Cy si orice u,v € [¢,b) cu u < v avem

/uvf()"x)dx S/uv‘f()\af’?)‘dfﬁé/ g(z)dz < e.

v
u

< e pentru orice u,v € [c,b).

Conform partii de suficienta a teoremei 9.2.1, rezulta ca fab_ f(A\,z)dz con-
verge uniform pe Cj. O
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9.2.3 Proprietati ale functiei F

9.2.3 Teorema (continuitatea). Dacd functia f este continud pe A X |a,b) si
f;_ f(A x) dx converge uniform pe o multime Co C A la o functie F' : Cy — R,
atunci F' este continua pe Cy.

Demonstratie. Fixam un punct arbitrar A\g € Cp si dovedim ca F' este continua

in \o. In acest scop, fie € > 0 arbitrar. Cum f;_ f(A, z) dz converge uniform
pe Cy la F', exista un punct ¢ € (a,b) astfel ca

/ fOx)de — F(N)| < % pentru orice A € Cj si orice v € [¢, b).

Alegem un punct by € [¢,b) si consideram functia Fy : Cp — R, definitd prin
Foy(\) == f;o f(\, z)dz. Atunci avem

|Fo(A) — F(N)| < pentru orice A € Cp.

W ™

Conform teoremei 9.1.1, functia Fjy este continua in g, deci exista un 6 > 0
astfel incat

|Fo(A) = Fo(Xo)| < pentru orice A € Cy cu |A — Ag| < 0.

Wl M

Rezulta atunci ca pentru orice A € C cu |\ — Ag| < 0 avem

|[F(A) = F(o)| < [F(\) = Fo(W)| + |[Fo(A) = Fo(Xo)| + | Fo(Ao) — F(Xo)|

< S4t4t=e
3 3 3 7

Prin urmare, F' este continua in Ag. O

9.2.4 Teorema. Flie f : [a, 5] x [a,b) — R o functie continua, cu proprietatea
cd integrala improprie ffﬁ f(\, z)dx converge uniform pe |o, B]. Atunci inte-

grala improprie fab_ (ff f\z) d)\) dx converge si are loc egalitatea

/ab_ </jf()\,x)d>\> dxz/j( ab_f()\,:p)dgg> ar.

Demonstratie. Deoarece fab* f(A, x) dx converge uniform pe [a, 5], rezulta ca

f;_ f(A,z)dz converge oricare ar fi A € [a,]. Pe de altd parte, conform
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teoremei 9.2.3, functia F' : [, 8] — R, F()) := ffﬁ f(\, z)dx este continud
pe [a, f]. Avem de demonstrat ca

(3) liy (/ FOuz d)\> dx—/jF(A)d)\.

In acest scop, fie € > 0 arbitrar. Convergenta uniforma a integralei improprii
f;_ f(A, x) dx asigura existenta unui punct ¢ € (a, b) astfel ca

pentru orice A € [«, (] si orice v € [¢, b).

/avf()\,x)dx—F()\)‘ < ﬂfa

Fie acum v € [c, b) arbitrar ales. Conform teoremei lui Fubini, avem

/ </Bf()\,:n)d)\> dx:/j </avf(>\,:v)dx> dA

deci
B
(/ FOu d)\> dar—/ F(/\)d/\‘
B
(/ ) d:r) d) —/ O d/\‘
B v
(/ FO, ) dz — F()\)) d/\‘
8| v B .
F =e.
(/\)‘d)\</a odh=c
Cum v € [e,b) a fost arbitrar, rezulta ca (3) are loc. O

9.2.5 Teorema (derivabilitatea). Presupunem ca A C R este un interval, iar
f:Ax][a,b) = R este o functie care indeplineste urmatoarele conditii:
(i) f este continud pe A X |a,b);
(ii) f este derivabila partial in raport cu variabila A pe A X [a,b), iar g{
este continua pe A X [a,b);

(iii) exista N\o € A astfel incat integrala improprie fab* f(Xo,x)dz este
convergenta,

(iv) integrala improprie f 8/\ ()\ x)dx converge uniform pe orice inter-
val compact inclus in A.
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Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1° Integrala improprie fab* f(\,z)dx converge oricare ar fi A € A.
2° f;_ f(\, z)dx converge uniform pe orice interval compact inclus in A.
3° Functia F: A - R, F(\) := ff_ f(\, x)dx este derivabila pe A si are
loc egalitatea

bh—
F'(\) = % (A, x) dz.

Demonstratie. 1° Fie G: A - R, G()\) :== fb_ % (A, z) dz. Conform teoremei

a
9.2.3, functia G este continua pe A. Fie apoi A un punct arbitrar al lui A si

fie I, intervalul compact de capete Ao si A. Intrucat restrictia functiei % la

I X [a,b) satisface conditiile teoremei 9.2.4, avem

A B A b—af B b— /\8f
)\OG(I“)dM = /A (a aA(u,ﬂc)dw)du—/a (Aom(ﬂ,x)dodfv

0
b—

= f(,u,x)

a

H=A

dz = /ab_ (f()\,x) - f()\o,x)>dx.

H=Xo
Tinand seama ca G este continua pe I sica ffﬁ f (Ao, ) dz converge, deducem
de aici ca si ff_ f(\, z)dx converge, deci 1° are loc.

3° Lantul de egalitati de mai sus arata ca functia F' satisface

A
F(\) —F(X) = G(p)dp  oricare ar fi A € A.
Ao
Cum G este continud pe A, rezulta ca F este derivabila pe A si F'(\) = G())
oricare ar fi A € A. Aceasta probeaza validitatea afirmatiei 3°.

DA < C o b .
2° Ramane asadar sa demonstram ca fa f(\, z)dz converge uniform pe

orice interval compact [a, 8] inclus in A. Fie, in acest scop, € > 0 arbitrar.
Deoarece ff_ % (A, z) dz converge uniform pe [, (], criteriul lui Cauchy (teo-

rema 9.2.1) asigura existenta unui punct ¢ € (a,b) cu proprietatea ca
v 8f

B3\ (A, z)dx

€
< ————— pentru orice \ € [, 3] si orice u,v € [, b).
55 e P o, 8] si orice u,v € [¢,b)
Fie acum A; un punct fixat din [, 8]. Intrucat f;_ f(A1,x) dx converge,
criteriul de convergenta al lui Cauchy pentru integrale improprii garanteaza
existenta unui punct ¢’ € (a,b) cu proprietatea ca

/uv f(A,x)de

u

£ .
< 3 pentru orice u,v € [¢”,b).
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Notam ¢ := max {¢/,¢’}. Conform teoremei lui Fubini, pentru orice punct
A € [a, f] si orice u,v € [a,b), cu u < v, avem

/): (Avgﬁ(u,x)dx> dy = /:( :gi(“’x)du> da
i
= [ [ o

Tinadnd seama de aceasta egalitate, rezulta ca pentru orice A € [a, (] si orice

u,v € [c,b), cu u < v, avem
/ f(\ z)dx / f(A\,z)de| + /vf()\,x)dx—/vf()\l,x)dx

c A vaf
< 3|, (L s mas) o

<

A v
€ af
< = ZJ
< 2+/)\1/ua)\(,u,x)dx d,u’
A
€ € € €
< -+ ———dpl =+ ——— A= N| <e.
L Ty

In baza pértii de suficientd a teoremei 9.2.1 (criteriul lui Cauchy), conchidem
ca f;_ f(\, ) dz converge uniform pe [«, 3. O

9.3 Probleme

1. (a se vedea [21]) Fie functia F' : R — R, definita prin

A, 2 1 =X\ (z?41)
F(\) = / e ¥ dx —|—/ ———— du.
0 0 X +1

a) Sa se demonstreze ca F'(\) = /4 oricare ar fi A € R.

o
b) Sa se deduca apoi ca / e dr = \g? .
0

2. (integralele lui Fresnel) Folosind varianta complexa a functiei F' din pro-
blema precedenta, sa se demonstreze ca

/Ooocos(xz)dx—/ooosin(a:?)dw—2{/7;.
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10.

11.
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. Fiind dat a € (—1,1), sa se calculeze / In(1 +acosx)dx.
0

%In(1
. Fiind dat a > 0, sa se calculeze / M dzx.
0 1+ 1'2
1 A
. Sa se determine lim / AV qg,
A—o0 A 1
IMC 2015
. . e . sinx .
. Fie f : (0,00) — R functia definita prin f(z) = sifien > 1 un
1
numar intreg. Sa se demonstreze ca inegalitatea ‘f(") (113‘)’ < ) are
n
loc oricare ar fi z € (0, 00).
IMC 2014

y
Sa se determine valoarea maxima a integralei / vVt + (y — y?)?de,
0

cand y € [0, 1].

Concursul William Lowell Putnam 1991, problema A5

" arctg =
a) Sa se demonstreze ca lim n / 275; dz= 2.
n—oo  Jo x(z?+1) 27
. . " arctg T m
b) Sa se determine lim n (n / — -
n—00 0 (1‘ + 1 2
SEEMOUS 2014
1 2
. S& se demonstreze cd lim n? </ V1+zn do — 1) = —,
n—00 0 12

Concursul Vojtéch Jarnik, categoria a II-a, 2002/4

Presupunéand cunoscut faptul ca fooo e dg = V/7/2 (a se vedea obser-
vatia 10.1.5), s se calculeze [;° e~ cosaz dz (a € R).

Sa se demonstreze ca

/°° e_z(l—e_6$) 3+5
dr =In .
0 x(l+e 24 e 4 4604 ¢82) 2

A. Stadler, Amer. Math. Monthly, problema 11564 [2011, p. 371]
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9.4 Solutii

1. a) Conform teoremei 9.1.5, functia F' este derivabila pe R si pentru orice
A € R avem

A L o=A%(24+1)(_9 241
F'(A) = 2 (/ e_xde> e —I—/ ‘ (Z2)(@” + )d:r:
0 0 2172 +1

A 1
= 26)\2/ ezzdx—2)\e/\2/ e~ N2 4y,
0 0

Substitutia Az =t in cea de-a doua integrala conduce la

A A
F'(\) = 2¢~ N / e dr—2e / e dt =0 pentru orice A € R,
0 0

deci F' este constanta. Cum F(0) = 01 $§il = 7, rezulta ca F(\) = /4
oricare ar fi A € R.
b) Egalitatea F'(\) = m/4 arata ca

A ) 2 1 e,)\2(x2+1) -
W) (/0 e dx> +/0 Wdfﬂzz oricare ar i A € R.

Pe de alta parte, pentru orice A € R avem
1 ,—A2(z2+1) 1
0< / 627(193 < / e Ndr = 6_>\2,
0 41 0
de unde
. L o=A2(z%+1)
(2) lim ————dz=0.
A—00 0 X + 1

Fécand XA — oo in (1) si tinédnd seama de (2), deducem ci [;~ e dx = @

2. Urmand calea din [21], consideram varianta complexa a functiei F' din
problema precedenta, anume

F()) = A —ig;Qd ? . 1671)‘2(12+1) d
( )— A e xr +1/0 T—i—l xX.

Folosind egalitatea €' = cost + isint obtinem
2

F(\) = (/O)\ cos (2?) dm) - </OA sin (2%) da:) - /01 sin ()52(1214_ D) dz
+i (2 /0A cos (%) da /0A sin (27) dar + /01 “ %?f;r ), dm) .

2
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Consideram functiile reale G, H : R — R, definite prin

G() = ( /0 " cos (%) dx)

$1 respectiv

2 2

- < /0 gin (22) d:v) _ /0 " sin (f;f 1+1>) dz

Leos (M (2% + 1))

A A
H()\) = 2/0 cos (z?) dx/o sin (2?) dz +/0 2 dz.

Aplicand teorema 9.1.5, in urma unui calcul elementar similar celui din pro-
blema precedenta si pe care nu il mai reproducem aici, se obtine

G'(\) = H'(A\) =0 oricare ar fi A € R.

Cum F(0) =0 si H(0) = /4, rezulta ca pentru orice A € R avem

(1) </0A cos (22) dx>2 - </0A sin (22) dx>2 - /01 sin ijf;r ) 4z 0

si

3

A A 1 2(,.2
) o cos (A\*(2? + 1)) o
(2) 2/0 cos(a:)da:/o sm(:p)der/O o dx—4.

Remarcam ca pentru orice A € R are loc

Usin (A%(2? + 1)) ooy [1cos (Xa?)
(3) /0 P de = sm()\)/o de

1 2.2
9 sm()\x)
+ cos (A )/0 21 dz.

De asemenea, pentru orice A > 1 avem

/1 cos ()\zx2) d ) A cos (t2) gt
r =
0

241 0o AZ+1t2
L cos (tz) A / dt
= A dt + A in (t?)) ———.
/0 22 + £2 + /1 (sin () 2(\2 + £2)
Integrand prin parti, gasim

/1 coS ()\2x2) dr — )\/1 coS (tQ) dt + sin ()\2) Asin 1
0 0

2241 o A2 4 ¢2 Nz 20210

A 2 2
A2+ 3t
: ANAR
+A/1 sin (%) 27503 1 g2y 4



9.4  Solutii 187

de unde

/1 cos ()\23;2) d
———dx
0

2 +1

[ e [t
T o AZ+2 0 AN 2002 +1) 2 ) 2(A2+e2)2

A o rl 4t 1 v A
Tinand seama ca fo g < e ca PIeCES]

/A A3t A2/A dt +3/A dt
1 t2(A2+t2>2 - 1 t2()\2+t2)2 1 ()\2+t2)2

A dt N )\g
B2 VIS AV

_ 1 1),30-D 13
N2 A e A2\

1 . v
< gy sica
< N

obtinem in final ca

/wﬂ%ﬂ [ S S S S N
0 A4AZ 20 20 2X2 0 X 42

d
241 v

oricare ar fi A > 1. Rezulta de aici ca

L cos (/\2362)

4 li dx = 0.
@ R R I
Analog se arata ca

Lsin (A222
. o [0
A—00 0 T+ 1

Din (3), (4) si (5) rezulta ca

Lsin (A%(2? + 1))

6 li dx = 0.
) R A S I
Analog se arata ca

1 A2(22 +1
(7) i [ 2(9@ ) 4z =0,
A—00 0 T + 1

Notédm A := [;° cos (z?) dz si B := ;" sin (2?) dz. Fécand A — oo in relatiile
(1) si (2) si tinand seama de (6) si (7), deducem ca

A2 - B?=0 N3
= A=B=—"—.
{2A3=Z 2v2
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Observatie. In rezolvarea de mai sus s-a folosit in mod implicit faptul ca
integralele improprii care definesc pe A si respectiv B sunt convergente. O
demonstratie a convergentei lui A se gaseste in aplicatia 7.2.5, iar convergenta
lui B se demonstreaza analog.

14++v1—a?

5 oricare ar fia € (—1,1).

3. Raéspuns: / In(1 +acosz)dr = mln
0
Consideram functia F': (—1,1) — R, definita prin
F(\) := / In(1+ Acosz)dz.
0

Deoarece functia f : (=1,1) x [0,7] — R, f(A,z) := In(1l + Acosz) este
continua, derivabila partial in raport cu variabila A si cu derivata partiala

af cos T

g = 2
8)\( /@) 1+ Acosz
rezultd ca F' este derivabila pe (—1,1) si

continua pe (—1,1) x [0, 7], in baza teoremei 9.1.3

F'(\) = / %dm oricare ar fi A € (—1,1).
0 X

Pentru orice A € (—1,1) \ {0} avem
1 [T AXcosz+1—-1 x 1 (™9 dx
F/ A = — —d = — — — _—
() )\/0 14+ Acosx T /\/0 1+ Acosx

Facand in integrala improprie de mai sus schimbarea de variabila tg3 = t,
obtinem

F'(\) =

_1/% 2dt
XJo =N +1+A

il
A
o 2 /°° dt ™ T
= _— — 3 = — — 4_ 5 .
A A1 =)N) o t2+<\/g) A oAW1=\
Prin integrare gasim

dA
F(A) =nln|\ — —_—.
) =min A ”/Am

Pentru calculul primitivei se poate folosi substitutia A = sint, obtinandu-se in
final

F(A\) =rln <1 ++1— )\2> +c¢1  pentru orice A € (0,1),
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respectiv
F(A) =nln (1 +V1- /\2) + ¢ pentru orice A € (—1,0),

unde c; si co sunt o constante reale. Pentru determinarea constantelor c; si
c2, tinem seama de continuitatea functiei F' in punctul 0. Din

lim F(A\) = lim F(\) = F(0) & co+mln2=c¢ +7ln2=0,
X0 ANO

1+v1—)\2
rezulta cad ¢ = cp = —wln2. Astfel, FI(\) = wln%k oricare ar fi
Ae(—1,1).

“1In(1 + az) 1

4. Raspuns: / dz = 5 In(1 4 a?) arctga oricare ar fi a € (0, 00).

0 1+{L‘2

Consideram functia F': [0,00) — R, definita prin

A n x
F(X) ::/0 de.

1+ 22
In(1+ A\
Deoarece functia f : [0,00) x [0,00) = R, f(\,z) := 11(1:—2:0 este continua
x
pe [0,00) x [0,00), derivabild partial in raport cu variabila A si cu derivata

partiald =~ (\,z) = i continua pe (0,00) x [0, 00), in baza teo-

O\ (1 4+ Az)(1 + 22)
remelor 9.1.4 si 9.1.5 rezulta ca F' este continua pe [0, 00), derivabild pe (0, c0)
si

A 2
x In(1+ A%)

F'(\) =
() /0 TSV A Y

Calculul integralei, cu ajutorul descompunerii in fractii simple, conduce la

oricare ar fi A € (0, 00).

In(1+A2%)  Marctg\
F'(\) =
() 2(1+\?) * 14+ A2 7

In(1+ A?%) Aarctg A
FA) = | ————~dA ———dA.
) /2(1+>\2) +/ T

Integrand prin parti una dintre cele doua integrale, gasim ca

de unde

1
F(\) = 5 In(1 + A?)arctg A\ + ¢ oricare ar fi A € (0, 00),
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unde c este o constanta reald. Pentru determinarea constantei ¢, tinem seama
de continuitatea functiei ' in punctul 0. Avem F(0) = limy\o F'(A), deci
¢ = 0. Astfel, F(\) = 1 In(1 + A?) arctg X oricare ar fi A € [0, c0).

Observatie. Integrala din enunt poate fi calculata si direct, cu ajutorul

schimbarii omografice de variabila x = l‘ﬂr_jt .

A A
5. Avem / Aedg > / dx = A\ — 1 oricare ar fi A > 1, deci
1 1

A
lim AM/%dr = oo

A—00 1

Aplicand regula lui 'Hopital si teorema 9.1.5 gasim

Ay1/x A
AT 1
i LA (/ Ai—ldx+A1/A>
A—00 A A—00 1 X
Aly1/x
AHrd
= 1+ lim fl = ’
A—00 A

A A
1 1
Cum / AVrdg > / —dx =In A, avem lim A%z = o, Aplicand

X A—00 1 X
inca o data regula lui I’'Hopital si teorema 9.1.5, obtinem

A/=d
lim u = 1+ lim / —A”ld + 2
A—00 A A—00 A
Al N1/
A
= 1+ lim fl 12 O
A—00 A
A 1/x |z=A /A
1
Tinand seama ca / — Ao dy = A = i, obtinem in final
1T InA |, In A
. f1>\ AVzedq N — AL/ _ 1 o3 InA
1 = =14 lm —— =1+ 1 — = =
Ao A Tk A T\ oy T 3o

. )\ 1
6. Avem SH)I\ :/ cos(Az)dz oricare ar fi A € (0,00). Tinand seama ca
0

T
pentru orice ¢ € R avem (cost) = cos (t+ 5), pe baza teoremei 9.1.3 se

demonstreza imediat (prin inductie) ca

in \ (n) 1
(sm > = / " cos ()\x +n E) dz pentru orice A € (0, 00).
A 0 2
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Rezulta de aici ca pentru orice A € (0, 00) avem
in \ (n) 1 1 1
s S/x”‘cos()\a:+nw))da:</ " dz = .
)\ 0 2 0 n —+ 1

7. Raspuns: valoarea maxima ceruta este 1/3.

Consideram functia F': [0,1] — R, definita prin

F(\) = /OA vVt + (A= A2)2dx.

Conform teoremelor 9.1.4 si 9.1.5, functia F este continua pe [0, 1] si derivabila
pe (0,1). Observam ca F(1) = fol x?dz = 1/3. Vom dovedi ca F'(\) > 0
oricare ar fi A € (0,1). Va rezulta atunci ca F este strict crescatoare pe [0, 1],
deci maximul cerut este F'(1) =1/3.

In baza teoremei 9.1.5, pentru orice A € (0,1) avem

F'(A) = (

VN (=P

v A dz
A=) 2)\)/0 \/m

Avem asadar de aratat cd pentru orice A € (0,1) are loc inegalitatea

A
(1) \/2)\2—2)\+1>(1—/\)(2)\—1)/0 m.

Pentru A € (0,1/2) inegalitatea (1) este evident adevarata, membrul sau drept
fiind negativ. Pentru A € [1/2,1) avem

A do A dz
(1—)\)(2/\—1)/0 NeERre o < (1—/\)(2)\—1)/0 NeeYoE
A
= (=M@=
= 221

< V2X2—2)\+1,

ultima inegalitate fiind echivalentd cu A2 < A, adeviirata, intrucat A € [1/2,1).
Deci si in acest caz (1) are loc.
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8. a) In baza teoremei lui Heine, avem

n arctg £

n to L 220 o dw 1/A A d
[t g,y B B 000
o T

i
Soo ' Jy (@2 + 1) nBee 1/n A0 )

n—oo
unde f: (0,00) x [0,00) — R este functia definita prin

arctg (A\z)

222+ 1) dacd (A, z) € (0,00) x (0,00)

f\z) =
si respectiv f(A,0) := X oricare ar fi A\ € (0,00). Se constata imediat ca f este
continua pe multimea (0, 00) x [0, 00), derivabild partial in raport cu variabila
A pe aceasta multime, iar

of B 1
ax W) = (22 +1)(\222 +1)

pentru orice (A, z) € (0,00) X [0,00),

deci functia % este continua pe (0, 00) x [0,00). Aplicand regula lui I'Hopital
si teorema 9.1.5, gasim

T 1/
n to L A d
- n/ arctgy o S fAva)de
0 .’IZ’($2+1) AN0 A

= lim /1/)\ dz + (A (L
S0\ o (@24 1)(M222 4+ 1) A A2
. 1 L/ A2 1 A
=lim [ 5— - do — ——5——
N0\ A2 =1 /g ANz +1 2241 4(\2+1)

L/ 1 AN
— ——— arc - = —.
. A—1M8Y) T

n—oo

. 1
= /1\1{% ()\2_1 Aarctg (Az)

. . ™ arctg £ ™ .
b) Notam ¢:= lim n(n ———"—dz — = ]. Cu notatiile de la a)
o T

n—00 (22 +1) 2
avem
n T 1/A T
ol fGa)de -5 L ) de -3
¢ = lim = lim )
n—00 l/n AN0 A

Aplicand regula lui ’'Hopital si teorema 9.1.5, gasim

. IR RTA 1 (YA of 1 1 1
f—)l\l{(% (—)\2 ; f()\,x)dx—l—)\/o a()\,x)dx%—xf <)\,)\> (—)\2>
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adica

(=~ lim — i lim /1//\ arctg (Az) — ! dz
COANO0AZH T A0 Jopo \N2z(22 + 1) A(22 4+ 1)(A222 + 1) '
. T
Prin urmare, £ = 1 L, unde

/A (32,2 _
I — lim (ANz® + 1) arctg (Az) — Az

da.
M0 Joro  Nz(@2+ (N2 +1)

Substitutia Az =t conduce la

, V(2 4 1) arctgt — t
L= hm/ 2 D2 2 dt.
A0 Jogo 2+ 1)(#2 + A2)

Consideram functia g : [0,00) x (0,1] — R, definita prin

(t> 4+ 1) arctgt — t
t(t2+1)(82 + X2)

g(At) ==

Observam ca

(t? + 1) arctgt — ¢ - (> +1)arctgt —t

lgx 1)l = 2D+ — BE+1) ht)

pentru orice A € [0,00) si orice t € (0,1]. Un calcul elementar arata ca
integrala improprie f01+0 h(t) dt este convergenta si

1 1

tgt —1 1 1
/ h(t)dt:/ (arc g3 + >dt:.
040 040 t te+1 2

Conform criteriului lui Weierstrass (teorema 9.2.2), rezulta ca integrala im-
proprie cu parametru f01+og()\,t) dt converge uniform pe [0,00). Aplicand
teorema 9.2.3, deducem ca functia G : [0,00) — R, definita prin

GON) = /0 g\ 1) dt,

+0

este continua pe [0,00). Drept urmare, avem

1
1
L =1lim G()\) = G(0) = h(t)dt = -,
lm G =60 = | hdr=
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™
deci { = —> — L= —
€Cl 1

9. Notam

1
n\1/n
o | A «1+$) de
{:= lim n Vi+ztdr—1) = lim .
0

n—o00 n—o0 1/n2
In baza teoremei lui Heine, avem

) de
() =

unde f: (0,00) x [0,1] — R este functia definita prin
A
f\z) = (1 —i—a:l//\) —1 pentru orice (A, z) € (0,00) x [0, 1].

Se constata imediat ca f este continud pe multimea (0,00) X [0, 1], derivabila
partial in raport cu variabila A pe aceasta multime, iar

of _ 12\ 1/ _xl//\ln (')
O () = (1) (m(m ) minte

oricare ar fi (A\,z) € (0,00) x [0,1]. Prin urmare, functia % este continua pe

(0,00) x [0,1]. Aplicand regula lui 'Hopital si teorema 9.1.3, din (1) deducem

ca
1 [t a0\ /2 n (ml/)‘)
g () () - R
l /{{%2)\/0 <1+3: <ln 1+ Y dz.
Ficand schimbarea de variabild z'/* = t, gisim

1t 1
(= lim = ﬂ+ﬁhﬂﬂ%iﬁtH&
MNO 2 Joug 1+1¢

Consideram functia g : [0,1] x (0,1] — R, definitd prin

gAJy:<1+wA(mu+¢>—fTi)ﬂ-P

Se arata usor ca

0 < g(At) < 2h(t) oricare ar fi (A, t) € [0,1] x (0,1],
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unde & : (0,1] — R este functia definita prin

1 tint In(1+¢) Int
= — [ In(1 — = — .
) t(n( 1) 1+t> t 11t

Se va demonstra mai jos ca integrala improprie f01+0 h(t) dt este convergenta.
Conform criteriului lui Weierstrass (teorema 9.2.2), rezulta atunci ca integrala
improprie cu parametru f01+0 g(\, t) dt converge uniform pe [0,1]. Aplicand
teorema 9.2.3, deducem ca functia G : [0,1] — R, definita prin

1
GO\ = / g0 1) dt,
0+0
este continua pe [0, 1]. Drept urmare, avem

¢ = Yimen=Leo) =1 / 0 d= 2 / ' ae
= —_ 11m = - = - s = -
2 A0 2 2 Joso” 2 Jo+o

1 1
_ 1</ In(1+t)dt_/ Int dt).
2\Joto o+0 1 +1

Integrand prin parti, gasim

1 1 .
/ - dt:lntln(l_i_t)‘ _/ n(—i_)dt:_/ Mdt,
0+0 1 +1 040 Joro t 0s0 ¢

deci

1
g:/ I +4) 4.
0

+o t

e (_1)n—1

Seria de puteri Z 1

converge pentru t = 1, deci converge uniform
n
n=1

pe [0, 1] (conform teoremei 4.1.7 a lui Abel). Suma ei este functia s : [0, 1] — R,

s(t) =

S

o~ (=)™, In(1+1)
Z n = t

n=1

pentru orice ¢t € (0,1] (a se vedea 4.3.6), respectiv s(0) = 0. Aplicand teorema
3.4.4, deducem ca

_ [ R G R N e
K_As(t)dt_;/o ——t dt =) .

n=1
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Drept urmare, avem (a se vedea aplicatia 7.2.4)

1 1 1 1 1 1
£ = Tz‘**? ete @t

1 11 1
= +—+—+@+ 2 mtEtat

- Zn2_22zn2:7'

n=1

(o)
10. Raspuns: / e cosazr dz = \/27? e~ /4,
0
Consideram functiile f : R x [0,00) — R si F': R — R, definite prin

fOz) = e~ cos Az si respectiv. F'(\) := / f(\ x)dx
0

Deoarece of
N A\ z) = —ze " sin Az,
avem
of 2 i
E3Y (N z)| < ze oricare ar fi (\,z) € R x [0, 00).
0
Cum integrala improprie fooo e dr = —%e‘ﬁ = % este convergenté

in baza criteriului lui Weierstrass (teorema 9.2.2) rezulta ca fo X ()\ x)dz
converge uniform pe R. Aplicand teorema 9.2.5,; rezulta ca F' este derivabila

pe R si
/ > —z2 - R "
F'(\) = —ze” ¥ sin \xdr = ¢ sin Az dx
0 0

1 o 1 [

~ e sin )\:r’ — / e~ \ cos \x dx,
2 0 2 0

adica \

F'(\) = —3 F(X) oricare ar fi A € R.

5 . . . 2 <
Inmultind ambii membri cu e*/4, deducem ca

MR + (eAZ/‘*)/F(A) —0 & <6A2/4F()\)), —0
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pentru orice A € R. Exista asadar o constanta ¢ € R incat
F(\) = ce ™/* oricare ar fi \ € R.

Cum ¢ = F(0) = [,° e~ dz = /7/2, obtinem in final c&

F(\) = ﬁ e~/

5 oricare ar fi A € R.

11. Mai general, pentru fiecare numar natural n notam

(1) In _ /Ooo e—:c(l _ e—2n1‘) &

T Z”‘H —2kx

Vom demonstra ca

T
2 I,=In(1+2 .
(2) n< + COSn+2>

Sa observam mai Intai ca

00 LT (,2nT
(3) I, = / erfe —1) de.
0 0

Cu ajutorul substitutiei x = —y in (1), gasim

0 6y( 2ny 1)
(4) In = / o g ST 2k dy.
Din (3) si (4) rezulta ca
1 o ot eQnr -1
9 A —=F
2 oo ka:O e?kw

Consideram urmatoarea integrala depinzand de parametrul A:

00 ot )\z_l 1

Avem

00 y)\
/ ZTH_I 62/€:c e'dz = /0 1+ y2 + y4 4t y2n+2 dy’
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deoarece ultima integrala converge uniform pe [0, 2n + %] conform criteriului
lui Weierstrass (teorema 9.2.2). Avem

0o oA A2
JL (A :/ YU 4.
(A) o 1—gy2ntd

Substituind aici y?"** = z, obtinem
A1 g A3 g
1 o rantd — r2nt4
T (\) = da.
2n =+ 4 0 1—=x

Dar, pentru p,q € (0, 1) are loc egalitatea

) .’L’p_l _ CCq_l
/ ———dz = w(ctg (pm) — ctg (qw))
0

l1—=x

(a se vedea [8, formula 3.231 (6)]). Tinand seama de aceasta egalitate, de-

ducem ca
, o A+1 _ A+3
TN =53 (Ctg<2n 4”) Ctg(2n+47T ’

_|_
(At . (A+3
Jn(A) = Insin (2n+47r> — Insin <2n+4ﬂ') +c.

Deoarece J,,(0) = 0, rezulta ca

de unde

¢ = Insin

0 T
2n + 4 2n+4°
Drept urmare, avem

(6) Jo(A) = In

In baza relatiilor (5) si (6), conchidem c

. 3 2n + 1 3
sin sin i
, L) om) = bpy 20t m+d e
= — = — In g
R Y 6 T "
sin 0
n+4 \2n+4 n+4
= In <3—45in2 2n7:—4) =1In <1+2cosnj_2> .
Astfel, egalitatea (2) este demonstrata. Cum cos § = 1%‘/5, in cazul particular

n = 3 deducem din (2) ca I3 = log %



Capitolul 10

Functiile beta si gama

10.1 Proprietati generale

Fiind dat un numar real a, se constata usor ca integrala improprie

o0
/ ¢ le ™ dy
0+0

este convergenta daca si numai daca a > 0. Functia I' : (0,00) — R, definita

prin
oo

I'(a) ::/ % e du,
0

+0

se numeste functia gama a lui Euler.
Fiind date numerele reale a si b, se constata imediat ca integrala improprie

1-0
/ 271 —z) e
0+0
este convergenta daca si numai daca avem a > 0 si b > 0. Consideram functia
B : (0,00) x (0,00) — R, definita prin

1-0

B(a,b) := / 21 — )b da
0+0

Ea se numeste functia beta a lui Euler. Integralele improprii care dau valorile
functiei beta (respectiv ale functiei gama) se numesc, la propunerea lui C.
Legendre, integralele lui Euler de speta intai (respectiv de speta a doua).

199
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10.1.1 Teorema. Functia gama se bucurd de urmatoarele proprietati:
1°T'(1) =1.
2° T'(a+ 1) = al'(a) pentru orice a € (0,00).
3° Functia I este log-convezrd (adica functia Inol este convexd) pe (0,00).
Demonstratie. Omitem demonstratiile afirmatiilor 1° si 2°, care sunt imediate.
3° Fie a1, a2 € (0,00) si fie A € (0,1). Avem

T(Aap + (1 — Nag) = / Part1-Na—1 -2 4
0+0
= / (xm—le—:c)/\ (l,aQ—le—x)l—)\ de.
0+0

Aplicand inegalitatea lui Holder (teorema 6.3.3) functiilor definite prin

f(z) = (x‘“*le*z))‘, g(x) := (a:arlef‘r)li)\

si exponentilor p := %, q = ﬁ, obtinem

F()\Gl + (1 — )\)GQ) = / ({I;al_le—l))‘ (maz—le_x)l—)\ da
0+0

[es) A 00 1-X
< (/ x@ e da:) </ x®2 e dx)
0+0 0+0
= P(al)’\l“(ag)l’)‘.

Deci functia I' este log-convexa. O

Din proprietatile 1° si 2° de mai sus rezultd imediat (prin inductie) ca
I'(n) = (n — 1)! oricare ar fi n» € N. Din acest motiv, se spune uneori ca
functia gama este o generalizare a factorialului.

10.1.2 Observatie. Fiind log-convexa, functia gama este convexa pe (0, 00).
Existd un unic numar real ag € (1,2) cu proprietatea ca I' este strict des-
crescatoare pe (0,ap] si strict crescitoare pe [ag,00). Prin urmare, ag este
punct de minim global pentru I". Valoarea minima este I'(ag) = 0.8856.

10.1.3 Teorema. Functia beta se bucurd de urmatoarele proprietati:
1° B(a,b) = B(b,a) pentru orice a,b € (0,00).

= #&n_l) pentru orice a € (0,00) si orice n € N.

(

(

4° B(a,b) = [37, %dt pentru orice a,b € (0,00).
(

5° B(a+ 1,b) = ;%3 B(a,b) pentru orice a,b € (0, 00).
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Demonstratie. 1° Se face schimbarea de variabila = 1 — ¢ in formula de
definitie a functiei beta.

2° Se foloseste formula de integrare prin parti in egalitatea

Ba,b) = /Oioo (“’i)l (1—2)" " da.

3° Se aplica in mod repetat proprietatea 2°.

4° Se face schimbarea de variabila x = %th

beta.

in formula de definitie a functiei

5° Tinand seama de 4°, avem

o0 ta 1 o0 1 !
Bla+1,b :/ L qt=— / t“() dt.
@ L0 = T = 7050 fo ! \Tr e

Integrand prin parti, obtinem egalitatea din enunt. O

Din proprietatea 3° de mai sus rezulta ca pentru orice m,n € N avem

B(m,n) = (n—1)! _(m=1!(n-1)! _T(mI()
) mm-+1)---(m+n—1) (m+n-—1)! T(m +n)

Vom demonstra in continuare ca aceasta egalitate ramane adevarata si pentru
argumente arbitrare din (0, c0) ale functiilor B si I'.

10.1.4 Teorema. Pentru orice a,b € (0,00) are loc egalitatea

[(a)I'(b)

B(a,b) = =——~.
(.5) = o+ p

Demonstratie. Facand schimbarea de variabild # = cos? § in formula de defini-

tie B(a,b) = OlJr_OO 2% 1(1 —2)*'dx a lui B, obtinem

-0
1) B(a,b) = 2/2 (cos 0)?% 1 (sin0)?*~1 dh
0+0

oricare ar fi a,b € (0,00).
Presupunem mai intai ca a,b € [1,00). Atunci functia definita prin

g(fE, y) = :E2a_1y2b_16_$2—y2
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este continud pe [0,00) x [0,00). Pentru fiecare R > 0 consideram multimile
definite prin

Di(R) :=={(z,y) |2 >0,y >0, 2° +y*> < R*},
Ds(R) = [0, R] % [0, R],
D3(R) := {(z,y) | © >0,y >0, 2° +¢* < 2R*}.

Deoarece Di(R) C D2(R) C D3(R) si g(x,y) > 0 pentru orice z,y € (0,00),
rezulta ca

(2) // gmwmw<[/ g@w®®<// g(z,y) dady.
Di(R) D2(R) D3(R)

Trecand la coordonate polare, gasim

©/2 rR
// g(z,y) dzdy :/ / (pcos6)?*~L(psin 9)2b_1€_p2 dédp
D1(R) 0 0

/2 R
_ (/ (cos 6)29(sin §)20~1 d0> / e~ pRat2=1 g
0 0

Tinand seama de (1), obtinem

1 R
(3) // g(z,y)dzdy = B(a,b)/ €_p2p2a+2b—1 dp.
D1 (R) 2 0
Analog, avem
1 RVZ
(4) // g(x, y) dflfdy = — B(a’ b)/ efp p2a+2b71 dp
D3(R) 2 0

Intrucat

R R
(5) // 9(z,y) dedy = </ g2l dx) (/ yPlev? dy) ;
Da(R) 0 0

din (2), (3), (4) si (5) rezulta ca

1 R 2 b
5 B(a, b)/ e P p2a+2 —1 dp
0

R 2 R 2
< (/ xZaflefz dx) </ y2b7167y dy)
0 0

1 RVZ
<3 B(a, b)/ e P pRat-lqp,
0
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Facand in acest lant de inegalitati R — oo si tinand seama ca

[e.9]
(6) Mw=2[ et ar

0+0
egalitate care se obtine ficand schimbarea de variabild x = t? in formula de
definitie a lui I', deducem ca

L Bla,b) - r(a+b) <

= B(a,b) - -I'(a
2 2 -
de unde B(a,b)I'(a +b) =T'(a)['(b).

Consideram acum situatia cand a € (0,1) sau b € (0,1). Atunci avem
a+1>1sib+1 > 1. Tinand seama de cele demonstrate mai sus, de
proprietatea 5° din teorema 10.1.3 si de proprietatea 2° din teorema 10.1.1,
deducem ca

T(a)T(b) < - B(a,b) - %F(a +b),

| =
N | —

a+b a+b a+b+1

B(a,b) = ” B(a+1,b) = 2 Bla+1,b+1)
~a+b a+b+1 T(a+1)I'(b+1)
T a4 b T(a+b+2)
_atb at+b+1 al'(a)-bT(b) _ T(a)l'(b)
. a b (a+b+D(a+bI(a+b) T(a+bd)’

10.1.5 Observatie. In cazul particular @ = b = 1/2, din teorema 10.1.4
rezulta ca

o () n(hd) - [
2 2°2 040 1/1‘(1—1‘)
Facand substitutia z = sin?¢ in integrala de mai sus, obtinem
2 1y _ /go 2si'ntcostdt o
2 040 sintcost
de unde I'(1/2) = /7. Pe de alta parte, relatia (6) arata ca

T <1> = 2/ e_t2 dt.
2 0

Comparand cele doua rezultate, concluzionam ca

/ e*xzdx:ﬁ.
0 2
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10.1.6 Observatie. Fie n € Nsi fie k € {0,1,...,n}. S& remarcam ca

N\ Kl(n—k)! TE+1C(n—k+1)
<k> N n/! B I'(n+1)
Nk+1)I'(n—k+1)

= (n+1) =n+1)Bk+1,n—k+1),

I'(n+2)

deci

(1) <Z>_1 — (n+ 1)/01mk(1 — )k

Aceasta reprezentare a lui (2)71 cu ajutorul unei integrale euleriene de prima
speta ofera o metoda eleganta de calcul al unor sume combinatorice in care
intervin inversele coeficientilor binomiali. Prezentam mai jos un exemplu de
astfel de suma (pentru alte exemple a se vedea sectiunea de probleme a acestui

capitol).

10.1.7 Exemplu. Pentru orice n € N are loc egalitatea
i(_l)k 2n)\ (4n\ _4dn+1
— k)\2k) — 2n+1°
Demonstratie. Formula (7) implica

0

k=0 k=0

e oo E ) () o

_ (4n—|—1)/01(1 — )t (1 = ufZ)Q>%dx

1
dn+1
= (4n +1 1—22)"dx = )
(ne ) [0 20 ar = o

10.2 Formula lui Gauss

10.2.1 Teorema. Pentru orice a € (0,00) are loc egalitatea

. nln
(1) Pla) = SLS ala+1)---(a+mn)’

a

f:(—l)k(?) (32)_1 = i(—l)’“(?) (4n+1) /1 2 (1 -

T. Trif [18]

x)4n—2k dz
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Demonstratie. Conform proprietatii 2° din teorema 10.1.1, avem
I(a)I'(n+1) n!T'(a) n!

@) - - .
IF'la+n+1) ala+1)---(a+n)'(a) ala+1)---(a+mn)

Pe de alta parte, in baza teoremei 10.1.4, avem

L(@T(n+1) Y - n
F(a+n+1)_B(a’n+1)_/ o7 a)"da.

040
Facand in integrala din membrul drept substitutia ¢ = nx, obtinem
3) ot _ (1 TH oty
Dla+n+1)  Jogo \n n) n

1 [ t\"
= — o1 (1—) dt.
n® Joto n

Comparand egalitatile (2) si (3), deducem ca

n!n® - n a1 _E n B 0
(4) a(a+1)(a+n)_/0+0t <1 TL> dt = 0+0fn(t)dt7

unde f, : (0,00) — R este functia definita prin

R =17 (1 1) xamo:

Se constata imediat ca sirul de functii (fy,)n>1 indeplineste urméatoarele condi-
tii:

(i) fn este local integrabila Riemann pe (0, c0) oricare ar fi n € N;

(ii) limy o0 fn(t) = f(t) :=t2te~t oricare ar fi t € (0,00);

(iii) f este local integrabila Riemann pe (0, 00);

(iv) avem |fy(t)| < f(t) pentru orice n € N si orice t € (0, 00).

In adevir, pentru a verifica (iv), fie n € N si t € (0,n] fixate arbitrar. Cum
1+ x < e” pentru orice z € R, avem

()] = 1o (1 - ;) <t ()" = 5o,

Aplicand teorema convergentei dominate (teorema 8.3.1), rezulta ca

(5) im [ fu@di= [ f)di= / -1~ dt = T'(a).
n=o0 Jo+0 040 040

Din (4) si (5) rezulta validitatea lui (1). O
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10.2.2 Observatie. Formula (1) din teorema precedentd este cunoscuta in
literatura matematica drept formula produs a lui Gauss, dupa numele mate-
maticianului german Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Trebuie mentionat
insa faptul ca ea era cunoscuta deja de Euler, in anul 1729. De fapt, definitia
originald a lui Euler pentru functia gama a fost prin intermediul egalitatii (1)
si nu a integralei improprii din sectiunea 10.1.

10.2.3 Consecinta (reprezentarea functiei gama sub forma de produs infinit).
Pentru orice x € R\ {0,—1,—2,...} are loc egalitatea

(6) F(lgc) = ge'* ﬁ (1 + %) e*m/n7

n=1

1 1
unde v := lim (1 +-+---4+——In n) este constanta lut FEuler.
n

n—00 2

Demonstratie. Sa remarcam pentru inceput ca produsul infinit din membrul
drept al egalitatii (6) converge pentru orice x € R deoarece seria

[e.¢]
TN ema/n _ )
(7) 3 ((1 + n) e 1
n=1
este absolut convergenta. In adevar, un calcul simplu arata ca

O i I
N |

. 1+tx)e ¥ —1 2
1
150 12

Cum seria ) 7, n% este convergenta (a se vedea, de exemplu, aplicatia 7.2.4),
criteriul comparatiei asigura absolut convergenta seriei (7).
Tinadnd seama de formula (1) a lui Gauss, avem
1 zx+1)---(x+n
et )t

I'(x) n—roo n!n®

n—o00 1 2 n
x

n
— Lim xem(l—i—%—‘rw—{-%—lnn) H (1 4 %> e—x/k‘

n—oo

o

= ge’® H <1 + %) e/,

k=1
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10.3 Teorema lui Bohr—Mollerup

Rezultatul de mai jos a fost stabilit de matematicienii danezi Harald Bohr si
Johannes Mollerup in anul 1922. El arata ca proprietatile 1°-3° din teorema
10.1.1 definesc functia gama.

10.3.1 Teorema. Daca f : (0,00) = (0,00) este o functie care indeplineste
urmatoarele conditii

i) f1)=1;
(ii) f(z+1) =z f(x) pentru orice x € (0,00);
(iii) f este log-convezd pe (0,00),

atunci f =T.

Demonstratie. Din ipotezele (i) si (ii) rezultd imediat (prin inductie dupa n)
ca f(n+1) = n! oricare ar i n = 0,1,2,.... Pentru orice n > 0 si orice
xz € (0,1] avem n+x = (1 —z)n + x(n + 1). In baza lui (iii) deducem ca

Inf(n+z)<(l—2z)Inf(n)+2zlnf(n+1),

adica -

Fnta) < fo0 st 17 = () ()"
Deducem de aici ca
(1) f(n+z) <nln®1L
Analog, combinatia convexa n +1=xz(n+z) 4+ (1 —z)(n + z + 1) implica
2) nl=fn+1)<fn+a)fn+z+1)""=fn+2)(n+2)""
Combinand inegalitatile (1) si (2), obtinem
(3) nl(n+ )" ' < f(n+z) <nln* L.

Dar, prin iterarea lui (ii), avem f(n+z) = x(x+1)--- (x4+n—1)f(x). Aceasta
egalitate Impreuna cu (3) implica

n!n® n+az\”’ nln n+w
x(m+1)(:ﬂ+n)< n ) Sf(w)gx(:c—l—l)--(x—i—n)' n

Facand n — oo si tinand seama de teorema 10.2.1, conchidem ca f(x) = I'(z)
pentru orice x € (0,1]. Validitatea acestei egalitati se extinde imediat de la
(0,1] la (0,00), intrucat avem f(x + 1) = zf(z) si I'(z + 1) = 2T'(z) pentru
orice x > 0. g

x
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10.4 Probleme

1. Fie r, s,t numere intregi nenegative astfel incat » + s < ¢. Sa se demon-

streze ca
u (s)( t )‘1 t+1 <t—s)_1
kz_o k) \r+k t+1—s r

Concursul William Lowell Putnam 1987, problema B2

2. Sa se demonstreze ca pentru orice m € N are loc egalitatea

2 1
= KR m()

W. Stanford, Amer. Math. Monthly, problema 11509 [2010, p. 558]
3. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N are loc egalitatea
i(_l)k an\ (207" 1
2k ) \ k o 2n—17
k=0
WMC Problems Group, Amer. Math. Monthly, pb. 10494 [1996, p. 74]

4. Fien € N si fie ap = (Z)_l, b, = ok—n pentru k € {1,2,...,77,}. Sa se
demonstreze ca

ap — by a2—b2+' an—bn:

.. 0.
1 2 + n
IMC 2002
5. Fiind dat n € N, sa se demonstreze ca
Sl
n _
k=1 k(k) 2n k=1 k
k impar
G. Galperin, H. Gauchman, Amer. Math. Monthly, pb. 11103 [2004, p.
724]
6. Fie C, cel de-al n-lea numar al lui Catalan, C,, = %—i—l (27?) Sa se demon-
streze ca:

a) ZZO:O%—Z =5+ 3m
b) Yooty & =22+ 83
D. Beckwith, Amer. Math. Monthly, problema 11765 [2014, p. 267]
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aitas+---+an

p . Sa se demonstreze ca

7. Fie a1, aq9,...,a, € (0,00) si fie a =
T'(a1) @) (ap) @) ... T(a,) @) > en(T@-1).
Z. F. Starc, Amer. Math. Monthly, problema 10549 [1996, p. 695]

8. a) Fiind dat numarul intreg nenegativ k, sa se calculeze

n Lot n
"113010(2(7:)21)'/0 (z(1—=2)) z* dz.

b) Fiind data o functie continua f[0,1] — R, sa se calculeze

'/0 (z(1 —2))" f(z)dz.

SEEMOUS 2009

9. Sa se calculeze produsul infinit

ﬁ n+z+1\" o(22=2n+1)/(2n)
n+z '

n=1

P. Bracken, Amer. Math. Monthly, problema 11612 [2011, p. 937]

10. Fiind dat numarul real a € (0, 00), sa se determine b € [0, 00) astfel ca

Y b
lim (142" de=1.

Y—00 0

Olimpiada judeteana, 2019/4
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10.5 Solutii

1. In baza formulei (7) din sectiunea 10.1, avem

zs: (Z> (r th k:> - ZS: (Z) (t+1) /01 2R — )R e

k=0 k=0

(t+1) /01957“(1 —x)t—’“i: (Z) (1:;);@ da

k=0

= een [ (102w

1—=x

1
= (t+1)/0 " (1—x) " da

1 t—s\ 1
= (t+1) —— .
(t+1) t—s—i—l( r>

2. Mai general, fiind date numerele naturale m, M si N, cu proprietatea ca
m < M < N, are loc egalitatea

<Ny GO 1
2 E) T e

Lasam in seama cititorului sa demonstreze ca aceasta egalitate este echivalenta
cu cea din problema anterioara, sau sa o demonstreze folosind aceeasi metoda.

3. Notam cu S, suma de evaluat. Tinand seama de formula (7) din sectiunea
10.1, avem

S, = i(_nk(‘;’;) (2n+1)/01xk(1—:v)2"_kdx

k=0
_ 12”4”_kk_2n7k
= (2n—|—1)/0 {]%(%)( DFak(1 - z) dz
2n+1

o /01 (VT=2+1v8)" + (VI—2 - ive) "} do.

Deoarece

\/1—xii\/§:cos<arctg f)iisin(arctg 1x >,
Vi1-—z —x
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1
Sn=(2n+ 1)/ cos (4narctg1/ < ) dz.
0 1—=x

Facand substitutia arctg, /%= = t, obtinem

rezulta ca

s

S, = (2n+1) /2 cos(4nt) sin(2t) dt
0

n+1 [z
= n2—i— /2 (sin(4n + 2)t — sin(4n — 2)t)dt
0
B 1
- 2n—1

4. Egalitatea din enunt se poate rescrie sub forma

nak nbk, n 1 n2k._n
SE=E o Ygm-
kzlk 1k klk(k) k=1 k
1 = 2k
<:> i — _
IR
1 —1 n k
n—1 n 2
© Z(k) =
k=0 k=1

Vom demonstra aceasta ultima egalitate cu ajutorul formulei (7) din sectiunea

10.1. Avem
n—1 n 1 —1
- _ n 1-k
() - E / i

]

k=0
n
e (05)
0 11—z
= n — dX.
0 1—-2x

Facand in integrala din membrul drept schimbarea de variabila 1 — 2z = ¢,
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obtinem

La+or—@a—-t»

nil n—1\"! B n
k T ontl 1 t
k=0
n La4+or—1 o R §
= o (/_175 dt+/_1t dt>

n ! k ! k
= - /_1(14—2&) dt+/_1(1—t) dt>

2k+1 n n Qk
= 2 _rN e
on+l k+1 27 k
k=0 k=1

dt

—

[y

3

5. Solutia acestei probleme este similara cu cea a problemei anterioare.

6. Mai general, pentru orice numar real a € (0,4), notam

n

s(a) == Z g— .
n=0 "

oo ~1

2

Atunci s(a) = g (n+ 1)a”< n) . Tinénd seama de formula (7) din sectiu-

n
=0

nea 10.1, avemn

[e.9]

1
s(a) = Z(n +1)(2n+ 1)(1”/0 2"(1 — )" da.

n=0

Avem

(n+1)(2n+1)a"(z(1—2))" < (n+1)(2n+1) (%)n pentru orice z € [0, 1].

. v o0 a\n v oA
Deoarece seria numericd Y o ((n+1)(2n + 1) (§)" este convergentd, in baza
criteriului lui Weierstrass de convergenta uniforma deducem ca seria de functii

o0

Z(n +1)(2n + 1)a" (z(1 — z))"

n=0

converge uniform pe [0, 1]. Drept urmare, avem

1 o©
s(a) = /0 2(2712 +3n+1)(az(l —z))" da.

n=0
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Tinand seama ca pentru |z| < 1 avem

s 1 d z > z+ 22
Soorl Swreptn Swes 25
_ Y _ 27 _ 3’
= 1—z" =~ (1-2) = (1—-2)
o
1+3
rezulta ca Z(2n2 +3n+1)" = (11_2;;3, deci

n=0

S(a)_/11+3ax—3aa:2 du
o (I—ar+ax?)3

Acum manual, sau cu ajutorul oricarui software de calcul simbolic, se obtine

U 14 62 — 622 3
2) = de=5+2
5(2) /0(1—23:+2x2)3 rEotyT

L1492 — 922
— dz = 22 )
$0)= [ gy o = 224 VB

7. Inegalitatea din enunt este echivalenta cu

I(a1)InT(a1) + -+ T(an) InT(ay)

(1) >T'(a) — 1.

Consideram functia f : (0,00) — R, definita prin f(z) := I'(z) InT'(z). Atunci
f = goTl, unde g(z) := xzlnx. Se constatda usor ca functia g este strict
crescatoare si convexa pe [1/e,00). Cum I' este convexa pe (0,00) si ImI" C
[1/e,00) (a se vedea observatia 10.1.2), rezultd ca f este convexa. Drept
urmare, avem

I'(ay)InT(ar) +--- +T(ay) InT(ay,)

- >T'(a)InT(a).

(2)
Se demonstreaza usor ca

zlnz >z —1 oricare ar fi z € (0, 00),
deci
(3) I'(a)InT(a) > T'(a) — 1.

Din (2) si (3) rezulta validitatea lui (1).
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8. a) Avem

(2n+1)! ! RN x7(2n+1)! 1x” Bl " da
(n1)? A(“l e == A T
~ (2n+1)! _@Cn+1)! T(n+k+1)T(n+1)
_7(71!)2 Bn+k+1,n+1)= (n!)2 . N ER ey

@n+1)! (+E)In (a4 1)-(n+k)

(n!)2 2n+k+1)! 2n+2)---2n+k+1)"
Drept urmare,

2 1!
hmw

1 - 1
/0 (z(1—2)) " dx:2—k.

b) Daci p(x) = >_}_, axz” este o functie polinomiald, atunci

n Lot n
"151010(2(71—621)'/0 (z(1—=2))"p(z) dz
= S ar lim 2o+t ! (1 —2))"z" dz
—;%%Lm o) A((1 )" 2k d
~ 1 1
:kZ:O k2k:p<2>

Acest rezultat, impreuna cu teorema de aproximare a lui Weierstrass sugereaza
ca .
2n+1)! 1
lim (+2)/ (z(1—2))" f(z)dz = f <)
n—00 (nl) 0 2
pentru orice functie continua f : [0,1] — R, egalitate care va fi demonstrata
in cele ce urmeaza. Pentru fiecare numar natural n consideram functionala
liniard Ly, : C[0,1] — R, definita prin
(2n+1)! [t
Ly(f) = ——m— (z(1—2))" f(z)dz.
(n!) 0
Fie f € C[0,1] si fie € > 0 arbitrar alese. Din teorema de aproximare a lui
Weierstrass rezulta ca exista o functie polinomiala p : [0,1] — R astfel incat
lp — flloo < €/3. Conform observatiei de mai sus, avem

lim Ly (p) =p <;> ,

n—oo
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deci exista ng € N astfel incat pentru orice n > ng sa avem

Ln(p)—pG)' <3

Atunci pentru orice n > ng avem

L) =1 (3)| < 1100 = L) + L0 =2 (5) | + o (5) =7 (5)
" L)~ 1 (5)| < IEals =0+ 5
Cum

n It n €
|Ln<f—p>|sr|f—p||oo<2(m+)2”/0 (20— 2))"de = | ~pll < &

conchidem ca }Ln(f) —f (%)‘ < e oricare ar fi n > ng. Cum ¢ a fost arbitrar,
rezulta ca limy, oo Ln(f) = f (%)

9. Raspuns:

S (n4z+1\" 1 \
1 | | rreT- (2z=2n+1)/(2n) _ _— T 1er+Dz+1+3 7
( ) < n-+z ) € o (Z + )e :

pentru orice z € C\ {—1,—-2,...}, unde 7 este constanta lui Euler.

n=1

Pentru fiecare numar natural n consideram functia definita prin

(k4 z+1\F o
Fu(2) ::H(W) eZ=m2kH)/ZR) e ¢\ {~1,-2,.. .}
k=1

Un calcul simplu arata ca

SYRNENGR R S——
1) = et |

Expresia din membrul drept poate fi rescrisa sub forma

1 n?tin! n"e "/ 2mn
(2)  falz) = : '
Vor (z4+1)(z+2)---(2+n+1) n!
(A2 AN Cognyyp) 2T E

N
el
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Tinem seama In continuare ca:

nz-i—ln!
) HIEEO(Z—l-l)(z—i-Q)-u(z—i-n—Fl):P(Z+1>

pentru orice z € C\ {—1,—2,...}, conform formulei produs a lui Gauss (teo-
rema 10.2.1);

n,—n 2
(4) lim € Ve
n—00 n!
conform formulei lui Stirling;
n+1
(5) lim <n—|—z—|—> = lim <(1 + 2 + > > =Tt
n—oo n n—oo n

oricare ar fi z € C;
"1
(6) nh_{rolo <— logn + Z k) =;

1 n 1 1
3 k=1 3 (log ntv+0o(1))
ez k e2
(7) = = ez 7o) pentru n — oo.

vn vn

Din (2)—(7) rezulta ca

1
lim f,(z2) = —=T(z+ l)ez'He”Ze%A’
n—oo

V2r

pentru orice z € C\ {—1,—-2....}, deci (1) are loc.

10. Fie functia f, definita prin

v d * d
T g ey L Y R
y=oeJo (14 29) o (I4z9)

Deoarece f este strict descrescatoare, rezulta ca exista cel mult un b € [0, 00)
pentru care f(b) = 1.

1-0
Fie u,v € (0,00). Avem B(u,v) = / t“~1(1 — ¢)v"!dt. Fdcand schim-
040
t a
barea de variabild 2 = —— <& t=-——— obtinem
1-1¢ 14 22 ’

o) xau—l
B(u,v) =a ——dz.
(u.0) /0+0 (1+zo)"t
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Q=
-m,
4
I
(=
|
Q=

Alegem u si v In asa fel incat au —1 =0si u+v = b, adica u =

Deducem ca . ) - d
By ) =a [ = ar
a a o (1422)
1

R ELCLC IS

a a

de unde

)=+ B

a

a I'(b) N I'(b)
Drept urmare, avem

=1 o F<1+i>1“<b—1>_1“(b).

a

Se constats imediat ca b = 1+ 1 verifica ultima egalitate. Conform observatiei
de la inceput, unica solutie a problemei este b =1 + %
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