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Notatii

e N, @, R — multimile numerice clasice: a numerelor naturale (fara 0), a
numerelor rationale si respectiv a numerelor reale;

e R — multimea extinsi a numerelor reale;

o R"™ — spatiul euclidian n-dimensional;

e (,, — originea lui R";

® ¢e1,6€9,...,e, — elementele bazei canonice din R";

e (z,y) — produsul scalar al vectorilor z,y € R";

e ||z|| — norma vectorului x € R™;

e d(x,y) — distanta euclidiana dintre x,y € R™;

e B(a,r) — bila deschisa de centru a si raza r;

e B(a,r) — bila inchisa de centru a si razi r;

e V(z) — familia tuturor vecinatatilor punctului z € R";
e int A — multimea tuturor punctelor interioare ale lui A;
e ext A — multimea tuturor punctelor exterioare lui A;

e cl A — multimea tuturor punctelor aderente lui A;

e bd A — multimea tuturor punctelor frontiera pentru A;

e A’ — multimea tuturor punctelor de acumulare pentru A;

[¢] — matricea aplicatiei liniare ¢;

loll — norma aplicatiei liniare (;
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Notatii

f'(x) — derivata functiei de variabild reald f in punctul z;
f'(z;v) — derivata functiei f in punctul z dupa directia v;
df(z) — diferentiala functiei f in punctul z;

J(f)(xz) — matricea Jacobi a functiei f in punctul z;

V f(x) — gradientul functiei f in punctul z;

f:]’cj (z) = a—(x) — derivata partiala in raport cu variabila z; a functiei
L
f in punctul x;

0 f
" .

(x) — derivata partiala de ordinul doi in raport cu
variabilele (x;,x;) a functiei f in punctul z;
d?f(z) — diferentiala a doua a functiei f in punctul z;

H(f)(z) — matricea hessiana a functiei f in punctul z;

k
(k) o f
fxll Tig ( ) 8xlk N 8.%'@'1
cu variabilele (x;,,...,z; ) a functiei f in punctul z;

() — derivata partiala de ordinul %k in raport

d* f(z) — diferentiala de ordinul k a functiei f in punctul z.
Part (T') — familia tuturor partitiilor lui T
||| — norma partitiei ;

P(7) — familia tuturor sistemelor de puncte intermediare asociate parti-
tiei m;

7

o(f,m, &) — suma Riemann asociata functiei f, partitiei 7 si sistemului

de puncte intermediare &;

R(T') — multimea tuturor functiilor f : 7" — R, care sunt integrabile
Riemann pe T

b1 by
/ 7, / f(x)de, / flx1,...,2p)dxy - - - da, — integrala Rie-
T T ay

an,
mann a functiei f pe intervalul compact T7

s(f,m) — suma Darboux inferioara asociata functiei f si partitiei ;



Notatii vii
e S(f,m) — suma Darboux superioara asociata functiei f si partitiei ;

° / f dz — integrala Darboux inferioara a functiei f pe T
T

° / f do — integrala Darboux superioara a functiei f pe T’
T

. /f,/f(x)da:,/--~/f(xl,...,a:n)da:1---d:cnintegralaRiemann
A A A

a functiei f pe multimea marginita A;
o V(f,A) — variatia functiei f relativa la diviziunea A;

b
. \/(f) — variatia totala a functiei f;

a

e BV([a,b],R™) — multimea tuturor functiilor definite pe [a, b] cu valori in
R", care sunt cu variatie marginita;

e BVJa,b] — multimea tuturor functiilor definite pe [a,b] cu valori in R,
care sunt cu variatie marginita;

e () — imaginea drumului ~;
e /() — lungimea drumului ~;
e [(I") — imaginea curbei I
e /(I") — lungimea curbei T’;

° / fds, / f(x)ds, / f(x1,...,x,)ds — integrala in raport cu lungimea

¥ gl
a functiei f de-a lungul drumului ~;

2

\

/ fidxy + -+ + fpdz, — integrala formei diferentiale de gradul
1nta1 f pe drumul ~;

e 0D — frontiera orientata pozitiv a multimii D;

° f — integrala formei diferentiale f pe frontiera orientata pozitiv a
D

lui D;
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Notatii
I(0) — imaginea panzei o;
Oo — bordul panzei o;
I(¥) — imaginea suprafetei 3;

/de /f z,y,z)dS — integrala in raport cu aria a functiei f pe

panza de suprafata o;

/ / Hidy Adz+ fadz Adz + fs3dax A dy — integrala formei diferen-

tiale f pe panza de suprafata o;

/ f — integrala formei diferentiale f pe lantul A.
A



Capitolul 1

Topologie in R"

1.1 Spatiul euclidian R"

1.1.1 Definitie (spatiul liniar R™). Fiind dat n € N, consideram multimea
R™ :={(21,...,2p) | Vje{l,....,n} : zj eR},

precum si operatiile

L :R" xR 5 R" VY (z,y) €ER" x R" v 2 + y € R™
S RxR"—R" V() ERxR" = -z €R",

numite adunare si respectiv inmultire cu scalari, definite in felul urmator:
dacd x := (z1,...,2n) €ER", y:= (y1,...,yn) € R" si a € R, atunci punem

(1) x4+y:=(T14+ Yy, s Tn+Yn)

si respectiv

(2) a-xi=(ax1,...,axy,).

Se verifica imediat ca aceste operatii se bucura de urmatoarele proprietati:
1°Vaz,y,2z€R" : 2+ (y+2)=(x+y)+z;
2°Vax,yeR" : z4+y=y+uz;

3° Existd un element 0,, € R™ (numit originea lui R™) asa incat z+0,, = x
oricare ar fi z € R™;
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4° Pentru orice x € R" exista un element —x € R™ (numit simetricul sau
opusul lui ) asa incat x + (—x) = Op;
5°VxeeR” : 1-x=ua;
6°Va,BeRVzeR” : a-(B-2)=(af) - z;
T Va,feRVzeR" : (a+f) - z=a-z+8-x;

8 VaeRVz,yeR" : a-(z+y)=a-z+a-y.

Originea lui R™ este unica si 0, = (0,...,0). De asemenea, simetricul
oricarui element x € R™ este unic. Daca z = (z1,...,z,), atunci —x =
(_mla cee _mn)

O multime nevida X, inzestrata cu doua operatii

+: X xX—>X Vzg,y) e X xX—ao+yeX
GRxX - X Vi) ERx X —a-zeX,

se numeste spatiu liniar peste corpul R al numerelor reale (sau spatiu liniar
real) daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(SL1) Va,y,z€ X : 2+ (y+2)=(x+y) +z;
(SL2) Vz,ye X : x4+y=y+ux;

(SL3) Exista un element Ox € X (numit originea lui X) astfel incat
x + 0x = x oricare ar fi z € X;

(SL4) Pentru orice z € X exista un element —x € X (numit simetricul
sau opusul lui z) asa Incat z + (—x) = Ox;

SLS) Vee X : 1-z=ux;

SL6) Va,feRVYzeX : a-(f-z)=(af) - x;

(SL5)
(SL6)
(SLT) Va,BeRVzeX : (a+f8)-z=a-x+ 8 x;
(SL8) VaeRVz,ye X : a-(z+y)=a-x+a-y.

o

Din proprietatile 1° — 8° rezulta ca multimea R", inzestrata cu adunarea si
inmultirea cu scalari definite prin (1) si (2), este un spatiu liniar real.

In continuare, elementele lui R™ vor fi numite vectori sau puncte, iar ele-
mentele lui R vor fi numite scalari. Produsul o -z, dintre scalarul o € R si
vectorul z € R™, se va nota simplu cu ax (adicd punctul va fi omis).
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1.1.2 Definitie (baza canonica a lui R™). Consideram vectorii

er = (1,0,0,...,0) € R",

es = (0,1,0,...,0) € R",

en, = (0,0,0,...,1) e R"™
Multimea {ej,es,...,e,} este o baza algebrica a spatiului liniar real R, nu-
mita baza canonica sau baza standard a lui R™. Orice vector © = (x1,...,Ty)

. Jints . v . . , .
din R"™ se reprezinta cu ajutorul vectorilor din baza canonica sub forma
r=ux1€1+ -+ Tpen.

1.1.3 Definitie (produsul scalar in R"). Fiex = (x1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn)
doi vectori din R". Produsul scalar dintre z si y este numarul real definit prin

(3) (T,y) == 2191 + - + TnYn.
Se constata imediat ca produsul scalar are urmatoarele proprietati:
1°Va,y,z e R" : (x+y,2) = (z,2) + (y, 2);
2°VaeRVzyeR" : (ax,y) = alz,y);
3 Va,yeR" : (z,y) = (y,x);
4° Ve R*"\{0,} : (x,z) > 0.
Din (3) rezulta ca (x,0,) = (Op,x) =0 si cd (z,z) > 0 oricare ar fi z € R"™.

Fiind dat un spatiu liniar real X, o functie (-,-) : X x X — R se numeste
produs scalar pe X, daca indeplineste urmatoarele conditii:

(PS1) Va,y,z€ X : (z+y,2) = (x,2) + (y,2);
(PS2) VaeRVz,ye X : (ax,y) = alz,y);
(PS3) Va,ye X : (z,y) = (y,7);

(PS4) Vax e X\ {0x} : {(x,z) >0.

Perechea ordonata (X, (-,-)) se numeste spatiu cu produs scalar sau spatiu
prehilbertian real.

Din proprietatile 1° — 4° rezulta ca (R",(-,-)), unde (-,-) este produsul
scalar definit prin egalitatea (3), este un spatiu prehilbertian real, numit spatiul
euclidian R"™.
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1.1.4 Teorema (inegalitatea lui Cauchy—Buniakovski-Schwarz). Pentru orice
vectori x,y € R™ are loc inegalitatea

(2, )| < V(@ 2)V/ (. y).

Demonstratie. Se va face la seminar. O
1.1.5 Definitie (norma euclidiana in R™). Functia [|-|| : R™ — [0, 00), definita
prin

4) |=z|| :==/{z,x) = /22 +---+ 22 oricare ar i x = (z1,...,2,) € R",

se numeste norma euclidiana in R". Este usor de verificat ca norma euclidiana
are urmatoarele proprietati:

1% flz]l =0 & 2 =04
2°VaeRVYzeR" : |ax| = |o|z];
32 Va,y e R" |z +yll < [lz] + lyl.-

Inegalitatea de la 3° se numeste inegalitatea triunghiului si ea este o consecinta
a inegalitatii lui Cauchy—Buniakovski—Schwarz.

Fiind dat un spatiu liniar real X, o functie || - || : X — [0, 00) se numeste
norma pe X, daca indeplineste urmatoarele conditii:

(N1) Jz]| =0 & 2 = Ox;
(N2) VaeRVzeX : |azx| =|al|z];
(N3) Va,ye X [z +yll <=l + [lyll.

Perechea ordonata (X, || - ||) se numeste spativ normat real.
Din proprietatile 1° — 3° rezulta ca (R™, || - ||), unde || - || este norma eucli-
diana definita prin (4), este un spatiu normat real.

1.1.6 Definitie (distanta euclidiana in R™). Functia d : R” x R" — [0, 00),
definitd pentru orice puncte x = (x1,...,2,) € R si y = (y1,...,yn) € R"
prin

(5) d(m,y) = Hx_yH = \/(xl _y1)2+"'+($n_yn)27

se numeste distanta sau metrica euclidiana in R". Proprietatile normei eucli-
diene garanteaza ca
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1° d(x,y) =0 & z=y;
2°Va,yeR" 1 d(z,y) = d(y, v);
3°Vu,y,z€eR" : d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2).

Fiind data o multime nevida X, o functie d : X x X — [0, 00) se numeste
metrica sau distanta pe X, daca indeplineste urmatoarele conditii:

(M1) d(z,y) =0 & x=y;
(M2) Vz,ye X : d(z,y) =d(y,z);
(M3) Va,y,z€ X : d(z,z) <d(z,y) +d(y, z).

Perechea ordonata (X, d) se numeste spatiu metric.
Din proprietatile 1° — 3° rezulta ca (R", d), unde d este distanta euclidiana
definita prin (5), este un spatiu metric.

1.2 Structura topologica a spatiului R"
1.2.1 Definitie (bile). Fiind date a € R™ si r > 0, notam

B(a,r) = {zeR"|d(z,a)<r}={zeR"||z—aqal| <r},
B(a,r) = {x€R"|d(x,a)<r}={xeR"||z—a| <r}.

Aceste multimi se numesc bila deschisa si respectiv bila inchisa cu centrul in
a si de raza r. Evident, avem a € B(a,r) C B(a,r).

1.2.2 Definitie (vecinatati). Fie x un punct arbitrar din R”. O multime
V C R” se numeste vecindtate a lui x daca exista r > 0 astfel ca B(z,r) C V.
Familia tuturor vecinatatilor lui x va fi notata cu V(x).

1.2.3 Definitie. Fie A o submultime a lui R" si fie x € R". Se spune ca x
este

o punct interior al lui A daca A € V(x), adica daca exista r > 0 astfel ca

B(z,r) C A

e punct exterior lui A dacd R™\ A € V(z), adica daca exista r > 0 astfel
ca B(z,r) CR"™\ A;

e punct aderent lui A daca V N A # () oricare ar i V' € V(z);
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e punct frontierd pentru A daca VN A # (0 si VN (R"\ A) # 0 oricare
ar i V e V(z);

e punct de acumulare pentru A daca (V N A) \ {x} # 0 oricare ar fi
Ve V(z);

e punct izolat al lui A daca exista V € V(x) astfel ca VN A = {z}.

Multimea tuturor punctelor interioare ale lui A se numeste interiorul lui
A si va fi notata cu int A.

Multimea tuturor punctelor exterioare lui A se numeste exteriorul lui A si
va fi notata cu ext A.

Multimea tuturor punctelor aderente lui A se numeste inchiderea sau
aderenta lui A si va fi notata cu cl A.

Multimea tuturor punctelor frontiera pentru A se numeste frontiera lui A
si va fi notata cu bd A.

Multimea tuturor punctelor de acumulare pentru A se numeste derivata
multimii A si va fi notata cu A’.

1.2.4 Teorema. Pentru orice multime A C R™ au loc urmatoarele relatii:
1°int AC ACclA;
2° ext A = int(R™\ A);
3° clA=R"\ int(R"\ A);
4° bd A = (clA) Ncl(R™\ A);
5° (int A) U (bd A) = cl A;

6° ;

)
int A)U (bd A) U (ext A) = R"”
)

80

(
(

7° (int A) N (bd A) =
(int A) N (ext A) =
(

9° (ext A)N(bd A) =0;
10° clA=AUA.
Demonstratie. Demonstram doar relatia 10°. Aratam mai intai ca

(1) dAC AUA.
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Fie in acest scop x € cl A arbitrar. Daca z € A, atunci z € AU A’. Daca
x ¢ A, s dovedim ca z € A’. Fie V o vecinatate oarecare a lui z. Cum
x € clA, avem VN A # (. Intrucat ¢ A, deducem ca (VN A)\ {z} # 0.
Drept urmare avem = € A’, deci x € AU A’. Asadar, incluziunea (1) are
loc. tinand seama de relatia 1°, precum si de incluziunea evidenta A’ C cl A,
deducem ca

(2) AUA CclA.
Din (1) si (2) rezulta ca relatia 10° are loc. O

1.2.5 Definitie (multimi deschise si multimi inchise). O multime A C R" se
numeste:

e deschisa dacd A € V(x) oricare ar fi x € A, adica daca pentru orice
x € A exista un r > 0 asa Incat B(x,r) C A;

e inchisa daca multimea R™ \ A este deschisa.

1.2.6 Exemplu. Daca a € R” si r > 0, atunci bila deschisa B(a,r) este o
multime deschisi, iar bila inchisia B(a,r) este o multime inchisa. In adevér,
pentru orice € B(a,r) avem |z — al| < r. Notand ' :=r — ||z — a|| > 0,
se aratd usor ca B(z,r') C B(a,r), deci B(a,r) este multime deschisd. De
asemenea, pentru orice punct € R" \ B(a,r) avem |z — a| > r. Notand
v = ||z —al| —r > 0, se arati usor ci B(z,7’) C R"\ B(a,r). Prin urmare,
multimea R"™ \ B(a,) este deschisa, deci B(a,r) este o multime inchisa.

1.2.7 Propozitie. Daca A este o submultime a lui R", atunci int A este o
multime deschisa, iar cl A este o multime inchisa.

Demonstratie. Fie x € int A. Atunci existd un r > 0 astfel incat B(z,r) C A.
Dovedim ca B(x,r) C int A. Fie in acest scop y € B(x,r). Atunci avem
|y — x| <. Notand 7' := r — ||y — || > 0, are loc incluziunea

B(y,r") € B(z,r) C A,

deci y € int A. Prin urmare, exista pentru fiecare € int A un r > 0 astfel ca
B(z,r) Cint A. Aceasta Inseamna ca int A este multime deschisa.

Conform relatiei 3° din teorema 1.2.4 si a celor stabilite mai sus, multimea
R"™\ cl A = int(R™\ A) este deschis, deci multimea cl A este inchisa. O

1.2.8 Teorema (caracterizarea multimilor deschise). Fiind datd o multime
A CR", urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1° A este deschisd.
2° Are loc egalitatea int A = A.
3° Are loc egalitatea ANbd A = 0.

Demonstratie. 1° = 2° Conform teoremei 1.2.4, avem int A C A. Pe de alta
parte, deoarece A este deschisa, pentru fiecare x € A existd un r > 0 astfel
incat B(z,r) C A. Deci fiecare punct x € A este interior lui A. In consecinta,
avem int A = A.

2° = 3° Daca int A = A, atunci in baza relatiei 7° din teorema 1.2.4 avem
ANbdA = (int A)N (bd A) = 0.

3° = 1° Presupunem ci& ANbdA = 0, dar A nu este deschisid. Exista
atunci un punct zo € A cu proprietatea ca B(xg,r) € A oricare ar fi r > 0.
Rezultd de aici cd B(zo,r) N (R™\ A) # 0 oricare ar fi r > 0. Pe de altd parte,
mai avem si g € B(zg,r) N A oricare ar fi 7 > 0. In consecintd, trebuie sa
avem xg € bd A, deci g € ANbd A, ceea ce contrazice presupunerea facuta.
Contradictia obtinuta arata ca A este deschisa. O

1.2.9 Teorema (caracterizarea multimilor inchise). Fiind data o multime
A CR", urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° A este inchisa.

2° Are loc egalitatea c1 A = A.
3° Are loc incluziunea bd A C A.
4° Are loc incluziunea A’ C A.

Demonstratie. 1° = 2° Daca A este inchisa, atunci R \ A este deschisa, deci
int(R™\ A) = R"™\ A, conform teoremei 1.2.8. Folosind acum afirmatia 3° din
teorema 1.2.4 deducem ca

clA=R"\int(R"\ A) =R"\ (R"\ 4) = A.

2° = 1° Daca A = cl A, atunci multimea A este inchisa, conform propozi-
tiei 1.2.7.

2° = 3° Din 2° si afirmatia 5° a teoremei 1.2.4 rezulta ca

A=clA=(int A) U (bd A),
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deci bd A C A.
3° = 2° Din 3° si afirmatiile 1° si 5° ale teoremei 1.2.4 rezulta ca
clA=(int A)U(bdA) C A CclA,

deci cl A = A.

2° = 4° Din 2° si afirmatia 10° a teoremei 1.2.4 rezulta ca A = clA =
AUA deci A’ C A.

4° = 2° Din 4° si afirmatiile 1° si 10° ale teoremei 1.2.4 rezulta ca
clA=AUA CACclA,
deci cl A = A. O

1.2.10 Teorema. Familia T, a tuturor submultimilor deschise ale lui R", se
bucura de urmatoarele proprietati:

1°PpeT siR*eT.
2° Oricare ar fi familia (G;)icr, de multimi din T, avem U;je1G; € T .
3° Pentru orice multimi G1,G2 € T, avem G1 NGy € T.

Demonstratie. Imediata. O

1.2.11 Observatii. a) Fiind data o multime arbitrara X, se numeste topologie
pe X orice familie 7 C P(X), de submultimi ale lui X, care indeplineste
urmatoarele conditii:

(T) DeTsi X eT,
(T2) Oricare ar fi familia (G;);cs, de multimi din 7, avem U;e1G; € T;
(T3) Pentru orice multimi G1,G2 € T, avem G1 NG € T.

Perechea ordonata (X, 7) se numeste spatiu topologic.
Din teorema 1.2.10 rezulta ca familia 7, a tuturor submultimilor deschise
ale lui R”, este o topologie pe R™, numita topologia euclidiand.

b) Familia 7%, a tuturor submultimilor inchise ale lui R", se bucura de
urmatoarele proprietati:

1°0eT*siR" €T



10 1 Topologie in R™

2° Oricare ar fi familia (F;);er, de multimi din 7%, avem N1 F; € T
3° Pentru orice multimi Fy, Fy € T*, avem Fy U Fy € T*.

c) Intersectia unei familii oarecare de multimi din 7 nu apartine, in general,
11

lui 7. De exemplu, multimea Gy, := (_E’ E) este deschisa in R pentru fiecare

k €N, dar () G = {0} este inchisa in R.

k=1
De asemenea, reuniunea unei familii oarecare de multimi din 7 nu aparti-
ne, in general, lui 7*. De exemplu, multimea F} := [—1 + i, 1-— i} este

(o.¢]
inchisa in R pentru fiecare k € N, dar U F;, = (—1,1) este deschisa in R.
k=1

1.3 Siruri de puncte in R"

1.3.1 Definitie (siruri convergente in R™). Orice functie f : N — R™ se
numeste sir de puncte din R". Daca f(k) = z; € R" pentru k € N, atunci
sirul va fi notat (xj)ken sau, simplu, (zx). Fiecare termen zj al sirului fiind
un punct din R", este de forma zy = (xg1, T2, .- ., Thn)-

Fie (z) un sir de puncte din R” si fie x € R". Se spune ca (xy) converge
catre x (sau ca x este o limita a sirului (zy)) daca

Ve>03koeNai Vi>ky : |z — o <.

Se constata imediat ca un sir de puncte din R" are cel mult o limita. In
cazul In care aceasta exista, sirul se numeste convergent. Faptul ca sirul (zy)
converge catre x va fi notat prin () — x sau lim zj = x.

k—o0

1.3.2 Teorema. Fie (vy) un sir de puncte din R" si fie x € R". Atunci
() >z < lim |z — x| = 0.
k—o0
Demonstratie. Evidenta. O

1.3.3 Teorema. Fie (xy) si (yx) siruri convergente de puncte din R", fie
x = lmg o0 Tk, Y = limg_00 Yk, fie (o) un sir convergent de numere reale
st fie o := limy_, o0 . Atunci
lim (zp +yx) =z +y st lim (agxr) = az.
k—00 k—o00

Demonstratie. Imediata. O
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1.3.4 Teorema. Fie (xy) un sir de puncte din R", xy = (zg1, ..., Tk,) (K € N)
si fiex = (T1,...,%n) € R". Atunci

limz,=2 < Vje{l,...,n} : lim zy =7;.
k—o00 k—o00

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca limy_,., x5 = . Conform teore-
mei 1.3.2 avem atunci limg_, ||zx — Z|| = 0. Deoarece

2k — 2| = V(wr1 — 21)2 + (2r2 — B2)2 + - + (2hn — Tn)? > |23j —

pentru fiecare j € {1,...,n}, rezulta ca limy_, |71 — ;| = 0, adica
lim x; = Z; pentru orice j € {1,...,n}.
k—o00

Suficienta. Admitem acum ca limy_, 71; = Z;, adica

lim |z —Z;| =0 pentru orice j € {1,...,n}.
k—oo
Deoarece
n n
k=2l = | D (2 — )2 <Y lawg — &1,
j=1 j=1
deducem ca limy_, ||z — Z|| = 0, deci limg_00 xx = T, conform teoremei
1.3.2. ]

1.3.5 Definitie (siruri fundamentale in R™). Un sir (xj), de puncte din R"
se numeste fundamental (sau sir Cauchy) daca

Ve>03koeNai Vi >k : |og— | <e

1.3.6 Teorema. Fie (zy) un sir din R™, xp, = (xg1,...,2k,) (K € N). Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° Sirul (xy) este fundamental.

2° Pentru fiecare j € {1,...,n}, sirul de numere reale (xy;) este funda-
mental.

Demonstratie. 1° = 2° Presupunem ca (zj) este fundamental. Fie j €
{1,...,n} fixat. Pentru a dovedi ca sirul (xy;) este fundamental, fie ¢ > 0.
Exista atunci un kg € N asa incat pentru orice k, £ > ko sa avem ||z — || < e.
Deoarece

lzk — zell = V(2 — 2a1)2 + -+ 4 (@0 — Tn)? > |2k — 2451,
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deducem ca |ry; — x¢j| < € pentru orice k,¢ > kg. Drept urmare, sirul de
numere reale (zy;) este fundamental.

2° = 1° Fie € > 0 oarecare. Pentru fiecare j € {1,...,n} exista un k; € N
astfel ca

£ :
|z; — 05| < — pentru orice k, € > k.
n

Notand ko := max{ki,...,k,}, avem
n n
ok — well = | D (@ry — 2e))? <Y Jany — ws| <,
j=1 J=1
oricare ar fi k, £ > ko. In consecintd, sirul (zj) este fundamental. O

1.3.7 Teorema (A. L. Cauchy). Un sir de puncte din R™ este convergent
daca st numai daca el este fundamental.

Demonstratie. Fie (xr) un sir din R", xp, = (2k1, ..., Zkn) (k € N). Avem
(x1) convergent <V je{l,...,n} sirul (x1;) este convergent
& Vje{l,...,n} sirul (z4;) este fundamental

< () fundamental,

cele trei echivalente fiind justificate de teorema 1.3.4, teorema lui Cauchy
pentru siruri de numere reale si respectiv teorema 1.3.6. O

1.3.8 Teorema (caracterizarea secventiala a punctelor aderente). Fie A o
submultime a lut R". Un punct x € R" este aderent lui A daca si numai daca
exista un sir (zx), de puncte din A, care converge cdtre x.

Demonstratie. Necesitatea. Daca x € cl A, atunci pentru orice k& € N avem
B (z, 1) NA# (. Pentru fiecare k € N alegem x5, € B (z, 1) N A. Atunci (z)
este un sir de puncte din A cu proprietatea ||z — x| < 1 oricare ar fi k € N.
In baza teoremei 1.3.2 rezulta ca (z) — x.

Suficienta. Admitem ca exista un sir (zy), de puncte din A, care converge
catre . Fie V o vecinatate arbitrara a lui z. Exista atunci » > 0 in asa fel
incat B(z,r) C V. Cum (zx) — x, exista un kg € N astfel ca ||z — x| < r
oricare ar fi k > ko. Atunci pentru orice k > ko avem z € B(z,r) C V si
xp € A, deci VN A # (). Intrucat V' a fost arbitrara, deducem ca z € clA. [
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1.3.9 Consecinta (caracterizarea secventiala a punctelor de acumulare). Fie
A o submultime a lui R™. Un punct x € R" este punct de acumulare al lui A
dacd si numai dacd exista un sir (xy), de puncte din A\ {x}, care converge
catre x.

Demonstratie. Rezultd din teorema 1.3.8, tindnd seama ci x € A’ daci si
numai dacd x € cl (A \ {z}). O

1.3.10 Consecinta (caracterizarea secventiald a multimilor inchise). O mul-
time A C R™ este inchisa daca si numai daca pentru orice sir convergent de
puncte din A, limita sa apartine lui A.

Demonstratie. Se aplica teorema 1.3.8 si teorema 1.2.9. ]

1.4 Multimi compacte in R"

1.4.1 Definitie (multimi compacte). Fie A C R™. Se numeste acoperire
a multimii A orice familie (A;);cr, de submultimi ale lui R", pentru care
A C J;er Ai- Acoperirea (A;);er se numeste deschisa daca toate multimile
A; (i € I) sunt deschise.

O multime A C R" se numeste compacta daca din orice acoperire deschisa
a sa se poate extrage o subacoperire finita, adica daca pentru orice acoperire
deschisa (4;)icr a lui A existd o submultime finita J a lui I cu proprietatea
ca A - Uie J Az

Evident, orice multime finita A C R™ este compacta.

1.4.2 Exemplu. O multime A C R" se numeste hipercub inchis daca este de

forma A = [a1,b1] X [a2,b2] X -+ X [an, by], unde ay,by,as,ba,...,ap,b, € R,
ai <b1,a2<b2, . an < by, §ib1—a1:b2—a2:---:bn—an.

Vom dovedi in cele ce urmeaza ca orice hipercub inchis din R™ este o
multime compacta. Facem demonstratia doar in cazul particular n = 2

(demonstratia pentru n arbitrar este, In esenta, aceeasi, fiind Insd putin mai
dificil de redactat). Fie asadar A = [a1, b1] X [ag, bo] si fie £ = by —a; = by — as.

Presupunem prin absurd ca multimea A nu este compacta, adica exista o
acoperire deschisa (G;)ier a lui A, din care nu se poate extrage nici o suba-
coperire finitd. Cu ajutorul centrului sdu, impartim patratul A in 22 patrate:

b b b b
|:CL1, al—gi— 1} X |:a2, a2—2‘r 2] ) |:a1—2i- L 7b1} X [a27 a2-2i- 2] 5

b b b b
an, 58] e [t ], [0 [0 ].
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Cel putin unul dintre aceste 22 patrate nu poate fi acoperit cu un numér finit
de multimi din familia (G;)ier. Fie A1 = [a11,b11] X [a21, b21] un asemenea
patrat, unde
14
a; <app <byp <by, az <ag < bgy < by, bll_a11:b21_a21:§-

Cu patratul A; se procedeaza ca si cu A. Se descompune A; cu ajutorul
centrului siau in 22 patrate. Cel putin unul dintre aceste pitrate nu poate fi
acoperit cu un numar finit de multimi din familia (G;)ier. Fie Aa = [a12, b12] X
[a22, bao] un asemenea patrat, unde

a11 < arz < b2 <bi1, a9 <agy < by < by, b2 —ai2=0by —ax= 52

Continuand rationamentul, obtinem inductiv un sir Ay = [a1x, bix] X [a2k, bok]
de patrate cu urmatoarele proprietati:

a) A C A oricare ar fi k € N;

b) niciunul dintre patratele Ay (k € N) nu poate fi acoperit cu un numar
finit de multimi din familia (G;)er;

c) sirurile (ayx) si (agx) sunt crescatoare, sirurile (byg) si (boy) sunt des-
crescatoare si

L .
b1 — a1 = bag, — ag, = oF oricare ar fi k € N.

Exista asadar x], x5 € R cu proprietatea

[e.e] o0
{a1}t = ﬂ [ark, bik] 51 {23} = ﬂ [agk, bak].
k=1 k=1
Notand z* := (z7,2%), avem atunci z* € (), Ay € A. Cum (Gj)ier este

o acoperire a lui A, exista un ig € I astfel ca z* € G;,. Deoarece G;, este
deschisa, exista r > 0 asa incat B(z*,7) C G;,. Alegem un k € N in aga fel
incat v/2¢/2% < r. Pentru orice punct z = (21, 22) € Ay, avem

¢ . !/
\iﬁl—fﬂﬁbm—am:ﬁ si \fUQ—SUZISka—a%:?k-

Urmeaza de aici ca

V20
o ="l = /(o1 = @) + (@2 — a)? < = <,
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deci Ay C B(z*,r) C G,,. Prin urmare, patratul Ay poate fi acoperit cu o
multime din familia (G;)ier, In contradictie cu constructia sirului de patrate
(Ag). Contradictia obtinuta aratd ca multimea A este compacta.

1.4.3 Definitie (multimi marginite). O multime A C R" se numeste margi-
nitd daci existd a € R™ si v > 0 astfel ca A C B(a,r). Evident, toate bilele
inchise si toate bilele deschise din R" sunt multimi marginite. De asemenea,
orice submultime a unei multimi marginite din R" este marginita.

1.4.4 Teorema (caracterizarea multimilor compacte). Fiind data o multime
A CR", urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° A este compacta.

2° Orice submultime infinita a lui A are cel putin un punct de acumulare
care apartine lui A.

3° A este secvential compacta, adica orice sir de puncte din A are un subsir
convergent catre un punct din A.

4° A este marginita si inchisda.

Demonstratie. 1° = 2° Admitem ca A este compacta. Presupunem prin ab-
surd ca exista o multime infinita Ag C A care nu are niciun punct de acumulare
apartinand lui A. Aceasta inseamna ca pentru fiecare z € A exista un r, > 0
incat B(x,ry) N A\ {z} =0, deci

B(xz,rz) N Ay C {z} oricare ar iz € A.
Familia (B (x, 7“:,3))m c4 este o acoperire deschisd a lui A. Intrucat A este com-

m
pacta, exista x1,...,x, € A in asa fel incat A C U B(zj,74;). Atunci avem
Jj=1

AO :AﬁAO - 6 (B(xj,rrj)ﬂA()) - {:L‘l,...,xm},
j=1

ceea ce este absurd, ciaci Ag este infinita.

2° = 3° Fie (zx) un sir arbitrar de puncte din A si fie Ap multimea
termenilor sirului, Ay := {zx | ¥ = 1,2,...}. Dacd multimea Ay este finita,
atunci cel putin unul dintre termenii girului se repeta de o infinitate de ori. Prin
urmare, in acest caz sirul (z3) poseda un subsir convergent catre un punct din
A si anume un subsir constant. Presupunem in continuare ca Ag este infinita.
Conform ipotezei 2°, multimea A poseda cel putin un punct de acumulare
x € A. Atunci orice vecinatate a lui 2 contine o infinitate de termeni ai sirului
(7x). Construim un subsir (zy,) al sirului (z) in felul urmator:
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e alegem k; € N astfel ca zy, € B(x,1);

e de indata ce k; € N a fost construit deja, alegem k;j11 > k; in asa fel
Incat xy, , € B (x, J%)

Cum ||z, — z|| < 1/j oricare ar fi j € N, rezulta in baza teoremei 1.3.2 ca
(zg;) — =

3° = 4° Presupunand ci A nu este marginita, avem A ¢ B(0,, k) oricare
ar fi k € N. Prin urmare, pentru fiecare k € N existd un punct z; € A cu
|zk|| > k. Conform ipotezei 3°, sirul (x%) are un subsir (xy; ), convergent catre
un punct z € A. Avem atunci lim;_, [z, — | = 0, conform teoremei 1.3.2.
Pe de alta parte, avem

lzk, — x|l = |z, || = l|2]| > k;j — [|z]| pentru orice j € N.

Cum lim;, k; = 00, deducem ca lim; ., || 7%, — || = 00, ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arata ca A este marginita.

Pentru a dovedi ca A este inchisa, folosim consecinta 1.3.10. Fie (z) un sir
convergent arbitrar de puncte din A si fie z € R” limita sa. Conform ipotezei
3°, sirul (z1) are un subsir convergent catre un punct din A. Limita acestui
subsir fiind z, rezulta ca x € A. Prin urmare, A este inchisa.

4° = 1° Admitem ca A este marginita si inchisa. Exista atunci un r» > 0
in asa fel incat A C [—r,7]". Pentru a dovedi ca A este compacta, fie (G;)ies 0
acoperire deschisa a lui A. Atunci (G;);er U{R™\ A} va fi o acoperire deschisa
a hipercubului inchis [—r,r]". Acesta fiind o multime compacta (a se vedea
exemplul 1.4.2), exista o multime finita J C I astfel ca

[—r,7]" C (R™\ A) U (U Gi> .
ieJ
Intrucat A C [—r,r]", rezulta ca A C J,c; G, adica (G;)ies este o sub-
acoperire finita a acoperirii (G;)ier. In consecintd, multimea A este com-
pacta. ]

1.4.5 Observatii. a) Echivalenta 1° < 3° din teorema 1.4.4 este cunoscuta
in literatura de specialitate sub numele de , teorema de compactitate metrica
a lui Hausdorft”. Ea este valabila nu doar in R" ci in orice spatiu metric.

b) Echivalenta 1° < 4° din teorema 1.4.4 este cunoscuta in literatura
matematica sub numele de , teorema lui Borel-Lebesgue”. Ea este valabila in
R™ precum si in orice spatiu normat finit dimensional, dar nu si intr-un spatiu
metric arbitrar.
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1.5 Probleme

1.

Fie a = (3, —2, —4) € R3si b = (8, 6, 3) € R3. Si se determine a + b,
a — ba _3a+ b7 <a7 b>7 HGH, ”b||7 d(av b)

. Sa se demonstreze inegalitatea lui Cauchy-Buneakovski-Schwarz:

vV ox,y e R" [(z, y)| < V{z, 2)\/ (Y, ¥)-

. Sa se demonstreze identitatea paralelogramului:
VoayeR" : lz+yl?+ e —yl® = 2]z + 2lly)*.

. Fie z,y € R™ astfel incat vectorii « + y si  — y sunt ortogonali. Sa se

demonstreze ca ||z|| = ||y||.
. Fie a, b, ¢ vectori nenuli in R? astfel ca ¢ = ||a| b+ ||b]| a. S& se demon-

streze c& m(a, c) = m(b,c).
. Fie m € Nsi fie z1,...,z,, € R" astfel ca

llxi]| =1 oricare ar fii € {1,...,m}
si
|w;i — x| =1 oricare ar fii,j € {1,...,m}, i # j.
Sa se demonstreze ca multimea {x1, ...,z } este liniar independenta.
Concursul Traian Lalescu, UBB, etapa locala, 2013

. Fie {i,j, k} baza canonici a spatiului R>.

a) Sa se demonstreze ci daca a, b, c € R3 satisfac inegalitatea
2 2 2
lal[* + [1B]" + flell” < 1,
atunci {i +a, j + b, k + c} este bazd in R3.
b) Si se demonstreze ci daci a, b, c € R? satisfac inegalitatea

cos(a, i) + cos(b, j) + cos(c, k) > g ,

atunci {a, b, c} este baza in R3.

Concursul Traian Lalescu, UPB, etapa locala, 2010
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. Fie H o matrice de tipul n x n cu elemente din multimea {—1,1}, ale

carei linii sunt ortogonale doua cate doua. Presupunem ca exista in H
o submatrice de tipul a X b cu toate elementele 1. S se demonstreze ca
ab < n.

Concursul William Lowell Putnam 2005

. Fiind date numerele reale p,q > 1, cu proprietatea % + % = 1, sa se

demonstreze ca:

1° Are loc inegalitatea lui Young

P pa
vV oa,be[0,00] : abga—+b—.
p q

2° Are loc inegalitatea lui Holder

1 1

n n P n q

V oai,...,ap,by, ... by €[0,00] : Z%%S(Zﬁ) (sz> )
k=1 k=1

Fiind dat numarul real p > 1, sa se demonstreze ca are loc inegalitatea

lui Minkowski
1 1 1
D n P n P
- ( ai) ! < bﬁ)
k=1 k=1

oricare ar fi ay,...,an,b1,...,b, € [0,00).

[Z(ak + bi)?

k=1

Fiind dat numarul real p > 1, sa se arate ca functia || - ||, : R — [0, 00),
definita prin

1
n P
Il = (Z ]xk’p> oricare ar fi x = (z1,...,2,) € R",
k=1

este o norma, numita p-norma pe R"™.

Fie X un spatiu liniar real si || - || : X — [0,00) o norma pe X. Se spune
cd norma || - || provine dintr-un produs scalar daca exista un produs
scalar (-,-) pe X, cu proprietatea ||z|| = /(x, z) pentru orice x € X. Sa
se demonstreze ca p-norma || - ||, pe R", unde p > 1 si n > 2, provine
dintr-un produs scalar daca si numai daca p = 2.
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. Sa se demonstreze ca functia || - ||oc : R™ — [0, 00), definita prin
||| oo := max {|z1],...,|zn|} oricare ar fi z = (z1,...,2,) € R",

este o norma, numita norma Cebisev pe R™. Sa se arate ca norma
Cebisev nu provine dintr-un produs scalar.

Sa se demonstreze ca pentru orice x € R™ are loc egalitatea
S [zl = [|zloo-

Fie A € R™*" si fie ¢ : R” — R™ aplicatia liniara avand matricea A in
baza canonica a lui R". Sa se demonstreze ca daca

lo(z)||oo = ||z|lcc oricare ar fi z € R™,

atunci existd un numar natural m astfel ca A™ = I,,.
SEEMOUS 2007

Sa se demonstreze ca pentru orice a € R" si orice r > 0 are loc egalitatea

clB(a,r) = B(a,r).

Sa se demonstreze ca pentru orice multime A C R™ sunt adevarate
urmatoarele relatii:

1° int A C ACclA;

2° ext A = int (R™\ A);

3° clA=R"\int (R™\ A);
4° bd A = (clA) Ncl(R™\ A);

5° (int A) U (bd A) = cl 4;

6° (int A) U (bd A) U (ext A) = R";
7° (int A) N (bd 4) = 0;

8° (int A) N (ext A) = 0;

9° (ext A) N (bd A) = 0;

10° clA=AUA"

. S& se determine (cu demonstratie) punctele de acumulare ale multimii

m—+n
A= {<1+1>
m n

m,nEN} CR.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

1 Topologie in R™

Se considera submultimile lui R? definite prin

An:{<;w>‘yeﬁLHUQ}}, n=1,23,...

o0

si respectiv A = U A,,. Sa se precizeze (fara demonstratie) urmatoarele
n=1
multimi: int A, cl A, bd A si A'.

Sa se demonstreze ca pentru orice multimi A, B C R"™ au loc urmatoarele
incluziuni:

int (A\ B) C (int A) \ (int B) si (clA)\ (cIB) Ccl(A\ B).

Sa se dea exemple de multimi A, B C R" pentru care incluziunile de mai
sus sunt stricte.

Fiind date multimile A, B C R", sa se demonstreze ca:

a) Daca AU B =R", atunci (cl4) U (int B) = R™.

b) Dacd AN B =0, atunci (cl A) N (int B) = 0.

Sa se demonstreze ca pentru orice multimi A;, Ay C R" are loc egalitatea

Cl(Al U AQ) = (C] Al) U (Cl AQ)

Este adevarat ca pentru orice familie (A4;);e; de submultimi ale lui R”

are loc egalitatea
d(U&):Ud&?

icl icl
Sa se demonstreze ca pentru orice multimi Ay, Ay C R" are loc egalitatea
(A1 U Ag), = All U A/2

Este adevarat ca pentru orice familie (A4;);e; de submultimi ale lui R”

are loc egalitatea
!/
(Um):UM?

i€l el

Fie A o submultime inchisi a lui R?, cu proprietatea ci proiectia sa pe
axa Ox este marginita. Sa se demonstreze ca proiectia lui A pe axa Oy
este o multime inchisa.

Concursul William Lowell Putnam 1970/B3
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Fie (xy) si (yg) siruri convergente de puncte din R si fie x := klim T,
—00
y:= lim yg.
k—ro0

a) Sa se demonstreze ca lim d(zg,yr) = d(x,y).
k—o0

b) Sa se deduca apoi ca lim ||zk|| = ||z].
k—o0

Sa se determine

| e b))
lim \/2+\/2+--~+ 2+\/§,j§1j(j+1) )

k—o0

k radicali
unde b(j) este numarul cifrelor 1 din reprezentarea binard a lui j (de
exemplu, b(6) = b(1102) = 2, b(8) = b(10002) = 1).

Fie f : R — R o functie aditiva, adica o functie cu proprietatea

VaoyeR : fle+y)=flz)+f(y)
si fie
gr(f) :=={ (z, f(z)) €eR* | z € R}
graficul lui f. S& se demonstreze ca:

a) Daca f este continua in cel putin un punct, atunci f este continua pe
R.

b) Daca f este continua in cel putin un punct (deci pe R), atunci f(z) =
cx oricare ar fi z € R, unde ¢ = f(1).

c) Daci f este discontinu pe R, atunci clgr(f) = R?, adica gr(f) este

o submultime densa a lui R2.

Sa se dea exemplu de acoperire cu multimi inchise a lui [0, 1], din care
nu se poate extrage nicio subacoperire finita.

Fie (xf,) un sir convergent de puncte din R" si z := klim x. Sase demon-
—00

streze ca multimea A := {x} U{xy | k =1,2,...} este compacta.
Sa se demonstreze ca multimea

el

n,meN,an}

este compacta in R.
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31.

32.

33.

34.

35.

1 Topologie in R™

Fie A o submultime a lui R? si fie A; proiectia lui A pe axa Oz, respectiv
Ao proiectia lui A pe axa Oy.

a) Sa se demonstreze ca daca A este compacta, atunci A; si Ay sunt
compacte.

b) Sa se dea exemplu de multime inchisa A cu proprietatea ca A; si A
sunt ambele deschise.

c) Sa se dea exemplu de multime inchisa A cu proprietatea ca una dintre

multimile A; si Ag este inchisa, iar cealalta este deschisa.

Sa se demonstreze ca daca A este o submultime compacta a lui R"”, iar
B este o submultime compacta a lui R™, atunci multimea A x B este
compactd in R"? x R™ = R"t"™,

Fiind date multimile A, B C R", notam
A+B:={xz€eR"|JacAsidbeB : x=a+b}.

a) Sa se demonstreze ca daca una dintre multimile A si B este inchisa,
iar cealalta este compacta, atunci multimea A + B este inchisa.

b) Dati exemplu de multimi inchise A si B pentru care multimea A+ B
nu este inchisa.

Fie A si B submultimi nevide ale lui R” si fie

d(A,B) :=inf{d(z,y) |z € A,y € B}.

a) Sa se demonstreze ca daca A = {a} si B este Inchisd, atunci exista
un b € B asa incat d(A, B) = d(a,b).

b) Sa se demonstreze ca daca A este compacta si B este Inchisa, atunci
exista a € A si existd b € B asa incat d(A, B) = d(a,b).

c) Aratati printr-un contraexemplu ca afirmatia de la b) nu ramane
adevarata in cazul cand A si B sunt ambele inchise dar niciuna compacta.

Berkeley 1978

Fie A si B submultimi inchise disjuncte ale lui R”. Sa se demonstreze ca
exista submultimi deschise G si H ale lui R" astfel incat A C G, B C H
siGNH = 0.
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36. Fiind data multimea A C R™ si numarul real » > 0, notam
B:={zeR"|JacA : |lz—a| =1}

a) Sa se reprezinte grafic multimea B in cazul in care r = 1, iar A C R?
este cercul cu centrul in (0,0) si de raza 2, respectiv segmentul care
uneste punctele (0,0) si (1,1).

b) Sa se demonstreze ca daca A este inchisa, atunci si B este inchisa.

Berkeley 1989

37. (lema numarului Lebesgue) Fiind datd o multime marginita A C R”,
numarul real, definit prin

sup{d(z,y) | xz,y € A},

se numeste diametrul multimii A. Sa se demonstreze ca daca A este
compacta, iar (G;);cs este o acoperire deschisa a lui A, atunci exista un
numar real § > 0 cu urmatoarea proprietate: pentru orice submultime
B a lui A, avand diametrul cel mult §, exista un ¢ € I astfel ca B C G;.
(Orice numar § cu aceasta proprietate se numeste numdar Lebesgue al
acoperirii (G;)ier-)

Berkeley 1986, 1994, 1996

1.6 Limite ale functiilor vectoriale de variabila
vectoriala

1.6.1 Definitie. O functie f : A — R™, unde A este o submultime nevida a
lui R, se numeste functie vectoriala de variabila reala.

O functie f : A — R, unde A este o submultime nevida a lui R", se numeste
functie reala de variabila vectoriala.

O functie f : A — R™, unde A este o submultime nevida a lui R", se
numeste functie vectoriald de variabila vectoriala.

Fie A o submultime nevida a lui R” si f : A — R™ o functie vectoriala. Fie
apoi f1,..., fm : A — R functiile reale definite in felul urmator: daca x € A
si f(z) = (y1,...,ym) € R™, atunci f;j(x) := y; oricare ar fi i € {1,...,m}.
Functiile f1,..., f;, se numesc componentele scalare ale lui f. Se vede usor ca

f(z) = (fi(x),..., fm(x)) pentru orice z € A.

In continuare vom folosi notatia f = (f1,..., fm) : A = R™ atunci cand dorim
sa punem in evidenta componentele scalare ale lui f.
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1.6.2 Definitie (limita unei functii intr-un punct). Fie A C R", a € A4,
f+A—=R™ o functie si b € R™. Se spune ca b este o limita a lui f in punctul
a (sau ca f are limita b in punctul a) daca

Ve>0 36>0 ai.VeeA\{a}culz—al<d : |f(z)—b]| <e.

Se vede imediat ca f are cel mult o limita in a. Faptul ca b este limita lui f
in punctul a se va nota prin lim f(x) = b.
Tr—a

1.6.3 Teorema (caracterizarea secventiala a limitei). Fie A o submultime a
WwiR", ae A, f: A— R™ o functie si b € R™. Atunci lim f(z) = b dacd si
r—a
numai daca pentru orice sir (zx) de puncte din A\ {a}, care converge catre
a, avem lim f(xp) = 0.
k—o00

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca limg_,, f(x) = b. Fie (z3) un
sir oarecare de puncte din A\ {a}, astfel ca (x) — a. Pentru a dovedi ca
(f(xz)) — b, fie ¢ > 0 arbitrar ales. Exista atunci un 6 > 0 In asa fel incat
pentru orice z € A\{a}, cu||lz—a| < §,saavem ||f(x)—b| <e. Cum (z) — a,
exista un ko € N astfel incat pentru orice k > kg sa avem ||z — a|| < d. Drept
urmare, avem || f(zy) — b|| < € oricare ar i k > ko. Deci (f(zx)) — b.

Suficienta. Presupunand ca b nu este limita lui f in punctul a, rezulta ca
exista un € > 0 cu proprietatea ca pentru orice 6 > 0 exista cel putin un punct
x € A\ {a} astfel ca ||z —al|| < ¢ si ||f(x) —b|]| > e. In particular, pentru
d = 1/k, rezultd ca pentru fiecare k € N exista un punct z, € A\ {a} in asa
fel incat ||z —al| < 1/k si || f(zr) — b]| > . Atunci (zy) este un sir de puncte
din A\ {a} si cum limy_, [|zx — a|| = 0, avem (1) — a. Conform ipotezei
noastre, trebuie sa avem limg_,o f(x) = b, deci limy_, || f(zx) —b|| = 0. Dar
aceasta egalitate este in contradictie cu faptul ca || f(zx) — b|| > € pentru orice
k € N. Contradictia obtinuta arata ca limg_,, f(z) = b. O

1.6.4 Teorema. Fie ACR", ac€ A, b,ce R", a € R si fie f,g: A - R™
functii cu proprietatea lim f(x) = b, lim g(z) = ¢. Atunci
T—ra Tr—a

lim (f(z)+g(z)) =b+c s limaf(z)=ab.

T—ra r—ra

Demonstratie. Rezulta din teoremele 1.3.3 si 1.6.3. O

1.6.5 Teorema. Fie A C R", a € A, fie b € R,
f:A—=R, g: A— R™ cu proprietatea lim f(z) =b
Tr—a

lim f(2)g(x) = be.

c € R™ si fie functiile
si lim g(z) = c. Atunci
Tr—a
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Demonstratie. Rezulta din teoremele 1.3.3 si 1.6.3. O
lim g(z) =b
r—a

1.6.6 Observatie. In general, # lim(fog)(x) =c
lim f(y) = ¢ e
y—b

Contraexemplu: fie f,g: R — R functiile definite prin

1 dacax#0 . | 2 dacay#1
9(x) '_{ 2 daciz=0 1) '_{ 3 dacdy=1.

Atunci <
(oo = fale) ={ 5 Qs t”)

Avem lim g(z) =1, lim f(y) =2, dar lim(f o g)(z) = 3 # 2.
z—0 y—1 z—0
1.6.7 Teorema. Fie A CR", BC R" a€ A, be B, cecRPsifie
g:A— B sif:B— RP functii care indeplinesc urmatoarele conditii:
(i) lim g(z) = b si lim f(y) = ¢;
r—a y—b
(i) ezista r > 0 astfel incdt pentru orice v € A\ {a} cu ||z —a| <r sa
avem g(z) # b.

Atunci hin(f og)(z) =c.

Demonstratie. Fie (z)) un sir arbitrar de puncte din A\ {a}, cu proprietatea

ca (zr) — a. Notam yi := g(zx) (k € N). Atunci teorema 1.6.3 garanteaza ca

(yx) — b. Cum (zy) converge catre a, exista un ko € N astfel ca ||xx —al| <7

oricare ar fi k > ko. Prin urmare, avem y; = g(xg) # b oricare ar i k > ko.

Asadar, (yg)k>k, este un sir din B \ {b}, care converge catre b. Aplicand

din nou teorema 1.6.3, deducem ca lim f(yx) = ¢, adica lim (f o g)(xy) = c.
k—oo k—o0

Intrucat sirul (zy) a fost arbitrar, din partea de suficienta a teoremei 1.6.3
rezulta ca ligﬂ(f og)(x) =c. O
r—a

1.6.8 Teorema. Fie A CR", ae€ A, f: A— R™ o funclie i b € R™.
Atunci liLn f(z) = b daca si numai daca li_r>n || f(x) —b]| =0.
r—a r—a

Demonstratie. Imediata (se aplica definitia 1.6.2 functiilor f si g : A — R,

g9(x) == |[f(x) = b])). 0
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1.6.9 Teorema. Fie ACR", a€ A", f=(f1,..., fm): A— R™ o functie si
fieb:=(b1,...,by) € R™. Atunci

il_rgf(x):b < Vie{l,...,m} : lim fi(z) = b;.

r—a

Demonstratie. Se aplica teoremele 1.6.3 si 1.3.4. O

1.7 Continuitatea functiilor vectoriale de variabila
vectoriala

1.7.1 Definitie. Fie A C R" si fie a € A. O functie f : A — R™ se numeste
continud in punctul a daca

Ve>0 36>0 al.VaeeAculz—al <d : ||f(z)— fla)| <e.

1.7.2 Observatie. O functie f : A — R™ este continua in toate punctele
izolate ale lui A. In adevar, fie @ un punct izolat al lui A si fie ¢ > 0. Exista
o vecinatate V' a lui a astfel ca VN A = {a}. Alegem ¢ > 0 in asa fel incat
B(a,d) C V. Atunci B(a,0)NA = {a}, deci singurul punct x € A care satisface
|z — al|| < este x = a. Evident, pentru = a inegalitatea || f(z) — f(a)|| < ¢
are loc. In consecinta, f este continua in a.

1.7.3 Teorema (caracterizarea secventiala a continuitatii). Fie A C R™ i
fie a € A. O functie f : A — R™ este continua in punctul a daca si nu-
mai daca pentru orice sir (xy) de puncte din A, care converge cdtre a, avem

lim f(zy) = f(a).
k—o0
Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia teoremei 1.6.3. O

1.7.4 Teorema (continuitate vs. limita). Fie A CR" si fiea € ANA. O
functie f: A — R™ este continud in a dacd si numai daca lim f(z) = f(a).
r—a

Demonstratie. Necesitatea. Rezulta din teoremele 1.6.3 si 1.7.3.
Suficienta. Fie € > 0 arbitrar. Cum li_r)n f(x) = f(a), exista un § > 0
r—a
astfel incat pentru orice x € A\{a} cu ||z —a|l < J sa avem || f(z)— f(a)|| < e.
Dar aceasta inegalitate este evident adevarata si pentru = a. In consecinta,
pentru orice x € A cu ||z —al| < § avem || f(x) — f(a)|| < e. Aceasta inseamna
ca f este continud in a. O

1.7.5 Teorema. Fie ACR", ac A, f,g: A— R™ functii continue in a si
fie a € R. Atunci functiile aof si f + g sunt continue in a.
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Demonstratie. Se aplica teoremele 1.7.3 si 1.3.3. O

1.7.6 Teorema. Fie ACR", a€ A, sifief:A—R,g:A—R" functii
continue in a. Atunci si funclia fg este continua in a.

Demonstratie. Se aplica teoremele 1.7.3 si 1.3.3. O

1.7.7 Teorema. Fie ACR", ac A, BCR™, g: A— B o functie continud
ina si f:B— RP o functie continud in punctul g(a). Atunci functia fog
este continud in a.

Demonstratie. Fie (xj) un sir oarecare de puncte din A, care converge catre
a. Cum g este continua in a, in baza teoremei 1.7.3 avem (g(xy)) — g(a) =: b.
Deoarece f este continua in b, tot in baza teoremei 1.7.3 deducem ca

Jm f(g(zx)) = f(0) & lim (fog)(zx)) = (fog)(a).

Intrucat sirul (z) a fost arbitrar, partea de suficienta a teoremei 1.7.3 asigura
ca f o g este continua in a. 0

1.7.8 Teorema. Fie ACR", ac€ A sif=(fi,-..,fm): A= R™ o functie.
Atunci f este continua in punctul a daca si numai daca f; este continud in a
pentru fiecare i € {1,...,m}.

Demonstratie. Se aplica teoremele 1.7.3 si 1.3.4. O

1.7.9 Teorema. Daca A C R" este o multime compacta, iar f : A — R™
este o functie continud, atunci multimea f(A) este compactd.

Demonstratie. Fie (yi) un sir arbitrar de puncte din f(A). Pentru fiecare

k € N exista un z € A astfel ca yp = f(zr). Intrucat A este compacta,

conform implicatiei 1° = 3° din teorema 1.4.4, sirul (z)) poseda un subsir (zy;)

convergent catre un punct x € A. Continuitatea lui f in a si teorema 1.7.3

implica lim f(xy;) = f(x), adica lim yi, = f(x). Asadar, sirul (yx) poseda
j—o0 J—0

subsirul (y,), convergent catre f(x) € f(A). In baza implicatiei 3° = 1° din
teorema 1.4.4, deducem ca multimea f(A) este compacta. O

1.7.10 Teorema (K. Weierstrass). Daca A C R" este o multime compacta
nevida, iar f : A — R este o functie continua pe A, atunci f este marginita
s1 st atinge marginile.
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Demonstratie. Conform teoremei 1.7.9, f(A) este o submultime compacta a
lui R. In baza implicatiei 1° = 4° din teorema 1.4.4, rezulta ca:

e f(A) este marginita, deci f este marginita;

o f(A) este inchisa, deci f(A) isi contine atat marginea inferioara cat si
marginea superioara. Cu alte cuvinte, f isi atinge marginile. O

1.8 Probleme

1. Dati exemplu de functii f, ¢ : R — R, care indeplinesc urmatoarele
conditii:
N _ 1
(1) lim g(2) = 1
(i) lim f(y) = 2;

y—1
(i) 1im (£ o g)(x) # 2.
2. Sa se calculeze urmatoarele limite:
1)  lim (:E2 + y?) sin i;
(z,y)—(0,0) Ty

sin(xy)

2) im ;
(z,y)—(0,2) T
y _

T+ 2xy
. 2 z+y
3) hm W,
2

a > 0;
(z,y)—(a,a)

E

2 .2
lim u;
(2.)—(0,0) 22 + y?
3+ y3
m —;
(2,y)—(0,0) 22 + y2
3+ y3
11m N
(z,9)—(0,0) XY
1 —cos (x3 + y3)

Y

7 i
)<x,y)li%,o) x2 +y?

2,2

8) lim Tty ;
(z.y)—=(0,0) /1 + 22 +9y2 -1
VItaZ? -1

9)  lim vitziym =1

(@y)—00)  x24+y2
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10)

11)
12)
13)

14)

15)
16)
17)
18)
19)

20)

1 — cos (x2 —i—yz).

lim
(@y)—(00) z2y?(x? + y?)
P
lim ———
(@,y)—(0,0) z* + y*
1
lim (14 2%y?) 207,
(,)—(0,0) ( )
. rsiny —ysinx
hm —_———.
(@y)—(00)  x2+y?
Ty

li _
($7y)£r%0,0) 22 4+ y2In? (x2)

1 —cosxcosy

i
(w)o(00) 72+ 2

7

Ty — sinzsiny

lim

(z.9)—(0,0) zy(x? + y?)
lim X1 In

(Z1yeeey@n)—0n {L‘% + -4 x%
. a? - ah
lim

(11, 7xn)4>0n al “ Iy

1—cosxy

)

i

29

Virginia Tech Math Contest, 2005

n €N;

n,p € N;

-+ - COS T

(215,20 )—0n $% + -+ $%

lim

)

T+ Ty —Sinxg---sinz,

@1,mn) =0, T1 Ty (T3 + -+ + 22)

3. Fie A o submultime compacta a lui R”, fara puncte izolate, iar f : A — R
o functie avand limita finita in fiecare punct al lui A. Sa se demonstreze
ca f este marginita.

4. Fie A=10,1) x [0,1) si f: A — R functia definitd prin

unde sumarea se face pentru toate perechile de numere naturale (m,n)

care satisfac inegalitatile indicate. Sa se determine

(1= ay®) (1 — 2%y) f(z, ).

lim

(zy)—(1,1)

Concursul William Lowell Putnam 1999
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10.

11.

1 Topologie in R™

. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n > 2 exista o functie

f:R™ — R cu proprietatea ca toate cele n! limite iterate

lim  lim - lim f(x1,29,...,2,) ocesS,
Z‘G(l)—>0$a(2>—>0 a:(,(n>—>0

exista si sunt distincte doua cate doua.

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

. Fie B o submultime inchisa a lui R" si fi,..., fp,91,...,9¢ : B = R

functii continue pe B. Sa se demonstreze ca multimea
AZ{CEEB | fl(m) :0’ izlv"')p’ g](x) SO? ]: 177Q}

este Inchisa.

. Fie f : R™ — R™ o functie continua pe R" si fie B o submultime deschisa

a lui R™. Sa se demonstreze ca multimea
f7HB) = {z eR" | f(z) € B}

este deschisa in R"”.

. Fie f : R®™ — R o functie continua pe R” si fie B o submultime inchisa

a lui R™. Sa se demonstreze ca multimea
f7H(B) = {z €R" | f(z) € B}

este Inchisa in R"”.

. Sa se demonstreze ca norma euclidiana este o functie continua de la R"

in [0, 00).

Conform teoremei lui Weierstrass, daca A C R" este o multime com-
pacta, atunci orice functie continua f : A — R este marginita (si chiar
isi atinge marginile). Demonstrati reciproca: daca A este o submultime a
lui R" cu proprietatea ca orice functie continua f : A — R este marginita,
atunci A este compacta.

Berkeley 1987

Sa se demonstreze ca daca A C R” este o multime convexa, compacta,
nevida, iar f : A — R este o functie continua pe A, atunci f(A) este un
interval compact.
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12.

13.

14.

15.

16.

Fie f : [a,b] — R o functie si fie Gy = {(z, f(z)) | = € [a,b]} graficul
sau. Sa se demonstreze ca f este continua pe [a,b] daca si numai daca
Gy este o submultime compactd a lui R?. Generalizare.

Sa se determine toate functiile continue f : R? — R, cu proprietatea ci

f(x1,29) = f(x1 + 2,21 — x2) oricare ar fi (x1,x2) € R2.

Fie A o submultime compacta nevida a lui R" si f : A — A o functie cu
proprietatea

VaoycAdazty o |f(@) - fWl <lz—yl

Sa se demonstreze ca f are un unic punct fix in A.
Fie f: B(0,,1) — B(0,,1) o functie continua cu proprietatea
vV oz e B0, DN{0:} = f@)] <.

Fiind dat un punct oarecare o € B(0,,1), se construieste recursiv sirul
(zx) punand zy := f (zp_1). Sa se demonstreze ca klim = 0,,.
—00

Berkeley 1991

Fie A o submultime convexa compacta nevida a lui R" si fie f: A — A
o functie continua. Conform teoremei de punct fix a lui Brouwer, exista
cel putin un punct a € A astfel ca f(a) = a. S& se demonstreze ca
pentru orice € > 0 existd un & > 0 astfel incat oricare ar fi z € A cu
proprietatea ca || f(x) — z|| < J, existd un punct u € A in asa fel incat
f(w)=usiflz —ul <e.
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Capitolul 2

Calcul diferential in R"

2.1 Spatiul normat al aplicatiilor liniare
2.1.1 Definitie (aplicatii liniare). O aplicatie ¢ : R” — R™ se numeste
liniara daca
Va,BeR, Vr,yeR" : olazr+ By) = ap(z) + Be(y).

Notam

LR™,R™) :={p:R" — R™ | ¢ este aplicatie liniara }.
Se constata imediat ca, daca ¢ € L(R™,R™), atunci ¢(0,) = Oy, si

Ve eR" : o(—z)=—p(x).
De asemenea, se arata usor (prin inductie) ca pentru orice k € N, orice scalari
aq,...,a € R siorice puncte z1,...,z; € R" are loc egalitatea
planzy + -+ agak) = arp(z1) + -+ + ().

2.1.2 Teorema (forma generald a aplicatiilor liniare de la R™ in R™). O
aplicatie ¢ : R" — R™ este liniara daca st numai dacd exista n puncte
U1, ..., € R™ in asa fel incat

o(x) =101 + - + Tpvy  oricare ar fi x = (x1,...,Ty,) € R™.
Demonstratie. Necesitatea. Notam vy := @(e1), ..., vp = @(en), {€1,...,€n}
filnd baza canonica a spatiului R". Atunci vq,...,v, € R™ si pentru orice
x=(x1,...,2,) € R" avem

() = o(xier+ -+ anen) = zr9(e1) + - + Tnp(en)

= U1+ + TpUp.

33
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Suficienta. Fie o, f € Rsi x = (x1,...,2n), y = (Y1,--.,Yn) puncte din
R™. Atunci az + By = (ax1 + By, . . ., axy, + Byy), deci

olar+ By) = (ax1+ By)vi + - + (axy + Byn)vn

= a(zvr + -+ T00,) + BYr1v1 4 -+ Ynvn)
= ap(z) + Be(y).

Prin urmare, ¢ este liniara. O

2.1.3 Consecinta (forma generala a aplicatiilor liniare de la R™ in R). O
aplicatie ¢ : R™ — R este liniara daca si numai daca exista un punct v € R"
asa incat

o(x) = (z,v) oricare ar fi x € R™.

Demonstratie. Necesitatea. Admitand ca ¢ este liniara, in baza partii de

necesitate a teoremei 2.1.2 rezulta ca exista v, ..., v, € R astfel incat
o(z) =x1v1 + -+ - + TV, oricare ar fi x = (x1,...,2,) € R™.
Notand v := (v1,...,vp), avem v € R" si p(z) = (x,v) oricare ar fi x € R™.
Suficienta. Este evidenta. O]

2.1.4 Definitie (matricea unei aplicatii liniare). Fie ¢ = (¢1,...,¢m) €
L(R™ R™). Atunci p(ey),...,p(e,) sunt puncte ale lui R™. Fie

90(61) = (U115U127 cee )vlm)v V15 = @i(el), 1= ]-a cee, M,
p(e2) == (va1,v22, ..., V2m), V2 = @i(e2), i=1,...,m,
Sp(en) = (Unl,’l)nQ, B 7vnm)7 Uni = @i(en), i = 17 ceey, M

Construim matricea

Uil V21 ... Upl
Vg V22 ... Up2

[@] (Spl(ej))i:17m7j:17n = c Rmxn.
Ulm V2m --- Unm

Ea se numeste matricea aplicatiei liniare . Se observa ca pe prima coloana
in [p] se afla vectorul p(e;), pe coloana a doua se afla vectorul p(eq), ..., pe
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coloana n se afla vectorul ¢(e,). Pentru orice punct x = (z1,...,2,) € R"
are loc egalitatea

e1(z) T
(1) : =[el |

©m(z) Tn,

2.1.5 Observatie. Atunci cand intervine in egalitati matriciale, un punct

z1
(x1,...,2,) € R va fi identificat cu matricea coloana : € R™*1. Ast-
Tn
fel, putem scrie
Y1
Y2
<3§‘7y> = (113‘1 g ... xn) . = CCTy.
Yn

In particular, ||z||> = (z,7) = 2Tx. De asemenea, cu conventia de mai sus,

egalitatea (1) poate fi rescrisa matricial sub forma

2.1.6 Teorema. Dacd a,b € R, iar ¢, € L(R™,R™), atunci ap + by €
L(R™,R™) si are loc egalitatea [ap + b)) = a[p] + b[].

Demonstratie. Imediata. O

Din teorema 2.1.6 rezulta ca multimea L(R™,R™), inzestrata cu operatiile
de adunare a functiilor si respectiv de inmultire a unei functii cu un scalar
real, este un spatiu liniar real. In acest spatiu liniar, originea este functia
V2zeR" — 0, € R™, iar opusa unei aplicatii ¢ € L(R™,R™) este aplicatia
VaxeR" — —p(z) € R™. De asemenea, functia

Vo € LR",R™) — [p] € R™*"
este un izomorfism intre spatiile liniare reale L(R™, R™) si R"™*".

2.1.7 Teoremia. Daca ¢ € L(R™,R™) si ¢ € L(R™,RP) atunci ) o ¢ €
L(R™, RP) si are loc egalitatea [1p o p] = [¢] - [¢].

Demonstratie. Imediata. O
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2.1.8 Teorema. Aplicatia ¢ = (1,...,¢0m) : R" — R™ este liniard dacd si
numai daca toate aplicatiile 1, ..., ¢m : R — R sunt liniare.
Demonstratie. Imediata. O

2.1.9 Teorema. Orice aplicatie liniara ¢ : R™ — R™ este o functie Lipschitz.

Demonstratie. Fie x = (x1,...,zy) un punct arbitrar din R”. Avem

p(r) = p(zrer + -+ xnen) = Trp(er) + -+ + znp(en),

deci
le@l < el llg(enll +--+ laal p(en) |
<zl lieCenll + - -+ llzll leen)]-
Notand « := ||p(e1)| + -+ + |[¢(en)]|, deducem ca ||o(z)|| < «f|z| oricare ar

fi z € R™. Pentru orice z, 2’ € R"™ avem atunci

le(z) — (@) = lle(@ — 2)|| < aflz — 2|,
deci ¢ este o functie Lipschitz. O

2.1.10 Definitie (norma unei aplicatii liniare). Din teorema 2.1.9 rezulta ca
orice aplicatie ¢ € L(R™,R™) este continua pe R™. Notam

Sn_l :{(xl,,l‘n)GRn|x%++xi:]_}’

sfera cu centrul in origine si de raza 1 din R". Fiind marginita si inchisa,
S L este o submultime compacta a lui R", conform teoremei 1.4.4. Deoarece
functia V. x € R" — ||p(z)] € [0,00) este continua, in baza teoremei lui
Weierstrass putem introduce numarul real

= Imax )| .
Il = max ()]

Acesta se numeste norma aplicatiei liniare .

2.1.11 Teorema. Daca ¢ € L(R",R™) si € L(R™,RP) atunci urmatoarele
afirmatit sunt adevarate:
1 llp@)[l < llll - |zl oricare ar fi z € R™.

2° g ol <l - llell-
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Demonstratie. 1° Fie x € R". Daca x = 0, atunci inegalitatea din enunt are
loc cu egalitate. Presupunand z # 0,, notam y := ”—gch x. Atunci y € S"1,
deci

el > oty = Hw () H ~ o lel@l

In consecinti, avem [|p(2)] < [lgl| - ]|

2° Conform teoremei 2.1.7, avem v o o € L(R" RP). Fie g € S"! un
punct cu proprietatea [[(¢) o ¢)(xg)|| = ||t o ¢||. Folosind inegalitatea de la 1°
pentru ¢ in locul lui ¢ si ¢(xp) in locul lui z, avem

[0 ¢l = ¥ (e(@o))ll < (101 - lle(zo)ll < ]l - llell

g
2.1.12 Teorema. Functia || -| : L(R™,R™) — [0,00) este o norma pe spatiul
liniar real L(R™,R™).
Demonstratie. Trebuie sa aratam ca functia || - || indeplineste urmatoarele

conditii:
(N1 ol =0 & p=0.
(N2) Va eRY g e LER™R™ : Jag| = allgl;
(N3) V,¢ € LR, R™) : [lo+ 4| <ol + ¢l
(N1) Conform teoremei 2.1.11 avem
lel=0 < VazeR": px)=0, < ¢=0.

(N2) Fie mg € S" ! asa incat ||¢|| = [|¢(z0)|| Avem

oVx e (ap)(@)] = lap@)l = |alllp@)]l < lalllel,
o [[(ep)(zo)ll = lallle(zo)]| = lefllell,

deci |aff[ol] = max [[(cp)(2)]| = [lag]-
zeS™
(N3) Fie xg € S"~! astfel ca ||(¢ + ¥)(z0)| = |l + ||. Avem atunci

I + ¥l = lle(zo) + d(zo)ll < lle(@o)ll + ¥ (xo)ll < llll + [14]]-
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2.1.13 Teorema. Daca ¢ € L(R™ /R"™), atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1° ¢ este bijectiva.

2° ¢ este injectiva.

3°  este surjectiva.

4° det[p] # 0.

Demonstratie. Se stie de la cursul de Algebra liniara. O

2.1.14 Teorema. Daca ¢ : R™ — R" este o aplicatie liniara bijectiva, atunci
o=t € L(R™,R") si are loc egalitatea [p~1] = [p] 1.

Demonstratie. Imediata. O

2.2 Probleme

. U . ai; a
1. Fie ¢ : R? — R? aplicatia liniard avand matricea [¢] = R
a a2
Sa se determine | ||

2. Fie ay,...,a, € Rsi ¢ : R" — R aplicatia liniara definita prin
O(T1,. .., 2Tn) = a121 + - + ATy,
S& se demonstreze c& |¢|| =y/a? + -+ a2.

3. Fie ay,...,a, € Rsi p:R" - R" aplicatia liniara avand matricea
ag 0 0 -+ O
0 a2 0 --- O

el =1 .

0 0 O Gn

Sa se determine |[|¢||.

4. Fie ¢ : R® — R™ o aplicatie liniara avand matricea [¢p] = (a;;) € R™*"™.
Sa se demonstreze ca are loc inegalitatea

Doimy D=1 az;
\/ SR o) <
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5. Fie ¢ : R” — R™ o aplicatie liniarad avand matricea [¢] € R™*™. Sa se
demonstreze ca ||¢]| = VA*, unde \* este cea mai mare valoare proprie
a matricei simetrice [¢]7 - [¢].

6. Sa se demonstreze ca pentru orice a, b, c € R" are loc inegalitatea

(lale. )"+ (Wlita.))” < lal el el (lal 151+ 1(a.5)1).

SEEMOUS 2011

2.3 Derivata unei functii vectoriale de variabila
reala

2.3.1 Definitie. Fie ACR, a € ANA"si f: A— R™ o functie. Dacé exista
un element ¢ € R™ asa Incat

. 1
lim
T—=ar — a

[f(z) = f(a)] = ¢,

atunci se spune ca f este derwabila in punctul a, iar ¢ se numeste derivata

. o d
functiei f in a si se noteaza cu f’(a) sau cu d—f(a).
x
2.3.2 Teoremd. Fie ACR, a€ ANA si f=(fi,....fm): A= R"o
functie. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1° Daca f este derivabila in punctul a, atunci fi,..., fm sunt derivabile
in a st are loc egalitatea

(1) f'(a) = (fi(a),..., fru(a)).

2° Daca f1,..., fm sunt derivabile in punctul a, atunci f este derivabila
in a si are loc egalitatea (1).

Demonstratie. Avem f(z) = (fi(z),..., fm(x)) pentru orice x € A, deci

[f(x) — f(a)] = (fl(as) - fl(a),.“?fm(iv) - fm(a)>

r—a r—a

1

r—a

pentru orice z € A\{a}. Tinadnd seama de aceasta egalitate, cele doua afirmatii
sunt consecinte imediate ale teoremei 1.6.9. O
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Proprietatile privind operatii cu functii reale de variabila reala derivabile
se transpun imediat la cadrul functiilor vectoriale de variabila reala derivabile.
Teorema de medie nu ramane insa adevarata sub forma unei egalitati in cazul
functiilor vectoriale de variabila reala.

Contraexemplu: fie f : [0,27] — R?, f(x) := (cosz,sinz). Se constata
imediat cd nu exista niciun ¢ € (0, 27) astfel ca f(27) — f(0) = 27 f'(c).

2.3.3 Teorema (teorema de medie pentru functii vectoriale de variabila
reald). Fie f : [a,b] — R™ o functie continua pe [a,b] si derivabild pe (a,b).
Atunci existda un punct ¢ € (a,b) asa incdt

1£(0) = f(a@)ll < (b= )|l f'(c)]].

Demonstratie. Daca f(a) = f(b), atunci ¢ poate fi ales arbitrar in (a,b). Pre-
supunem in continuare ca f(a) # f(b). Consideram vectorul

1
vim L [f() - fla)] €R™
76 - 7@ | |
si cu ajutorul sau definim functia g : [a,b] — R prin g(x) := (v, f(x)). Daca
V1,...,Uy, sunt coordonatele lui v, iar fi,..., f;» sunt componentele scalare

ale lui f, atunci

g(x) =vifi(x)+ -+ vpfm(x) oricare ar fi x € [a, b].

Deoarece f este continua pe [a, b, toate functiile fi,..., f,, sunt continue pe
[a, b] conform teoremei 1.7.8, deci g este continua pe [a,b]. Pe de alta parte,
deoarece f este derivabild pe (a, b), toate functiile f1, ..., fm, sunt derivabile pe

(a,b) conform teoremei 2.3.2, deci g este derivabila pe (a,b). In plus, pentru
orice = € (a,b) avem

g (@) = v fi(@) + -+ vmfin(x) = (v, f'(2)).

Aplicand lui g teorema de medie pentru functii reale de variabila reala (teo-
rema lui Lagrange), deducem existenta unui punct ¢ € (a,b) astfel incat

9(b) — g(a) = (b —a)g'(c),
adica
(v, £(b) = f(a)) = (b= a){v, f'(c))-
Conform inegalitatii lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, avem
(v, f(b) = f(a)) < (0= a)|v]l - [f'(c)]]-

Dar o] = 1, iar (v, f(b) — f(a))
satisface inegalitatea || f(b) — f(a)]

= ||lf(b) — f(a)||. In concluzie, punctul ¢
< (b=a)[f (. O
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2.4 Diferentiabilitatea unei functii vectoriale de
variabila vectoriala

2.4.1 Lema. Fie A C R", a € intA si fie f : A = R™ o functie. Daca
1, p2 € L(R™,R™) sunt aplicatii liniare cu proprietatea
: 1 .
(1) ilg}lm[f(l’)—f(a)—%(x—a)] =0m, 1=1,2,
atunci 1 = 2.

Demonstratie. Fixam un punct oarecare v € R" si dovedim ca ¢1(v) = p2(v).
Aceasta egalitate fiind evident adevarata pentru v = 0, presupunem in contin-
uare ca v # 0,,. Fie r > 0 astfel ca B(a,r) C A. Intrucat |a+tv—al = |t|-||v]],
notand § := r/||v||, avem a + tv € B(a,r) pentru orice t € (—4,6). Definind
h:(=6,0) = B(a,r) prin h(t) := a + tv, avem

(2) %in% h(t)=a si h(t) # a oricare ar fi t € (—6,0) \ {0}.
%
Pe de alta parte, pentru orice x € A\ {a} avem

(3) !

M [Wl(x —a) — pa(r — a)]

= e V@)~ 10) = ol — )]
1
_M [f(@ — f(a) — o1z — a)].
Definind g : A\ {a} — R™ prin g(z) := M [p1(z — a) — pa(z — a)], din
(1) si (3) rezulta ca
(1) tim g() = 0,0
Din (2) si (4), in baza teoremei 1.6.7, deducem ca }i_r}r(l)(g o h)(t) = Oy, deci
(5) lim(g o 2)(t) = Op.
Dar, pentru orice t € (0,0) avem
1

(6) (goh)(t) = lla+to—d|| [p1(a+tv—a) — pa(a+tv —a)]

_ t||1v| “t[p1(v) = pa(v)] = ||11)|| [p1(v) — p2(v)].

Din (5) si (6) rezulta acum ca ¢1(v) = @a(v). O
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2.4.2 Definitie (diferentiala unei functii vectoriale de variabila vectoriala).
Fie ACR", acintAsi f: A — R™ o functie. Daca exista o aplicatie liniara
¢ : R™ — R™ in asa fel incat

(7) lim —— [f(z) - f(a) - (z — a)] = O,

v=a [z — all

atunci se spune ca functia f este diferentiabild (in sens Fréchet) in punctul
a. Daca f este diferentiabila in punctul a, atunci lema 2.4.1 arata ca exista
o singura aplicatie liniara ¢ : R — R™ care satisface (7). Aceastd unica
aplicatie liniara ¢ se numeste diferentiala (Fréchet) a lui f in punctul a si va
fi notata cu df(a).

Asadar, daca f este diferentiabila in a, atunci

df(a) € LR",R™) si V z€R"™ : df(a)(x) e R™.
De asemenea, avem

®) lim ——— [£(z) — f(a) — df(a)(z — a)] = Oy

v—a |z — all

2.4.3 Propozitie. Fie ACR", a cintA si f : A — R"™ o functie. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca f este diferentiabila in a, atunci existd o functie w: A — R™, cu
urmatoarele proprietati:

(9) lim w(x) = 0,

r—a

(10) f(z) = f(a) +df(a)(z — a) + ||z — aljw(z) oricare ar fi z € A.

2° Daca exista o aplicatie lintara ¢ : R™ — R™ si o functie w : A — R™
asa incdt sa aiba loc (9) si

(11) f(z) = fla)+¢(x —a) + ||z — allw(x) oricare ar fi x € A,
atunci f este diferentiabild in a si df(a) = ¢.

Demonstratie. 1° Daca f este diferentiabila in punctul a, atunci are loc (8).
Fie w: A — R™ functia definita prin
1 <
w(x) = To—al [f(z) = f(a) —df(a)(z —a)] dacd z # a,

w(a) = Op.
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Evident, w satisface (9) si (10).
2° Din (11) rezulta ca

_ 1
[z — al

w(z) [f(z) = f(a) — ¢(z — a)]
pentru orice x € A\ {a}. Tinand seama de (9), deducem ca (7) are loc. Drept
urmare, f este diferentiabila in punctul a si df(a) = ¢. O

2.4.4 Teorema (continuitatea functiilor diferentiabile). Daca A C R", a €
intA si f: A— R™ este o functie diferentiabila in punctul a, atunci f este
continud in a.

Demonstratie. Conform primei afirmatii din propozitia 2.4.3, exista o functie
w: A — R™ care satisface (9) si (10). Din (10) rezultd ca pentru orice z € A
avem

1 (x) = Fla)ll < lldf(a)ll - [l = all + [z = all - [lw()]].

In consecinta, avem lim || f(z) — f(a)|| = 0, deci lim f(z) = f(a), conform teo-
T—a r—a

remei 1.6.8. Cum int A C AN A, in baza teoremei 1.7.4 deducem ca f este

continua In a. O

2.4.5 Teorema (legatura dintre derivata si diferentiala in cazul functiilor
vectoriale de variabila reala). Fie ACR, a €intA si f: A— R™ o functie.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca f este derivabila in punctul a, atunci f este diferentiabila in a st
are loc egalitatea

(12) df(a)(x) =xf'(a) oricare ar fi x € R.

2° Daca [ este diferentiabila in punctul a, atunci f este derivabila in a si
are loc egalitatea (12).

Demonstratie. 1° Presupunem ca f este derivabila in a. Fie ¢ : R — R™
functia definita prin ¢(z) := zf'(a) (z € R). Evident, avem ¢ € L(R,R™).
Deoarece

tig | 0 - @) - oo - )
= lim | [1(@) — (@) ~ (@~ ) (@] ]
- i [ 222 [ (0 - (@) - 70|
— lin | —— (/@) - f(@) - f(@)| =0,
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conform teoremei 1.6.8 rezulta ca

lim —— [f(z) - f(a) — oz — a)] = O,

r—a ‘Qj — a’

deci f este diferentiabila in a si df(a) = ¢. Cu alte cuvinte, (12) are loc.

2° Admitem acum ca f este diferentiabild in a. Cum df(a) € L(R,R™),
in baza teoremei 2.1.2 existd un v € R™ astfel ca df(a)(x) = xv oricare ar fi
x € R. Avem

. 1
lim
T—a ‘x — a’

[f() = f(a) —df(a)(z — a)] = O,

deci
1
;{}}lm |f(z) = f(a) = (z —a)v[| =0,
adica
tim || () (@) — || =0.

Aplicand teorema 1.6.8 rezulta ca

. 1
lim
r—a lr — Q

(f@) = 1(@) =v.

Prin urmare, f este derivabild in a si f’(a) = v. Aceasta egalitate probeaza
validitatea lui (12). O

Teorema precedenta arata ca diferentiabilitatea Fréchet generalizeaza no-
tiunea de derivabilitate, introdusa pentru functii vectoriale de variabila reala.

2.4.6 Teorema. Fie A CR", a € intA si f = (f1,...,fm) : A = R™ o
functie. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca f este diferentiabila in punctul a, atunci fi,..., fm sunt diferen-
tiabile in a si are loc egalitatea

(13) df(a) = (dfi(a),...,dfm(a)).

2° Daca fi,..., fm sunt diferentiabile in punctul a, atunci f este diferen-
tiabila in punctul a, si are loc egalitatea (13).
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Demonstratie. 1° Fie ¢ := df(a) € L(R™,R™) si fie p1,. .., @mn componentele
scalare ale lui . Pentru orice z € A\ {a} avem

M [f(2) - f(a) — ¢z — a)]

_ (fl(x)—fl(a)—sol(w—a) fm(w)—fm(a)—som(x—a)>

[ = all [l = all

(14)

Intrucat are loc (7), din (14) deducem in baza teoremei 1.6.9 ca

fi(z) — fila) — pi(z — a)

(15) il_r)r(ll Iz —al =0 oricarear fii € {1,...,m}.
Drept urmare, toate functiile fi, ..., f,, sunt diferentiabile in a si dfi(a) = ¢;
pentru fiecare i € {1,...,m}. Deci egalitatea (13) are loc.

2° Notand ¢; := dfi(a), are loc (15). Notand apoi ¢ = (¢1,...,¢m),
avem ¢ € L(R™,R™). Pe de lata parte, din (14) si (15), in baza teoremei 1.6.9
rezulta ca (7) are loc, deci f este diferentiabilain a si df(a) = ¢. Aceasta
egalitate garanteaza validitatea lui (13). O

2.5 Derivata dupa o directie a unei functii vectoriale
de variabila vectoriala

2.5.1 Definitie. Fie A C R", a € int A, f : A — R™ o functie si v € R".
Daca exista un element ¢ € R™ asa Incat

lim1 [f(a+tv) = fla)] =¢,

t—0 t

atunci se spune ca f este derivabila in punctul a dupa directia v, iar ¢ se
numeste derivata functiei f in punctul a dupa directia v si va fi notata cu

f'(a;v).

2.5.2 Teorema. Fie ACR", acintA, f=(f1,...,fm): A— R™ o functie
st v € R™. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca f este derivabila in punctul a dupa directia v, atunci fi,..., fm
sunt derivabile in a dupa directia v si are loc egalitatea
(1) fl(a;v) = (fi(a;0),. ., fr(a;0)) .

2° Daca f1,..., fm sunt derwabile in punctul a dupa directia v, atunci f

este derivabila in a dupa directia v si are loc egalitatea (1).
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Demonstratie. Deoarece a € int A, exista un 6 > 0 astfel Incat pentru orice
t € [9,6] sa avem a + tv € A. Oricare ar fi t € [-9, 4] \ {0} avem

@) = @) = (§ [+ 0) =A@ ot 0) = fu@)]).

Tinand seama de aceasta egalitate, cele doua afirmatii sunt consecinte imediate
ale teoremei 1.6.9. O

2.5.3 Teorema. Fie ACR", a €int A, iar f : A — R™ o functie diferentia-
bila in punctul a. Atunci f este derivabila in a dupa orice directie v € R™ si
are loc egalitatea

VveR" ¢ fl(av) =df(a)(v).
Demonstratie. Fie v € R™ arbitrar. Vom dovedi ca
.1
(2) lim * [f(a+tv) — f(a)] = df(a)(v).
-0t

Conform afirmatiei 1° din propozitia 2.4.3, exista o functie w : A — R astfel
ca
lim w(z) = Oy,

(3)  f(x)= f(a) +df(a)(x —a) + ||z — a|lw(x) oricare ar fi x € A.

Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca w(a) = 0,,, adicid w este
continua in a.

Deoarece a € int A, exista un § > 0 astfel ca a + tv € A oricare ar fi
t € [-4,6]. Tinand seama de (3), deducem ca pentru orice t € [—4d, d] avem

fla+t) = fla) + tdf(@)(®) + 1] - [o]w(a + 1)
Rezulta de aici c& pentru orice ¢t € [—4,0] \ {0} avem

_ 1
t

| =

[f(a+tv) = f(a)] = df(a)(v) [v]lw(a + tv),

deci

= [[ol - [lw(a + tv)|| — 0O

Hi [f(a+tv) — £(a)] — df(a)(w)

cand t — 0. Conform teoremei 1.6.8, rezulta ca (2) are loc, deci f este
derivabild in punctul a dupa directia v si f/(a;v) = df(a)(v). O
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2.6 Derivate partiale ale unei functii vectoriale de
variabila vectoriala

2.6.1 Definitie. Fie {ej,...,e,} baza canonica a spatiului R”. Fie apoi
ACR" a€intA, f: A— R"™ o functie si j € {1,...,n}. Daca f este
derivabila in punctul @ dupa directia e;, atunci se spune ca f este derivabila
partial in raport cu variabila z; in a, iar elementul f’(a;e;) € R™ se numeste
derivata partiald a functiei f in raport cu variabila z; in a si se noteaza cu

%f,(a) sau cu f; (a) sau cu Dj f(a). Avem

J
of 1
Gela) = flaie) =l [fla+te;) - fo)
= P_{%E[f(a‘lv"'aajflvaj+t7aj+17"'aan)
—f(ay,...,aj-1,a5,a541,...,an)]
= x]lgr%lj pr—y [f(al,...,aj_l,xj,aj+1,...,an)
_f(al)'"7aj—17aj7aj+17"'7an)]'

Daca f este derivabila partial in punctul a in raport cu fiecare dintre variabilele
Z1,...,%n, atunci vom spune simplu ca f este derivabila partial in punctul a.

2.6.2 Teorema. Fie ACR", acintA, f=(f1,...,fm): A— R™ o functie
sij e {l,...,n}. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

1° Daca f este derivabila partial in raport cu variabila x; in punctul a,
atunci f1, ..., fm sunt derivabile partial in raport cu x; in a si are loc egalitatea

0 gjj(a) - (25{()68];71()) |

2° Daca f1,..., fm sunt derivabile partial in raport cu variabila x; in punc-
tul a, atunci si f este derivabila partial in raport cu x; in punctul a $i are loc
egalitatea (1).

Demonstratie. Rezulta din Teorema 2.5.2 pentru v = e;. O

2.6.3 Definitie (matricea Jacobi). Fie A o submultime a lui R", fie a € int A
sifie f = (f1,...,fm) : A = R™ o functie derivabila partial in punctul a.
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Atunci putem forma matricea

0 0 0
EHONE STONEE A0

: : e R™*™,
ela) Gela) - Gm(a)

Aceasta se numeste matricea Jacobi a lui f in punctul a si se noteaza cu
a(flv"'afm)
J(f)(a) sau cu ————= (a).
()fa) sa cu Gl a)
In cazul particular m = 1, matricea Jacobi a unei functii f: A -+ Rin a
0 0
este J(f)(a) = (8:51(@ M(a)> e R, Punctul

<§£(a), gx{l(a)> € R

se numeste gradientul lui f in punctul a si se noteaza cu V f(a). Cu conventia
din observatia 2.1.5 (punctele lui R™ sunt identificate cu matrice coloana de
tipul n x 1), putem scrie J(f)(a) = Vf(a)T.

2.6.4 Teorema (legatura dintre diferentiala si derivatele partiale). Fie A o
submulfime a lui R", a € intA si f : A — R™ o functie diferentiabila in
punctul a. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° f este derivabila partial in a si [df(a)] = J(f)(a).

2° Pentru orice h = (hy,...,hy) € R™ are loc egalitatea
of af

=hg- (a)—i—-“—i-hna—xn(a),

sau, scris sub formda matriceala, df(a)(h) = J(f)(a)- h.

df(a)(h)

Demonstratie. 1° Din teorema 2.5.3 rezulta ca f este derivabila in a dupa
fiecare dintre directiile eq, ..., e, si

f'(a;ej) = df(a)(ej) oricare ar fi j € {1,...,n}.
Cu alte cuvinte, f este derivabila partial in a si avem

(2) 881{; (a) =df(a)(e;) oricare ar fi j € {1,...,n}.

Dar ng]- (a) este, conform teoremei 2.6.2, tocmai coloana j in matricea J(f)(a),

in timp ce df(a)(e;) reprezinta coloana j in matricea [df(a)]. Tinand cont de
(2), deducem ca [df(a)] = J(f)(a).
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2° Daca h = (h1,...,h,) € R, atunci h = hie; + -+ + hpey, deci

df(a)(h) = df(a)(hier+ -+ hnen) = hidf(a)(er) + - - + hpdf(a)(en)

0 0
= gl @ (@)

O

2.6.5 Consecinta. Daca A C R", a € int A, iar f : A — R este o functie
diferentiabila in punctul a, atunci

df(a)(h) = (h,V f(a)) oricare ar fi h € R",
sau, scris sub formd matriceald, df(a)(h) =h'-Vf(a).

2.6.6 Propozitie. Fien >2, ACR", acintA si f: A — R o functie care
se bucura de urmatoarele proprietati:

(i) exista r > 0 astfel incat B(a,r) C A si f este deriwabila partial in
fiecare punct din B(a,r);

(ii) pentru fiecare j € {1,...,n}, functia

of
Ve B(a,r) —> %j(:z:)G]R

este continud in a.

Atunci f este diferentiabila in punctul a.

Demonstratie. Fie ¢ : R™ — R functia definita prin

o(h) == ; h; gg‘i (a) pentru orice h = (hy,...,h,) € R™.

Evident, ¢ € L(R™, R). Aratam ca f este diferentiabila in a si ca df(a) = ¢,

adica
lim . [f(x) — f(a) — p(z — a)] =0.

z=a ||z — all

Se constata imediat cid a demonstra egalitatea de mai sus este echivalent cu
a dovedi validitatea urmatoarei afirmatii: oricare ar fi € > 0 exista un 6 > 0
astfel Incat pentru orice z € A cu ||z — al| < ¢ sd avem

(3) [f(x) = fla) —p(z —a)| < ez —all.
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Fie ¢ > 0 arbitrar. Din conditia (ii) rezulta ca pentru fiecare j € {1,...,n}
exista un J; > 0 aga Incat pentru orice x € A cu ||z — a|| < §; sa avem
0 0 £
f or (a)] <& =—.
830] 81’3 n

Notam ¢ := min {r,d1,...,0,} > 0. Atunci B(a,d) C A si demonstratia va fi
incheiatd de indatd ce vom arata ca (3) are loc pentru orice z € B(a, ).

Fie asadar = := (z1,...,x,) € R™ cu proprietatea ca ||z — al| < §. Avem
f(f]f)_f(a) = f(x17x27"‘7xn)_f(a17a27"’7an)
= f(x1,a92,a3,...,an-1,ay) — f(a1,a2,a3,...,an_1,an)
+f(r1,22,03,...,an-1,an) — f(21,02,03,...,0pn_1,0)
+f(z1, 22,23, ..., Tn-1,%n) — f(T1,22,23,. .., Tpn_1,an),
deci
f(z) = f(a)
n
= Z [f(:L‘l, e ,l’j,1,$j,aj+1, e ,(Ln) — f(l’l, .. .,$j,1,aj,aj+1, .. .,an)
n
= Z (a])}
unde Fj(t) := f(z1,...,2j-1,t,a541,...,ayn). Aplicand teorema de medie a

lui Lagrange functiei reale de variabila reala F}, rezultd existenta unui punct
cj, situat intre a; si x;, astfel ca

Fj(xj) — Fj(ag) = (xj — a;) Fj(cj).

Dar 8f
F],(t) O (xl,...,mj_l,t,aj+1,...,an).
J
Notand b; := (1,...,%j-1,¢j, Qjs1,- - ., 0pn), aVem
of
Fj(z;) — Fjaj) = (z; — )8% (b5),
deci

It Z ) 5 ()
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Drept urmare, avem

7@) — f@) —ple—a)l = [ —a )2 (@)
j=1 3:1 J
of of
< )
< Zm o b)) - ax“’
Dar bj —a = (x1 —ai,...,xj—1 — aj_1,¢; — a;,0,.. .., 0), deci
n—j
1bj —all < [lz —all <6 <.
Deducem de aici ca
gg{]( i) — i?ai(a>' <& oricare ar fi j € {1,...,n}.
In consecinta, avem
(@) = fa) —p(z—a)| < &) |oj—aj| <nellz—al
j=1
= ellz—al,
deci (3) are intr-adevar loc. O

2.6.7 Teorema. Fien >2, ACR", acintA si f: A— R™ o functie care
se bucurda de urmdtoarele proprietati:

(1) exista v > 0 astfel incit B(a,r) C A si f este derivabila partial in
fiecare punct din B(a,r);

(ii) pentru fiecare j € {1,...,n}, functia

of

V€ Bla,r) —> oz,

() e R™
este continud in a.

Atunci f este diferentiabila in punctul a.
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Demonstratie. Fie fi,..., f,, componentele scalare ale lui f. Fixam ¢ arbitrar
in multimea {1,...,m}. Din teorema 2.6.2 rezulta ca f; este derivabila partial
in fiecare punct din B(a,r). Din (ii), teorema 2.6.2 si teorema 1.7.8 rezulta ca
pentru fiecare j € {1,...,n} functia

Ofi

Vx e B(a,r) — oz,

(x) eR

este continua in a. Conform propozitiei 2.6.6, deducem ca f; este diferentiabila
in punctul a.

Intrucat toate functiile fi,..., f;,, sunt diferentiabile in a, teorema 2.4.6
garanteaza ca si f este diferentiabila in a. O

2.6.8 Consecinta. Daca A C R" este o multime deschisa, iar f : A — R™
este o functie derivabila partial pe A, cu toate derivatele partiale continue pe
A, atunci f este diferentiabila pe A.

2.7 Probleme

1. Cu ajutorul functiei f : [0,27] — R2, f(z) := (sinz, cosz), si se demon-
streze ca teorema de medie a lui Lagrange nu ramane adevarata sub
forma unei egalitati in cazul functiilor vectoriale de o variabila reala.

2. Fie f: R? — R functia definita prin f(z,y) := /22 + y2. Si se deter-
mine derivatele partiale de ordinul intéi ale lui f, Vf(3,4) si df(3,4).

3. Fie A := {(x,y) € R? | y # 0} si fie functia f : A — R, definita prin
f(z,y) ;== arctg —. Sa se determine derivatele partiale de ordinul intai

ale lui f, Vf(1,1) si df(1,1).

4. Fie f:(0,00)? — R3 functia definita prin
z 1

fla,y) = <arctg, —, Y +yz> :
y xy

Sa se determine derivatele partiale de ordinul intai ale lui f si df(1,1).

5. Fie multimea A := {(z,y,2) € R® | 2y + 2z > 0} si fie f : A — R?
functia definitd prin f(z,y,z) = (In(zy + 22), sin(zy + yz + zz)). S&
se determine derivatele partiale de ordinul intai ale lui f si df(2,—1,2).
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10.

11.

12.

. Fiind dati functia f : R? — R3,

flx,y) = (2% =y, 2y + ¢, sin(a® - ?)),
sa se determine df(1,1).

. S& se demonstreze ci functia f : R? — R, definita prin

sin(zy)
fry):=1 =

Y daca z = 0,

daca z # 0

este de clasi C' pe R2.

. S4 se demonstreze ca functia f : R? — R, definita prin

esiny—ysine - qacx  (z,y) # (0,0)

flz,y) = { w2—(§y2 daca (z,y) = (0,0),

este de clasa C.

. S4 se demonstreze ca functia f : R? — R, definita prin

f(z,y) =+/|z|In (1 + 22 sin? y) ,
este de clasa C.

Fie f : R — R o functie continui. Si se arate ci functia F : R? — R,

y
definita prin F(z,y) = / (x —t)f(t) dt, este de clasa C*.
0

Sa se demonstreze ca functia f : (0,00) x R — R, f(z,y) := arctgg
x

satisface egalitatea

of of
x 3y (x,y) —y 5 (z,y) =1 oricare ar fi (z,y) € (0,00) x R.

Fie f : (0,00) x R? — R functia definita prin

z
f(z,y,2) = (zy + 2%) cos % )

Sa se demonstreze ci pentru orice (z,y, ) € (0, 00) xR? are loc egalitatea

0 0 0
P (@) +yg () 4 5 2) = 2,
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13.

14.

15.

16.

17.
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Fie A = {(z,y,2) € R® | 23+ 4> + 23 > 3zyz} si f : A — R functia
definita prin f(x,y,2) = In(z® + 3> + 2% — 32yz). Si se demonstreze ci
pentru orice (x,y, z) € A are loc egalitatea

of of of B 3
8x($7y72)+ ay(x7y72)+ az(l‘ayaz)_ x_'_y_i_z

Sa se determine o € R astfel incat functia f : R x (0,00) — R, definita
prin f(z,y) = yae_x2/(4y), s satisfaca

vV (z,y) € Rx (0,00) : ng]yc (x,y) = 88510 (ng‘i (m,y)) )

Fier >0, A= {(z,y) € R? | 22 +y? <r?}si f: A — R functia definita
prin

V8
Sa se demonstreze ca pentru orice (x,y) € A are loc egalitatea

0? "
(@) + 55 (@) = /0,

f
0z2

Sa se demonstreze ca functia f : (0,00) x R — R, definitd prin
e (2 2 4
fla,y) = (2" +y7) arctg —,

satisface pentru orice (z,y) € (0,00) x R egalitatea

2 f
2
2”53 (2,y) + 22y

o0 f
0xdy

2
(2,y) + 9 gyf; (2.) = 2f (2 ).

Fie n > 2 un numar natural, o > 0 si f : R®™ — R functia definita prin
f(@) = lala+n —2)]||z|,

norma considerata pe R™ fiind cea euclidiana. S&a se demonstreze ca
pentru orice z € R™ \ {0, } are loc egalitatea
0% f

2
Oy

2 a—2
()4 0T (@) = (1)
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Fien>3, A={zeR" ||z <1} si f:A— R functia definita prin
n—2
nn—2)\ *
fo) = —7 ;
1 — |||

norma consideratd pe R" fiind cea euclidiana. Sa se demonstreze ca
pentru orice z € A are loc egalitatea

0% f

2

Ox]

2 i
@) 4+ 5L @) = [F@)FE

Printr-un punct arbitrar al suprafetei de ecuatie implicita zyz = 1 se
duce planul tangent m. Fie A, B, C punctele de intersectie ale lui 7 cu
axele Oz, Oy si respectiv Oz. Sa se demonstreze ca volumul tetraedrului
OABC nu depinde de alegerea punctului pe suprafata.

Fie f : (0,00)? — R3 functia definitd in problema 2. Si se determine
derivata lui f in punctul (1,1), dupa directia versorului care face cu
semiaxa Oz un unghi de 60°.

Sa se determine derivata functiei f din problema 5, in punctul (2, -1, 2),
dupa directia v = (v, v2,v3) € R3.

Fie f : R? — R o functie diferentiabila. Stiind ci derivatele lui f in
punctul (1,2) dupa directiile (2,2) si (2,1) sunt egale cu 2 si respectiv
—2, sa se determine gradientul lui f in punctul (1,2). Sa se determine
derivata lui f in acest punct dupa directia (4, 6).

Fie a,b > 0. S& se determine derivata functiei f : R? — R,

2 P
a? b2’

f(xay)zl_

in punctul ( ), dupa directia versorului normalei interioare in

a b
V2 V2
22
acest punct la elipsa de ecuatie — + -5 = 1.
a b
(Exemplu de functie discontinua, derivabila dupa orice directie) Sa se
demonstreze ci functia f : R? — R, definita prin

B dack (z,y) #(0,0)
f(x,y)—{ 6y dock (og) —
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25.

26.

27.

28.

29.
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este discontinua in punctul (0,0), dar este derivabila dupa orice directie
in acest punct.

Observatie. Acest exemplu arata de ce nu ne putem rezuma la deriva-
tele partiale. Daca derivabilitatea partiala ar fi singurul concept de
diferentiabilitate pe care l-am folosi, atunci ar aparea acest fenomen
neplacut, al existentei unor functii diferentiabile care sunt discontinue.
In cazul diferentiabilititii Fréchet acest fenomen nu apare. Orice functie
diferentiabila Fréchet intr-un punct este continua in acel punct.

Sa se demonstreze ca daca f : R™ — R™ este o aplicatie liniara, atunci
f este diferentiabila pe R" si df(a) = f oricare ar fi a € R™.

Fie f : R™ — R™ o functie cu proprietatea
Vt>0, V2xzeR": f(tx)=1tf(x).

Sa se demonstreze ca daca f este diferentiabila in 0,, atunci ea este
liniara.

Fie A C R" deschisa nevida si f : A — R o functie diferentiabila cu
proprietatea ca exista M > 0 in asa fel incat

Vaye A |f(z) = fyll < Mllz —yll.
Sa se demonstreze ca ||[df(x)|| < M oricare ar i x € A.
Fie f,g,h: R? — R functii cu proprietatea ci
f(z,y) < g(z,y) < h(x,y) oricare ar fi (z,y) € R?.

Sa se demonstreze ca daca functiile f si A sunt diferentiabile intr-un
punct (a,b) € R?si f(a,b) = h(a,b), atunci si functia g este diferentiabila
in (a,b).

Fie f = (f1,..., fn) : R — R" o functie diferentiabila in originea 0,, a
lui R”. Sa se demonstreze ca daca f(0,) = 0, si

23 (7o) <1

atunci exista o bila B C R", cu centrul in 0, astfel ca f(B) C B.

Berkeley 2000
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30. Fie ACR", a=(a1,...,a,) €int Asi f: A— R™ o functie derivabila
partial in raport cu fiecare dintre variabilele z1, ..., z, in punctul a. Sa
se demonstreze ca f este diferentiabila in a daca si numai daca

i 1 | £(0) = @) = Yo~ )5 ()| = O

va ||z —df

Problema precedenta furnizeaza urmatorul algoritm pentru studiul diferen-
tiabilitatii unei functii reale f : A C R" — R intr-un punct a € int A:

I. Se studiaza daca f este derivabila partial in punctul a.
e daca f nu este derivabila partial in a, atunci f nu este diferentiabila in
punctul a;

0
e daca f este derivabila partial in a, atunci se calculeaza Bif (a) pentru

Lj
j=1,...,n sise trece la etapa urmatoare.
I1. Se studiaza limita
, 1 - of
¢ = lim o — o |f@) - flo)- ;(wj =) g (@)
L fa e ant ) = £l@) = 35 g (a)
= 11m .
(h1eshn ) —=0n h3 4 -+ h2

e daca ¢ = 0, atunci f este diferentiabild in a si
n ~, Of
Vh=(h,....ha) €ER" : df(a)(h) =D hj=—(a);

e in caz contrar, f nu este diferentiabila in a.

Pentru o functie vectoriala f = (f1,..., fm) : A — R™ se studiaza, pe baza
algoritmului de mai sus, diferentiabilitatea in a a fiecarei functii f; : A - R
(i=1,...,m).

e daca toate functiile fi,..., f;,, sunt diferentiabile in a, atunci f este
diferentiabila in a si

df(a) = (dfi(a),...,dfm(a)).

e in caz contrar, f nu este diferentiabila in a.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

2 Calcul diferential in R"

(Exemplu de functie continud, derivabila dupa orice directie, dar care
nu este diferentiabild) Sa se demonstreze ca functia f : R? — R, definita
prin

o] s daci (wy) #(0,0)
f(,y>—{ 0" dack (2,) = (0,0)

este continua si derivabila dupa orice directie in punctul (0,0), dar nu
este diferentiabila in acest punct.
Sa se studieze diferentiabilitatea in (0,0) a functiei f : R? — R, definite
prin

flany) = (2% + y?)sin ﬁ dacz:i (x,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0).

S& se studieze diferentiabilitatea in (0,0) a functiei f : R* — R, definite
prin
1 —cosxzcosy

f(w,y) = 2 =+ y2 daca, (l‘)y) 7& (07 0)
1/2 dacd (z,y) = (0,0).

Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin
flzy) = Vad + 4.

S& se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin

fla.y) = 22In (22 +42)  dack (z,y) # (0,0)
e 0 daca (z,y) = (0,0).
Sa se determine o € R asa incat functia f : R? — R, definita prin
1 — cos(zy) 5
Jay) =4 a2y dacd (@) 7 0,0)
o daci (z,y) = (0,0),

sa fie continua in punctul (0,0). Pentru valoarea determinata a lui « sa
se studieze diferentiabilitatea lui f in (0, 0).

S se demonstreze ca functia f : R? — R, definitd prin

2 2
Yy — 7Y o
fay) ={ e @y #0.0
0 daca (z,y) = (0,0),

este continua in punctul (0,0), dar nu este diferentiabila in acest punct.
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35. Si se studieze diferentiabilitatea in (0,0) a functiei f : R? — R, definite
prin
2.2 .
fog - { EE Qi ) £ 0,0
0 daca (z,y) = (0,0).

36. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin

z4/3 sin ¥ dacd x#0
flay) = { 0 dacd z=0.

Berkeley 1986

37. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin

[z dack (x,) #(0,0)
f(gc’y)_{ 0" dack (2.9) = (0,0).

38. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R> — R, definite prin

Fz,y) = erY daca z <y
Tl 1+4m(l+2—y)  dacsz >y

39. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin

4_,2\2 g
Flz,y) = (ZQJZJQ) daca z* > y?
’ 0 daca z* < 2.

40. Fie f : R? — R functia definitd in felul urmator:

flz,y) =y — 2 daca y > 22
,y):g—z— daci 0<y < a?
f(z,y) = —f(z,~y) daca y<O0.

=
5

Sa se demonstreze ci f este diferentiabild pe R?, dar nu este de clasa C*
pe R2.
41. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin
. 22—y?)? .
fz,y) = min {z,y} + o daca z#y
x daca = =y.
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42.

43.

44.

45.

46.

2 Calcul diferential in R"

Fie p,q € N, iar f: R? — R functia definita prin

Pyq 9
f(x, y) _ #z'ﬂﬂ dacd (‘T’ y) 75 (Oa 0)
0 daca (z,y) = (0,0).
Sa se determine pentru ce valori ale numerelor p si ¢ functia f este:
a) continud pe R?;
b) diferentiabild pe R?;
c) de clasa C*;
d) derivabild in (0,0) dupa orice directie v € R?.
Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f = (f1, f2) : R? — R2, definite
prin
f1($7y) = ($ - 1)€y7
23448 .
fo(m,y) =4 Tal+lyl dacd (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) =
in punctul (0, 0).

Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f = (f1, f2) : R® — R2, definite
prin

fi(w1, 2, 23) = V]wrwarsleos 5 daca z1 #0
0 daca x1 =0,

fo(a1, 2, 03) = (w1 + T + 33)e ™17 H273
in punctul (0, 0,0).
Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f = (f1, f2) : R? — R?, definite
prin

—a?—y a?sin 25 4 42 dacad x #0
ha,y) =e , falzy) = ¥

Y daca x =0,

in punctul (0, 0).

Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f = (f1, f2) : R? — R?, definite
prin
z? cos I daca y #0
= — 2y
hea) =kl R ={ 0B T T

in punctul (0, 0).
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47.

48.

49.

50.

51.

Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f = (f1, f2) : R? — R2, definite
prin

_
fl(xay) - 1+ |I‘y|’
a?(z+y) o
folw,y) = 4 R dacd (@) #(0,0)
0 daca  (z,y) = (0,0),

in punctul (0, 0).
Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f : R™ — R, definite prin

X1 Tn 4
Fn, ) = P e daczj (X1,..., ) # Op
0 dacad (x1,...,2,) = 0p.

Fie R™™ spatiul liniar al matricelor reale de tipul n x n, identificat in
modul uzual cu spatiu euclidian R, (Norma unei matrice oarecare
n

— : nxn . ¥ 2 2 . .

X = (w4)1<ij<n din R este data de || X||° = Z z;;.) Fie apoi
ij=1

f @ R™m 5 R functia definitd prin f(X) = X2. S se determine
diferentiala df a functiei f.

Berkeley 1978, 1999

Fie A C R? deschisi nevida, iar f : A — R o functie derivabild partial pe
A. Sa se demonstreze ca daca derivatele partiale ale lui f sunt marginite
pe un dreptunghi [a,b] X [¢,d] C A, atunci f este uniform continua pe
[a,b] X [c,d].

Fie A C R? deschisd nevidd, a < b si ¢ < d numere reale astfel ca
[a,b] % [c,d] C A, iar f: A — R o functie care indeplineste urmatoarele
conditii:

(i) pentru orice y € [, d], functia f(-,y) este continua pe [a, bl;

(ii) f este derivabila partial in raport cu variabila y pe A;

0
(iii) functia of este marginita pe [a, b] x [c,d].

0y

Sa se demonstreze ca f este continua pe [a, b] X [c, d].
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52.

53.

54.

55.

2 Calcul diferential in R"

Fie f : R? — R o functie derivabila partial pe R? si cu proprietatea ca cel
putin una dintre derivatele sale partiale este continud. S& se demonstreze
ca:

a) functia g : R — R, definita prin g(¢) = f(¢,t), este derivabila si

VteR : J(t)= gi(t,twgg’;(t,t).

b) daca f(0,0) =0 si
of

R? . —

v (z,y) € ‘(% By

. |Of
|2l 5[5 @] <20-01
atunci | f(5,4)] < 1.
Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

Fie f : R® — R™ o functie care satisface urmatoarele conditii:

(i) f este derivabila in 0,, dupa orice directie v € R";

(ii) functia ¢ : R™ — R™, definita prin ¢(v) = f/(0,;v) este liniara,
(iii) exista a > 0 asa incat

Voz,a' €R" 2 |f(z) - f@)] < ele -2

Sa se demonstreze ca f este diferentiabila in 0,,.
Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

Fie f: R™ — R o functie derivabila partial pe R".

a) Pentru n = 2, sa se demonstreze ca daca cel putin una dintre derivatele
partiale ale lui f este continui pe R?, atunci f este diferentiabili pe R2.

b) Sa se generalizeze afirmatia de la a) pentru n > 2 arbitrar.
Concursul studentesc Traian Lalescu, etapa locala 2001

Sa se demonstreze ca daci f : R — R este o functie de clasa C2, atunci
functia F': R? — R, definita prin

Floy) =] 1R daci w2y
f(x) daca z =1y,

este de clasa C1.
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2.8 Operatii cu functii diferentiabile

2.8.1 Teorema. Fie A o submultime a lui R", a € intA, o, € R, idar
frg: A= R"™ functii diferentiabile in punctul a. Atunci functia of 4+ Bg este
diferentiabila in a st au loc egalitatile

d(af + Bg)(a) = adf(a) + Bdg(a),
(

J(af + Bg)(a) = aJ(f)(a) + BJI(g)(a).
Demonstratie. Notam F := af + B¢ si ¢ := adf(a) + fdg(a). Vom arata ca
F este diferentiabila in a si ca dF(a) = Deoarece f si g sunt diferentiabile
in a, avem
1
lim ——— [f(2) — f(a) — df(a)(z — a)] = O

v=a [|lz — all

lim b [9(z) — g(a) — dg(a)(z — a)] = Op,.

v=a ||z — all

Intrucat pentru orice x € A\ {a} avem

o [F@) ~ F@) = el — o)
— o [0) - 1) - dF@(e —a)
4 o [a(e) — 9(0) — dg(@)(@ — )]
deducem ca
lim ——— [F(2) - Fla) - p(a)(z — 0)] = O

v—a [z — all

Prin urmare, F' este diferentiabild in a si dF'(a) = ¢, deci prima egalitate din
enunt are loc. Pe de alta parte, in baza teoremelor 2.6.4 si 2.1.6 avem

J(F)(a) = [dF(a)] = [adf(a) + Bdg(a)] = e[df(a)] + Bldg(a)]
= aJ(f)(a) +BJI(g)(a).
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2.8.2 Teorema. Fie A C R", a € intA, B C R™, g: A — B o functie
diferentiabild in punctul a, cu proprietatea g(a) € int B, iar f : B — RP o
functie diferentiabila in punctul g(a). Atunci functia f o g este diferentiabila
in a st au loc egalitatile

d(f o g)(a) = df(g(a)) o dg(a),
J(fog)(a) =J(f)(g(a))- J(g)(a).

Demonstratie. Notam F' := fog, b := g(a), ¢ := dg(a) siyp := df(b). Aplicand
propozitia 2.4.3, rezulta existenta functiilor p : A — R™ si 0 : B — RP, cu
urmatoarele proprietati:

M T = 0,
(2) g(z) = g(a) + p(x —a) + ||z — a|| p(x) oricare ar fi z € A,
3 lmo(w =0,
(4)

f(u) = f(b) +¢(u—0b) + ||lu—>b||o(u) oricare ar fi u € B.

Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca p(a) = Oy, si o(b) = 0y,
adica p si o sunt continue in a si respectiv b. Conform relatiei (4), pentru
orice x € A avem

b
—
8
~—
|
~
—

)
—
8
N?
I

f0) +4(g(x) —b) + llg(z) — bllo(g(x))
) +9(g(x) = g(a)) + llg(x) — g(a)llo(g(x)).

Tinand seama de (2), obtinem

F(z) = F(a)+vy (e —a) + |z —al p(z)) + llg(x) — g(a) | o (g(2))
= F(a)+ (Y op)(z—a)+ |z —all¥(p(@)) + lg(z) — g(a)ll o (g(=)).

Fie w : A — RP functia definita prin

|
~
—
K
—

S

o) = vipta)) + DI otg(w) duci € 41 (0}
Avem atunci
(5)  F(z)=F(a)+ (vog)(®—a)+ ||z —al|lw(z) oricare ar fi z € A.
Vom mai dovedi ca

(6) lim w(z) = 0,,.

Tr—a
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Intr-adevar, pentru orice z € A\ {a} avem

@l < ool + 2 =L o)
= ototen + 2= R LN oy
<l ote)) + 2R TN gy,

deci

(1) M@ < 1l o)+ (el + lp@)I) lo(g(x)]| - oricare ar fi = € A.

Deoarece g este diferentiabila in punctul a, ea este continua in a. Cum o este
continua in b := g(a), rezulta ca o o g este continua in a, deci

lim o(g(x)) = o(g(a)) = o (b) = 0.

Aceasta egalitate, impreuna cu (1), implica

tim (111 llo(@) | + (el + llo(@) ) o (a(@)]l) = 0.

T—a
Tinand seama de (7), deducem ca lim,_,, [|w(x)|| = 0, deci (6) are loc. In baza
propozitiei 2.4.3, din (5) si (6) urmeaza ca F este diferentiabild in a si
dF(a) = 4o =df(g(a)) o dg(a).
In plus, in baza teoremelor 2.6.4 si 2.1.7 avem
J(F)(a) = [dF(a)] = [df(g(a)) o dg(a)] = [df(g(a))] - [dg(a)]
= J(f)(g(a)) - J(g)(a).
O
2.8.3 Observatie. Fie A o submultime a lui R, a € int A, B o submultime
alui R™ g = g(x1,...,2,) : A — B o functie diferentiabila in punctul

a, cu proprietatea g(a) € int B, iar f = f(u1,...,um) : B — R o functie
diferentiabila in g(a). Atunci avem J(f o g)(a) = J(f)(g(a)) - J(g)(a), adica

(3(f09) (a) - 9(fog) (a)>

81'1 8xn
991 (g) ... D9 (q)
ox1 Oxn
(3@ - 5L )| :
! " Ym (q) ... Yam (g)
0x1 Oxn
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Aceasta egalitate implica

d(fog) of

_ dg1 of g2
T 0) = S (gl)- 52 @)+ -

5y 9@ 527 (@

+...+ﬁ(g(a))

Ogm
Bu “—— (a)

8.%'j

pentru fiecare j € {1,...,n}. Scris scurt

SN

d(fog) <~ 0f 0y :
= : =1,.
8.%'j ; 8uz 8xj ’ J ’

d(fog) . 0gi

S1
$j 85[?]'

Aceasta scriere nu este riguroasa deoarece derivatele partiale

se evalueaza in punctul a, pe cand derivatele partiale se evalueaza in

u;
punctul g(a).

2.9 Probleme

1. Si se demonstreze ci functia f : R? — R, definita prin
Hny) = 22 +y? + exp (7z2+i2_1> dacd z?+y?<1
1+1n (22 + y?) daca 2%+ y% > 1,
este diferentiabila si sa se determine diferentiala sa.

2. Fiea>0si F: R x (0,00) = R functia definita prin

T

F(z,y) = /2\/@ e dt.
0

Sa se arate ca

O’F OF
v (CL‘,y)GRX(0,00) : QW(xvy):aiy(xvy)

3. Fie ACR", acintA,iar f: A= Rsig: A — R™ functii diferentiabile
in punctul a. Sa se demonstreze ca functia F' : A — R™, definita prin
F(z) = f(x)g(z), este diferentiabila in a si, pentru orice h € R", are loc
egalitatea

dF(a)(h) = df(a)(h) - g(a) + f(a) - dg(a)(h).
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. Fie A= {2z e R"| ||z|| < 1}. Sa se determine diferentiala functiei
F: A— R", definite prin

F(z) = ——

= 72 . "L"
V1=
intr-un punct oarecare x € A.

. Fie ACR", acintAsi f,g: A— R™ functii diferentiabile in a. Sa se
demonstreze ca functia F': A — R, definita prin F(x) = ( f(z),g9(z)),
este diferentiabila in punctul a si, pentru orice h € R”, are loc egalitatea

dF(a)(h) = (df(a)(h),g(a)) + (f(a),dg(a)(h)).
. Fie f = f(u,v) : R? - R o functie diferentiabild pe R? astfel incat
V£(20, —100) = (5, —2)

si fie g : R? — R functia definitd prin g(z,y) := f(zy? 22%y). Sa se
determine Vg(5, —2).

. Fie f = f(u,v) : R? — R o functie diferentiabild pe R? si fie functia
F : R?® — R, definits prin F(z,y,z2) = f (:1:2 —y + 2y2?%, zgemy). Sa se
determine, in functie de derivatele partiale de ordinul intai ale lui f,
derivatele partiale de ordinul intai ale lui F'.

. Fie f = f(u,v) : R? = R o functie diferentiabild pe R?, iar F': R? — R
functia definita prin

F(z,y,2z) = f(e“ch (y + z), €"sh (y + 2)).

Sa se determine, in functie de derivatele partiale ale lui f, derivatele
partiale de ordinul intai ale lui F'.

. Fie f = f(u,v,w) : R = R o functie diferentiabila pe R3, iar F': R? —
R functia definita prin

F(CE,y) = f(—?).’E + 23/’ 1:2 + y2a 2I‘3 - y3)

Sa se determine, in functie de derivatele partiale ale lui f, derivatele
partiale de ordinul intai ale lui F'.
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10.

11.

12.

13.

2 Calcul diferential in R"

Fie f = f(u,v) : R? = R o functie diferentiabild pe R?, iar F : R? — R
functia definitd prin F(z,y) = sin(y + f(y?,x)). Sa se determine, in
functie de derivatele partiale ale lui f, derivatele partiale de ordinul
intai ale lui F.

Fie f : R® — R? o functie diferentiabild pe R?, iar ' : R? — R? functia
definita prin F(x,y) = f (cosx + siny, sinz + cosy, e*Y).

a) S& se demonstreze ca daci f este de clasa C! pe R, atunci F este de
clasa C! pe R?.

b) Stiind c&
1 3 4

sa se determine dF (g, g)

Fie f : R? — R? o functie diferentiabila pe R?, iar F': R?® — R? functia

definita prin

F(z,y,z) = f(sinz — 2siny + 3sinz, cosx — 2cosy + 3 cos 2).

a) S& se demonstreze ci daci f este de clasa C! pe R?, atunci F este de
clasia C' pe R3.

b) Sa se determine J(F) (Tr T W) si dF (W T F) (—1,0,1), daca

27272 27272
-1 2
J(NH2Z0=1 3 0
4 -1

Fie f = f(u,v) : R? — R o functie diferentiabild pe R?, cu proprietatea

0 0
V (u,v) € R? : a—i(u,v) = 8—£(u,v),

iar F': R? — R functia definitd prin F(x,y) = f (w + y’ - y) Sa se

demonstreze ca

oF
2 . —_— =
V (z,y) e R® : oy (x,y) = 0.
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14. Fie f = f(u,v) : R? = R o functie diferentiabild pe R?, cu proprietatea

V (u,v) € R? : ngjz (u,v) =u—==(u,v),
fie multimea A = { (z,y) € R? | 22 <y} si F: A — R functia definita
prin F(z,y) = f(x,\/y — x?). S& se demonstreze ca

or (z,y) = 0.

0]
Vi(x,y) € A : e

15. Fie f = f(u,v) : R? = R o functie diferentiabild pe R?, cu proprietatea

: of = —va—fuv
V(u,v)€R2 : (u—i—v)au(u,v)—(u )81)( ,0),

iar F': R? — R functia definita prin F(z,y) = f(e®cosy, e®siny). Si se
demonstreze ca

OF OF
2, _
V (z,y) € R* : D (z,y) 3y (z,y).

16. Fie f = f(x,y) : R? = Rsi F = F(u,v) : R — R functii diferentiabile
pe R2, cu proprietatea F (x, Q) = f(z,y) pentru orice (z,y) € R? cu
x

x # 0. Sa se demonstreze cia daca

Ve R s 2Pl (@) +y5 @) = S,

v (22) =7 (=)

pentru orice (z,y) € R? cu z # 0.

atunci

17. Fie f = f(z,y) : R? — (0,00) si F = F(u,v) : R? — R functii
diferentiabile pe R?, cu proprietatea

F<x2~|—y2,;+;> =Inf(z,y) — (z +y)

pentru orice (z,y) € R? cu z # 0 si y # 0. Sa se demonstreze ci daca

Vo) €B 5 ygl @) ol (o) = - alfe).

oF 1 1
(x2+y2,+> =0
v T Yy

pentru orice (z,y) ER?2 cuz # 0,y #0si z # y.

atunci
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18

19.

20.

21.

22

2 Calcul diferential in R"

.Fiea>0,A={(z,y) eR?*|0<2®+y?’ <a’}sif=f(r,y): A—>R
o functie diferentiabila.

a) Sa se determine, in functie de derivatele partiale ale lui f, derivatele
partiale de ordinul intai ale functiei F' : (0,a) x R — R, definite prin
F(p,0) = f(pcosh, psin).

b) Folosind eventual rezultatul de la a), si se demonstreze cd nu exista
nici o functie diferentiabila f: A — R, care satisface

V(z,y) €A : yg;(m,y)—wa(%y):l-

Sa se demonstreze ci nu existi nici o functie f : R? — R, continui pe
R?, diferentiabild pe R?\ {(0,0)} si care si satisfaca

V@) R\(0.0) : yF @) rag @) =1

Folosind eventual coordonatele polare, sa se determine functiile diferen-
tiabile f : (0,00)2 — R, care satisfac

9 0
v (z,y) € (0,00) ffa‘i@’y)*yai@,y):wffya.

Cu ajutorul coordonatelor polare sa se determine functiile diferentiabile
f:(0,00) x (0,00) — R, care satisfac

of
Ox

X

of
(2.9) +y 5 (3.y) = Va2 +y? ¥ (2,9) €(0,00) x (0,00).
. Cu ajutorul coordonatelor polare sa se determine functiile diferentiabile
f:(0,00) x (0,00) — R, care satisfac

Vot (0) =2 G (@) =1V (29) € (0.59) x (0.50)

Fie p un numar real. O functie f : R” — R se numeste p-omogena daca

V>0, V(xy,...,20) ER™ ¢+ fltay,... tay) =tPf(x1,...,20).
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19.

20.

21.

(L. Euler) Sa se demonstreze ca daca f : R — R este o functie diferen-
tiabila, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este p-omogena.

2° Pentru orice (z1,...,x,) € R" are loc egalitatea
0 0
1:1851(ml,...,xn)+-~—|—xn8£;(xl,...,a:n):pf(ajl,...,xn).

Fie f : R? — R o functie de clasd C! cu proprietatea f(0,0) = 0. S& se
demonstreze ci pentru orice (z,y) € R? are loc egalitatea

Lo Lo
f(z,y) = m/o a—i (tz, ty)dt + y/o 8£ (tx, ty)dt.

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

(Exemplu de functii derivabile partial, a caror compusa nu este derivabila
partial) Fie g : R? — R? functia definita prin g(z,y) = (2% +y?, 2% +9?),
iar f : R? — R functia definita prin

daca (z,y) # (0,0)

_Ty
flx,y) = { vy (0,0).

0 daca (z,y)
Sa se demonstreze ca g este derivabila partial in a = (0,0), f este deri-
vabild partial in b = g(a) = (0,0), dar f o g nu este derivabila partial in
punctul a.

2.10 Diferentiabilitatea functiei inverse

2.10.1 Observatie. Fie A si B submultimi ale lui R" si f: A — B o functie
bijectiva. Daca a € int A este un punct in care f este diferentiabila, iar
f(a) € int B, atunci nu rezultd, in general, ci f~! este diferentiabila in f(a).

De exemplu, functia f : R — R, f(z) := 23 este bijectiva si derivabila
(deci diferentiabild) pe R, dar inversa ei f~': R — R, f~!(y) := ¥y nu este
derivabila (deci nici diferentiabild) in punctul 0 = f(0).

2.10.2 Teorema. Fie A si B submultimi ale lui R", a € int A, b € int B, iar
f 1A= B o functie bijectiva care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) f este diferentiabila in punctul a;



72 2 Calcul diferential in R"

(i) f(a) = b;
(iii) f~! este diferentiabild in punctul b.

Atunci aplicatia df(a) este bijectiva, matricea J(f)(a) este inversabild si au
loc urmatoarele egalitati:

Demonstratie. Avem fo f~1 =1psi f~'o f = 14. Aplicand teorema 2.8.2,
rezulta ca

dig(b) =df(a)odf (b)) si dla(a)=df ' (b)odf(a).

Intrucat d14(a) = d1p(b) = 1gn, deducem ca df(a) este bijectiva si inversa ei
este df(a)~! = df~1(b). Pede alta parte, din egalitatea df(a)odf~1(b) = 1gn,
rezultd [df(a) o df~(b)] = I,. In baza teoremei 2.1.7, avem

[df(a)] - [Af T (B)] = In,

adica J(f)(a) - J(f~1)(b) = I,. Drept urmare, matricea J(f)(a) este in-
versabild si inversa ei este matricea J(f~1)(b). O

2.10.3 Observatie. Din teorema 2.10.2 rezulta ca o conditie necesara ca
o functie bijectiva f : A — B, diferentiabila in punctul a, sa aiba inversa
diferentiabila in punctul b := f(a), este ca diferentiala lui f in a sa fie bijectiva.
Aceasta conditie, impreuna cu continuitatea lui f ~Lin b este si suficienta, dupa
cum arata teorema urmatoare.

2.10.4 Teorema. Fie A si B submultimi ale lui R", a € int A, b € int B, iar
f A — B o functie bijectiva, diferentiabild in a si cu proprietatea f(a) = b.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° =1 este diferentiabild in b.

2° df(a) este bijectivd si f~1 este continud in b.

Demonstratie. 1° = 2° Rezulta din teorema 2.10.2 si teorema 2.4.4.

2° = 1° Notam ¢ := df(a). Conform propozitiei 2.4.3, exista o functie
w: A — R" care indeplineste urmatoarele conditii:

(1) f(z) = f(a) + p(x —a) + ||z — a||w(zx) oricare ar i z € A,

%E)I}lw(:v) = 0,,.
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Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca w(a) = 0,, adica w este
continug in a. Punand x := f~1(y) in (1), deducem ca pentru orice y € B
avem

FET W) =b+o(f @) — 7)) + 1 ) — £ O w(F (),
de unde

e(fT ) = ®) =y —b— ") = O w(f ().

1

Aplicand functia ¢~ ambilor membri, rezulta ca

@) )= O+ -0 -1 ) - Ol (0 (W)
oricare ar fi y € B. Fie p: B — R" functia definita prin

O i ()] e v
o)== (9T W) daciy e B ()

Avem atunci
B) W) =) +¢ (y—b)+ly—blp(y) oricare ar fi y € B.
Vom mai dovedi ca

(4) lim p(y) = 0,.

y—b

Deoarece w este continud in punctul @ = f~1(b) si f~! este continui in b,
rezultd ci wo f~1 este continua in punctul b. Cum

(wo [71)(b) = w(a) = 0n,
exista un r > 0 asa incat B(b,r) C B si
Hw(ffl(y))H < 2‘@11” oricare ar fi y € B(b, ).
Tinand seama de (3), deducem ca pentru orice y € B(b,r) avem
17w = 17l = e =0 = 17 ) - Ol (w7 W) |
<l M =0l + 1571w — 0 e (@ @) |
<l My =0l + 1~ w) = O e HHw(F W)
< ey~ bl + 5 157 ) = £ O,
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deci
1. . _ _ .
5 If ") = O <l lly — bl oricare ar fi y € B(b, 7).

Prin urmare, oricare ar fi y € B(b,r) \ {b} avem

ol = MW=L O0 o (o) |

< 2l e lw (@)
adica
llo(y)]] <2 Hg0_1}|2 Hw(f_l(y))H pentru orice y € B(b,r).
Deoarece hmw( (y)) = w(f ' (b)) = w(a) = 0,, rezultd ci egalitatea (4)
are loc. Dln (3) si (4) urmeazd ci f~1 este diferentiabild in punctul b si ci

aF1(b) = oL = df(a) 1. O

2.10.5 Observatie. Teorema precedenta are aplicabilitate practica redusa.
Intr-adevir, a demonstra diferentiabilitatea functiei f~! in punctul b pe baza
implicatiei 2° = 1° din teorema 2.10.4 presupune a dovedi ca f ~1 este continua
in b. In general insi, functia f~1 nu este cunoscuta.

2.11 Teoreme de medie pentru functii de variabila
vectoriala

2.11.1 Definitie (extreme). Fie A C R™ o multime nevida si f : A - R o
functie. Un punct a € A se numeste punct de minim local (respectiv punct de
mazim local) al lui f daca exista V' € V(a) astfel incat pentru orice z € VN A
sa avem

(1) fla) < fz) (respectiv f(a) > f(z)).

Daca inegalitatea (1) are loc pentru orice z € A, atunci a se numeste punct
de minim global (respectiv punct de maxim global).

Punctele de minim local si punctele de maxim local se numesc puncte de
extrem local ale lui f. Punctele de minim global si punctele de maxim global
se numesc puncte de extrem global ale lui f.

2.11.2 Teorema (P. Fermat). Fie A C R"™ o multime nevida, f : A — R o
functie st a un punct care indeplineste urmatoarele conditii:
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(i) a €int A;
(ii) a este punct de extrem local al lui f;

(iii) f este derivabila partial in punctul a.

0
Atunci V f(a) = 0y, adicd 87]0 (a) =0 oricare ar fi j € {1,...,n}.

Ty
Demonstratie. Fie a := (a1, ...,a,). Deoarece a € int A, exista un § > 0 astfel
ca [a; — d,a; + 6] X -+ X [ap, — d,a, + 6] C A. Fixam un j € {1,...,n} si
consideram functia g : [a; — 0, a; + §] — R, definita prin

g(t) == f(ar,...,aj—1,t,a541,...,ap).

Deoarece a este punct de extrem local al lui f, urmeaza ca a; este punct de
extrem local al lui ¢ (avand aceeasi natura ca si a). Evident, g este derivabila

0
Inajsig(aj) = of (a). Conform teoremei lui Fermat pentru functii reale de

a:rj
el , . Of
variabila reala, avem g¢'(a;) = 0, deci e (a) =0. O
J

2.11.3 Observatii. 1° Daca ipoteza (iii) din teorema 2.11.2 se inlocuieste cu
(iii’") f este diferentiabila in punctul a,
atunci concluzia teoremei devine df(a) = 0.

2° Daca f este diferentiabila in punctul a, iar df(a) = 0, atunci a se
numeste punct critic (sau punct stationar) al lui f. Din teorema lui Fermat
rezulta ca punctele de extrem local din int A ale unei functii diferentiabile
f A — R se afla printre punctele sale critice. In general insé, nu orice punct
critic este punct de extrem local. Cu alte cuvinte, conditia V f(a) = 0,, este
necesara dar nu si suficienta ca a sa fie punct de extrem local al lui f.

Fie, spre exemplu, functia f : R? — R, definita prin f(z,y) = 2% — 2.
Avem Vf(0,0) = (0,0), deci a := (0,0) este punct critic pentru f. Se vede
imediat insa ca a nu este punct de extrem local al lui f. Suprafata de ecuatie
z = f(x,y) = 2 — y? are drept imagine un paraboloid hiperbolic, care in
vecinatatea originii ,arata ca o sa” (a se vedea figura 2.11.1). Din acest motiv,
punctele critice ale unei functii care nu sunt puncte de extrem local sunt numite
puncte sa.

3° Fie A o submultime compacta cu interiorul nevid a spatiului R”, iar
f A —= R o functie continua pe A si diferentiabila pe int A. Atunci, conform
teoremei lui Weierstrass, f este marginita si isi atinge marginile, deci putem
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2

Figura 2.11.1: Graficul suprafetei de ecuatie z = 2% — y2.

considera numerele reale m := min f(A) si M := max f(A). Intrucat si
multimea bd A este compacta, tot In baza teoremei lui Weierstrass, putem
considera si numerele reale m; := min f(bd A) si M; := max f(bd A). Fie
apoi C' multimea punctelor critice ale lui f din int A. Presupunand ca C' este
finita, notam mg := min f(C) si My := max f(C). Teorema 2.11.2 garanteaza
atunci ca

m =min{mi,me} si M = max{M;, Ma}.
2.11.4 Definitie (multimi convexe). O multime A C R" se numeste convezrd
daca pentru orice puncte z,y € A si orice t € [0,1] avem (1 —t)z +ty € A (a
se vedea figura 2.11.2).

2.11.5 Lema. Fie A CR" o multime convexa, deschisa, nevida, f : A — R™
o functie diferentiabila pe A, fie a si b puncte din A si fie F : [0,1] — R™
functia definita prin F(t) := f((1—t)a+tb). Atunci F este derivabila pe [0, 1]
St

(2) F'(t) =df((1 —t)a+tb)(b—a) oricare ar fi t € [0,1].

Demonstratie. Fie tg € [0, 1] fixat arbitrar si fie a := (1 —tg)a+tob, v := b—a.
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/y

A

X

A

(a) multime convexa (b) multime neconvexa

Figura 2.11.2: Exemplu de multime convexa si respectiv neconvexa

Deoarece A este convexa si deschisi, a este punct interior lui A. Avem

i _1t0 [F(t) - Flto)] = g%% [Flto+5) — Flto)]
_ lii%% [F((1 = to — s)a+ (to + )b) — F((1 — to)a + tob)]
= lim * [f(a+ sv) — f(a)]

= f'(@;v) = df(@)(v).
Prin urmare, F' este derivabila in to si F'(to) = df((1 —to)a+teb)(b—a). O

2.11.6 Teorema (teorema de medie pentru functii reale de variabila vecto-
riald). Fie A CR"™ o multime deschisa, convexd, nevidad si f : A — R o functie
diferentiabila pe A. Atunci oricare ar fi punctele a,b € A, exista un & € (0,1)
asa incat notand ¢ := (1 — &)a + &b sa avem

f() = f(a) = df(e)(b—a).

Demonstratie. Fie a,b € A fixate si fie F' : [0,1] — R functia definita prin
F(t) := f((1 —t)a + tb). Conform lemei 2.11.5, functia F' este derivabila
pe [0,1]. Aplicand lui F teorema de medie (a lui Lagrange) pentru functii
reale de variabila reala, rezulta existenta unui punct £ € (0,1) astfel incat
F(1) — F(0) = F'(¢). Notand ¢ := (1 — &)a + &b, din relatia (2) rezulta ca
7(b) — f(a) = df (e)(b— a). 0
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2.11.7 Teorema (teorema de medie pentru functii vectoriale de variabila
vectoriala). Fie A C R™ deschisa converd nevidd si f : A — R™ o functie
diferentiabila pe A. Atunci oricare ar fi punctele a,b € A, exista un £ € (0,1)
asa incat notand ¢ == (1 — &)a + £b sa avem

1f(0) = f(a)ll < [[df ()l b — all

Demonstratie. Fie a,b € A fixate si fie F' : [0,1] — R™ functia definita prin
F(t) := f((1 — t)a + tb). Conform lemei 2.11.5, functia F' este derivabila pe
[0,1]. Aplicand lui F' teorema de medie pentru functii vectoriale de variabila
reala (teorema 2.3.3), rezultd existenta unui punct £ € (0, 1) astfel incat sa
avem ||F(1) — F(0)|| < ||F'(§)]|. Notand ¢ := (1 — &)a + &b, din relatia (2)

rezulta ca

1F(8) = f(@)]| < l[df(c)(b—a)ll < ldf(e)[I]]b - al.

2.12 Probleme

1. (Teorema lui Rolle pentru functii reale de variabila vectoriala) Fie A o
submultime compacta cu interiorul nevid a spatiului R" si f: A = R o
functie care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) f este continua pe A;
(ii) f este diferentiabila pe int A;
(iii) f este constanta pe bd A.
Sa se demonstreze ca exista un punct ¢ € int A astfel ca df(c) = 0.
2. Cu ajutorul functiei f : [0,7] — R2, f(x) = (sinz, sin 2x), s& se demon-

streze ca teorema lui Rolle nu ramane adevarata pentru functii vectoria-
le.

3. Fie multimea A = [~1,1]? si fie f : A — R functia definita prin
Flo,y) =2 +ay +y7°.
Sa se determine min f(A), max f(A) si f(A).

4. Fie multimea A = {(z,y) | |z| <y <2} sifie f: A — R functia definita
prin
f(z,y) =5+ 4z + 3y — 222 — %

Sa se determine min f(A) si max f(A).
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10.

11.

. Fie multimea A = {(z,y) |+ >0,y >0,z +y <1} sifie f: A - R

functia definita prin

flay) =ay?(1— 2 —y)°.

Sa se determine min f(A) si max f(A).

. Se considera multimea A := {(z,y) € R? | —1 <y <z < 1} si functia

f: A — R, definita prin f(z,y) := (z — y)? + 3zy. S& se determine
min f(A) si max f(A).

. Fie multimea A = {(z,y) | 22 +y? < 2} si fie f : A — R functia definita

prin
2 2
fla,y) = (@ +y)e 7.

Sa se determine min f(A), max f(A) si f(A). S& se demonstreze ca

1 1
—— < f(z,y) < — oricare ar fi (z,y) € R%

ve Ve

. Fie z,y,z € [0,00) asa incat x +y + z = 1. Sa se demonstreze ca

7
0§xy+yz—|—zx—2xyz§2—7.

OIM, Praga 1984

. Fie z,y,2 € [0,00) asa incat  + y + z = 1. S& se demonstreze ca

Ay +yz + zz) < 9zryz + 1.
Fie z,y,z € [0,00) asa Incat z +y + z = 1. Sa se demonstreze ca

<2®+ P+ 22 4 6ayz < 1.

AN

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

Fie z,y,z € [0,00) asa Incat = +y + z = 1. Sa se demonstreze ca

4

2 2 2
< —.
Ty +y z+zx_27

Olimpiada nationala din Canada, 1999
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12

13.

14.

15.

16.

17.
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. Fie A={(2,9,2) €R® |2 >0, y>0,2>0, 2>+ +22 =1} s
f: A — R functia definita prin f(z,y,2) = (1 —z)(1 —y)(1 — 2). Sa se
determine max f(A).

Sa se demonstreze ca pentru orice x,y > 0 are loc inegalitatea

7562 +y” < Y2,
TS
Berkeley 1993

S se demonstreze ca functia f : (0,00)% — R, definita prin

_ Yy
A T [ )

poseda un maxim global si sa se determine acest maxim.

Fie ABC si A1 B1C doua triunghiuri avand unghiurile de masuri a, 3,y
si respectiv aq, 51,71. Sa se demonstreze ca are loc inegalitatea

cosay cosfy cosyy
- -

. . . < ctga+ctgB + ctgy.
sin « sin 8 sin y

Kvant, Nr. 1-1987
Fie A C R? o multime deschisi cu proprietatea ca [0, 1] x [0,1] C A si fie

f + A — R o functie diferentiabila pe A, care indeplineste urmatoarele
conditii:

(i) f(oao)+f(130)+f(171)+f(0a1):O;

@) v ) e 0 x 0.1] 5 ||+ [ | <1
Sa se demonstreze ca V (z,y) € [0,1] x [0,1] = |f(z,y)| < g

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.
Fie f : R" — R" o functie diferentiabila care indeplineste urmatoarele
conditii:
(i) Ve eR® : rang J(f)(z) =n;

(ii) pentru orice multime compacta A C R”, multimea f~!(A) este com-
pacta.

Sa se demonstreze ca f(R™) = R™.

Berkeley 1992
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Probleme 81

Fien > 2, A C R"” o multime deschisa, a € A, iar f : A — R o functie
continua pe A si diferentiabild in a, cu df(a) # 0. Sa se demonstreze ca
pentru orice vecinatate V' a lui a existd un z € V' \ {a} in asa fel incat

f(x) = f(a).

Concursul studentesc Traian Lalescu, etapa finala 1997

Fie f : R® — R™ o functie, @« > 0 si p > 1. Sa se demonstreze ca daca

Va,yeR" o |f(z) - fy)ll < allz -yl
atunci f este constanta.

Fie A C R" o multime conexa deschisa nevida si f : A — R™ o functie
diferentiabila care se bucura de urmatoarele proprietati:

(i) exista un punct a € A asa incat f(a) = Op;

(ii) exista un o > 0 astfel ca Vo e A : |df(z)] < alf(z)].

Sa se demonstreze ca f = 0py,.

Fie f : R®™ — R o functie diferentiabila, iar ¢ un numar real cu propri-
etatea

Ve>0 30>0 asaincat Vo e R" cullz|| >0 : |f(z)—/{| <e.
Sa se demonstreze ca exista un punct ¢ € R" astfel ca df(c) = 0.
Fie f : R® — R o functie diferentiabila proprie (adica pentru orice
multime compactid A C R, multimea f~!(A) este compactd in R?). Sa
se demonstreze ca daca f are un singur punct critic care este punct de
extrem local, atunci acesta este punct de extrem global.
Fie A C R™ convexa deschisa nevida si fy : A — R™ (k € N) un

sir de functii diferentiabile care converge punctual pe A catre functia
f:A— R™. Si se arate ca daca

sup{ [|[dfx(z)]| | k€N, z € A} < o0,

atunci f este continua pe A.
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2.13 Functii de clasa ct

2.13.1 Definitie. Fie A C R" o multime deschisa nevida, iar f: A =+ R™ o
functie care este diferentiabila in fiecare punct al lui A. Consideram functia
df : A— L(R",R™), care asociaza fiecarui punct x € A, diferentiala df(z) €
L(R™,R™), alui f in punctul z. Se spune ca functia df este continud intr-un
punct a € A dacd pentru orice € > 0 exista un § > 0 astfel ca pentru orice
x € Aculz—al| <dsaavem ||[df(z) —df(a)] <e.

2.13.2 Teorema. Fie A C R™ o multime deschisd, a € A si f : A — R™
o functie diferentiabila pe A. Atunci functia df : A — L(R™,R™) este con-

tinua in punctul a dacd si numai daca pentru orice j € {1,...,n} functia
0 .
of : A — R™ este continud in a.
Ly
Demonstratie. Necesitatea. Fixam un j € {1,...,n}. Pentru a dovedi ca

of

functia —— este continua in a, fie € > 0 oarecare. Deoarece functia df este
x
J

continua in a, exista § > 0 astfel ca pentru orice x € A cu ||z —a|| < ¢ s& avem
|df(z) —df(a)]] < e. Rezulta de aici ca pentru orice z € A cu ||z —al| < 0 si
orice h € R" cu ||| =1 avem

ldf(z)(h) = df(a)(R)| = [|(df (z) = df (@) (A)|| < lldf(x) = df(a)]l <e.

Alegand h = ej, deducem ca

df(x)(e; = <e
Ja7(@)(ey) - as@ies)l = |22 @) - 3L (o)
. . . of VA
oricare ar fi z € A cu ||z — al| < 4, deci functia Do este continua in a.
Lj
. . . . Of .
Suficienta. Fie € > 0 arbitrar. Deoarece toate functiile Er Jj=1,...,n)
Lj

sunt continue in punctul a, pentru fiecare j € {1,...,n} exista un §; > 0 asa

incat oricare ar fi x € A cu ||z — al| < §; sa avem

r._ &
H@x] 83:J( )H<E S
Notam ¢ := min{di,...,d,}. Atunci 6 > 0 si
af of
Joz; -] <
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pentru orice z € A cu ||z — al| < 4 si orice j € {1,...,n}. Vom dovedi ca
(1) |ldf(z) —df(a)|| <& oricare ar fi x € A cu ||z — al| <.
Fie z € A un punct arbitrar cu proprietatea ||z —al| < d si fie b := (hq,..., hy)
un punct arbitrar din R™ cu proprietatea ||h|| = 1. Avem
(@f @) —df@)B = > hige- @) =) hige-(a)
— J — J
7j=1 7=1
n of

IA
¢
S

du; ®) = Iz (a)H

5/

IN

.
I M:
I

(3
byl < ne'llnl = £ <e.

Intrucat h € S"~1 a fost arbitrar, rezulta ci (1) are loc, deci functia df este
continua in punctul a. O

2.13.3 Definitie (functii de clasd C1). Fie A C R™ o multime deschisa nevida
si f: A— R™ o functie. Daca f este diferentiabila in fiecare punct al lui A si

functia df : A — L(R"™,R™) este continud pe A, atunci se spune ca f este de
clasd C' pe A.

2.13.4 Teoremai (caracterizarea functiilor de clasa C1). Fie A o submultime
deschisd nevidd a lui R™. O functie f : A — R™ este de clasd C* pe A dacd
st numai dacd ea este derivabila partial pe A si pentru fiecare j € {1,...,n}
0
functia —— este continud pe A.
ij
Demonstratie. Partea de necesitate rezulta din teoremele 2.6.4 si 2.13.2, iar
partea de suficienta din teoremele 2.6.7 si 2.13.2. O

2.14 Teorema difeomorfismului local

2.14.1 Definitie (difeomorfisme). Fie A si B submultimi deschise nevide ale
spatiului R”. O functie f : A — B se numeste difeomorfism daca ea este
bijectiva, diferentiabila pe A si cu inversa diferentiabila pe B. Functia f se
numeste difeomorfism de clasd C! daca ea este bijectiva, de clasi C! pe A si
cu inversa de clasi C! pe B.
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2.14.2 Teorema (teorema difeomorfismului local, teorema de inversabilitate
locald). Fie A C R™ o multime deschisd, a € A si f : A — R" o functie
diferentiabila pe A, cu diferentiala df continud in a si cu proprietatea ca df(a)
este bijectiva. Atunci exista o vecindatate deschisa U € V(a) cu urmdtoarele
proprietdii:

(i) U C A si multimea f(U) este deschisd;

(ii) functia f:U = f(U), definitd prin f(x) := f(z), este un difeomor-

fism.
Demonstratie. Facem demonstratia in cazul particular cand df(a) = I, unde
I este aplicatia identica a lui R™, I(z) := x oricare ar fi x € R™. Aceasta nu
constituie o restrangere a generalitatii deoarece, altfel, lucram in locul functiei
f cu functia F : A — R™, definita prin F := p~lof, unde ¢ := df(a). Aceasta
satisface

dF(a) =d¢ ' (f(a))odf(a) =~ op=1.

Presupunem asadar ca df(a) = I. Pentru fiecare punct y € R" consideram
functia g, : A — R", definita prin gy(z) := y + « — f(x). Evident, g, este
diferentiabila pe A si

dgy(x) =1 —df(x) oricare arfiz € A.

Impartim demonstratia in trei etape.

Etapa I. Localizarea unei multimi deschise U in asa fel incat a € U C A
st f . este injectiva.

Deoarece functia df este continua in punctul a si df(a) = I, exista un
ro > 0 asa incat notand U := B(a,r) sa avem U C A si

(1) |ldf(z) = I]| < % oricare ar fi z € U.

Vom dovedi in continuare ca

(2)  lgy(z) — gy(z)] < % |z — 2’| pentru orice y € R si orice z,2" € U.
Fie, in acest scop, y € R" si z, 2’ € U arbitrar alese. Avand in vedere ca U este

o multime convexa, in baza teoremei 2.11.7 rezulta existenta unui £ € (0,1)
astfel incat notand ¢ := (1 — )z + &2’ s& avem

lgy(x) = gy (@) < lldgy ()| [l — 2.
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Cum c € U, din (1) deducem ca

loy @) — gy} < 11 - dF @) |}z — o] < 5 llz =2l

deci (2) are loc.
Mai aratam ca f ‘U este injectiva. Presupunand contrarul, ar exista punc-
tele z, 2’ € U, x # o/, astfel ca f(z) = f(2') =: y. Atunci

/

@) =y+z—fl@)=2 si g )=y+2 - fa')=2"

Tinand seama de (2), rezulta ca
/ / 1 /
lz =2l = llgy(2) = gy ()] = 5 llz =27,

deci ||z — /|| = 0, ceea ce este absurd. Contradictia obtinutd arata ca f
este injectiva.
FEtapa a II-a. Multimea V := f(U) este deschisa.

Fie yp € V arbitrar. Exista atunci un unic zoy € U astfel ca yo = f(xo).
Cum U este deschisi, existd un dy > 0 in asa fel incat notand By := B(wg, &)
sa avem By C U. Notam ¢ := dp/2 si demonstram ca B(yp,0) C V.

Fie, in acest scop, y un punct oarecare din B(yg,d). Observam ca pentru
fiecare x € By avem

19y(z) = 2ol < llgy(2) = gy (o)l + [lgy(x0) — ol

1 .
S 3 |z — zoll + ly + 20 — f(z0) — 20 (conform lui (2))

1 1 do 0o
=5 ol € SG0 s =240 g,
20+Hy yoH_20+ 2+2 0

IN

Asadar, g,(z) € B(xo,d0) = By pentru orice x € By.

Intrucat By C U, din (2) urmeaza ca g, : By — By este o %—contrac‘gie.
Multimea By fiind inchisa, in baza teoremei de punct fix a lui Banach deducem
existenta unui unic punct Z € By astfel incat g,(Z) = z, adica

y+z—f(T) =1,

de unde y = f(z) € f(By) € f(U) =V. Cum y a fost un punct oarecare din
B(yo, ), rezulta ca B(yp,d) C V, deci V este multime deschisa.

Evident, functia f : U — V = f(U), definiti prin f(z) := f(z), este
bijectiva si diferentiabila pe U.
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Etapa a I1I-a. Functia ffl : V= U este diferentiabila pe V.

Aratam mai Intai ca pentru fiecare € U, aplicatia liniara d f () =
df(z) € L(R™,R") este bijectiva. Presupunand contrarul, ar rezulta existenta
unui punct z € U astfel ca df(z) sa nu fie injectiva, deci ar exista un
h € R™\ {0,} cu proprietatea ca df(x)(h) = 0,. Avem

1Al = 1 (R) = df(z) ()| < [II = df (@) [|p] < % P

ceea ce este absurd. Contradictia obtinuta arata ca df(z) este bijectiva oricare
arfizeU.
Arataam acum ca

(3) 1 y) — FH W) < 2|y — /|| oricare ar fi y, 4/ € V.

Fie y,y/ € V si fie z := f~'(y), #’ := f~'(3/). Atunci avem z,2’ € U si
f(x) =y, f(z') =9. Alegem un y € R™ arbitrar. Avem

17 ) = FAW) = lle— 2| > 2llgy(x) — gy(2')]
20y +a — f(x) —y — '+ f(2)
2|z — 2’ — (f(z) — f(=))]]
21 ' w) - F ) — (=)

> 2 ) = O 20y =,

!
i

de unde rezultil validitatea lui (3). Relatia (3) asigurd ci f—! este continua
pe V.

In concluzie, functia f:U — V se bucurd de urmitoarele proprietati:
e f este bijectiva si diferentiabild pe U;
e df(z) este bijectivd pentru fiecare x € U;
° f‘l este continua pe V.
Aplicand teorema 2.10.4, deducem c& f~1 este diferentiabila pe V. O

2.14.3 Teorema. Fie A si B submultimi deschise nevide ale spatiului R™ si
f: A — B o functie bijectivd, de clasd C' pe A, avand inversa diferentiabild
pe B. Atunci f~1 este de clasi C' pe B.

Demonstratie. Fara demonstratie. —
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2.14.4 Teorema. Fie A C R" o multime deschisa nevida, f : A = R" o
functie de clasi C' pe A si a € A un punct cu proprietatea cd df(a) este
bijectiva. Atunci existd o vecindtate deschisa U € V(a) cu urmdtoarele pro-
prietati:

(i) U C A si multimea f(U) este deschisd;

(ii) functia f: U — f(U), definitd prin f(x) := f(z), este un difeomor-
fism de clasa C'.

Demonstratie. Se aplica teoremele 2.14.2 si 2.14.3. O

2.14.5 Consecinta. Fie A o submultime deschisa nevida a spativlui R™, iar
f: A— R" o functie de clasi C* cu proprietatea cd df(z) este bijectivd pentru
fiecare x € A. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Multimea f(A) este deschisa.

2° Dacd, in plus, f este injectivd, atunci functia f : A — f(A), definiti
prin f(a:) .= f(x), este un difeomorfism de clasd C'.
2.14.6 Consecinta. Fie A si B submultimi deschise nevide ale spatiului R",
iar f : A — B o functie bijectivd, de clasd C pe A si cu proprietatea cd df(x)
este bijectivd oricare ar fi x € A. Atunci f este un difeomorfism de clasd C*.

2.15 Functii implicite

2.15.1 Definitie. Fie A C R" si B C R™ multimi nevide, iar /' : Ax B — R™
o functie. Notam
S:={(r,y) € AxB| F(z,y) =0}
Si={zxecA|JyeB : F(z,y) =0}

Fie apoi (a,b) € S. Atunci a € A, b € B si F(a,b) = 0,,. Se spune ca
ecuatia F(z,y) = 0, defineste implicit pe y ca functie de z in jurul punctului
(a,b) daca exista U € V(a) si V' € V(b) asa Incat pentru orice punct x € UNSy,
multimea

(1) {yeVNB|F(z,y)=0n}

contine exact un element. In acest caz putem defini functia f : U NSy =V,
punand f(z) := unicul element al multimii (1). Avem atunci

F(z, f(x)) =0, pentru orice x € U N S;.

Se mai spune ca f este o functie implicita definita in jurul punctului (a,b) de
ecuatia F(z,y) = Op,.
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2.15.2 Exemplu. Fie A = B =R i fie F': R x R — R functia definita prin
F(z,y) := 2? + y* — 1. Atunci

S={(z,y) eR* |22 +y* =1} si S =[-1,1].
Fie (a,b) € S, adica a® + b? = 1. Daci a # &1, atunci ecuatia
Flr,y)=a*+y" —1=0

defineste implicit pe y ca functie de x in jurul punctului (a,b). Mai precis,
y(z) = V1 — a2 dacd b > 0 si respectiv y(z) = —v1 — 22 dacd b < 0.

Daca insa a = £1, atunci b = 0. In acest caz, ecuatia F(z,y) = 0 nu
defineste implicit pe y ca functie de z in jurul punctului (£1,0). Intr-adevar,
pentru orice vecinatate U € V(=£1) si orice vecinatate V' € V(0) exista puncte
r €UNS; =UnN[-1,1] pentru care multimea {y € V | 22 + y? = 1} contine
exact doua elemente.

In continuare, vom identifica pe R™® x R™ cu R*"™. In acest fel, daca
ACR"si BCR™, atunci A x B poate fi privita ca submultime a lui R™*™.
Putem vorbi asadar despre diferentiabilitatea unei functii F': A x B — R™.

Fie A o submultime a lui R”, B o submultime a lui R™, a € int A, b € int B
si F'=(F1,...,Fn): Ax B — R™ o functie diferentiabila in punctul (a, b):

F(xh"wxnayl?"'aym) == (Fl(xla‘--7‘T7’L7y17"‘7ym)7“'7
Fm<m17-"7xnay17"'7ym))
pentru orice x = (x1,...,2,) € A si orice y = (y1,...,Ym) € B. Notam
OF OF'
ag(a,b) - 5 (a,b)
Jy(F)(a,b) := : :
%I;rln (a¢ b) e gyL:(av b)

2.15.3 Teorema (teorema functiei implicite). Fie A C R" si B C R™ multimi
deschise nevide, F : A x B — R™ o functie de clasi C' pe A x B, iar
a € A sibe B puncte cu proprietatea F(a,b) = 0y, si det J,(F)(a,b) # 0.
Atunci ezista o vecinatate deschisa U € V(a) cu U C A, o vecinatate deschisa
VeVb) cuVC B sio functie f : U — V care se bucura de urmatoarele
proprietdli:

(i) f este de clasa C' pe U;

(if) f(a) =0
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(ili) Ve eU :  Fl(x, f(x)) = 0p.

Mai mult, vecinatatile U si V' pot fi alese in asa fel incat sa existe o singura
functie f : U =V care sa satisfaca (iii).

Demonstratie. Deoarece A si B sunt deschise, rezulta ca A x B este o submulti-
me deschisd a lui R” x R™ = R""™. Consideram functia G : Ax B — R"xR™,
definita prin

G(z,y) := (z, F(z,y)) oricare ar fi (z,y) € A x B.

Deoarece F' este de clasia C1, rezultd ci si G este de clasd C! pe A x B. Fie
Gi,...,Gn,Gpy1, ..., Gpym componentele scalare ale lui G. Cum

Gi(z1, ..., Tny Y1, Ym) =2; daca1<i<n
si respectiv
Gn-}—i(xla" Ty Y1y -t 7Z/m) == E(.’L'l,. ey Ty Y1, - 7ym) daca 1 S 1 S m,

rezulta ca

J(G)(a,b) = ( MZLX,L Jy(%x(z b) ) '

Conform regulii lui Laplace, avem det J(G)(a,b) = det J,(F)(a,b) # 0. In
baza teoremelor 2.6.4 si 2.1.13, deducem ca dG(a,b) este bijectiva. Aplicand
functiei G' teorema difeomorfismului local, rezulta existenta unei vecinatati
deschise Uy x V' a punctului (a,b), cu urméatoarele proprietati:

o Uy xV CAx B si multimea W := G(Up x V) este deschisa;

o functia G:UyxV — W, definitd prin é(z,y) = G(z,y), este un
difeomorfism de clasa C*.

Fie H : W — Uy x V inversa functiei G. Atunci si H este de clasi C!. Fie
apoi Hy : W — Uy si Hy : W — V functiile care satisfac egalitatea

H('Iay) = (Hl(mvy)aH2(x’y)) oricare ar fi (‘T7y) ew.

Observam ca pentru orice (z,y) € W avem

(éOH)(:L‘,y) = G(H(:U,y)):é(Hl(x,y),Hg(x,y))
= (Hi(z,y), F(Hi(2,y), Ha2(2,9)))-
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Cum, pe de alta parte, (é o H)(z,y) = (x,y), prin compararea celor doua
egalitati deducem ca

(2) Hi(x,y) =z si F(x,Hs(z,y)) =y oricare ar fi (z,y) € W.

Mai observidm c& (a,0,,) = (a, F(a,b)) = G(a,b) € W. Intrucit W este
deschisa, rezultd de aici existenta unei vecinatati deschise U € V(a) in asa fel
incat U C Uy si (2,0,,) € W oricare ar fi x € U.

Fie f : U — V functia definita prin f(x) := Ha(x,0,,). Vom dovedi ca U,
V si f indeplinesc conditiile (i), (ii) si (iii) din enunt. In adevir, H fiind de
clasa C1, rezulta ci si Hy este de clasa C'1, deci f este de clasa C!. Prin urmare,
(i) are loc. Din G(a,b) = (a, F(a,b)) = (a,0,,) rezulti ci H(a,0m) = (a,b).
Dar H(a,0,) = (Hi(a,0pm), H2(a,0,,)), deci Ha(a,0,,) = b, adica f(a) = b.
Aceasta egalitate arata ca si (ii) are loc. Din (2) rezulta ca pentru orice x € U
avem F'(z, Hy(z,0,)) = Oy, adica F(z, f(z)) = 0,,. Deci si (iii) are loc.

Ramane sa mai dovedim ca f este singura functie de la U in V' care satisface
(iii). Fie, in acest scop, g : U — V o alta functie cu proprietatea

F(x,g(x)) =0,, oricarear fix € U.

Pentru fiecare x € U avem atunci

Gz, f(x) = G, f(z))
= (2,F(z,9(x))) = G(z,9(x)) = G(z, g()).

Intrucat functia G este injectivi, deducem ci f () = g(x), deci f =g. O

I
w®
|
—~
s
~
—~
8
=

|
w
=)
\3_/

2.15.4 Observatie. Notand cu fi,..., f,, componentele lui f, (iii) se scrie

VeeU : F(xi,...,zn, i(z1, - Zn), ooy fi(z1, ..., 20)) = O,

relatie echivalenta cu sistemul

VeeU : Fix1,...,zn, i(z1,..s2n), oy f(z1, ... 20)) =0,

oricare ar fii € {1,...,m}. Fixam un indice j € {1,...,n}. Aplicand regula
de derivare a functiilor compuse, deducem ca
o (0 (@) 4 Lo S@) - G )+ G S () - 5 )
OF; Ofm, |
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pentru orice x € U si orice i € {1,...,m}. Punand z = a, rezulta
OF; dfi OF; Ofm o @
5y (@ 0) G (@) 4 5 0,) - G @) =~ 5 )
0F, 0f 0F, Ofm, ,_  0F
ayl (CL, b) ax] (a) + + 8ym (CL, b) 856] ((Z) - 81'] (CL, b)
OF,, 0f1 oF,, Ofm _ 0Fy
8y1 (CL, b) 8.’11] (a) + + aym ((I, b) axj (a’) - 8%‘3 (a’7 b)

Acesta este un sistem liniar de m ecuatii cu necunoscutele

df1 dfs Ofm
%j(a)a %(a)a S ij(a)-

Determinantul sistemului este det J,(F)(a,b) # 0, deci sistemul este compa-
tibil determinat si poate fi rezolvat cu regula lui Cramer. Dand lui j suc-

cesiv valorile 1,...,n, se determina in acest mod toate derivatele partiale
dfi . .
ale (a), i=1,m, j=1,n.

J

2.16 Probleme

1. Fie multimile definite prin A = { (x,y) € R? | # > 0, y > 0} si respectiv
B={(uv) €ER* | u+v >0, u—v >0} Sise demonstreze ci
functia f : A — B, definita prin f(z,y) = (22 + 3?, 2% — y?), este un
difeomorfism de clasa C*.

2. Si se demonstreze ca functia f : R? — R2, definits prin

f(xay) = (ex - eyv T+ y)
este un difeomorfism de clasa C*.
3. Sa se demonstreze ca functia f : R? — R?, definitd prin
f(-T,y) = (1’3 + z,Yy— xz)’

este un difeomorfism de clasi C?.
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4. Si se demonstreze ci functia f : R? — R2, definitd prin

fla,y) = (2 + 3ze?, y —a?),

este un difeomorfism de clasa C1.

. Se cauta functiile f : R? — R, de clasi C* pe R? si care satisfac

(1) gi (2,y) — gi (z,y) = 2f(x,y) oricare ar fi (z,y) € R%

a) Si se demonstreze ci functia g : R? — R?, g(z,9) := (z + y,2 — ¥)
este un difeomorfism de clasa C.

b) S& se demonstreze ci daca f : R? — R este o functie de clasa C1,
atunci si functia F : R? — R, definitd prin F := f o g~ ! este de clasa
C'. Mai mult, (1) are loc daca si numai daca

or
ov

(u,v) = F(u,v) oricare ar fi (u,v) € R?.

c) Sa se determine functiile f : R? — R, de clasia C! si care satisfac (1).

. Se caut functiile f : A — R, de clasd C! si care satisfac

) @)~ G w4 3 - o) =0

oricare ar fi (z,y) € A, unde A = {(z,y) € R? | x > y}.

a) Sa se demonstreze ca pentru orice (z,y) € A avem (zy, = +y) € B,
unde B = {(u,v) € R? | v > 4u}.

b) Sa se demonstreze ca functia g : A — B, g(z,y) = (xy, x +y) este un
difeomorfism de clasa C*.

¢) Daca functia f : A — R este de clasa C!, atunci si functia F : B — R,
definita prin F' = fog™!, este de clasa C'. Mai mult, (2) are loc oricare
ar fi (z,y) € A daca si numai daca avem

oF

vV (u,v) € B : 5

(u,v) — 3F (u,v) = 0.

d) Si se determine functiile f : A — R, de clasid C! si care satisfac (2)
pentru orice (z,y) € A.



2.16 Probleme 93

7.

10.

11.

Fie f : R? — R? functia definitd prin

~f (z, Larctg(zy)) daca z#0
flz,y) = { 0,y) daca z =0.

a) Si se arate ci f este o functie injectiva de clasa C?.

b) S& se demonstreze c& multimea B = f (R?) este deschisi si c& functia
f : R? - B, definitd prin f(z,y) = f(z,y), este un difeomorfism de
clasa C1.

.FieA={(z,y) eR?| —m<y<m}sif:A— R?functia definitd prin

f(z,y) = (e” cosy, e”siny).
a) Si se arate ci f este o functie injectiva de clasa C?.
b) Sa se arate ca multimea f(A) este deschisa, iar functia f:A— f(A),

definita prin f(z,y) = f(z,y), este un difeomorfism de clasa C'. S se
e

determine J (f—l) (-é \/5>

. Fie f: R?® — R? functia definita prin

f(z1, 22, 23) = (1, 2172, T17273)
si multimea A = { (71,29, 23) €R® | 21 >0, 22 > 0}.
a) Sa se arate cd multimea f(A) este deschisa.
b) Si se studieze daci functia f : A — f(A), definiti prin f(z) = f(z),

este un difeomorfism de clasa C1.

Fie A={z e R"| ||z|| < 1}. Sa se arate ca functia f : A — R", definita
prin
1

—_— . x7
V1= |z]?

este un difeomorfism de clasa C1.

fz) =

Fie functia f : R? — R?, definita prin

flz,y) = (23: + 2cos (gy) ,2y + 2 cos (gx» .
Sa se demonstreze ca existd o vecinatate deschisa U a punctului (%, —%),
in asa fel incat multimea f(U) s fie deschisa si functia f:U = fU),
definita prin f(z,y) = f(z,y), sa fie un difeomorfism de clasia C!. Sa se

determine J <f*1> (V2+1,v/2-1).
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12.

13.

14.

15.
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Fie g : R? — R? functia definita prin
9(z,y) = (ycosz, (z +y)siny),
iar f:R? — R? functia definitd prin

flz,y) = (2 —y, 3z — 2y, 22y + °).

a) Sa se arate ca exista o vecinatate deschisa U a punctului (0, E) astfel
ca multimea g(U) sa fie deschisa, iar functia g : U — ¢g(U), definita prin
g(z,y) = g(z,y), si fie un difeomorfism de clasa C?.

b) S4 se determine J (fo g™ ") (g, g)

Fie g : R — R o functie de clasd C1, iar f : R? — R? functia definita
prin f(z,y) = (z + 9(y), y + g(x)). Sa se demonstreze ca daca exista
un « € (0,1) asa Incat |¢'(t)| < « pentru orice t € R, atunci f este un
difeomorfism de clasa C*.

(generalizarea problemei precedente) Fie n > 2, g : R"™! — R o functie
de clasa C1, iar f: R™ — R" functia definita prin

f(xlv s 7-7;n) = (xl +g(l’2,3§'3, cee 7xn)7 T2 +g(l’1,$3, s ;$n)7
ces T+ g(T1, T2, .0, Tp—1)).
Sa se demonstreze ca daca exista un numar pozitiv o < asa incat
Vje{l,...,.n—1}, VzeR == (@) < a,
al’j

atunci f este un difeomorfism de clasa C.

Fie g : R — R o functie de clasa C!, f : R? — R? functia definita prin
f(z,y) = (9(z), —y+2zg(x)) si (x0,yo) un punct al lui R? cu proprietatea
g'(zo) # 0. Sa se demonstreze ca exista o vecinatate deschisa W a lui
(w0,70) si o functie h : R — R, de clasia C*, aga incét si fie indeplinite
urmatoarele conditii:

(1) multimea f(W) este deschisa;

(i) functia f : W — f(W), definitd prin f(z,y) = f(z,y), este un
difeomorfism de clasa C;

(iii) ¥ (w,0) € fF(W) = f7H(u,0) = (h(w), —v + uh(w)).

Berkeley 1984
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16.

17.

18.

19.

Fie f : R® — R" o functie de clasd C! cu proprietatea ci existd a > 0
astfel ca

Va,yeR" o f(z) - f(yll = allz -yl

a) Sa se arate ca  Vz,h € R™ : ||df(x)(h)| > oA

b) Folosind eventual faptul ca R™ este singura submultime nevida simul-
tan deschisa si inchisa a lui R”, sa se arate ca f este un difeomorfism de
clasa C*.

Sa se studieze daca exista o vecinatate deschisa U a punctului (1, 1) si o
functie f : U — R, de clasi C' si care indeplineste urmatoarele conditii:

1) f(1,1) =1

(i) pentru orice (z1,z2) € U are loc egalitatea

e 2 In(zy + x9 + f(21,22) — 2) — 221 + 22 + f(21,22) = 0.

. Of

0
In caz afirmativ, sa se determine —f(l, 1) si 8—(1, 1).
T2

ox1
Fie F : R? — R functia definita prin
F(z,y) = (1 — 2% cosy — e"sinyIn(1 + 2% + 3?).

Sa se demonstreze ca exista o vecinatate deschisa U C R a lui 1 si o
functie f : U — R, de clasa C' pe U, in asa fel incit

f(1)=0 si F(z, f(z)) =0 pentru orice z € U.
Sa se determine f'(1).
Fie a > 0 si fie multimea
C:= {(:c,y) ‘ x2+y2—2a<x+ x2+y2> :O}.
Punctele lui C' sunt situate pe o curba plana, numita cardioida (a se

vedea figura 2.16.3). Sa se determine toate punctele cardioidei in jurul
carora se poate explicita y ca functie de . Sa se scrie ecuatia tangentei

3a 3V3
la cardioida in punctele (0, 2a), (0, —2a) si (; ) \ga)‘
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20.

21.

22.

23.

2 Calcul diferential in R"

Figura 2.16.3: Graficul cardioidei

S& se arate cd ecuatia x2 + zy + 2y? + 32% — 2z = 9 defineste implicit
intr-o vecinitate a punctului (1,—2) o functie z = f(x,y), de clasi C*
si cu proprietatea f(1,—2) = 1. S& se determine derivatele partiale de
ordinul intai si diferentiala lui f in punctul (1, —-2).

Fie a > 0 si fie multimea
C:={(z,y,2) cR? | $2+y2+z2:a2, a:2—|—y2:a:c}.

Punctele lui C' sunt situate pe o curba in spatiu, numita curba lui Vivians
(a se vedea figura 2.16.4). Sa se determine toate punctele de pe curba
lui Viviani in jurul carora aceasta se poate parametriza utilizandu-1 pe
Yy ca parametru.

Sa se studieze posibilitatea aplicarii teoremei functiei implicite pentru
functia F : R? x R? — R?, definita prin
F(z,y) = (2 — 25 — 4} + 43 +4, 20120 + 23 — 247 + 3y5 +8)

si punctul (a,b) € R? x R?, unde a = (2, 1), b = (2,1). In caz afirma-
tiv, sa se determine derivatele partiale de ordinul intai in punctul a ale
functiei definite implicit de ecuatia F(x,y) = 0s.

Sa se arate ca sistemul
$2—y2—23—t8:—9
2ry + 9% + 222+ 3t = 14
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24.

25.

Figura 2.16.4: Curba lui Viviani

defineste intr-o vecinatate a punctului (—1, —1) o functie

f= (fl(m’y)7 fg(.ﬁU,y)),

de clasi C! si cu proprietatea f(—1,—1) = (2,—1). S& se determine

df(-1,-1).
Sa se demonstreze ca sistemul

2?2 — ycos(uv) + 22 =0
22 4+ 9% —sin(uv) + 222 =2
Ty —cosucosv+z =1

defineste implicit intr-o vecinatate a punctului <g, O) o functie
f=(filu,v), falu,v), f3(u,v)),
de clasia C! si cu proprietatea f (g,O) =(1,1,0). Sa se determine

df (go)

Sa se demonstreze ca sistemul

2?2 +uy+e’ =0
24+ u:—uv=>5
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defineste implicit intr-o vecinatate a punctului (2,5) o functie

f= (f1($,y), f2($,y))7

de clasa C! si cu proprietatea f(2,5) = (—1,0). Sa se determine d f(2,5).

2.17 Extreme conditionate

Fie A C R" o multime nevida, m € Ncum <n,iar f: A - Rsi F: A - R"
functii date. Notam
C:={xecA|F(zx) =0y}

Un punct ¢ € C se numeste punct de extrem local al lui f relativ la multimea C
(sau punct de extrem local conditionat, sau punct de extrem local cu legaturi)

daca c este punct de extrem local pentru f o

2.17.1 Teorema (regula multiplicatorilor lui Lagrange). Fie m si n numere
naturale astfel incatm < n, A CR"™ o multime deschisa nevida, iar f : A — R
si F = (F,...,F,): A— R™ functii de clasd C'. Dacd c € C este un punct
de extrem local al lui f relativ la multimea C, iar rang J(F')(c) = m, atunci
exista un punct \g € R™ asa incdt (¢, o) € A X R™ sa fie punct critic al
functiei L : A x R™ — R, definite prin

L(z,\) = f(x) + MFi(x) + - + A Fo ().

Demonstratie. Intrucat matricea J(F)(c) € R™*™ are rangul m, aceasta pose-
da un minor de ordinul m nenul. Fara a restrange generalitatea, putem pre-
supune ca

6-Tn—m+1 (C) OTn (C)

(1) : : # 0.
OFm )

al‘nfm«‘ﬁl (C) OTn (C)
Privim fiecare punct « = (21, ...,2,) € R" ca o pereche ordonata (u,v), unde
w:= (21, Tn-m) € R dar v := (Tp—m+1,---,2Tn) € R™. Convenim de
asemenea sa facem identificarea de variabile x; <> u; pentrui=1,...,n—m
si respectiv Tp_m+i <> v; pentru ¢ = 1,...,m. In particular, ¢ = (a,b), unde
a:=(C1y...,Cnem), 1ar b= (Ch—mt1,---,Cn)-

Deoarece multimea A este deschisa, iar ¢ = (a,b) € A, existd multimi
deschise A; C R™™ si respectiv By € R™ asa incat a € A;, b € By si
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Ay x By € A. In continuare vom lucra numai cu restrictiile functiilor f si F
la A; x By. Conditia (1) poate fi rescrisa sub forma

2) det Jo(F)(a,b) # 0.

Consideram sistemul liniar

_of
3 )\ —(a,b =1,...,m.
Acesta este un sistem de m ecuatii cu necunoscutele Aq, ..., \,,. Determinan-
tul sistemului fiind det J,(F')(a,b) # 0 (conform lui (2)), sistemul are solutia
unica (Aot, .- -, Aom). Notand Ag := (Ao1, - - -, Aom) € R™, vom dovedi in con-
tinuare ca (¢, A\o) = (a, b, \g) este punct critic al functiei L.
Deoarece (A1, - - -, Aom) este solutia sistemului (3), avem
(4) (a,b) +Z>‘0’ (a,b) =0 oricare ar fi j € {1,...,m}.
Prin urmare, pentru orice j € {1,...,m} avem a— (a,b,A0) = 0. Cu alte
cuvinte,
oL . )
(5) 8—(0,)\0)20 oricare ar i j € {n —m+1,...,n}.
Zj
Mai observam ca pentru orice j € {1,...,m} avem 5= (x A) = Fj(x), deci
oL

(6) (¢, Mo) = Fj(c) =0 oricare ar fi j € {1,...,m}.

N,

Ramane sa mai dovedim ca

oL

(7) o

(¢, X\0) =0 oricare ar fi j € {1,...,n—m}.

Tinand seama de (2), deducem in baza teoremei 2.15.3 (a functiei implicite)
ca exista o vecinatate deschisa U € V(a) cu U C A, o vecinatate deschisa
V € V(b) cu V C By, precum si o functie g : U — V, de clasd C! si care
indeplineste urmatoarele conditii:

(8) gla) = b,

9) F(u,g(u)) =0,, oricare ar fi u € U.
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Din (9) rezulta ca (u, g(u)) € C oricare ar fi u € U.

Consideram functia h : U — R, definita prin h(u) := f(u, g(u)). Deoarece
f si g sunt functii de clasd C!, rezultd ci si h este de clasia C!. S& aritam
ca a este punct de extrem local al lui h. Presupunem, pentru fixarea ideilor,
ca ¢ = (a,b) este punct de minim local al lui f relativ la C. Exista atunci
vecinatati Up € V(a) si Vo € V(b) asa incat

(10) fla,b) < f(u,v) oricare ar fi (u,v) € (Up x V) NC.
Deoarece g este continua in a si g(a) = b, exista U; € V(a) astfel incat
g(u) € Vo pentru orice u € Uy NU.

Atunci pentru orice u € Uy NU; NU avem (u, g(u)) € (Up x Vo) N C. Tinand
seama de (10) si (8), deducem ca

h(u) = f(u,g(u)) = f(a,b) = f(a,g(a)) = h(a).

Asadar h(a) < h(u) oricare ar fi u € Uy N Uy NU si prin urmare a este punct
de minim local al lui h.
Aplicand teorema 2.11.2 (a lui Fermat), rezulta ca

Oh

(11) o

(a) =0 oricare ar fi j € {1,...,n —m}.

Dar, in baza regulii de derivare a functiilor compuse, avem

oh 9 Y 29

(u).

Punand in aceasta egalitate © = a si tinand seama de (8) si (11), deducem ca

(12) ;‘Z(a,b)—i—;gi (a,b) gz; (a) =0 oricare ar i j € {1,...,n —m}.
Pe de alta parte, din (9) rezultd ca pentru orice j € {1,...,n — m}, orice
ke{l,...,m} siorice u € U avem
aFk aFk agz
(u, g (u +Z (u) = 0.

Bu] 8u3
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Punand u = a, rezulta ca

1 b) + b =
(13) G @)+ > Gk ) 5 ) =0
-1
pentru orice j € {1,...,n — m} si orice k € {1, o ,m}.
Fie acum j € {1,...,n — m} fixat arbitrar. In baza lui (13), avem
oL af = OFy,
—(a,b,Ng) = — A b
g, G0N = G +Z 0k Gy (40)
. 8Fk Bgz-
- X an+ ZA% ( ) 5 (a))

m

= gf Zgz; )(Z)\Ok%}j(aab))-

2
=1

Tinand seama de (4) si (12), obtinem

oL 891 _
8uj (2,6, 20) = Z 8uj 81}1 a,b) =0,

deci (7) are loc. Din relatiile (5), (6) si (7) rezulta ca (¢, Ag) este punct critic

3

al Iui L. O

2.17.2 Observatie. Teorema precedenta da o conditie necesara ca c sa fie
punct de extrem local conditionat. Numerele Ag1, ..., Aom, & caror existenta
este garantata de teorema 2.17.1, se numesc multiplicatori Lagrange, iar func-
tia L se numeste functia lui Lagrange asociata functiilor f si F.

2.18 Derivate partiale de ordinul doi

2.18.1 Definitie. Fie A o submultime a lui R", a € int 4, f : A — R o functie
si fie 4,7 € {1,...,n}. Presupunem c& exista o vecinatate deschisa V € V(a),
asa incat V' C A, care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) f este derivabila partial in raport cu variabila z; pe V;
(ii) functia

of
81’1’

este derivabila partial in raport cu variabila x; in punctul a.

(1) VeeV +— () eR
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Atunci se spune ca f este de doua ori derivabila partial in raport cu variabilele
(xi, ;) in punctul a. Derivata partiala a functiei (1) in raport cu z; in punctul
a se numeste derivata partiala de ordinul doi a functier f in raport cu vari-

82
abilele (x;, ;) in punctul a si se noteaza cu pe ga: (a) sau cu f7, (a). Daca
J 7
, = j, atunci se foloseste notati ﬁ() 1 (a)
i = j, atunci se foloseste notatia —-5(a) sau f3(a).
7

2.18.2 Definitie (matricea hessiani). Functia f poate avea n? derivate par-
tiale de ordinul doi in punctul a. Daca exista toate aceste derivate partiale,
atunci se poate forma matricea

92 f 92 92 f
8733%( ) 8:}026fx1 (a'> T Bzpdr (a)
H(f)(a) = : : :
02 f 02 f 02 f
0x10Tn (a’) 0x20Tn (CL) e W(G’)

Aceasta se numeste matricea hessiana a lui f in punctul a.
In general, daca i # j, atunci se poate ca

0% f 0% f
8;1:j 8:51 8%6%

(a) # (a).

2.18.3 Teorema (A. Clairaut, H. Schwarz). Fie A C R™ o mulfime deschisa,
ac A, i,je{l,...,n} cui < j,iar f: A— R o functie de doud ori derivabila
partial pe A, atdt in raport cu variabilele (x;,x;) cat si in raport cu variabilele
0% f 0% f

: A — R sunt continue in punctul a
aafjal'i ’ 8:62890] p ’

(xj, ;). Daca functiile
atunci are loc egalitatea

0*f o) = o f o)
(‘3@89@- N 8561833] '

Demonstratie. Etapa I. Consideram mai intain =2,7=1, j = 2.

Fie ¢ > 0 arbitrar. Deoarece A este deschisa, a := (a1, a2) € A, iar functiile
*f . P
al’gal'l 5t (91‘1(9%2

si

sunt continue in a, exista un r > 0 asa incat B(a,r) C A

R
6%261‘1 8$26$1

0* 0*
,’f F ol o

(a)‘ < 0%181‘2 A 83018902 @

DN ™

£
2

pentru orice = € B(a,T).
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Alegem un punct z := (x1,x2) € B(a,r) cu x1 > a1, 2 > ag si notam

a:= f(x1,22) — flar,x2) — f(x1,a2) + f(a1,az).

Aplicand teorema de medie a lui Lagrange functiei ¢ : [a1,z1] — R, definite
prin ¢(t) := f(t,x2) — f(t,a2), deducem existenta unui punct ¢; € (ai,x;)
astfel ca

g(z1) — glar) = (z1 — a1)g'(c1).

Dar g(z1) — g(a1) = a si

d d
gt = 8xfl (t,z2) — 3;1 (t,az).
Avem asadar
(2) a=(x]—ay) <§;1 (c1,m9) — gi (01,a2)> :

Aplicand acum teorema de medie a lui Lagrange functiei g1 : [a2, z2] — R,

0 .
definite prin ¢1(t) := —f c1,t), deducem existenta unui punct co € (ag, x2
p g O !

astfel ca
g1(z2) — g1(az) = (z3 — a2)g)(c2),
adica )
of of B o°f
Py (c1,22) — B (c1,a2) = (r2 (12)890201:1 (c1,¢2),
deoarece

0 of 0% f
/ —_ —_— —_— =
g (62) - 81'2 (ax1> (61762) ax281_1 (61502)'

Tinand seama de relatia (2), obtinem

3) — (o1 — )2 — 02) 20 (er,0)
o = (21— a1)(@2 — a2) 5o (€1, 02).
Mai avem
(c1 — a1)2 + (c2 — a2)2 < (z1 — a1)2 + (9 — a2)2 <7,

deci ¢ := (c1,¢2) € B(a,r).
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Analog, aplicand teorema lui Lagrange functiilor h : [ag,z2] — R, h(t) :=

0
f(z1,t) — f(a1,t) sirespectiv hy : [a1,z1] = R, hi(t) == 9f (t,ds), se deduce

8.’B2
existenta unui punct d := (dy, dz2) € B(a,r) astfel ca
82
(4) a=(x; —@1)($2—a2)axlgx2(d17d2)~
Din (3) si (4) rezulta 't _ %1 (d), deci
m a rest x28$1 ©= 81‘181‘2 ’
0% f 2 0*f ;
85628.%1 8$18I2
0% f 0% f 0% f 0% f
— _ d) —
81'2(9.%‘1 @ 81‘281’1 ¢+ 81'1(9.%‘2( ) 616131‘2 (a)
f o O A
— | O0x20x1 0x9011 0x10%2 0x10%2
L E
2727 °
0% f 0 f

Cum € > 0 a fost arbitrar, rezulta ca a) = a).
33‘26$1 81‘18332

Etapa a II-a. Consideram acum n > 2 arbitrar.
Fie a := (a1, ..., a,). Deoarece a € int A, existd un ¢ > 0 asa incat notand
Ag = (a; — d,a; +9) x (aj — d,a; + J), sa avem

(al, e A1, YT, Qi 1y - A =1, Y2, Al - an) cA
pentru orice (y1,y2) € Ag. Consideram functia fo : Ag — R, definita prin
fO(yl: y?) = f(a’17 ey Ai—1,Y1, Qi1 - - - )aj—la Y2, aj+17 ey an)'

In baza celor demonstrate la etapa precedenta, avem

9% fo 9%
0y20y1 0y10y2

(ai,aj).

(ai, aj)

Dar
%(a' aj) = >*f a)  si %(a- a;) = o’ f (a)
Oya0yr ~ 1 Ox0z; T0ydyy - Y Oxi0xy

Drept urmare si in acest caz egalitatea din enunt are loc. g
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2.18.4 Teorema (criteriul lui Young). Fie A C R™ o multime deschisa, fie
ac A i,je{l,...,n} cui<j,iar f: A— R o functie derivabila partial pe
A atat in raport cu variabila x; cdt si in raport cu variabila x;. Dacd functiile

af af

: A — R sunt diferentiabile in punctul a, atunci are loc egalitatea

833‘1', 67% '
O f *f
dz;0m ) = Gwiom; W
z;0x; ;0
Demonstratie. Fie a := (a1,...,a,). Notam cu ¢ diferentiala functiei in

T

. . . .. 0
punctul a si cu ¢ diferentiala functiei of in punctul a. In baza teoremei

Oz
2.6.4, pentru orice h := (hy,...,h,) € R™ avem

0
Z " oxy, (&m) Z kaﬁxz

si analog

Aplicand propozitia 2.4.3, rezulta existenta functiilor wi,ws : A — R in
asa fel incat sa avem

(5) lim wy (z) = lim wy(z) =0,

Tr—a rT—ra

© @ - gg

2f
= +Z (7 — ak) (a) + [l — al| wi(z),

(@) + oz —a) + ||z — al| wi ()

8@ 21.0T;
M G - (ff (@) +9(x —a) + o — alws(z)
_ +Zxk—ak TS (@) + o - alln(a)
6x] 20T
pentru orice x := (x1,...,x,) € A. Fara a restrange generalitatea, putem

presupune ca wi(a) = wa(a) = 0, adica functiile wy si wy sunt continue in
punctul a.
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Fie ¢ > 0 arbitrar. Continuitatea in a a functiilor wy si we, Impreuna cu
relatia (5), asigura existenta unui r > 0 astfel ca B(a,r) C A si

(8) lwi(z)| <e, |w2(x)|<e pentruorice z € B(a,r).

Alegem apoi un § > 0 asa incat punctul a + de; + de; sa apartina bilei B(a,r).
Notam

a = f(a+ de; + dej) — f(a+ de;) — fla+ dej) + f(a).

Observam ca a = ¢1(0) — ¢1(0), unde g; : [0, ] — R este functia definita prin
g1(t) :== f(a+te;+3de;) — f(a+te;). Aplicand teorema de medie a lui Lagrange
functiei g1, deducem existenta unui 6 € (0,0) in asa fel incat o = ¢/ (). Cum

of
axi

=5 (5L w- L w).

unde u := a+0e;+de;, iar v := a+0e;. Analog, avem si a = ¢2(9) —g2(0), unde
g2 : [0,6] — R este functia definita prin go(t) := f(a + de; + te;) — f(a + te;).
Aplicand teorema de medie a lui Lagrange functiei g2, rezulta ca mai sus
existenta unui 7 € (0, ) in asa fel incat

=i (L w-3Lw).

(a+ te; + dej) — of

/ —

(a + te;),

obtinem in final ca

unde = := a + de; + Te;j, iar y := a + Te;.
Deoarece

vt (LY w)-s(Lw-Lw),

in baza relatiei (6) obtinem

n 2
a = 4 (Z(uk — ak)ﬁ (a) + ||u — al wl(u))

0xL0x;
1 k )

n 2
3 (Zm ~a) gt (@) + o~ w1<v>> .

k=1
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Dar ||ju — a|]| = V02 + 62, ||v — al| = 6, iar

0 daci k=i 0 dacd k =i
U — ap = ) dacék:j vk—ak:{ o _.
0 daci k & {i, i}, 0 daca k # 1.

Drept urmare, avem

2 2 2
a=4 < o7 (a) +6 aiéfxz (a) + V02 + 52w1(u)> —0 <9 g:vé (a) + le(v)> :

Ox?
a 9 [ o 0
ﬁz&c-@x-(a)—F 1+5—2w1(u)—5w1(v).
i

Avand in vedere ca u,v € B(a,r), deducem de aici si din (8) ca

de unde

2

a 2
S| < i+ lal+ fka)

82 x;0

< \@5+5<35.

Analog, dar pornind de la

a:5<§£($)_§£(a)>—5<§£(y)—§i(a)>,

in baza relatiilor (7) si (8) se obtine si inegalitatea

ol 0’ f

2 deidz,; (a)| < 3e.
In consecinti, avem
0 f 0 f 0% f o o' O f
_ < _ = - _ .
81:]'81‘@' (a 8x18:1:j @ ‘ - al'jal‘l (a) 62 62 83%8353 (CL) < 6e
2 2
Cum € > 0 a fost arbitrar, rezulta ca of (a) = o] a). O
x]@xi 8$20x]

2.19 Diferentiala a doua

2.19.1 Definitie. Fie ACR", a € int Asi f: A — R o functie. Daca exista
o vecinatate deschisa V' € V(a) cu V C A astfel incat
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(i) f este diferentiabila pe V;

of
8952-

(ii) pentru oricei € {1,...,n}, functia Yoz €V +— () €R este

diferentiabila in a,
atunci se spune ca f este de doud ori diferentiabila in punctul a.

2.19.2 Teorema. Fie ACR", acintA si f: A — R o functie de doua ori
diferentiabila in punctul a. Atunci urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1° Pentru orice i,j € {1,...,n}, f este de doud ori derivabild partial in
raport cu variabilele (z;, ;) in punctul a.

2 2
2vijell,...n} ;. 27 il

8%1‘837]' a) - 83:]-895@- (a)

Demonstratie. Afirmatia 1° rezulta din teorema 2.6.4 (o functie diferentiabila
intr-un punct este derivabila partial in acel punct), iar afirmatia 2° rezulta din
teorema 2.18.4 (criteriul lui Young). O

Fie A CR", a €int A, iar f : A — R o functie de doua ori diferentiabila
in a. Functia d®f(a) : R — R, definita prin

Zthja g (a) oricare ar fi h:= (hy,...,hy) € R",

=1 j=1

se numeste diferentiala a doua (sau diferentiala de ordinul doi) a lui f in
punctul a.

Fiind data o matrice C := (¢;5) € R™", putem defini functia ¢ : R — R
prin

=3 cijhih; oricare ar fi b= (hy,...,h,) € R™.
i=1 j=1

Functia ® se numeste forma patratica asociata matricei C.
Diferentiala a doua d2f(a) este tocmai forma patratici asociatd matricei
hessiene H(f)(a).

2.19.3 Teorema. Fie A o submultime a lui R", fea€intA si f: A—Ro
functie de doua ori diferentiabila in a. Atunci are loc egalitatea

lim o | ()~ f(a) — df(a)(x — a) — 5 (a)(x — a)| =0,

va ||z —all?
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Demonstratie. Deoarece f este de doua ori diferentiabila in a, exista o vecina-
tate deschisa V' € V(a), astfel incat V' C A si care indeplineste conditiile (i) si
(ii) de la Inceputul acestui paragraf. Pentru fiecare i € {1,...,n}, consideram

0
functia F; : V — R, definita prin Fj(z) := Gf (). Din (ii) rezulta ca F; este
2
diferentiabild in a, deci '
lim — [Fi(x) - Fia) — dFi(a)(z — a)] =0,
z—~a ||z — all
oricare ar fii € {1,...,n}.
Fie £ > 0 arbitrar. Atunci pentru fiecare i € {1,...,n} exista un r; > 0 in

asa fel incat B(a,r;) CV si

M [Fi(x) - Fia) ~ dFi(a)(x — )] 0| </ i=
pentru orice z € B(a,r;) \ {a}. Notand r := min{ry,...,r,}, avem r > 0,
B(a,r) CV si
1) |Fi(z) — Fi(a) — dFy(a) (& — a)| < &'z — a
pentru orice i € {1,...,n} si orice x € B(a,r).

Consideram functia g : B(a,r) — R, definita prin

g(z) = f(fﬁ)—f(a)—df(a)(l‘—a)—lde(a)(fﬂ—a)

2
= @) (@)= Y- a) g (@)
i=1 '
D) Z Z(fci —ai)(zj — aj)m (a)
i=1 j=1
Deoarece f este diferentiabila pe V, urmeaza ca g este diferentiabild pe B(a,r).
Fie k € {1,...,n}. Observam ca pentru orice z € B(a,r) avem
9y _ of af - 82f
oxy, () = oxy, ?) &L‘k 2 6$]6£L'k @
- OF},
= Fy(x) = Fy(a) = Y (x; - a;) 7 (a)
=1 J

= Fi(z) — Fi(a) — dFg(a)(z — a).
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Tinand seama de relatia (1), deducem ca

dg
873316 (z)

<é||zr —al]| pentru orice k € {1,...,n} si orice x € B(a,r).

(2)

Fie acum x € B(a,r) \ {a} arbitrar ales. Aplicand teorema 2.11.6 functiei
g, rezulta ca exista un £ € (0,1) asa Incat notand ¢ := (1 — &)a + £z, sa avem

6(@) - 9(a) = dg(e) (& — a) = >k — ar) - (¢).

ox
k=1 k

Cum g(a) =0, c € B(a,r) si |[|[c —al < ||z — al|, In baza lui (2) avem

dg
875,6 (c)

n
l9(z)| < Z |z — ax|
k=1

€
<nellz —al* = 5 |l= — ol

Drept urmare, pentru orice x € B(a,r) \ {a} avem

1 1 1
- - - — —-d —a)— =d2 —
a2 9@ = o f@) - F@) S )~ S P Fa) e -0
< S<e
— 2 )
ceea ce arata ca egalitatea din enunt are loc. g

2.20 Probleme

1. Fie f : R? — R functia definita prin

ay(z®—y?) 5
f(x7y) — 22492 daCEj (x,y) 7& (Oa 0)
0 daca (z,y) = (0,0).

S& se demonstreze ci f este de clasia C* si ci

82 f 2 f

Sa se verifice ca f nu satisface conditiile din teoremele lui Clairaut—
Schwarz si Young.
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2. Fie f : R? — R functia definita prin

_J #5 daci (2,y) £ (0,0)
f.y) = { :)ry daca (x,y) = )

Sa se demonstreze ci f este de clasi C! si ci

0% f 0% f
Dyoz (0,0) # 920y (0,0).

3. Sa se demonstreze ca functia f : R? — R, definita prin

a?arctg 4 — yQarctgg daca x #0siy #0

f(x.y) ={ 0

dacax=0sauy =0

o f . O f
(0,0) si
dyox 0xdy

este de clasd C!. S se determine (0,0).

4. Fie f : R? — R functia definitd prin

~f y*In(2? +¢? daca (z,y) # (0,0)
f@’y)_{ (o ) daci (z,y) = (0,0).

a) Si se demonstreze ci f este derivabild partial pe R2.

b) Sa se demonstreze ci f este de doud ori derivabila partial pe R? atét
in raport cu variabilele (z,y) cat si in raport cu variabilele (y,z) si ca
0% f 0% f
(z,y) =
oyox 0xdy

(w,y) oricare ar fi (z,y) € R2.

c) Sa se verifice ca functiile of si of nu sunt diferentiabile in (0, 0), iar

oxr = Oy
0% f " 0% f
Oydxr * OJx0y

functiile nu sunt continue in (0,0).

5. Fie A= {(v,y) e R? | 22+ y? < 1}, iar f: A — R functia definita prin

[ ay/~W@@ 17 daci (2,1) £ (0,0)
f(z,y) = { 0 daca (z,y) = (0,0).
Sa se demonstreze ca:

a) f este de doua ori derivabila partial atat in raport cu variabilele (z, z)
cat si in raport cu variabilele (y,y) pe A.
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2 82
b) Derivatele partiale —5 si —=5 sunt continue pe A.
) part 81.2 5 ayQ p
c) f nu este de doua ori derivabila partial nici in raport cu variabilele
(x,y) nici In raport cu variabilele (y,x) in punctul (0, 0).

. Fie f : R? — R o functie de doui ori derivabild partial in raport cu

2

variabilele (z,y) pe R? si cu proprietatea (z,y) > 0 pentru orice

0
oyox
(z,y) € R%. Si se demonstreze ca pentru orice numere reale a < b si
¢ < d are loc inegalitatea

f(bvd) _f(b?c)_f(a7d)+f(a7c) > 0.

. Fie f : R® — R functia definita prin f(z,y,2) = V22 +y? + 22. Si se

demonstreze ca d?f(z,y, z) este o forma pitratics pozitiv semidefinit
pentru orice (z,v, z) # (0,0,0).

. 5a se determine numerele reale a si b asa Incat pentru orice functie de

82
doua ori diferentiabila f : R? — R, cu proprietatea /
0xdy

F :R? - R, definita prin F(z,y) = e f(x,y), s& satisfaci

= 0, functia

0*F oF oF
2 . _ —_—— pu—

. Fie f = f(z,y) : R2 = R o functie de doui ori diferentiabild pe R?, cu

proprietatea

0’ f 0% f

2 . _
Viy) €RT - o5 (ay)+ 352 (z,y) =0,

iar F: R? — R functia definita prin F(p,0) = f(pcosf, psinf). Sa se

demonstreze ca

O*F O*F OF

YV (p,0) eR? ' p*P—— (p,0)+ —= (p,0 —(p,0) =0.

(p,0) € P gz (PO F gz (0. 0) 050 (p,0)

Fie f = f(u,v) : R = R o functie de doui ori diferentiabild pe R?, cu
proprietatea
of 0% f

VY (u,v) € R? : %(u,v) = —= (u,v),



2.20 Probleme 113

iar F': R x (0,00) — R functia definita prin
1 <2 1
Fe= L% (21).
VY vy oy
Sa se demonstreze ca

oF 0’F

V (z,y) € R x (0,00) : 8—y($,y) = — (x,y).

11. Fie f = f(x,y) : R? - Rsi F = F(u,v) : R? — R functii de doua ori
diferentiabile pe R?, cu proprietatea f(z,y) = F | zy, z pentru orice
Yy

(z,y) € R? cu y # 0. Sa se demonstreze ci daca

v(%@/)GRQ : 3327(%@‘9 ?(x7y):07

ZxaQF:cgfa—FxE—O
Y oudv y’y ov y’y N

pentru orice (z,y) € R? cu z # 0 si y # 0.

atunci

12. Fie f = f(x,y) : R2 - Rsi F = F(u,v) : R? — R functii de doui ori
diferentiabile pe R?, cu proprietatea

f(z,y) =aF (az+y, %)

pentru orice (z,y) € R? cu z # 0. Sa se demonstreze ci daca

0% f 0% f 0% f

R? . = A

((L’,y) —2

(II?, y) =0,

atunci o
F y
el .2) =0
Ov? (35 Ty x)
pentru orice (z,y) € RZcuz # 0siz+y #0.
13. Fie f = f(z,y) : R? = Rsi F = F(u,v) : R? — R functii de doua

ori diferentiabile pe R?, cu proprietatea F'(z2,4?) = zy + f(z,y) pentru
orice (z,y) € R?. Si se arate ca daci

1 0%f 1 0%f 1 9f 1 Yy x
ﬁ@(%y)‘F?aT/g(%y)—;%(fﬂ,y)‘FE?(%QH“;‘F?
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pentru orice (z,y) € R? cu z # 0 si y # 0, atunci

O*F O*F
9 (2, 9?) + 902 (z%,*) =0

pentru orice (z,y) € R? cuz # 0 si y # 0.

14. Fie A = [0,1]" si f : R™ — R o functie de doud ori diferentiabila care
indeplineste urmatoarele conditii:
i)VzebdA : f(zx)=0;

(ii) min f(A) = —1.
Sa se demonstreze ca

o

8x?

vV je{l,...,n} : sup{ ()

rze A } >8
si ca, in inegalitatea de mai sus, 8 nu se poate inlocui, in general, cu o
constanta mai mare.

15. Fie f : R® — R o functie de doua ori diferentiabila care se bucura de
urmatoarele proprietati:

(i) exista si este finita limita lim f(x);
[l —o00

(ii) toate derivatele partiale de ordinul al doilea ale lui f sunt marginite
pe R™.

Sa se demonstreze ca lim ||V f(z)| =0.
[lz]| o0

2.21 Conditii necesare si suficiente de extrem
2.21.1 Definitie. Fie ® : R" — R o forma patratica. Se spune ca ® este:
a) indefinitd daca 3 a,b e R" : ®(a) <0 < ®(b);
b) pozitiv semidefinita daca ¥ h € R™ : ®(h) > 0;
c¢) pozitiv definita dacd V h € R™\ {0,} : ®(h) > 0;
d) negativ semidefinita daca ¥ h € R™ : ®(h) <0;

e) negativ definita daca ¥ h € R"\ {0,} : ®(h) <O0.
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2.21.2 Teorema (caracterizarea formelor patratice pozitiv definite). O forma
patratica ® : R™ — R este pozitiv definita daca st numat daca exista un o > 0
astfel ca ®(h) > a||h||* oricare ar fi h € R™.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca ® este o forma patratica pozitiv
definita, adica ®(x) > 0 pentru orice x € R" \ {0,}. Fie

Sl={z e R™ | ||z| = 1}

sfera cu centrul in origine si de raza 1 din R™. Deoarece S"~! este o multime

compacta si functia ® este continua, conform teoremei lui Weierstrass exista

un a € S"! astfel ca ®(a) = min ®(x). Notam « := ®(a). Cum a # 0y,
el

TES
avem o > 0.
Daca h = 0, atunci inegalitatea din enunt are loc cu egalitate, deoarece
1
®(0,,) = 0. Daca h # 0,, atunci W he S" ! deci

1 1
a<d <h> = ®(h),
17| 17212

de unde ®(h) > af|h|%.
Suficienta. Este evidenta. O

2.21.3 Teorema. Fie A CR", a € int A, iar f : A = R o functie de doua
ort diferentiabila in punctul a. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1° Daca a este punct de minim local (respectiv de maxim local) al lui
f, atunci Vf(a) = 0, si d®f(a) este pozitiv semidefinitd (respectiv negativ
semidefinita,).
2° Dacd Vf(a) = 0, si d®f(a) este pozitiv definitd (respectiv negativ
definita), atunci a este punct de minim local (respectiv de maxim local) al

lui f.

Demonstratie. 1° Presupunem, pentru fixarea ideilor, ca a este punct de minim
local al lui f. Aplicand teorema 2.11.2 (a lui Fermat), rezulta ca V f(a) = O,.

Ramane si mai dovedim ci d?f(a) este pozitiv semidefinita. Fie in acest
scop h un punct oarecare al lui R" si fie ¢ > 0 arbitrar. Conform teoremei
2.19.3, avem

i 7 |0) — () - dF @) —0) — 3 (@) o - a)

v=a [z —af?

— i o |10 - @) - 3PS - a)| -

2=a ||z — all?
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Exista asadar o vecinatate V € V(a) astfel incat pentru orice z € VN A\ {a}

sa avem ‘f(ac) — fla) - %de(a)(:E - a)‘

| — all?

<eE.
Deducem de aici ca
1
flx) = f(a) < B d%f(a)(z —a) +¢l|z — a||*> pentru orice z € V N A.

Dar a fiind punct de minim local al lui f, exista o vecinatate W € V(a) astfel
ca f(a) < f(z) oricare ar fi x € W N A. Drept urmare, avem

1
0< §d2f(a)(x —a) +¢|lz —al|> pentruorice z € VN N A.

Alegem un t > 0 suficient de mic, incat a +th € VN W N A. Inlocuindu-1 in
inegalitatea precedenta pe = cu a + th, obtinem

2
0.< 5 & Fa)(th) + lenl = & @ a)(h) + =17 ),

de unde 1

0<3 d?f(a)(h) + €||h]*.
Facand e \, 0, deducem ci d%f(a)(h) > 0. Cum h € R"™ a fost arbitrar,
conchidem c& d?f(a) este o formé patratica pozitiv semidefinits.

2° Presupunand ci Vf(a) = 0, si d2f(a) este pozitiv definitd, s aratim
ca a este punct de minim local al lui f. Aplicand teorema 2.21.2, deducem ca
exista un a > 0 astfel ca

d%f(a)(h) > a||h||* pentru orice h € R™.

Pe de alta parte, teorema 2.19.3 garanteaza ca

lim o | @)~ fa) — 5 & F(a)(w —a) | =0,

2=a ||z — all?
Exista deci V' € V(a) astfel incat pentru orice z € VN A\ {a} s& avem

|f(@) = f(a) — 5 *f(a)(z — a)]

| — all?

<

>R

Deducem de aici ca

f(x) = f(a) — %de(a)(x —a) > —% |z — al|* pentru orice z € V N A.
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Drept urmare avem

f@)~f@) > Sdf(a)e—a)~ G |x—al?
> Sole—a?~ e —al? >0,

adica f(x) > f(a) pentru orice z € V N A. Aceasta arata ca a este punct de
minim local al lui f. (]

2.21.4 Observatii. 1° Dacia Vf(a) = 0, si d®f(a) este o forma patratica
indefinita, atunci a nu este punct de extrem local al lui f.

2° (Criteriul lui Sylvester). Fie C' = (¢;;) € R™™™ o matrice patrata
n n

simetrica si ® : R" — R, ®&(h) = ZZcijhihj, forma patratica asociata
i=1 j=1

matricei C. Pentru fiecare k € {1, ... ,n}Jnotém Ay = det (¢55)1<4,j<k- Atunci
urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° @ este pozitiv definita daca si numai daca inegalitatea Ay > 0 are loc
pentru orice k € {1,...,n}.

2° @ este negativ definitd daci si numai daca inegalitatea (—1)*A; > 0
are loc pentru orice k € {1,...,n}.

3° Daca ® este pozitiv semidefinita, atunci inegalitatea Ay > 0 are loc
pentru orice k € {1,...,n}.

4° Daca @ este negativ semidefinita, atunci inegalitatea (—1)¥A; > 0 are
loc pentru orice k € {1,...,n}.

Fie m,n € Ncum <n, A CR" o multime deschisa nevida, iar f: A — R
si = (F,...,Fy): A— R™ functii cu urmatoarele proprietati:

(i) f este de doua ori diferentiabila pe A;
(ii) Fi,...,Fy sunt de doua ori diferentiabile pe A.

Notam C := {zx € A | F(x) = 0, }. Fie apoi L : A x R™ — R functia lui
Lagrange asociata functiilor f si F":

L(z,\) = f(x) + MFi(z) + - - + A F(2).

2.21.5 Teorema. Fie ¢ € C un punct cu proprietatea rang J(F)(c) = m.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
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1° Daca c este punct de minim local (respectiv de maxim local) al lui f
relativ la C, atunci exista Ay € R™ astfel ca

dL(e, Ag) = 0
d%Lo(c)(h) >0 (respectiv  d*Lo(c)(h) < 0)

pentru orice h € R™ cu proprietatea dF(¢)(h) = 0, unde Lo : A — R este
functia definita prin

2° Daca ezista A\g € R™ asa incat

dL(C, )\0) =0
d?Lo(c)(h) > 0 (respectiv  d*Lo(c)(h) < 0)

pentru orice h € R"\{0,} cu proprietatea dF(c)(h) = Oy, unde Lo este functia
definita prin (1), atunci c este punct de minim local (respectiv de mazxim local)
al lui f relativ la multimea C.

Demonstratie. Fara demonstratie. —

2.22 Probleme

1. Sa se determine punctele critice ale urmatoarelor functii si sa se precizeze
natura acestora:

a) f:R* =R, f(z,y) =2* +y* — 4z —y)*

b) f:R2 5 R, f(z,y) = 2t + y* — 222,

c) f:(0,00)2 =R, f(x,y) = 2% + 3zy* — 152 — 12y;

d) f:(0,00) xR = R, f(z,y) = 2(y? + In® z);

e) f:R2 =R, f(zx,y) = 2% + 3zy + v,

f)f:R2—>R f(z,y) =223 — y® — 322y + 12y + 1;

g) f:R?2 5 R, f(x,y) = 423 — 922y + 6xy® — 322 + 62y;
h) f:R2 5 R, f(z,y) = 3z — 3y — 2% — 2? + 222y + y;

i) f:R?2 =R, f(z,y) = 2* +y* — 202 + 4oy — 2¢%;
)FRESR, f(z,y) =

k) f:R3 =R, f(z,y,2) =

xe¥ + ye”,

L o
53: +ayz — Y + 2;
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) f:R3 =R, f(x,y,2) = 22 + 9% + 22 — 22yz;

m) f:R3 = R, f(z,y,2) = 23+ 3 + 22 + 2zy2;

n) f:R3 =R, f(z,y,2) = 222 —xy + 222 —y + 3> + 2%
0) f: R =R, f(x,y,2) =23+ 9> + 23 + 122y — 3z;
xyeYy

p) f: R} =R, f(z,y,2) = T2 + 22 + 2z

Q) [ R =R, f(z,y,2) = Mll_fgiﬂ —

r) f:R3 =R, flo,y,2) = 22(1 + zy) + xy;

s) f:RP =R, f(z,y,2) = (x —i—y)e“y*%;

t) f:(0,00) = R, f(z,y,2) = zyz(In z)(In y)(In 2);
u) f:R3 = R, f(x,y,2) = zye® + yze® + zweY;

\'

N~—
~

‘R3 = R, f(z,y,2) = ze¥ + ye* + ze®.
2. Si se demonstreze ci functia f : R? — R, definita prin
flx,y) = (14 €")cosy — ze”,
are o infinitate de maxime locale si nici un minim local.
3. Si se demonstreze ci functia f : R? — R, definita prin
fla,y) =2 + (1 —2)?,

este diferentiabila, are un singur punct critic care este punct de minim

local, dar inf f(R?) = —oco. Existd functii f : R — R cu aceleasi pro-
prietati?
4. Fie ay,...,a, numere reale strict pozitive si f : (0,00)” — R functia

definita prin

f(a:l,...,xn):xllnﬂ+~-+xnln@.
T In

Sa se determine punctele de extrem local ale lui f si sa se precizeze
natura acestora.

5. Fie f : R? — R o functie de doua ori diferentiabild pe R?, cu proprietatea

0% f

0x?

0% f

V(ﬂf,y)ERz : (xay)+87y2(x7y)>o
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Sa se demonstreze ca f nu are nici un maxim local.

Berkeley 1988

.Fie A = {(z,y) e R? | 22 +y?> < 1} si f: A — R o functie care

indeplineste urmatoarele conditii:
(i) f este continua pe A;

(ii) f admite toate derivatele partiale de ordinul doi pe int A si acestea
sunt continue pe int A;

(iii) f se anuleaza pe bd A;
(iv) f se anuleaza in cel putin un punct interior lui A.
Sa se demonstreze cd existd un punct ¢ € int A astfel ca

0?2 0?2
a—xé(c) + 8yJ; (¢) =0.

Réamane adevarata concluzia daca se renunta la ipoteza (iv)?

G. Pdlya

. Fie functia f : R® — R, definita prin f(z,y, 2) :==  + y + z si multimea

C:={(r,y,2) € R} |22 +y?+2%2 =1, 22+y+22 = 1 }. S se determine
min f(C) si max f(C).

. Fie functia f : R3 — R, definita prin f(z,y, 2) := 2% +y*—2? si multimea

C:={(r,y,2) R} |22 +y?+22=9, z+y+2=>5}. Si se determine
min f(C) si max f(C).

. Fie functia f : R? — R, definita prin

flx,y,2) =2 +y* + 22 — 20+ 2V2y + 22

si multimea B := {(z,y,2) € R® | 22 + 9% + 22 < 1}. Si se determine
min f(B) si max f(B).

Fie functia f : R® — R, definita prin
fla,y,2) = (1 —2)(1-y)1-2)

si multimea C' := {(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 22 < 1}. Si se determine

max f(C).
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' s |22y 2 ‘ ‘
Fie a,b,¢ > 0, C :=3 (z,y,2) € R ?+ﬁ+§:1 si fie functia

f:R3 = R, definita prin f(x,y,2) := zy*2%. Si se determine min f(C)

si max f(C).
Sa se demonstreze ca multimea definita prin
C:={(z,y) eR® | 2> +ay+9y* =1}

este compacta. Sa se determine min f(C') si max f(C') daca f este functia
definita prin f(x,y) := 2? + 2y — 3y°.

S4 se determine punctele de extrem local ale functiei f : R® — R, definite
prin f(x,y, z) := zy + yz + zx, relative la multimea

C:={(z,y,2) €R® | zyz =1}
si sa se precizeze natura acestora.

Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f : R® — R, definite
prin f(z,y, z) := zyz, relative la multimea

C:={(z,y,2) eR? |y +yz+ 20 =3}
si sa se precizeze natura acestora. Sa se determine inf f(C) sisup f(C).

Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f : R? — R, definite
prin f(z,y, z) := zyz, relative la multimea

Ci={(x,y.2) €R’ |z +y+2="5, ay+yz+20=8}
si sa se precizeze natura acestora.

Fie a > 0 si g : R — R functia definita prin

g(z,y) == 2?24+ vy% - 2a (33—1— 332—|—y2).

a) Si se demonstreze ci g este de clasi C! pe R?\ {(0,0)}.

b) Fie C = {(z,y) € R? | g(z,y) = 0}. Si se determine punctele
(z,y) € C'\{(0,0)}, in care coordonata x poseda un extrem local.
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Cu ajutorul regulii multiplicatorilor lui Lagrange, sa se determine norma
aplicatiei liniare ¢ : R3 — R3, stiind ca

1 0 -1
(] = 01 1
-1 0 -1

Fie P, multimea tuturor functiilor polinomiale cu coeficienti reali, de
grad cel mult 2, fie J : P, — R functia definita prin

1
I(f) = /0 12 (@) de

sifie @ :={fe€P| f(1) =1} Sasedemonstreze ca J are o valoare
minima pe @ si sa se determine elementele lui () in care se atinge aceasta
valoare minima.

Berkeley 1980

Fie a1, ..., a, numere reale strict pozitive, fie f : R — R functia definita
prin f(z1,...,7n) = a123 + - + a2 si fie

C:={(z1,....,2n) ER" |21+ +an=1}.
Sa se demonstreze ca

min f(C) = ———.
Sa se determine maximul produsului (1 —x1)--- (1 —x,) daca variabilele
T1,. .., T, € [0,00) satisfac 22 + -+ + 22 = 1.

Hassan Ali Shah Ali, Amer. Math. Monthly [1998, 176]

Fie ¢ : R" — R™ o aplicatie liniard avand matricea [¢p] € R™*"™.
Cu ajutorul regulii multiplicatorilor lui Lagrange, sa se demonstreze
ca |l¢|| = VA*, unde A\* este cea mai mare valoare proprie a matricei
simetrice [p]” - [p].

Fie ¢ : R™ — R" o aplicatie liniara cu proprietatea

Vr,yeR" 1 (p(x),y) = (z,0(y))-

(Aceasta este echivalent cu a spune ca matricea aplicatiei ¢ este sime-
trica.) Fie apoi f : R”™ — R functia definita prin f(z) = (p(x),x). Sa
se demonstreze ci daca z € S"~! este un punct de extrem local al lui f
relativ la multimea S™~!, atunci x este un vector propriu al lui ¢.
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2.23 Derivate partiale si diferentiale de ordin
superior

2.23.1 Definitie (derivate partiale de ordin superior). Fie A C R", a € int A
si f: A — R o functie. Inductiv, se poate defini pentru f derivabilitatea
partiala de orice ordin £ € N. Fie k£ > 1 un numar natural pentru care au fost
definite derivatele partiale de ordinul k ale lui f. Fie apoi i1,...,0, ig41 €
{1,...,n}. Presupunem ca exista o vecinatate deschisa V € V(a), asa incat
V C A, care indeplineste urmatoarele conditii:

(i) functia f este de k ori derivabila partial pe V' in raport cu variabilele

(:‘Ciw cee 7$ik);
(ii) functia

o* f

1 vy
(1) VeeV — GO

(x) eR

este derivabila partial in raport cu variabila z;,,, In punctul a.
¥ +1

Atunci se spune ca [ este de k+1 ori derivabild parfial in raport cu variabilele
(%iy, .., T4y, 24y, ) in punctul a. Derivata partiala a functiei (1) in raport cu
variabila z;, _, in punctul a se numeste derivata partiala de ordinul k +1 a
functiei f in raport cu variabilele (x;,...,%;, T, ) in a si se noteaza cu
i (k+1)
(a).

a) sau cu fg, .
Omikﬂaxik .. 'al‘il ( ) 1T k41

2.23.2 Definitie (diferentiabilitate de ordin superior). Tot inductiv, se poate
defini conceptul de diferentiabilitate de orice ordin k£ € N pentru f. Fie k > 1
un numar natural pentru care a fost deja definita diferentiabilitatea de ordinul
k. Mai presupunem ca s-a demonstrat urmatoarea afirmatie: daca functia
f A — R este de k ori diferentiabild intr-un punct a € int A atunci pentru
orice indici i1, ...,i, € {1,...,n}, f este de k ori derivabild partial in raport
cu variabilele (x;,,...,z; ) In punctul a.

Fie ACR" acintAsi f: A— R o functie. Daca exista o vecinatate
deschisa V € V(a) cu V C A asa inat

(i) functia f este de k ori diferentiabila pe V;

(ii) pentru orice indiciiy,...,i; € {1,...,n}, functia (1) este diferentiabi-
1a in a,
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atunci se spune ca f este de k + 1 ori diferentiabila in punctul a. Teorema
2.6.4 impreuna cu (ii) garanteaza ca pentru orice i1, ..., ik, ix+1 € {1,...,n},
[ este de k+1 ori derivabila partial in raport cu variabilele (z;,, ..., %, T, )
in punctul a.

2.23.3 Teorema. Fie A o submultime a spativlui R", a € int A, kK € N 51
f A= R o functie de k ori diferentiabila in punctul a. Atunci pentru orice
i1,...,0% € {1,...,n} si pentru orice permutare o a multimii {1,...,k}, are
loc egalitatea

ok f

_ orf
Oiy -+ Oig

(a) ().

Demonstratie. Fara demonstratie. —

2.23.4 Definitie (diferentiala de ordinul k). Fie A CR", a € int A, k € N
si f: A— R o functie de k ori diferentiabild in a. Functia d*f(a) : R* — R,
definita prin

d*f(a)(h) :== zn: zn: hi -+ hy L(a)
! h 8:@1 890%

i1=1 tp=1

oricare ar fi h = (hy,...,h,) € R™, se numeste diferentiala de ordinul k a
functiei f in punctul a. Se observi ci d*f(a) este un polinom omogen de
gradul k in variabilele hy, ..., hy,.

2.23.5 Teorema. Fie A o submullime deschisa convexa nevidd a lui R",
fie k € {0,1,2,...} si fie f : A — R o functie de k + 1 ori diferentiabild
pe A. Atunci pentru orice a,b € A exista un £ € (0,1) asa incat punctul
c:=(1—=E&a+ &b sa satisfaca egalitatea

1

) A1 f(e)(0 — a).

k
OO ]1, & f(a)(b—a) +
j=1

Demonstratie. Fie F : [0,1] — R functia definita prin F(t) := f((1 —t)a+1b).
Aratam ca F este de k + 1 ori derivabila pe intervalul [0, 1] si ca pentru orice
je{l,...,k+1} avem

(2) FOt) =d? f((1 —t)a+tb)(b—a) oricare ar fi t € [0, 1].
Conform lemei 2.11.5, F' este derivabila pe [0, 1] si

(3) F'(t) =df((1 —t)a+tb)(b—a) oricare ar fi t € [0,1].
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Deci (2) are loc pentru j = 1. Totodata, (3) implica

F'(t) = i(b - az)gg ((1 —t)a+1tb)(b—a) oricare ar fi t € [0, 1].
i=1 ¢

Pentru fiecare i € {1,...,n}, fie F; : [0,1] — R functia definitd prin

Fi(t) := gj (1 —t)a+1tb).
Avem atunci
@) F =3 (b - 0
i=1

Deoarece toate functule e L sunt diferentiabile pe A, din lema 2.11.5 urmeaza
ca toate functiile F; sunt derivabile pe [0 1] si ca

of " 92 f
Fi(t)y=d 1—tla+tb)(b—a) =) (bj—a, 1—t)a+tb
10 =a(5h) @ narmp-o >t~ ) gy (1= a0
pentru orice ¢ € {1,...,n} si orice t € [0,1]. Tinadnd seama de (4), deducem
ca F este de doua ori derivabild pe [0,1] si

n n. o n 2
F/l(t) = Z(bz — ai)Fi/(t) = Z Z:(bZ — ai)(bj — aj) i?aii?f:m (1 —t)a+tb)

i=1 i=1 j=1
= d%f((1—t)a+tb)(b— a).

Prin urmare, (2) are loc si pentru j = 2.
Analog, se arata succesiv ca (2) are loc si pentru j = 3,...,k+1. Aplicand
functiei F' formula lui Maclaurin, rezulta existenta unui £ € (0,1) astfel ca

1 1 (k+1)
(5) Z; gt e

Notém ¢ := (1 — &)a + £b. Intrucat F(1) = f(b), F(0) = f(a), iar in baza
relatiei (2) avem FU)(0) = d’ f(a)(b— a) pentru orice j € {1,...,k} precum si
FED (&) = d**1 f(¢)(b—a), din (5) rezulti validitatea egalitatii din enunt. [

2.23.6 Observatie. Egalitatea din teorema 2.23.5 se numeste formula lui
Taylor cu restul lui Lagrange.
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2.23.7 Teorema. Fie ACR", acintA, k€N, dar f: A — R o functie de
k ori diferentiabila in a. Atunci are loc egalitatea

1 1
- — & — =
5% Tl — ol o= 2 j S =0
Demonstratie. Fara demonstratie. —

2.24 Probleme

1. Fie f : R? — R functia definitd prin f(z,y) = (22 + 3?)e*™Y. Sa se
8m+nf
Oxmoyn

determine

2. Fie f : R? — R functia definita prin f(z,y) = €. Si se determine
am—i—nf
Oxmoyn’

3. Fie f : R" — R o functie de doua ori diferentiabila pe R", care indepli-
neste urmatoarele conditii:

() VezeR® : f(z)>0;
(ii)VozeR*, VheR" : d2f(z)(h) <O0.
Sa se demonstreze ca f este constanta.

4. (Generalizarea problemei precedente) Fie k € Nsi f : R” — R o functie
de 2k ori diferentiabila pe R", care indeplineste urmatoarele conditii:
()VzeR” : f(z)>0;

(i) VozeR™", VhecR” : d%f(z)(h) <O0.
Sa se demonstreze cd f este o functie polinomiald de n variabile avand
gradul cel mult 2k — 2.

5. Fier >0, A={zx e R" | ||z]| <r}sif:A—]0,00) o functie de doua
ori diferentiabila pe A, care indeplineste urmatoarele conditii:
(i) exista un a € A asa incat f(a) = 0;

{i)Vz €A : ZZ(axl&% x>2§1.

=1 j=1

S se demonstreze ca f(x) < 2r? oricare ar fi € A.
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6. a) Fie A C R" convexa deschisa nevida si f : A — R o functie de doua
ori diferentiabild pe A. S& se demonstreze ca daci d?f(z) este o forms
patratica pozitiv semidefinitd pentru orice x € A, atunci fiecare punct
critic al lui f este punct de minim global.

b) Fie A = {(w1,72) € R? | 13 > 0} si f: A — R functia definita prin
2
il
f(:l:l,wg) = ; + Z9 111.%2 — X1 — IT2.
2

Folosind eventual afirmatia a), sa se determine inf f(A).
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Capitolul 3

Integrale multiple

3.1 Integrala Riemann pe un interval compact in R"”

3.1.1 Definitie (intervale compacte in R™). O multime 7" C R" se numeste
interval compact (nedegenerat) in R™ daca ea este de forma

T = [alabl] X [GQ,bQ] X X [ambn]a

unde a; < by, as < by, ..., ap < b, sunt numere reale. Numarul real pozitiv,
definit prin
m(T) = (bl — al)(bg — ag) e (bn - an),

se numeste volumul sau masura lui T'.

3.1.2 Definitie (partitii ale intervalelor compacte in R"™). Fie [a, b] un interval
compact in R. In cele ce urmeaza, o diviziune A := (xg, z1,...,x%) € Div]a, b]
va fi identificata cu multimea

A = {[xo,z1), [r1,22], ..., [Tr—1,2k] }.
Notand X := [xj_1,z;] pentru j :=1,..., k, putem scrie
A={X1, Xo, ..., X1}
Fie T := [a1,b1] X [a2,b2] X -+ X [an, by un interval compact in R", si fie

Ay :i={X11, Xo1, .-, X1} € Div[ag, by],

Ay ={ X1, Xop, ..., Xi,m } € Diviay, by].

129
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Atunci multimea definita prin
Al X"'XA,—L ZZ{thl X oo Xijn ’ 1§j1 Skl, ceey 1§]n§kn}

se numeste produsul diviziunilor Aq, ..., A,. Se numeste partitie a intervalului
compact T orice multime 7, de forma m = Ay x --- x A, unde A; este o
diviziune a intervalului [a1,b1], ..., A, este o diviziune a intervalului [a,, by].
Numarul real pozitiv, definit prin

Il := max { | Al, ..., [[An] },

se numeste norma partitie: 7. Familia tuturor partitiilor lui 7" va fi notata cu
Part (7).

Uneori este mai convenabil ca o partitie 7 € Part (T') sa fie reprezentata
prin enumerarea elementelor sale Xj; 1 x --- x X, ,. Numerotand aceste
intervale compacte si notandu-le cu T1,...,T),, unde p := kq - - - k;,, vom scrie

™ = {Tl,...,Tp}.

Evident, avem

r=J1 s m) =Y m().

Jj=1 Jj=1

3.1.3 Exemplu. Fie n = 2, fie T' := [a1,b1] X [ag, bo] si fie diviziunile (a se
vedea figura 3.1.1)

Ay = (a1 =z, 1,1, 2,1, x31 = b1) = {X1,1, X231 X531} € Divaq, b1,

respectiv

A9 = (ag = x0 2, T12, T22 = ba) = {X1 2, X292} € Div|ag, ba].
Atunci

= A1 X Ay
= {X1,1 X X1,2, Xo1 x X192, X31 %X X1,
X11 X Xoo, Xo1 X Xog, X317 % XQ,Q}

este o partitie a dreptunghiului 7. Aceasta partitie va mai fi notata si

™= {T17 T27 T37 T4, T5, TG}
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Y
T
by = wy 9 |--------
X2 X1 X Xog | XogxXoo | Xz1%X Xoo
L1,2f--------
Xip XiixXio | Xogx X | X31%xXip
Az = T2 f-------- '
X1 i X21 5 X31 : x
O ap = o1 1.1 T2,1 r31 = b1

Figura 3.1.1: Exemplu de partitie a unui dreptunghi.

3.1.4 Definitie (sisteme de puncte intermediare). Fie T' un interval compact
in R" si fie 7 := {T1,...,T,} € Part (T"). O multime finita & := {c1,...,¢p},
de puncte din R", cu proprietatea ¢c1 € T1,...,¢, € T, se numeste sistem
de puncte intermediare asociat partitiei w. Notam cu P(m) familia tuturor
sistemelor de puncte intermediare asociate partitiei .

3.1.5 Definitie (sume Riemann). Fie T' un interval compact in R”, fie functia
f:T =R, fier:={T1,...,T,} € Part (T) si fie £ := {c1,...,¢,} € P(m).
Numarul real, definit prin

o(f,m,8) =Y fley) m(Ty),

i=1

se numeste suma Riemann asociata functiei f, partitiei 7 si sistemului de
puncte intermediare &.

3.1.6 Definitie (integrala Riemann pe un interval compact din R"). O functie
f T — R se numeste integrabila Riemann pe intervalul compact 7' C R™ daca
existd un numar real I cu urmatoarea proprietate:

Ve>03d>0al VmePart(T)cul|rn]|<dsiVEée P(m) :
|o-(f’ﬂ-7€)_1’ <e.
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Notam cu R(T') multimea tuturor functiilor f : 7' — R, care sunt integrabile
Riemann pe T'. Daca f € R(T), atunci se constata imediat ca numarul real I
din definitia de mai sus este unic. El se numeste integrala Riemann a lui f pe
T si se noteaza cu

by bn
/fdx sau cu /f(:z:)dx sau cu / flxy,...,xp)dey -+ - day,.
T T a1l a

n

Asa cum se observa imediat, In cazul particular n = 1, definitia de mai sus
coincide cu definitia din cazul unidimensional.

3.1.7 Teorema (marginirea functiilor integrabile Riemann). Daca T' este un
interval compact in R", iar f € R(T), atunci f este mdrginitd.

Demonstratie. Notam I := [, fdx. Pentru ¢ = 1, din definitia 3.1.6 rezulta
existenta unui ¢ > 0 astfel incat pentru orice 7 € Part (T') cu ||| < J si orice
§ € P(m) sa avem |o(f,m, &) — I| < 1. Fixam o partitie 7 := {T1,...,T,} a lui
T, in asa fel incat ||7|| < d. Atunci avem

(1) lo(f,m,&) —I| <1 oricare ar fi £ € P(m).

Pentru a dovedi marginirea lui f pe T, este suficient sa aratam ca f este
marginita pe toate intervalele compacte T3, i € {1,...,p}. Fixam asadar un
i € {1,...,p}. Pentru fiecare j € {1,...,p} \ {i} alegem un punct ¢; € Tj.
Atunci pentru orice punct z € T; multimea

gw = {Cl, ey Ci—1,L,Ci415 - - - 7Cp}

este un sistem de puncte intermediare asociat partitiei 7 si

o(f,m &) = (@) m(T;) + Y flej) m(T}).

p
Notand « := Zf(cj) m(T}), avem
i=1
J#

f(l’) m(TZ) = O'(f, T, fz) - Q.
Tinand seama de (1), rezulta ca pentru fiecare x € T; avem
[f@)m(Ty)] = lo(f,m &) —I+1-a
< o(fim &) = I+ 1] + ol
< 14|+ |af
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Deducem de aici ca

1+ 1]+ |of

F@) < oo

oricare ar i x € T;.
Prin urmare, f este marginita pe 7;, intrucat membrul drept al inegalitatii de
mai sus nu depinde de x. O

3.2 Ciriterii de integrabilitate Riemann pe un inter-
val compact in R”

3.2.1 Teorema (criteriul lui H. E. Heine). Fiind date un interval compact T
in R", o functie f : T — R si un numar real I, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1° feR(T) si [, fde=1.

2° Pentru orice sir (my) de partitii ale lui T', culimg_,o | 7| = 0 si pentru
orice sir (&), de sisteme de puncte intermediare cu proprietatea ca &, € P(my)
oricare ar fi k € N, are loc egalitatea limyg_ o o(f, 1, &) = 1.

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia criteriului lui Heine pentru
integrala Riemann. (]

3.2.2 Teorema (criteriul lui A. L. Cauchy). Fiind date un interval compact
T in R"™ si o functie f : T — R, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f e R(T).

2° Oricare ar fi € > 0 exista un 6 > 0 asa incat pentru orice partitii
7' 7" € Part (T') cu ||7’|| < 0, ||7"]] < & si orice sisteme de puncte intermediare
¢ e P(r), & e P(n") sd avem |o(f, ', &) —o(f,n",&")| <e.

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia criteriului lui Cauchy pen-
tru integrala Riemann. O

In continuare, pana la sfarsitul acestei sectiuni, 7' := [a1,b1] X - - - X [ap, by]
va fi un interval compact in R", iar f : 7" — R va fi o functie marginita. Notam

a:=inf f(z) si B:=sup f(z).

€T zeT

3.2.3 Definitie (sume Darboux). Fiind data o partitie 7 := {T11,...,T,} a
lui 7', notam

aj = inf f(z) si Bj:=sup f(z), j=1,...,p.
z€T) zeTj
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Numerele reale, definite prin
P P
s(fom) =Y aym(Ty),  S(fim) = Bm(Ty),
j=1 j=1

se numesc suma Darbouz inferioard, respectiv suma Darboux superioard aso-
ciate functiei f si partitiei .

3.2.4 Definitie (integralele Darboux inferioara si superioara). Pentru orice
m:={T,..., T} € Part (T) si orice £ := {c1,...,¢,} € P(m) avem

a<oa; < fle) <pj <P oricarear fi j € {1,...,p}.

Inmultind acest lant de inegalitati cu m(7}), iar apoi sumand inegalitatile
obtinute pentru j =1,...,p, gasim

(1) am(T) < s(f,m) <o(f,m &) <S(f,m) <Bm(T).
Din (1) rezultd ci multimea

{s(f,7) | =€ Part (T) }
este majorata de Sm(T), iar multimea

{S(f,7) | 7 € Part (T) }

este minoratd de am(T). Drept urmare, putem introduce numerele reale,
definite prin

/fdac:: sup  s(f,m), /fda::: inf  S(f,m).
JT T

mePart (T) wEPart (T)

Ele se numesc integrala Darboux inferioard, respectiv integrala Darbouzx supe-
rioara, ale functiei f pe T

3.2.5 Propozitie. Fie A}, A} € Div[ai,bi], ..., A}, Al € Div[ay,by] si fie
7= Al x - x Al € Part (T), 7’ := A x - x A € Part (T). Fie apoi
Ay o diviziune a lui [a1,b1] care este mai fina si decit A} si decat A, ...,
A, o dwiziune a lui [an,by] care este mai find si decat A, si decat Al si fie
mi= A1 X - X Ay, Atunci au loc urmatoarele inegalitati:

s(f,7) < s(f,m) < S(f,m) <S(f,7),
s(f,m") <s(f,m) < S(f,m) < S(f,").
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Demonstratie. Fie 7' = {T7,..., Ty} si m = {T1,...,T,}. Pentru fiecare indice
j€A{1,...,p} notam

Ij:={ie{l,...,q} | T; CTj}.

Intrucat fiecare diviziune Aj este mai find decat diviziunea corespunzatoare
l.» deducem ca:

(i) (Ij)1<j<p este o familie de multimi disjuncte, cu proprietatea

Ii={1,...,q}
1

p
Jj=

(ii) pentru fiecare j € {1,...,p}, multimea {7} | i € I;} este o partitie a
intervalului compact 77.

Notam
a; = inf f(x), B} := sup f(x), j=1,...,p,
IETJI xeT]{
si respectiv
a; := inf f(x), ;:=sup f(z), i=1,...,q
z€T; z€eT;

Tinand seama de (i), avem
q
s(fm) = aim(T) =Y (> aim(Ty)
i=1 j=1 \i€l,

Pentru fiecare ¢ € I; avem o; > a;, deoarece T; C TJ’ Tinand acum seama si
de (ii) deducem ca

p

oA dmm) | =3 (o> m(m)
j=1

J=1 iGIj iEIj

= > apm(T). = s(f.7)
j=1

v

s(f,m)

Inegalitatea S(f,7) < S(f,n’), precum si inegalitatile referitoare la partitia
7" se demonstreaza analog. O
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3.2.6 Observatie. Conform propozitiei 3.2.5, pentru orice partitii =’ si 7"
ale lui T" are loc inegalitatea

s(f,7') < S(f.7").

Luand supremumul membrului stang cand 7’ € Part (T'), obtinem

/ fdxz < S(f,n") oricare ar fi 7”7 € Part (T).
L7

Luand acum infimumul membrului drept cand 7" € Part (T), obtinem

/dexg/dex.

In consecinta, pentru orice w € Part (T') avem

s(f,ﬂ)g/ fdacg/de:vSS(f,w).
LT

3.2.7 Propozitie (sumele Darboux vs. sumele Riemann). Pentru orice parti-
tie m € Part (T') au loc urmadatoarele egalitati:

S(f,ﬂ): inf O'(f,ﬂ,f), S(f,TF): sup O'(f,TF,g)-

§eP(m) ceP(w)

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia egalitatilor corespunzatoa-
re din cazul unidimensional. (]

3.2.8 Teorema (integrala Riemann vs. integralele Darboux). Fiind datd o
functie f € R(T), au loc egalitatile [, fdx = fo dz = [,fdz.

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia teoremei corespunzatoare
din cazul unidimensional. g

3.2.9 Teorema (criteriul lui G. Darboux). Fiind data o functie f : T — R,
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° fe R(T).

2° f este marginita si oricare ar fi e > 0 exista un 6 > 0 astfel incat pentru
orice partitie m € Part (T), cu ||7|| < 0 sda avem S(f,m) — s(f,m) <e.

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia criteriului lui Darboux in
cazul unidimensional. g
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3.3 Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Rie-
mann pe un interval compact in R"

3.3.1 Definitie (multimi neglijabile Lebesgue). Fie A o submultime a lui R”
(nu neaparat marginita). Multimea A se numeste neglijabila Lebesgue daca
pentru orice € > 0 exista un sir (7}) de intervale compacte in R™ astfel ca

o0 [e.@]
AC U Ty si Zm(Tk) <e.
k=1 k=1

3.3.2 Observatie. Evident, daca A este o submultime neglijabila Lebesgue
a lui R", iar Ag C A, atunci si Ap este neglijabila Lebesgue.

De asemenea, daca (Ag) este un sir de submultimi neglijabile Lebesgue ale
lui R™, atunci si multimea | J;-; Ax este neglijabild Lebesgue.

Fiid data o functie f, notam cu disc (f) multimea tuturor punctelor de
discontinuitate ale lui f.

3.3.3 Teorema (criteriul lui H. Lebesgue). Fie T un interval compact in R"
st fie f: T — R o functie. Atunci

o f este marginita;
o multimea disc (f) este neglijabila Lebesgue.

feR(T) <« {

Demonstratie. Fara demonstratie. g

3.3.4 Consecinta. Daca T este un interval compact in R" si f : T'— R este
o functie continua, atunci f este integrabila Riemann pe T'.

3.4 Calculul integralelor Riemann pe intervale com-
pacte prin reducere la integrale iterate

3.4.1 Definitie (sectiunile unei functii definite pe un produs cartezian). Fie
S un interval compact in R si T' un interval compact in R™. Identificand,
ca de obicei, pe R™ x R™ cu R™*™" multimea S x T este un interval compact
in R Fie apoi f : S x T — R o functie data. Pentru fiecare z € S,
consideram functia f; : T — R, definita prin f;(y) := f(z,y). Ea se numeste
sectiunea prin x a functies f. Analog, pentru fiecare y € T, consideram functia
fy S — R, definita prin f,(z) := f(z,y). Ea se numeste sectiunea prin y a
functiei f. Scris scurt, f, = f(x,-) si fy = f(-,y).
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3.4.2 Definitie (integrale iterate). Fie S un interval compact in R™ si 7' un
interval compact in R". O functie f : S xT — R se numeste integrabila partial
pe S x T daca pentru orice x € S sectiunea f, este integrabila Riemann pe
T si pentru orice y € T' sectiunea f, este integrabila Riemann pe S. In acest
caz, putem defini functiile

F SR F) :=/fo<y>dy=/Tf<x,y>dy

$1 respectiv

Fr: T —R, Fy(y) ::/Sfy(a:)dx:/sf(x,y)dm.

Ne punem problema integrabilitatii functiilor F; si F» pe S si respectiv T', pre-
cum si a legaturii cu integrabilitatea lui f. Daca F este integrabila Riemann
pe S, atunci integrala sa

/SFl(x)dx:/S</Tf(a:,y)dy> da

se numeste integrala iterata in ordinea y, x a functier f pe S x T. Analog,
daca F> este integrabila Riemann pe 7', atunci integrala sa

/TFz(y)dy—/T</Sf(x7y)dw> dy

se numeste integrala iterata in ordinea x, y a functiei f pe S x T

3.4.3 Teorema (G. Fubini). Daca S este un interval compact in R™, T' este
un interval compact in R"™, iar f : S xT — R este o functie integrabila
Riemann si integrabila partial pe S x T, atunci F este integrabila Riemann
pe S, Fy este integrabila Riemann pe T si are loc relatia

f(z,y) dady = /5 Fi(z) dz = / Fy(y) dy.

SxT T

Demonstratie. Notam I := [¢ . f(x,y)dzdy. Vom dovedi ca | € R(S) si ci
Js Fi(x)dz = I. Faptul ca Fy € R(T) si c& [ Fo(y) dy = I se demonstreaza
analog.

Fie € > 0 arbitrar. Exista atunci un § > 0 astfel incat pentru orice partitie
m € Part (S x T') cu ||«|| < ¢ si orice £ € P(7) sa avem

M o(fime) — 11 < 3.
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Fie m := {S1,...,Sp} € Part (S) o partitie oarecare a lui S cu ||| < si fie
n:={a1,...,a,} € P(m) un sistem arbitrar de puncte intermediare. Intrucat
toate sectiunile f,, sunt integrabile Riemann pe T si [ fo,(y)dy = Fi(a;),
rezultd ca pentru fiecare ¢ € {1,...,p} existd un ¢; > 0 in asa fel Incat pentru
orice mg € Part (T') cu ||me|| < d; si orice ¢ € P(mg) sa avem

(2) |0(fa,, 72, C) — Filag)] < & = ——

2pm(S;)

Alegem acum o partitie mp = {711,...,T;} € Part(T) cu proprietatea ca
||l < min {0, dy,...,d,} siun sistem de puncte intermediare ¢ := {by,...,b,}
asociat lui m5. Notam

mi={SxTj|i=1,....p, j=1,...,q}

si respectiv

5—{@1, ’1_]— apa]:157Q}
Atunci avem m € Part (S x T), £ € P(w) si ||«|| = max {||71|, ||m=2]|} < 6.
Tinand seama de (1) avem

|O'(F1,7T1,7])—I’ < ’U(Fhﬂlﬂl)— ( )’—’_’U(faﬂ-vf) |
p q
< f—i— z:Fchz ZZfal, m(S; x Tj)| .

Intrucat f(ai,bj) = fa,(bj) si m(S; x Tj) = m(S;) m(T}), obtinem

o(Frmn) 1 < 5+ |3 || Fala) = D fu (b)) m(Ty) | m(S)
i=1 7j=1
< 5D |Fi@) = 3 fuby) m(T) | m(S)
i=1 j=1

Tinédnd acum seama de (2) si de faptul ca 327, fa,(bj) m(T}) = 0(fa;, 72, C),
deducem ca

p
€
lo(Fy,m,n) — 1| < 5T |Fi(ai) — 0(fa;, 72, C)| m(S:)
i=1
c p
< §+Z€im(&)
=1
< E—i—i—s
2 2
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Intrucat m; si n au fost arbitrare, conchidem ca F} este integrabila Riemann
pe Ssica [ Fi(z)de =1. O

3.4.4 Observatii. 1° Lantul de egalitati din concluzia teoremei lui Fubini
poate fi scris detaliat sub forma

Sfo(x7y)d$dy:/S</Tf(90,y)dy)dx:/T(/Sf(x,y)da:>dy.

in Rm+n in R™ in R™

in R™ in R™

2° Daca f : S x T — R este integrabila partial pe S x T, iar integralele
iterate ale sale sunt diferite, atunci f nu este integrabila pe S x T'.

3.4.5 Consecinta. Daca S este un interval compact in R™, T' este un interval
compact in R", iar f : S x T — R este o functie continua, atunci Fy este
integrabila Riemann pe S, Fy este integrabila Riemann pel" si are loc egalitatea

f(z,y) dady = /5 Fi(z) dz = / Fy(y) dy.

SxT T

3.5 Integrala Riemann pe multimi marginite in R"

Fie A o submultime marginita nevida a lui R". Fiind data o functie oarecare
f+A— R, consideram functia f:R" — R, definita prin

(z) = f(x) dacaxze A
v 0 dacaxzeR"\ A

Functia f se numeste extensia nula a lui f.

3.5.1 Definitie (integrala Riemann pe o multime marginita in R™). Fie A o
submultime marginita nevida a lui R" si fie f : A — R o functie. Se arata usor
ca daca exista un interval compact T'in R", cu proprietatea ca A C T si functia
f |T este integrabila Riemann pe T, atunci pentru orice alt interval compact
S din R”, cu proprietatea A C S, functia f ‘ ¢ este integrabila Riemann pe S
si are loc egalitatea [ f(z)dz = [ f(z) dz.

Observatia precedenta ne permite sa dam urmatoarea definitie: daca e-
xista un interval compact 7" in R", cu proprietatea ca A C T si functia f ‘T
este integrabila Riemann pe 7', atunci se spune ca functia f este integrabila
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Riemann pe A. Numirul real [ f(z)dz se numeste integrala Riemann a lui
f pe A si se noteaza cu

/Afdac sau cu /Af(ac)dx sau cu /--'/Af(xl,...,xn)dwl‘--dxn.

Evident, daca multimea A este ea insasi un interval compact in R", atunci
definitia 3.5.1 coincide cu definitia 3.1.6.

3.5.2 Observatie. Conform consecintei 3.3.4, orice functie continua pe un
interval compact din R™ este integrabila Riemann pe acel interval. Daca insa
A este o submultime marginita nevida a lui R”, iar f : A — R este o functie
continua, atunci se poate Intampla ca f sa nu fie integrabila Riemann pe A,
dupa cum arata urmatorul contraexemplu: pentru n =1, fie A :=[0,1]NQ si
fie f : A — R functia constanta f(x) := 1 oricare ar fi x € A. Evident, f este
continua pe A. Presupunand ca f este integrabila Riemann pe A, ar rezulta
existenta unui interval [a,b] in asa fel incat A C [a,b] si f € R[a,b]. Aplicand
criteriul lui Darboux pentru € := 1/2, ar rezulta mai departe existenta unui
§ > 0 cu proprietatea cd S(f,m) — s(f,n) < 1/2 oricare ar fi T € Part [a, b]
cu ||7|| < 6. Dar, alegand o partitie 7 := (zg, z1,...,xy) astfel ca ||7] < J si
x; =0, zp = 1 pentru doi indici 0 < i < ¢ < k, avem

S(f,ﬂ)-S(fT,W):l.

Am obtinut astfel o contradictie, care arata ca f nu este integrabild Riemann
pe [a,b], deci f nu este integrabild Riemann pe A.

3.5.3 Definitie (multimi masurabile Jordan). Fiind data o multime A C R",
functia x4 : R” — R, definita prin

(z) = 1 dacazxec A
XA= 900 dacd x € R™\ A,

se numeste functia caracteristica a lui A. Se observa ca x4 este extensia nula
a functiei constante, egala cu 1 pe A.

Multimea A se numeste masurabila Jordan daca functia constanta, egala
cu 1 pe A, este integrabila Riemann pe A. Cu alte cuvinte, A este o multime
masurabila Jordan daca exista un interval compact 7' in R", care sa contina
pe A si cu proprietatea ca XA‘T € R(T).

Daca A este o submultime marginita masurabila Jordan a lui R", atunci
numarul real, definit prin

m(A) :=/~-/Ad:c1--~d:cn,
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se numeste masura Jordan a lui A. Se constata imediat ca, daca A este un
interval compact, atunci multimea A este masurabila Jordan, iar masura sa
Jordan coincide cu volumul lui A (conform definitiei 3.1.1).

3.5.4 Teorema (caracterizarea multimilor masurabile Jordan). O submultime
marginita nevida A a lui R" este masurabila Jordan daca si numai daca
multimea bd A este neglijabila Lebesgue.

Demonstratie. Alegem un interval compact 7" in R™ aga incat cl A C int 7" (a se
vedea figura 3.5.1). Tinand seama de criteriul lui Lebesgue de integrabilitate

®a

Figura 3.5.1: Caracterizarea multimilor masurabile Jordan.
Riemann (teorema 3.3.3), avem

A este masurabild Jordan < x A‘ o este integrabild Riemann pe T

& disc(XA’T) este neglijabila Lebesgue.

Fie a un punct arbitrar al lui 7. Atunci

e dacd a € int A, atunci exista r > 0 astfel ca B(a,r) C A, deci ya(xz) =1
oricare ar fi z € B(a,r). Prin urmare, XA‘T este continua in a.

e daca a € ext A, atunci exista r > 0 astfel ca B(a,r) C R™\ A, deci
XA(x) = 0 oricare ar fi x € B(a,r)NT. Prin urmare, XA’T este continua in a.

e daca a € bd A, intrucat a € int7T, rezultad ca exista doua siruri (zy)
din A si (yg) din T'\ A, ambele convergente catre a. Deoarece xa(zy) =1 si
XA(yx) = 0 oricare ar fi k € N, deducem ca x4 o este discontinud in a.
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Am dovedit astfel ca disc (X A ‘T) = bd A. Drept urmare, A este méasurabila
Jordan daca si numai daca bd A este neglijabila Lebesgue. O

3.5.5 Teorema (criteriul lui H. Lebesgue de integrabilitate Riemann pe o
multime méasurabila Jordan). Fie A o submultime marginita masurabila Jor-
dan a lui R™ si fie f: A — R o functie. Atunci

e f este marginitd;
f este integrabild Riemann pe A < o multimea disc (f) este
neglijabila Lebesgue.

Demonstratie. Fie T un interval compact in R", care contine pe A si fie f
extensia nula a lui f. Se constata imediat ca

(1) disc (f) C disc (f) C disc (f) U bd A.

Necesitatea. Presupunand ca f este integrabild Riemann pe A, rezulta ca
f | o este integrabild Riemann pe T'. Aplicand partea de necesitate a teoremei
3.3.3 (criteriul lui Lebesgue), rezulta ca f este marginita si disc (f) este negli-
jabila Lebesgue. Tinand seama de (1), deducem ca f este marginita si disc (f)
este neglijabila Lebesgue.

Suficienta. Presupunem acum ca f este marginita si disc (f) este neglija-
bila Lebesgue. Atunci si f este mirginita, iar, in baza lui (1), a observatiei
3.3.2 si a teoremei 3.5.4, multimea disc (f) este neglijabila Lebesgue. Aplicand
partea de suficienta a teoremei 3.3.3 (criteriul lui Lebesgue), rezulta ca f ‘T

este integrabild Riemann pe T, deci f este integrabila Riemann pe A. (]

3.5.6 Consecinta. Daca A este o submultime marginita masurabila Jordan
a lui R, tar f : A = R este o functie continua marginita, atunci f este
integrabild Riemann pe A.

3.6 Calculul integralelor Riemann pe multimi mar-
ginite prin reducere la integrale iterate

3.6.1 Definitie (sectiunile si proiectiile unei multimi). Fie o multime margi-
nitd nevidd A C R™ x R"™ =: R™*". Pentru fiecare punct z € R™, multimea
A, definitd prin

Ay i ={y eR" | (z,9) € A},
se numeste sectiunea prin x a lui A (a se vedea figura 3.6.1). Multimea definita
prin

pi(4) :={z e R™ | A, # 0}
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r==--r=

=

pa(A)

reresccccceadaa

.

gt

ERHI

Figura 3.6.1: Sectiunile si proiectiile unei multimi marginite.

se numeste proiectia lui A pe R™. Analog, pentru fiecare punct y € R",
multimea A,, definita prin

Ay :={x e R" | (z,y) € A},

se numeste sectiunea prin y a lui A. Multimea definita prin
p2(A) :=={y e R" | A, # 0}

se numeste proiectia lut A pe R™.

3.6.2 Definitie (integrale iterate). O functie f : A — R se numeste integrabila
partial pe A daca pentru orice = € p1(A) sectiunea f; : Ay — R, fu = f(z,)
este integrabild Riemann pe multimea A, si pentru orice y € p2(A) sectiunea
fy Ay = R, fy := f(-,y) este integrabila Riemann pe multimea A,. In acest
caz, putem defini functiile

Fipi(A) 5 R, Fiz) = /A foly) dy = /A f(zy) dy

si respectiv

Fy:pa(A) = R, Fy(y) == /A fy(z)da :/A f(z,y)da.
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Daca F) este integrabila Riemann pe multimea marginita p;(A4), atunci inte-

grala sa
[ R@e= | ( / f(x,y)dy) da
p1(A) p1(A) \J Az

se numeste integrala iterata in ordinea y, x a functiei f pe A. Analog, daca
F5 este integrabila Riemann pe ps(A), atunci integrala sa

/MA) Fy(y)dy = /m(A) (/Ayf(w,y) dw) dy

se numeste integrala iterata in ordinea x, y a functiei f pe A.
k s

3.6.3 Observatie. Trebuie remarcat faptul ca in cazul particular A = S x T,
cu S interval compact in R™ si T interval compact in R”, definitia 3.6.2 este in
deplina concordanta cu definitia 3.4.2. In adevar, in acest caz avem p;(A4) = S,
p2(A) =T, A, =T oricare ar fi x € S si A, = S oricare ar fi y € T..

3.6.4 Teorema (G. Fubini). Dacad A C R™ x R" este o multime marginitd,
iar f : A — R este o functie integrabila Riemann si integrabila partial pe A,
atunci Fy este integrabila Riemann pe pi(A), Fy este integrabila Riemann pe
p2(A) si are loc relatia

y) dady = Fi(z)dz = Fo(y) dy.
/Af(:vy)xy /m(A) \(z) dz /W) () dy

Demonstratie. Notam I := [, f(z,y)dzdy. Alegem doud intervale compacte
S CR™siT CR" in asa fel incat p1(A) C S si pa(A) C T. Avem atunci
AC SxT. Fieapoi f : S x T — R extensia nuli a lui f la S x T. Intrucat f
este integrabild Riemann pe A, avem

(1) FER(SXT) si f(z,y)dedy = 1.
SxT

Dovedim in continuare ci f este integrabila partial pe intervalul compact
S x T. In acest scop, fie x un punct arbitrar al lui S. Sunt posibile doua
situatii:

e dacd = ¢ pi(A), atunci f.(y) = f(x,y) = 0 oricare ar fi y € T, deci
fe € R(T);

e dacd = € p;(A), atunci avem

F N F _ [ flzy) dacaye A, _ [ fu(y) dacaye A,
Faly) = fl@,y) = { 0 daci y &€ A, 0 dacayeT)\A,.
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Prin urmare, f, este extensia nuld la T a sectiunii f, : A, — R. Cum f este
integrabila partial pe A, rezultd ci f, este integrabild Riemann pe A, deci f,
este integrabild Riemann pe T. Am demonstrat astfel ca f, € R(T) oricare ar
fi x € S. Analog se aratd ci f, € R(S) oricare ar fi y € T. In consecinta, f
este integrabila partial pe S x T

Aplicand teorema 3.4.3 functiei f, deducem ca Fy € R(S), F» € R(T) si
ca are loc egalitatea

2) fmwmwzémmmzfﬂmw,

SxT T

unde F}; : S - R si F: T — R sunt functiile definite prin

Fi(x) ::/Tf(:n,y)dy si respectiv  Fy(y) ::/gf(x,y)dx.

0 dacd z € S\ pi(A)
Fi(x) =
Ju, fz,y)dy  dacd z € pi(A),
deci F} este extensia nuli la S a functiei F. Analog, F este extensia nuld la
T alui Fp. Intrucat Fy si Fy sunt integrabile Riemann pe S si respectiv T,
rezulta ca Fy si Fy sunt integrabile Riemann pe p;(A) si respectiv pa(A4). In
plus, avem

(3) mewzéwamm§iﬁﬁwwzéwaww

Din (1), (2) si (3) deducem ca relatia din concluzia teoremei are loc. O

3.6.5 Observatie. Lantul de egalitati din concluzia teoremei lui Fubini poate
fi scris detaliat sub forma

in Rm+tn in R™ in R™m

~
in R™ in R™

3.6.6 Definitie (multimi simple in raport cu o axa in R?). O multime A C R?
se numeste simpla in raport cu ara Oy daca exista doua numere reale a < b,
precum si doua functii continue ¢, : [a,b] = R, cu ¢ < 9, astfel ca

A={(z,y) eR?* |a <z <b, p(z) <y <p(x)}.
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O multime A C R? se numeste simpld in raport cu ara Ox daci existd doud
numere reale ¢ < d, precum si doua functii continue ¢, : [¢,d] — R, cu
p < 1, astfel ca

A={(z,y) eR? |c<y<d ply) <z <Yy}

Se poate demonstra ca daca A este o submultime a lui R?, simpla in raport cu
una dintre axele de coordonate, atunci A este masurabila Jordan si compacta.

3.6.7 Consecinta. Fie A o submultime a lui R?, simpld in raport cu una
dintre azele de coordonate si fie f : A — R o functie continua. Atunci f este
integrabila Riemann pe A si are loc egalitatea

() J[ fasay = [ b ( L ?:)f(%y) dy) d.

in cazul cand A este simpld in raport cu Oy, respectiv

(5) ][ fadsay = [ ' ( /w fj) e dx) ay,

in cazul cand A este simpla in raport cu Ox.

Demonstratie. Presupunem, pentru fixarea ideilor, ca A este simpla in raport
cu axa Oy. Deoarece f este continui, iar A este compacta, rezulta ca f este
marginita. In baza consecintei 3.5.6, deducem ca f este integrabila Riemann
pe A. Tinand seama ca p1(A4) = [a,b], cd Ay = [p(z),¥(z)] si ca sectiunea
fz : Az — R este continud pentru orice x € [a,b], teorema 3.6.4 garanteaza
validitatea lui (4). O

3.6.8 Definitie (multimi simple in raport cu o axa in R?). O multime A C R3
se numeste simpla in raport cu ara Oz daca exista o submultime masurabild
Jordan Ag a lui R?, precum si doua functii continue marginite ¢, : Ag — R,
cu ¢ < 1, astfel ca

A= {(:L“,y,z) eR’ | (z,y) € Ao, p(z,y) <2 < @D(x,y)}

Analog se poate defini notiunea de multime simpla in R? in raport cu axa Ox
sau in raport cu axa Oy. Se poate demonstra cd dacd A C R? este simpla in
raport cu una dintre axele de coordonate, atunci A este masurabild Jordan.
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3.6.9 Consecinta. Daca A este o submultime a lui R3, simpld in raport
cu aza Oz, tar f : A — R este o functie continua marginita, atunci f este
integrabila Riemann pe A si are loc egalitatea

(6) // f(z,y, 2 dxdydz—//AO </ 7:/) F(a,y,2) dz> dady.

Demonstratie. Intrucat pi1(A) = Ao, A,y = [p(7,y),9(2,y)] si sectiunea
fzy) : A(zy) — R este continua si marginita oricare ar fi (z,y) € AO p1(A),
in baza teoremei 3.6.4 deducem ca (6) are loc. O

3.6.10 Observatie (masura Jordan a multimilor simple in raport cu o axa in
R? sau R3). In cazul particular cind f = 1, din relatiile (4), (5) si (6) obtinem
formule pentru masurile Jordan ale multimilor simple in raport cu o axa in R?
sau R3:

b
m(A) = / ((z) — p(x))dz,

d
m(A) = / (6(y) — o())dy,

- / /A () play)dady

3.7 Schimbarea variabilelor in integralele multiple

respectiv

3.7.1 Teorema. Fie U o submultime deschisa a lui R", fie h : U — R" o
functie injectivd de clasi C* pe U, cu proprietatea cd det J(h)(u) # 0 oricare
ar fiu € U si fie A o submultime masurabila Jordan a lui R™ in asa fel incat
clA C h(U). Atunci urmdatoarele sfirmatii sunt adevdrate:

1° Multimea Ao := h=1(A) este mdsurabild Jordan.

2° Pentru orice functie f : A — R, care este integrabila Riemann pe A,
functia (f o h)|det J(h)| : Ag — R este integrabila Riemann pe Aqy si are loc
egalitatea

/f($)d$=/ (f o h)(u) |det J(h)(u)| du.
A Ao

Demonstratie. Fara demonstratie. g
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Figura 3.7.1: Schimbarea variabilelor in integralele multiple.

3.7.2 Observatie. Egalitatea din concluzia teoremei precedente poate fi re-
scrisa explicit sub forma

/...Af(ml,...,xn)dxl-'-dfcn
:/.../AOf(hl(ul,...,un),...,hn(ul,...,un))

x’det J(h)(ug, ... ,un)}dul <o dug,.

3.8 Aplicatii ale integralelor multiple

3.8.1 Masa si centrul de greutate ale unei placi plane. Consideram
o placd avand forma unei multimi miasurabile Jordan A C R%. Presupunem
cunoscuta densitatea superficiald p(z,y) a placii in fiecare punct (z,y) € A.

Atunci masa placii este
m = // p(z,y) dzdy.
A

In cazul in care p(x,y) = p (constantd) pentru orice (z,y) € A, adici in
cazul in care placa este omogena, avem m = p dzdy = pA(A), unde A(A)
A

reprezintd aria lui A.
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Centrul de greutate G al plicii are coordonatele

//xp:zydxdy //yp:vydxdy
// p(z,y) dzedy // p(z,y) dzdy

In cazul unei placi omogene, formulele de mai sus devin

// x dxdy // ydady
A A )

T Am T T Al

3.8.2 Masa si centrul de greutate ale unui corp solid. Consideram un
corp solid avand forma unei multimi masurabile Jordan A C R3. Presupunem
cunoscuta densitatea p(z,y, z) a corpului in fiecare punct (z,y, z) € A. Atunci

masa corpului este
m = /// p(z,y, z) dedydz.
A

In cazul in care p(x,vy,2) = p (constant) pentru orice (z,y,2) € A, adicd in
cazul in care corpul este omogen, avem m = p dzdydz = p Vol(A), unde
A

Vol(A) reprezinta volumul lui A.
Centrul de greutate G al corpului are coordonatele

/// zp(z,y, z) dedydz /// yp(z,y, z) dedydz
/// T,Y, 2 dxdydz /// x,y, z) dedydz

/// zp(x,y, z) dedydz
/// x,y, z) dedydz

In cazul unui corp omogen, formulele de mai sus devin

/ / /A z dadydz / / /A y dzdydz / / /A zdadydz |

TETTUNOIA) YT T voi4) T vol(4)

$1 respectiv
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3.8.3 Exemplu. Sa se determine pozitia centrului de greutate al jumatatii
de elipsoid omogen

2 2 2
x Y z
A= {(:E,y,z)GR3 a2+b2+cgél,220},
unde a, b, ¢ > 0 sunt numere reale date.

Rezolvare. Fie G(zq,ya, zc) centrul de greutate al corpului A. Deoarece A
este omogen si axa Oz este axa de simetrie pentru A (daca (x,y, z) € A, atunci
si (—z,—y, z) € A), rezulta ca G € Oz, deci xg = yg = 0. De asemenea, avem

] s
[[[

Pentru calculul celor doua integrale triple, trecem la coordonate sferice gene-
ralizate:

T = apsinp cos b, p € 10,1],
y = bpsinpsinb, pE [O,g],
2 = cpcos, 0 € [0, 27].

Determinantul Jacobi al transformarii este

D(z,y,z2)
D(p,p,0)

Facand calculele, se obtine

1 pmw/2 p27
/// zdadydz = / / / cp cos @ - abep? sin ¢ dpdpdd
A 0 JO 0
1 w/2 2
= abc? (/ p° dp) (/ singocosgodgo) </ d@)
0 0 0

rabc?

4

= abcp? sin .

2mab .
si analog / / / dxdydz = %, de unde zg = %. In concluzie, centrul de
A
greutate al lui A este punctul G (O, 0, %)
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3.8.4 Momentele de inertie ale unui corp solid. Consideram un corp
solid avand forma unei multimi misurabile Jordan A C R3. Presupunem
cunoscuta densitatea p(z,y, z) a corpului in fiecare punct (z,y, z) € A. Atunci
momentul de inertie al corpului in raport cu punctul O este

fo= [[[ @+ + #)p(w.p.2) dodyd,
A

iar momentul de inertie in raport cu axa Oz este

I, = ///A(:E2 + 32 p(z,y, z) dedydz.

Formule similare definesc momentele de inertie ale corpului in raport cu axele
Oz si Oy. In cazul in care p(z,y, z) = p (constantd) pentru orice (x,y, z) € A,
adica in cazul in care corpul este omogen, formulele de mai sus devin

Ip = p/// (2% + % + 2°) dazdydz
A
/// (2% + y?) dzdydz.
A

3.9 Probleme — Calculul integralelor duble

4 2
1
1. Sa se calculeze / / 5 dzdy.
3 1 (@+y)
1 2 1
2. Sa se calculeze / / dady.
o J1 T+Y

3. Sa se calculeze / / v 3/ dzdy.
o Jo (14+22+4y?)

xsinx
4. Sa se calculeze / / (1 cos?2)(1 + cosZy) dzdy.

w/2 /2 :
5. Sa se calculeze / / yemy dxdy.
0 (1 + cosz)(1+ cosy)?

s1 respectiv

6. Sa se calculeze dxdy.

1,1 .
/0/0 V4 — x22y?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sa se calculeze / / Sl dxdy.

14 sinxsiny

1,1
. Sa se calculeze / / min {z, y} dzdy.
0o Jo

a 1
1
. Sa se calculeze/ / — 5 dady, a>1.
1/aJo T°+Y

a ra eam/y
Sa se calculeze / / s—dady, a>1.
o J1 ¥

Fie a € (0,1] si f:[0,1] x [0,1] — R functia definita prin

f(%y):{mln {1,5,5} daca xy #0

1 daca x =0 sauy=0.

Sa se demonstreze ca f este continua si sa se calculeze

/01/01 f(z,y) dady.

Fie a,b € (0,00) \ {1} cu a # b. Sa se calculeze // a”b? dzdy, daca
A

K. B. Stolarsky

A={(z,y) eR?*|2>0,y>0, v +y <1}

Fie A={(z,y) €R? |2 >0, y >0, 22 +y < 1}. S se calculeze

// In(z? + y + 1) dady.
A

Sa se calculeze / o dzdy, daca A este multimea plana marginita
AY

de parabola y = 22 si de dreapta y = 2x + 3.

T
Sa se calculeze / / ———=dady, daca A este multimea din plan,
A4 —y?

cuprinsi intre parabolele de ecuatii y = 2% si y? = z.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

3 Integrale multiple

Séa se calculeze / / % dzdy, daca A este multimea din plan, cuprin-
AY

sa intre dreptele de ecuatii = V3, y==x si hiperbola de ecuatie zy = 1.

1
Sa se calculeze dady, daca A este multimea
//A (@2 +4z 4+ 1)(y2+1) 4 ’

din plan, cuprinsa intre dreptele de ecuatii z = 3 T= 2,y=0siy=x.

Sa se calculeze / / * 5 dzdy, daca A este multimea definitd prin
al+y

A={(z,y) €R? | z>y>0,22+y> <2}

Sa se calculeze / / 1_5_/ 5 dzdy, daca A este multimea definita prin
A T

A={(z,y) €eR? | y>|z|,2? +y* <2}

Fiea>0si A= {(z,y) e R? | 22 +y* < a®}. Si se calculeze
// vV a? — 22 dzdy.
A

2 42
——2§1, —bgygb}. Sa se

Fie a,b > 0 si A={(x, R? | =
ie a,b > 0 si {(wy)e poi

22
calculeze / /A mdxdy.

12
Sa se calculeze / / V |y — 22| dady.
-1Jo

Sa se calculeze // sgn (22 — 32 + 2) dzdy, daci
A
A={(z,y) eR?|2® +y* <4}.
Sa se calculeze // sgn (\Sy —4| - .TZ) dxdy, daca
A

A={(z,y) eR? | 2? +9*> <14}

a rb
Fie a,b > 0. Sa se calculeze / / emax {b2a?.a%y? Yady.
0o Jo

Concursul William Lowell Putnam 1989
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26. Sa se calculeze // e(‘x|+‘y|)2dxdy, daca
A
A={(z,y) eR* | |z[+]y| <1}.
Concursul studentesc Traian Lalescu, etapa locala 2000

27. Sa se calculeze / / ydady, daca A este multimea din plan cuprinsa
A

intre axa Oz si prima bucla a cicloidei x = a(t —sint), y = a(1l — cost),
t €[0,27], a > 0.

28. Sa se calculeze / / rydxdy, daca A este multimea din plan cuprinsa

A
intre cele doua axe de coordonate si arcul din primul cadran al astroidei
r=acos’t, y =asin®t, t €[0,7/2], a > 0.

2 V2z—x?
29. Si se calculeze / ( Va2 +y? dy) dz.
0o \Jo

1/2
30. Sa se calculeze /
0

(/\/g Va?+y? dz) dy.
y

31. Si se calculeze /8 /8 In (1 +tg(z + y)) dxdy.
o Jo

32. Fiea>0si A= {(r,y) € R? | 22 +y*? < a?}. Si se calculeze

// |zy| dzdy.
A

33. Si se calculeze // zyv/ 22 + 2y? dzdy, daca
A

A={(z,y) eR? |2>0,y>0,2°+9* <1}

34. Fie A = {(z,y) €e R? | 1 < 22+ y?> <4} si f: A — R functia
definita prin f(z,y) = masura unghiului format de tangentele duse din
punctul P(z,y) la cercul cu centrul in origine si de raza 1. Sa se calculeze

//A f(z,y) dzdy.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

3 Integrale multiple

Sa se calculeze // /1 — 22 — y2dady, daca
A

A={(z,y) eR? | V32 -3y >0, 1 <4(z>+¢%) <4}

2
Sa se calculeze / / T dxdy, daca
A

x2 + 3y?

A:{(:c,y)eR2|1§a:2+y2§3, r+y>0,y>0}

o Yy
Sa se calculeze //
Ar+y+ /2?4y

dzdy, daca

A={(z,y) eR* |1 <a®+y? <4, 2+y >0, y>0}.

Sa se calculeze / / |xy| dedy, daca
A

A={(z,y) eR* |1 <2 +y* <9, |2| <y }.

Sa se calculeze // L dxdy, daca
AT+ y?

A={(z,y) eR? |y >0, [z]+y<2<a>+4°}.

Fie a > 0 si fie A = {(x,y) € R? | 22 + y? < 2ax }. S4 se calculeze

//A(x2 + y?) dzdy.

Fie a > 0 si fie multimea A := {(z,y) € R? | 2% +y* < 2ax}. Si se

calculeze // V4a? — 22 — y2 dady.
A

Fiea>0si A= {(z,y) € R? | a® < 2% +y? < 2ax}. Si se calculeze

//A(a?2 + y?) dody.

Fiea >0si A= {(z,y) € R? | 22 + 9 < 2ax, 2*> + y*> < 2ay}. Si se

calculeze

//A(x2 + y?) dody.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Fiea > 0si A= {(x,y) € R? | a|z| < 22 +y? < a?}. Si se calculeze

// V2 + y?dxdy.
A

1
Sa lcul —————5 dady, daca
a se calculeze //A 2P 1) zdy, daca

A={(z,y) eR? |z <az?+y*><1}.
Sa se calculeze //A |22 + y? — z| dzdy, daci
A={(z,y) eR? |22 +¢* <1}
Sa se calculeze //A z(y + 1) dzdy, daca
A:{(:U,y)eR2 | 2> 1, 22 4+ y% > 2, r—2<y<2-—x}.
Sa se calculeze / / ATCCOS ——m dzdy, daca
A x? 4 2

A={(z,y) eR* | z>1/V2, ®+y°>1,
r+y<V2, z—y<V2}

1
Sa se calculeze / / ——— dzdy, daca
A2+ y?

A={(z,y) eR? |1 <a?+y* <4, z<1}.

Sa se calculeze / / (23 + ¢®) dzdy, daci
A
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52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

3 Integrale multiple

2 2
Fie a,b>0si A= {(w,y) € R? +b—2 <1 } Sa se calculeze
[ a2 2
//A 1—?—b—2dxdy.
22 2
Fie a,b>0§iA:{(x,y) c R? ——l—b—Q <1 } \ {(0,0)}. Sa se cal-

culeze

// %dxdy.
A /562+y2

y Y < . . .

Sa se calculeze // —————dady, daca A este multimea din plan si-
A2+ y? ’

tuata deasupra axei Oz, cuprinsa intre cercul de ecuatie 2+ =1 si

elipsa de ecuatie 422 + y? = 4.

Fie S aria multimii din primul cadran, marginite de dreapta y = %l‘,

de axa Oz si de elipsa %x2 +y? = 1. Si se determine numéarul real
m > 0 astfel incat aria multimii din primul cadran, marginite de dreapta
y = mz, de axa Oy si de ehpsa 2 4 y? =1, si fie egald cu S.

Concursul William Lowell Putnam 1994
Sa se calculeze / /A 612+wy+92dxdy, daca
A={(z,y) eR? |2 +ay+1> <1}.
Fie a > 0 si
A:{(x,y)€R2 |0<z+y<da, y>z>0, myZaz}.
Sa se calculeze //A(:c2 — y?) cos zy dzdy.

Sa se determine masura Jordan a multimii

A= {(z,y) eR? | 2 +¢* <1, 22 +y* < 29}

Sa se determine masa unei placi patrate, stiind ca densitatea in fiecare
punct este proportionala cu distanta pana la centrul placii.
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60

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Probleme — Calculul integralelor duble 159

. Sa se determine centrul de greutate al unei placi omogene avand forma
multimii situate in semiplanul z > 0, marginita de hiperbola 22 —y? = 2
si de cercul a2 + y? = 4.

Sa se determine aria multimii plane A, marginite de parabolele de ecuatii
22 =ay, 2> =by, y* =pz,y* =qr,unde 0 < a < b, 0 < p < q.

Sa se determine aria multimii plane A, marginite de parabolele de ecuatii
y? = ax, y* = br (0 < a < b) si de hiperbolele de ecuatii zy = p, ry = ¢
(0<p<yq).

Sa se calculeze / / arcsin v/z + ydady, daca A este multimea din plan
A
marginita de dreptele de ecuatii z +y =0,z +y =1,y = —-1siy = 1.

1 1
Sa se calculeze // 3 ewly dzdy, daca A este multimea din plan
Ayi(z+1)

marginita de dreptele x = 1 si x = 3 si de hiperbolele zy = % si zy = 2.

Fiea>0si A={(z,y) €R? |z >0, y >0, 22/34+¢y*3 <a*?}. S se

calculeze xy dady.

A
o 3
Sa se calculeze / / <\/> + \/g> dzdy, daca A este multimea din plan
A a
x

marginita de axele de coordonate si de curba de ecuatie {/ — + L]

a b
(a,b>0).
Sa se calculeze / /A (x +y) dady, daca
A={(z,9) €R? |2>0, y>0, 22+ <1<V + ¥}
Fie A={(z,y) eR?*|2>0, y>0, 0<z+y <1}. Sise demonstreze

ca )
// cosx_ydxdy:fsinl.
A T4y 2

Fie A= {(2,9) €R? |2 >0,y >0, 0<z+y <1} Sisedemonstreze

ca )
// er%ydxdy S
A 2
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70.

71.

3 Integrale multiple
Fiea>0si A={(z,y) €eR? |2 >0,y >0, x+y < a}. Sisecalculeze

dzdy.

=

Fie A={(z,y) €R? |2 >0, y>0, z+y <1} Si se calculeze

// (x + y)Qeg”Q*dexdy.
A

3.10 Probleme — Calculul integralelor triple

1.

2.

a prb pc
Sa se calculeze / / / (x+y+ z)dedydz, a,b,c>0.
0o Jo Jo

2 2 2 1
Sa se calculeze / / / 3 dadydz.
11 @ty +2)

1op1opl
. Sa se calculeze / / / min {z,y, z} dedydz.
o Jo Jo

1 1 g1
Sa se calculeze / / / [ +y + z] dedydz.
o Jo Jo

1
. Sa se calculeze / / / dxdydz, dacd A este multimea din
Alzt+y 2 ’

+z+1)
spatiu cuprinsa intre planele de ecuatiiz =0,y =0, 2 = 0siz+y+2z = 1.

. S& se calculeze / / / 2?y\/z dedydz, daci
A

A={(z,y,2) eR3|2>0,0<y<4, 0<2<9—-2%}.

Sa se calculeze / / / (w2 + yz) dxdydz, daca
A

A={(2,y,2) eR® | 2? +y* <z <4}

. Sa se calculeze / / / z? siny dzdydz, daci
A

A={(z,9,2) eR3|0<y<m 0<2z<2m 0<x<1+cosy}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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. Sa se calculeze /// \/1 + (22 + y% + 22)3/2 dzdydz, daci
A

A={(z,y,2) eR¥ | 22 + 2+ 22 <1}

1
Sa se calculeze / / / dzdydz, daca
AT+ Y2+ 2243

A={(z,y,2) eR® | 2? + 92 +2° <1, 2<0}.

z
a lcul —————— dadydz, daca
Sasecacueze///A 1) xdydz, daca

A={(z,y,2) eR® | 2?2+ 92 +22<1, 2>0}.

1
Sa se calculeze // / dxzdydz, daca
ATy + (2 —2)?
A={(z,y,2) eR® | 2?2 + > + 22 <1},

Fiea >0si A= {(z,y,2) e R | 22 +¢y> +22 < a? 2>0}. Siase

calculeze re~ (@ HyH+2?) dzdydz.
A

Fiea >0si A= {(z,y,2) € R® | 22 + 4?4+ 22 < 2ax }. Sa se calculeze
/// Va2 + y? + 22 dadyd-z.
A

Fie a > 0 si

A={(z,y,2) R} | 2? + > + 22 <d? 2>+ 9> +2° < 2az}).

Sa se calculeze / / / 22 dzdydz.
A

Sa se calculeze /// Va2 +y? + 22daedydz, dacd
A

A={(z,y,2) ER? |y >0, 2>0, 2z <2? +y> + 22 <4z}

Fie f : ) — R o functie continua, iar F' : (0,00) — R functia definita
prin F(t // f(z? +y* + 2?) dadydz, unde

A(t)z{(:ﬂ,y,Z)ER?’lx +P 4+ 22 <)

Sa se demonstreze ca F este derivabila si sa se determine F”.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

3 Integrale multiple

Sa se determine toate functiile continue f : [0,00) — R, cu proprietatea

gx

23 .
Va2 + 2 + 22 22) dzdydz = 3 f(r) oricare ar fi r > 0,

unde By := {(z,y,2) € R® | a? +y? +2° <r?}.

2 2 2
z +y+<1}. Sa se de-

Fiea,b,c>0§iA:{(:U,y,z)€]R3 2

termine volumul multimii A.

Fie a,b,c > 0 si

A:{(x,y,z)€R3 2

Sa se calculeze /// zdzxdydz.
A

mmm@>0$A={@%@ew

22 2 22
+7+7<1 z>0}

2 2 2

x+z2—|—<1}. Sa se cal-

CCQ y2 22

Fie a > 0 si A= {(a:,y,z)eR3

culeze

Yy z o
9a2+4k‘12+a2<1} Sasecal-

/// (2z 4 3y + 62)% dzdydz.

Sa se calculeze ///A 21 222 e dxdydz, daca

A={(z,y,2) eR® | 2 +y* + 22 <a®’}, a>0.
Sa se calculeze /// zyz\/ 22 + 4y? dedydz, daca
A

A={(z,y,2) €R3 | 2>0,y>0,22+9°<1,0<2<6}.

1
Sa se calculeze / / / dxdydz, daca
AVT2+ 92 + (2 - 3)2

A={(z,y,2) eR3 |2 +* <1, 0< 2z <2},

culeze
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
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Sa se calculeze / / / xyzex2+y2+zzdafdydz, daca
A
A={(z,y,2) eR3 |2,y >0, 22 +»* <2, 0<2<VIn3}.

Sa se calculeze /// z?y?2? dedydz, dacid A este multimea din spatiu
A

cuprinsa intre planele de ecuatii z = 0 si z = 4, situata in interiorul
conului 72 + y? = 22 si al cilindrului 22 + % = 1.

Fie a,h > 0 si

A={(z,y,2) eR3| a®2®> > h*(x* +4?), 0< 2 <h}.

Sa se calculeze / / / zdxdydz.
A

Sa se determine volumul corpului marginit de paraboloidul de ecuatie
2z = 22 + y? si de conul de ecuatie z = 4 — /2 + y2.

Sa se determine volumul multimii A, situate deasupra planului Ozy si
marginite de sferele 22 + y? + 22 = a?, 22 +y? + 22 =% (0 < a < b) si

de conul 22 4 y? = 2%

Sa se determine volumul corpului marginit de panza paraboloidului de
1

ecuatie z = 22 + y? si de planul z + y + 2z = 5 -
Sa se determine volumul corpului marginit inferior de planul Ozy si
superior de paraboloidul z = 1 — z? — 3?2, situat in interiorul cilindrului
z? 4+ y2 =zx.

Sa se determine volumul corpului situat in interiorul sferei 22 +y%+22 = 1
si in interiorul cilindrului 2% + y? = .

Fie A multimea tuturor punctelor din R3, situate in interiorul sferei
22+ y? + (2 — 1)? = 1 si in exteriorul sferei 2 + y? + 22 = 1. Sa se
determine masura Jordan a lui A.

Sa se determine masa unei bile de raza a, stiind ca densitatea in fiecare
punct este proportionala cu distanta pana la un punct fix O, situat pe
frontiera bilei.

Sa se determine momentul de inertie in raport cu axa Oz al unui corp
omogen de densitate 8, marginit de conul z = y/2? + y? si de paraboloidul
z2=2—2%— 1y
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

3 Integrale multiple

Fie A multimea din spatiu marginita de planele z = 0 si z = 4, situata
in interiorul conului 22 = 22 + y? si al cilindrului 22 + 3% = 1. Sa se
determine momentul de inertie in raport cu axa Oz al unui corp omogen
de densitate 1, avand forma multimii A.

Fie A multimea punctelor din R3, situate in interiorul panzei conului
z = /3(22 + y?) si in interiorul sferei z2 + y? + 22 = 22. Sa se deter-
mine momentul de inertie in raport cu axa Oz al unui corp omogen de
densitate 1, avand forma multimii A.

Sa se determine momentul de inertie in raport cu axa Oz al unui corp
omogen avand forma multimii

A={(z,y,2) eR® | 2® + 9> +2° <4, 2* + 9> <1}

Prin rotirea graficului functiei y = 1 — 2%, x € [0,1] in jurul axei Oy se
obtine un corp C. O imprimanta 3D este programata sa printeze corpul
C incepand cu cercul de baza al acestuia, depunand material In sus cu
viteza constanta. Imprimanta se opreste in momentul in care ajunge la
jumatatea naltimii lui C. Sa se determine momentul de inertie in raport
cu axa Oy a corpului omogen de Inaltime 1/2 astfel obtinut. Densitatea
materialului folosit de imprimants este 8 g/cm3.
72

Graficul functiei y = —, x € [0, a] unde a > 0 este o constanta, se roteste
in jurul axei Oy, generand astfel un bol de inaltime a, deschis in partea de
sus. Bolul este facut din plastic foarte usor, masa lui fiind neglijabila. El
este umplut complet cu un fluid avand sedimente. Densitatea fluidului
variaza in functie de inaltimea de la fundul bolului, conform formulei

p(y) = po (2 — %) Sa se determine centrul de greutate al bolului.

2
Sa se calculeze // / - dxdydz, daca A C R? este multimea
al+a?+y? ’

marginitd de conul z = /22 + 2 si de sfera 22 + 32 + 22 = 1.
Sa se calculeze // |zyz| dedydz, daca
A
A={(z,y,2) eR® |2 +y* + 22 < 1, 2® +y* < 2*}.

Sa se calculeze / / / xyz dxdydz, dacd A este partea din bila cu centrul
A
in origine si de raza 2, situata in primul octant sub planul z = 1.
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45. Fie a,b> 0 si
A={(z,y,2) eR® |2 +y* —ay <0, b*(2® + 1) + a®2* <’ }.
Sa se determine volumul multimii A.

46. Sa se determine volumul multimii A, situate intre suprafetele de ecuatii
2 +y? = 2pz si 2?2 + y? = a?2? (a,p > 0).

T
47. Fie a,c > 0si 0<a << 5 Sa se determine volumul multimii A,

situate In primul octant, intre suprafetele de ecuatii

o GRS

z=ccos ———, y=atga si y=atgp.
2a

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

48. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al unui corp omogen,
avand forma multimii A = { (z,y,2) €R* | 0< 2 <4 — 2% —3*}.

49. Fiea > 0 si

A={(z,y.2) eR* [ 220, (a® + 3> +2°)* <’y } \ {(0,0,0)}.

Sa se calculeze / / / % dxdydz.
ATT+Y

50. Fie a,b,c > 0 si

552 y2 22
M+w+§g%\mmm}

Sa se calculeze / / / % dzdydz.
A 2 +y2 +22

3.11 Probleme — Calculul integralelor multiple

A:{(gc,y)e]R2

1. Fiene N a,beR cua<b, A=la,b]",
B={(21,...,zp) €ER" |a<a1 < - <2, < b},

iar F': A — R o functie care se bucura de urmatoarele proprietati:
(i) I € R(A);
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(ii) F'(x1,...2n) = F(Tg1),- -+ To(n)) Pentru orice (z1,...,2,) € A si

orice permutare o € Sy;

(iii) pentru orice (z1,...,2,) € A si orice i € {1,...,n}, functia
F(x1,...,%i—1, ", Tit1,---,Tp) : [a,0] > R

este integrabild Riemann.

Sa se demonstreze ca

/F(xl,...,xn)dx1~--dxn:n!/F(ml,...,xn)dx1-~dxn.
A B

2. FieneN,a,beRcua<b,
B={(z1,...,2p) eR" |[a <z <--- < < b},

iar f : [a,b] — R o functie integrabild Riemann. Sa se demonstreze ca

/Bf(m)-”f(;vn)dxy--dxn:T:ll![/abf(t)dt]n.

3. Sa se demonstreze ca daca r,n € N si 1 <r <n, atunci

1 1 r
“ e M e d .-Id p—
/0 /0 r($17 71'71) T T n+17

unde M, (z1,...,x,) este al r-lea dintre numerele z1, ..., x,, asezate in
ordine crescatoare.

4. Dacd n > 2 este un numar natural si a € (0, 1], si se demonstreze ca

1 L a a na — a"
min<l, —, ..., —pdxy---do, = —.
0 0 x1 Tn n—1

5. Fie a1,a2,...,a, € (0,00) si a:=ajaz---a,. Sa se demonstreze ca

al an
2.2 2.2 2 .2 2 2
/ .o / emax{a2a3“'anx17 ey 07050 1Ty } dxl .o dxn
0 0
n a

= n—l/ nLletat.
a 0

Ce se obtine in cazul particular n = 27
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6.

Fien e N, A= {(z1,...,2n) € R" | || + -+ + |25 < 1}, iar
f:0,1] = R o functie integrabila Riemann. S& se demonstreze ca

2'I’L

1
[ fi e oo do = 2 [t

Ce se obtine in cazul particular n = 27

. Fie p1, ..., pn, Pnt1 € [1,00), ¢ :[0,1] — R o functie integrabild Rie-

mann, iar
An={(x1,...;2p) ER" | 21 >0, ..., 2, >0, 21+ -+ 2, < 1}.

Sa se demonstreze ca:
a) / P o o ay) day - day,
Anp
1
_ T -T(pn) / it () di.
L(pr+ -+ pn) Jo

b) / x]flil xﬁ”_l(l —xy — - fxn)p’ﬂﬁi’l_l dx1d$n
An

) - T(pa)L (Prt1)

L(pr+ - +pn+Dnt1)

J. Liouville

. Fie A multimea tuturor tripletelor (z,y,z), de numere reale nenega-

tive, astfel ca x +y+ 2 < 1, iar w = 1 —x —y — 2. Sa se exprime

valoarea integralei triple / / z4y? 28 w* dedydz sub forma albleld! /nl,
A

unde a, b, ¢, d,n sunt numere naturale.

Concursul William Lowell Putnam 1984

. Fie ay,...,a, € (0,00) si

A:{(azl,...,aﬁn)ER”

T4+

Vvai+---+a?

Sa se calculeze /
A

Mircea Ivan
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10. Fiind dat numarul natural n, pentru fiecare » > 0 notam
Ap(r) ={(z1,...,2p) € [0,00[" | &1 + -+ 2 < 7T}

Sa se demonstreze ca daca f : R" — R este o functie diferentiabila in
originea 0, a lui R", atunci

li L
1M ——
\0 rntl

/ [f(xl,...,xn)—f(On)]dxl---dxn
An(r)

- n—i—l'Z(‘)x]

Dumitru Popa — Concursul studentesc Traian Lalescu, etapa finala 2002

11. Fien €N, C € 57" si A= {z € R?™ | 27Cz < 1}. S& se demonstreze
ca

Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.

12. S5a se demonstreze cd daca C' € S” |, atunci are loc egalitatea

00 00 n/2
/ / efxTcmdxl...dxn: %m
—00 —00 v ae

3.12 Probleme diverse

1. Fie A un interval compact nedegenerat din R si f : A — (0,00) o

functie integrabila Riemann. Sa se demonstreze ca / f > 0. (Incercati

o rezolvare care sa nu utilizeze criteriul lui Lebesgue.)

2. Fie f : [a1,b1] X [a2,b2] — R o functie integrabilda Riemann cu pro-

c1 co
prietatea / f(z,y)dzdy = 0 pentru orice ¢; € [a1,b1] si orice
a a

b1 pb
ca € [ag, ba]. Sa se demonstreze ca / / |f(z,y)|dzdy = 0.
1 az
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3. Fie A =[0,1] x [0,1], iar f : A — R o functie continua. Pentru fiecare
punct (a, b), interior lui A, notam cu A(a, b) cel mai mare patrat continut
in A, avand centrul in (a,b) si laturile paralele cu cele ale lui A. Sa se

demonstreze ca daca / / f(z,y) dedy = 0 pentru orice (a, b) € int A,
a,b
atunci f = 0.

Concursul William Lowell Putnam 1978

4. Fie f : [a,b] X [¢,d] — R o functie continua cu proprietatea

// x™y" f(z,y)dedy =0

pentru orice m,n € NU{0}. Sa se demonstreze ca f = 0.

5. Fie f:]0,1] x [0,1] — R o functie continua cu proprietatea

vV oz,y€0,1] : //fuvdudv>(1—x)(1— 2).

11

16

Sa se demonstreze ca / / f2(z,y) dzdy > 9
0o Jo

6. Fie M >0, A=[0,1] x [0,1], iar f: A — R o functie de clasa C*, care
se anuleaza pe frontiera lui A si cu proprietatea

otf

(z, y)‘ < M.
Sa se demonstreze ca

M
< —.
[ s < 3

Anon, Amer. Math. Monthly [1969, 1138]

7. Aratati ca exista cel mult o functie continua f : [0,1] x [0,1] — R cu
proprietatea

vV (xz,y) €0,1] x [0,1] :  f(z,y) = 1+/0m/0yf(u,v)dudv.

Concursul William Lowell Putnam 1958



170 3 Integrale multiple

8. a) Sa se demonstreze ca daca g : [0,1] — R este o functie integrabila,
continua in ¢t = 1, atunci are loc egalitatea

1
lim n/o () dt = g(1).

n—oo

) Fiind data functia continua f : [0,1] x [0,1] — R, s& se determine

hmn// (1—2)"f(z,y)dzdy.
n—oo

9. Fiea>0, A={(z,y) €R? |2>0,y>0, z+y<a}iar f: A= R
o functie continua. Sa se demonstreze ca exista un punct 6 € [0, a] astfel

ca
//Af(x,y)dxdy = a/oaf(t,ﬂ —t)dt

Olimpiada studenteasca, Ucraina

10. Fie functiile continue f, g : [0,1] — (0,00) si K : [0,1] x [0,1] — (0, 00),
astfel incat pentru orice z € [0, 1] sa avem

1 1
_ / Koo dy si o(x) = / K (2,9)f(y) dy
0 0

Sa se demonstreze ca f(x) = g(z) oricare ar fi x € [0, 1].
Concursul William Lowell Putnam 1993

11. Fie f :[0,1] x [0,1] — R o functie continua. Sa se demonstreze ca are
loc egalitatea

/01/01/01/01 [f(z,y) + f(u,v)]zdmdydudv
_ /01 /01 /01 /01 [f(2,9) + f(u,0)] [f(2,v) + f(u,y)] dedydudv

daca si numai daca exista functii continue g,h : [0,1] — R, astfel ca
f(z,y) = g(x) + h(y) oricare ar fi z,y € [0, 1].

J. G. Wendel, Amer. Math. Monthly [1952, 105]
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12.

13.

14.

15.

16.

Fie f:[0,1] x [0,1] — R o functie continua astfel incat

1/2 1/2

(/;[/;f(x,y)dxrdy) 2/01</01f2(x,y)dy> de.

Sa se demonstreze ca exista functii continue u,r : [0,1] = R, cur(z) >0
1

pentru orice z € [0, 1] si / u’(y)dy = 1, astfel ca f(z,y) = r(z)u(y)
0
pentru orice z,y € [0, 1].
D. Goffinet, Amer. Math. Monthly [1991, 63]

Fiep>1si f:[0,1] x [0,1] — R o functie integrabilda Riemann. S& se
demonstreze ca
i i—1 -1
)~ ()
n’'n n n

1 n n
S a2
i=1 j=1
Fie f : [a,b] x [¢,d] — R o functie continua, iar F' : [a,b] X [¢,d] — R
x oy
functia definita prin F(z,y) = / / f(u,v)dudv. Sa se demonstreze
a C

v

ca

P
=0.

S. Radulescu

O*F

m(x,y) = f(z,y) oricare ar fi (z,y) € [a,b] X [c,d].

Fie F : R> - R o functie de doua ori derivabila partial in raport cu
2

oyox

si ¢ < d sunt numere reale astfel incat f este integrabila Riemann pe

[a,b] X [c,d], atunci are loc egalitatea

variabilele (z,y) pe R? si f = . Sa se demonstreze ca daca a < b

b pd
/ / f(z,y)dzdy = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).

Dacid f : R? — R este o functie de clasi C2, si se demonstreze ci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f(A) + f(C) = f(B) + f(D) pentru orice dreptunghi ABCD din
spatiul euclidian R?.

2° Exista numerele reale a, b, ¢, d astfel ca
f(z,y) = a(z® + y*) + bx + cy + d.
Olimpiada studenteasca, U.R.S.S.
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17. Daca a > 0, A= [0,a] x [0,a] si

18.

19.

20.

21.

22.

B={(z,y) €R*|2>0,y>0, 2 +y <av2},

sa se demonstreze ca

// e—(.z‘2+y2)/2dxdy — // 6_($2+y2)/2d$dy.
A B

O. P. Aggarwal si I. Guttman, Amer. Math. Monthly [1961, 299]

Fie A un interval compact din R, « > 0, p > 0, iar f,g: A — R functii
cu proprietatea

[f(z) = fF(Y)l < alg(z) —g(y)[P  oricare ar fi z,y € A.
Sa se demonstreze ca daca g € R(A), atunci si f € R(A).

S. Radulescu

Fie A o submultime compacta nevida si fara puncte izolate a spatiului
R" si f: A — R o functie care are limita finita in fiecare punct al lui A.
Sa se demonstreze ca f este marginita.

Fie A un interval compact din R" si f : A — R o functie care are limita
finita in fiecare punct al lui A. S& se demonstreze ca f € R(A).

Fie f : [a,b]™ — R o functie integrabila Riemann si ¢ : [a,b] — [a,b] 0
functie care indeplineste urmatoarele conditii:
(i) ¢ este bijectiva,
(ii) ¢! este continud pe [a, b] si derivabild pe ]a, b[;
(iii) (gpfl)/ este continua pe Ja, b[.
Sa se demonstreze ca functia ¢ : [a, b]” — R, definita prin
9@, x0) = fle(@1), - p(Tn)),

este integrabila Riemann.

Sa se determine functiile continue f : [0,1]” — R, cu proprietatea

1 1
// flxy,...,xp)dxy -+ - dxyy
0 0

22n—2

1 1
3 +/ / f2(x%,,xi) dxy - - - day,.
0 0
T. Andreescu
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23. Fie f:]0,1] x [0,1] — R functia definitd prin

;—2 daca O<zx<y<l1

flz,y) =< —% daci O<y<z<l

X
0 1In caz contrar.

Sa se demonstreze ca exista integralele iterate

/01 (/01 f@) dy) do i /01 (/01 fa.y) dx) dy,

dar acestea nu sunt egale. Contrazice acest rezultat teorema lui Fubini?

24. Fie f:]0,1] x [0,1] — R functia definita prin

1 1
flr,y) = —+—  daci (z,y) €Q* xQ*, & ==,
qx Qy qx
p
y= 73/7 Pzy Qz, Dys Gy € N7
dy
(pCIHQZ‘) = (py7Qy) =1
flz,y) =0 in caz contrar.

Sa se demonstreze ca f este integrabila Riemann, dar nu exista nici una
dintre integralele iterate

/01 </01f(x’y)dy) de s /01 (/Olf(:v,y)dx> dy.

25. Fie f:]0,1] x [0,1] — R functia definita prin

fley)=1  dack (2,9) €Q xQ", v =22, y="2,

Iz ay
Pas Gz, Pys @ €N, (P2, qe) = (Dy, @) = 1,
Gz = Gy
flz,y)=0 in caz contrar.

Sa se demonstreze ca existd ambele integrale iterate

/01 </01f(x,y)dy> dr  si /01 </Olf(:c,y)dac> dy,

acestea sunt egale, dar functia f nu este integrabila Riemann.
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26. Pentru fiecare numar natural £ definim multimea

A = { (2%72%) ‘ 1<m, n< 2’“, m, n intregi impare}.

o0

Fie A = U Ag, iar f:[0,1] x [0, 1] — R functia caracteristica a multimii
k=1

A. Sa se demonstreze ca exista ambele integrale iterate

/01 (/Olf(x,y)dy>dx si /01 (/Olf(iﬂ,y)dx)dy,

acestea sunt egale, dar functia f nu este integrabila Riemann.

C. Debieve, Amer. Math. Monthly [1993, 281]



Capitolul 4
Functii cu variatie marginita

4.1 Definitii si notatii

4.1.1 Definitie (functii cu variatie marginita). Fie a,b € R, a < b si fie
f i [a,b] = R™ o functie. Dacd A := (zo,x1,...,2)) este o diviziune a
intervalului [a, b], atunci numarul real definit prin

k
Z 1f(z5) = flzi-1)l]

se numeste variatia functiei f relativa la diviziunea A. Notam

b

\/(f) ==sup{V(f,A) | A € Div|[a,b]}.

a

b b
\/(f) se numeste variatia totald a functiei f. Evident avem \/(f) € [0, o).

a a
b

Daca \/(f) < 00, atunci se spune ca functia f este cu variatie marginitd.

b
BV ([a,b],R") := {f Ha, bl =R [ \/(f) < oo} .

In cazul particular cand n = 1 se foloseste de obicei notatia simplificata
BV]a,b] := BV([a,b],R).

175
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4.1.2 Exemple. a) Orice functie monotona f : [a,b] — R este cu variatie
b

marginita si \/(f) = |f(b) — f(a)|. Intr-adevar, pentru orice A € Div|a, ]

avem V(f,A) = |f(b) — f(a)|, de unde afirmatia precedenta.
b) Fie f : [a,b] — R™ o functie Lipschitz si fie @ > 0 cu proprietatea ca

| f(x) — f(2)| < alz — 2’| oricare ar fi z,2” € [a, b].

Atunci pentru orice diviziune A := (zg, 1, ...,zx) € Div[a,b] avem

k
= Nf(=z)) = flwja |<Z —zj1) = alb—a)
j=1

b
Drept urmare, avem f € BV ([a,b],R") si \/(f) < a(b—a).

a

4.1.3 Teorema (marginirea functiilor cu variatie marginita). Orice functie
cu variatie marginita f : [a,b] — R™ este marginitd.

Demonstratie. Vom dovedi ca

(1) 1f @) <|f(a H+\/ oricare ar fi x € [a, b).

Daca = = a, atunci (1) este evident adevarata. Presupunem in continuare ca
x > a. Notam

A (a,z,b) dacaz <b
T (a,b) daca z =b.

Avem

[F @I < 1@l +11f(x) = (@) < [[f(@)l| + V(] Az) < [[f(a)] +\/

b
Deoarece \/(f) < 00, din (1) rezulta ca f este marginita. O

4.1.4 Observatie. Fiind data o functie f : [a,b] — R", notam

[1flloo = sup, 1 ()]l

:JcEa
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| fllo se numeste norma uniforma a functiei f. Avem | f|ls € [0,00]. De
asemenea, f este marginita daca si numai daca || f|jcc < co. Inegalitatea (1)
arata ca

b
1flloo < I @)l +\/(f)-

4.2 Proprietati ale variatiei totale

4.2.1 Propozitie (monotonia variatiei in raport cu diviziunea). Fie functia
f:]a,b] = R™ si fie diviziunile A, A" € Div [a, b] astfel ca A C A, Atunci are
loc inegalitatea V(f, A) < V(f, A’).

Demonstratie. Fie A := (zg, z1,...,x). Evident, este suficient sa consideram
doar situatia cand A’ se obtine din A prin addugarea unui singur punct, adica
existd un i € {1,...,k} si existd un punct 2’ € (x;_1, ;) astfel ca

/ /
A= (zg,...,xi—1, %, Tiy ..., Tp).

Avem

i—1
V(LAY = D () = flagall + £ ) = fle)ll
j=1

k
HlIf (i) = F@+ D I (z5) = flaj-a)l

j=it+l

i—1
S W) = Fagall + (1 (@) = flai)|
j=1

v

k
+ > () = flaim)l
j=it+1
= V(f,A).

O

4.2.2 Teorema. Daca f,g € BV ([a,b],R™), iar a si § sunt constante reale
oarecare, atunci of + Bg € BV ([a,b],R™) si are loc inegalitatea

b

b b
(1) V(s +89) < lal\/ () + 181\ (9)-

a



178 4 Functii cu variatie marginita

Demonstratie. Pentru orice diviziune A := (zg,x1,...,x) € Div [a, b] avem

k
Viaf +B9,8) = Y llaf(z;)+ Bg(x;) — af(xj) — Bg(z;—1)|

j=1

< \G\Z\If () = f(zj-1) ||+|ﬁ!ZHg () = g(zj-1)ll

7j=1
= \aIV(f, A) + 181V (g, A)

b b
< ol /(N +181\/(9)

Acest lant de inegalitati arata ca of +8g € BV ([a,b],R") sica (1) are loc. O

4.2.3 Teorema. Daca f,g € BV]a,b], atunci fg € BV]a,b] si are loc inega-
litatea

b b

b
(2) V(f9) < £lloe V(9) + llgllos \/ (£)-

a

Demonstratie. Pentru orice diviziune A := (zg,x1,...,x) € Div [a, b] avem
V(fg,A) = Z [f(25)g(x) — flzj-1)g9(zj-1)]
k k
< Do llges) = glagn)l + 3 lg(ws-l 1 (w5) = flas)]
Jj=1 j=1
< flleoV(g: A) + gl V(S B)
b b

< Ifllse V(@) + llgllos \/ (F)-

a

Acest lant de inegalitati arata ca fg € BV][a,b] si ca (2) are loc. O

4.2.4 Teorema (aditivitatea fata de interval a variatiei totale). Fiind datd o
functie f : a,b] — R™, pentru orice punct ¢ € (a,b) are loc egalitatea

(3) Vi =\ + V-
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Demonstratie. Pentru orice diviziuni A; € Div [a, ¢] si Ay € Div e, b] avem

b

V(f, 1)+ V(f,A9) = V(f, A1V Ag) < \/(F).

a
Luand in aceasta inegalitate supremumul membrului stdng cind A; parcurge

multimea Div [a, ¢|] obtinem

c b
\/(f) +V(f,Ag) < \/ oricare ar fi Ay € Div[c, b].

a

Luand in inegalitatea precedenta supremumul membrului stang cand Ao par-
curge multimea Div [¢, b] deducem ca

c b b
(4) Vi +Vn <V

a C

Fie acum A o diviziune oarecare a lui [a, ] si fie A := AU (a,c,b). Atunci
existd A; € Divla, ] si Ag € Div]c, b] in asa fel incat A = Ay V Ag. Intrucat
A C A, in baza propozitiei 4.2.1 avem

V(f,A) SV(,A)=V(f, A1)+ V(f,82) < \/(f) \/

Luand in aceasta inegalitate supremumul membrului stang cand A parcurge
multimea Div [a, b] obtinem

b c b
(5) Vi<V +Vw

Din (4) si (5) rezulta ca (3) are loc. O

4.2.5 Teorema (teorema de descompunere a lui C. Jordan). O functie reald
f : [a,b] — R este cu variatie marginita dacd i numai dacd ea se poate
reprezenta ca diferenta a doud functii crescatoare.

Demonstratie. Necesitatea. Admitem ca f € BV]a,b]. Conform teoremei
4.2.4, pentru orice punct z € (a,b) avem
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deci \x/(f) < oo. Fie fi : [a,b] — R functia definita prin fi(z) := \x/(f) (cu

a

conventia \/( f)=0). Folosind teorema 4.2.4 se verifica imediat ca f; este

a
crescatoare. Fie apoi fo := fi — f. Observam ca dacid a < 21 < x9 < b, atunci

fo(wa) = falwr) = \/(f) = f@2) = \/(f) + f(z1)
= V() = (f(z2) = f(a1))

> () = 1f2) = fan)] 20,

1

deci si fo este crescatoare. Cum f = f; — fo, rezulta ca f se reprezinta ca
diferenta a doua functii crescatoare.

Suficienta. Admitem acum ca f = fi — fo, cu fi1, f2 : [a,b] — R functii
crescatoare. Atunci avem f1, fo € BV [a,b] (a se vedea exemplul 4.1.2 a), deci
f € BV]a,b] conform teoremei 4.2.2. O

4.2.6 Observatie. Se stie ca orice functie monotona f : [a,b] — R are limite
laterale finite in orice punct din [a, b]. Combinand acest rezultat cu teorema de
descompunere a lui Jordan, deducem ca orice functie f € BV]a,b| are limite
laterale finite in orice punct din [a, b].

4.2.7 Definitie. Fie functia cu variatie marginita f : [a, b] — R" si fie functiile
vf, 5 : [a,b] = R definite respectiv prin

T b
or(@) =\ st @)=\ (),
a b
cu conventia folosita deja \/(f) = \/(f) = 0. Functia vy se numeste functia
a b

variatier lui f. Teorema 4.2.4 garanteaza ca vy este crescatoare, iar vy este
descrescatoare. Deci vy si U¢ au limite laterale finite in orice punct din [a, b].

4.2.8 Teorema. Fiind datd o functie cu variatie marginita f : [a,b] — R,
urmatoarele afirmatic sunt adevarate:
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1° Pentru orice punct ¢ € (a,b] au loc egalitatile
vp(e=0) = wvs(e) = [f(c) = fle = 0)],
Ur(e=0) = v5(e) +[f(e) = fle = 0)].

2° Pentru orice punct ¢ € [a,b) au loc egalitatile

v(e+0) = vple) +|f(e+0) - (),
3(c+0) = v5(c) = |fe+0) - ().
Demonstratie. Stabilim doar prima egalitate de la 1° (celelalte egalitati se
dovedesc analog). Pentru orice x € (a,c) avem

vi(e)=\/(f) =\ () v > \/(f) + 1 f(e) = f()],

deci

vg(c) 2 vp(z) + | fe) = f(=)].
Facand = ¢, obtinem
(6) v(e) = |f(e) = fle = 0)] = vy(c—0).

Pentru a demonstra si inegalitatea contrara, fie ¢ > 0 arbitrar. Atunci:

e exista un §; > 0 asa Incat pentru orice z € [a,¢) cu ¢ — x < §; sa avem

[f(x) = fle=0)] <&

e exista un dy > 0 asa Incat pentru orice z € [a,¢) cu ¢ — z < J3 sa avem

lvf(z) —vf(c—0)| <e;
e cxista o diviziune Ag € Div [a, ¢] asa Incat

C

vi(e) = \/(f) <V(f,20) +¢

a
Alegem o diviziune A := (zg,x1,...,7)) a intervalului [a, | cu proprietatea
ca Ag C Asic— a1 <min{dy,d2}. Avem

ve(e) < e+ V(f,Ao) <e+V(f A)

-1
= e+ Z |f(xj) = (i) + [f(e) = flagp-1)|

Tk—1

e+ VU410 = fle =0l + 17— 0) = Jomr)

< 25+vf(95k:—1) +1f(c) = fle=0)].

IN
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Intrucat ve(zgp—1) < € +vf(c — 0), deducem ca
vi(c) < 3e+vp(c—0)+|[f(c) — f(c—0)|.
Facand € ™\, 0, obtinem

(7) vr(e) = 1f(e) = fle = 0)| < wvp(c —0).
Din (6) si (7) rezulta validitatea primei egalitati de la 1°. O

4.2.9 Consecinta. Fiind date o functie f € BV]a,b] si un punct ¢ € [a,b],
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1° Functia f este continua in c.

2° Functia vy este continud in c.

3° Functia vy este continua in c.

4.2.10 Teorema (o formula pentru variatia totala). Daca f : [a,b] — R™ este
o functie de clasa C', atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:

1° f este cu variatie marginita.

2° Functia vy este de clasa C* si are loc egalitatea

(8) vi(z) = |If' ()|l oricare ar fi x € [a,b].

3° Are loc egalitatea

b b
V) = [ 17w de.

Demonstratie. 1° Intrucat functia V = € [a,b] — | f'(z)|| € R este continua,
teorema lui Weierstrass asigura existenta unui o > 0 in aga fel incat sa avem
| f(z)|| < a pentru orice z € [a,b]. Din teorema de medie pentru functii
vectoriale de variabila reala rezulta apoi ca

I f(x) — f(2)| < alz — 2’| oricare ar fi z,2" € [a,b],
deci f este functie Lipschitz. Exemplul 4.1.2 b garanteaza acum ca f este cu
variatie marginita.
2° Fixam un punct zo € [a,b) si dovedim ca vy este derivabila la dreapta

in zg. Pentru orice z € (z9,b] existd (conform teoremei lui Weierstrass) un
punct ¢, € [z, z] In asa fel incat

1£(ca)ll = max | £ ()]l

u€|zo,x
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Fie apoi A := (xg,x1,...,2k) € Div[zg,z|. Aplicand teorema de medie pentru
functii vectoriale de variabild reald, deducem ca pentru fiecare j € {1,...,k}
exista un punct ¢; € (xj_1,x;) astfel ca

1 () = fzj—)ll < (25— z-0) [ F'(e))]];
deci
1f(25) = flaj-0)ll < (25— zj—)lLf ()

Sumand aceste inegalitati pentru j = 1,...,k conchidem ca
V(f,A) < (z—x0)|f'(cy)|| oricare ar fi A € Div [zg, z].

Drept urmare, avem

T

(9) V() < (@ =20l f ()]l

Zo

Pe de alta parte, avem si

(10) 1 () = f(ao)ll < \/(f)-

Din (9) si (10), tindnd seama ca \/(f) =vy(x) —vy(xo), deducem ca

Zo

1

T — X

[f(z) = f(z0)]

< ) < e,

Facand z \, x¢, In baza continuitatii lui f" obtinem
. vp(@) = vr(zo)
lim 22— = o)
(o xr — X

deci vy este derivabila la dreapta in .
Analog se demonstreaza ca pentru orice zg € (a, b] exista limita

: Uf(&f) - Uf(x()) /
1[[] _ - = ,
s SO iy

deci vy este derivabila la stanga in xo. In concluzie, pentru orice zy € [a, b]

functia vy este derivabild in zg si v (20) = [|f(20)|-
b b b
3 Avem \/(F) =0/ = vyla) = [ oja)do= [/ @)de. O
a a a
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In cazul particular n = 1 se poate stabili un rezultat mai bun decat cel din
teorema 4.2.10.

4.2.11 Teorema. Dacd f : [a,b] — R este o functie derivabila pe [a,b], iar
I’ € Rla,b], atunci f € BV]a,b] si

b b
Vi = [ 17w

Demonstratie. Deoarece f’ € Rla,b], rezulta ca f’ este marginitd. Deci f este
o functie Lipschitz si prin urmare f € BV [a,b] (a se vedea exemplul 4.1.2 b).

b b
Notam V := \/(f) sil:= / |f'(z)|dz. Pentru a dovedi ca V = I, fie e > 0

un numar real arbitrar. Atunci:

e exista o diviziune Ay € Div [a,b] astfel ca V —e < V(f,Ag) < V;

e exista un § > 0 asa incat pentru orice A € Div[a,b] cu ||A|| < § si orice
¢ € P(A) sd avem |o([f'], A, &) — I] <e.
Alegem o diviziune A := (zg, z1,...,2) € Div[a,b] in asa fel incat Ag C A
si [|All < 9. Avem

V—e<V(f,A0) SV(f,A) SV <V +g¢,
deci
V-V(,A) <e.
Pe de alta parte, din teorema cresterilor finite rezulta ca pentru fiecare indice
Jj€{l,...,k} exista un punct ¢; € (zj_1,z;) astfel ca
f@) = fl@j—1) = f(ej) (@) — i)

Notand & := (c1,...,c), avem £ € P(A) si

k k
VLAY = Y1) = Sl = D1 (el (e = @5-1)
j=1 g=1
= o(lf',A,9).
Tinand seama de aceasta egalitate, avem
< [V=VEMN|+]e(fA,6) - 1|
< 2e.

Facand € \, 0, deducem ca V = I. (]
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4.3 Integrabilitatea Riemann-Stieltjes in raport cu
o functie cu variatie marginita

4.3.1 Teorema. Daca f : [a,b] — R este o functie continud, iar g : [a,b] — R

este o functie cu variatie marginita, atunci f € RSyla,b] si are loc inegalitatea

b

b
fdg‘ < 1l /@)

a

Demonstratie. Conform teoremei de descompunere a lui Jordan, exista doua
functii crescitoare g1, 92 : [a,b] — R astfel ca ¢ = g1 — g2. Deoarece orice
functie continua este integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu una monotona,
avem f € RS,,[a,b] si f € RS,,[a,b]. In baza liniaritdtii integralei Riemann-
Stieltjes in raport cu a doua functie, deducem ca f este integrabila Riemann-
Stieltjes in raport cu g = g1 — g2 pe intervalul [a, b].

Se constata usor ca

b
lo(f,9,0,8)| < || flloo \/(g) pentru orice A € Div [a, b] si orice £ € P(A).

Aceasta inegalitate impreuna cu criteriul lui Heine de integrabilitate Riemann-
Stieltjes asigura validitatea inegalitatii din enunt. O

4.3.2 Teorema. Fie g : [a,b] — R o functie cu variatie mdrginita si fie

fn i la,b] = R (n > 1) un sir de functii continue, care converge uniform pe
[a,b] catre functia f : [a,b] — R. Atunci are loc egalitatea

Tim bfn /f )dg(a

Demonstratie. Deoarece sirul (f,,) converge uniform pe [a,b] catre f, rezulta
ca f este continua si ca || f, — f|lcc = 0 cdnd n — oco. Conform teoremei 4.3.1,

/fndg /fdg

b

[fn(z) — f(x)]dg(x)
b

< fn = fllo V(9)

a

oricare ar fi n» > 1. Aplicand criteriul clestelui, deducem ca egalitatea din
enunt are loc. g
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4.3.3 Observatie. Fie F|a,b] multimea tuturor functiilor de la [a,b] in R si
fie A, B submultimi nevide ale lui F'[a,b]. Se spune ca multimile A si B sunt
adjuncte in raport cu integrala Riemann-Stieltjes si se noteaza acest fapt prin
Ax B (R —S) daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(i) pentru orice f € A si orice g € B avem f € RSya, b);

(ii) daca f € Fla,b] are proprietatea f € RSy[a,b] oricare ar fi g € B,
atunci f € A;

(iii) daca g € Fla,b] are proprietatea f € RSy[a,b] oricare ar fi f € A,
atunci g € B.

Notand
Cla,b] :={f : [a,b] = R | f este continua pe [a,b]},

se poate demonstra ca
Cla,b] * BV[a,b] (R—S).

4.3.4 Lema. Fie functiile f,g : [a,b] — R si fie ¢ € (a,b) astfel incat sa fie
indeplinite urmatoarele conditii:

(i) f este continua pe |a,b];

(ii) exista un r > 0 in asa fel incdt [c —r,c+r] C [a,b], iar restrictia lui
g la [c —r,c+ 1] este cu variatie marginita.

Atunci
c+6

i - f(z)dg(@) = f(c)[g(c +0) — g(c — 0)].

Demonstratie. Fie g1, g2 : [c — 7, ¢+ r] — R functiile definite prin
glc—0) dacaic—r<z<c

g1(x) = g(c) dacazx=c
glc+0) dacic<z<cH+r

si respectiv
g(x) —g(c—0) dacac—r<z<c

g2(x) == g(x) — g1(x) = g(x) —g(c) daca z = ¢
g(x) —g(c+0) dacac<z<c+r.
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Evident, g; este cu variatie marginita pe [c—r, c+r|, deci si g este cu variatie
marginita pe acest interval. In plus, go este continua in c¢. Vom arata in
continuare ca

c+o
1 lim x)dge(x) = 0.
) ti [ fe)dgao)
S& observam mai intai ca pentru orice § € (0,r], functia f este integrabila
Riemann-Stieltjes in raport cu g2 pe [c — 0, ¢ + J], deci limita (1) are sens.

Fie ¢ > 0 arbitrar. Intrucat go este continua in ¢, consecinta 4.2.9 garanteaza
t

ca si functia v : [c — 7, c + 7] = R, definita prin v(t) := vy, (t) = \/(gg), este
c—T
continua in c¢. Drept urmare, exista un dp € (0, r]| asa incat

c+do
€
[v(e+ o) —v(c—do)| = \é (92) < Ml
C—0p

unde M := maX,cjc_y e |f(7)]. Atunci oricare ar fi § € (0, dp] avem
(2) |o(f,92,A,8)| <& pentru orice A € Div[c—6,c+ 0] si orice £ € P(A).
In adevar, dacd A := (zg, z1, ..., x}) este o diviziune oarecare a lui [c— 4, c+ 4]

si&:=(ci,...,cp) € P(A), atunci avem

k
0(f,92,8,)] < D IF(eh)l lgalas) — galwj 1) < MV (g2, A)
=1

c+o c+do
< M\/(g2) <M \/(g) <e.
c—0 c—do

Asadar (2) are loc. Din (2) rezulta ca

< e oricare ar fi 0 € (0, dg).

c+d
| @@
c—48

Cum € > 0 a fost arbitrar, aceasta probeaza validitatea lui (1).
Pentru orice § € (0, r] functia continua f este integrabila Riemann-Stieltjes
pe [¢c — d, ¢+ d] in raport cu functia etajata g; si

c+d
| @3 = £0)loe+0) - gl =),



188 4 Functii cu variatie marginita

Tindnd seama cd g = g1 + go, rezultd ca pentru orice § € (0,r| avem

c+0 c+d c+0
| t@ag@) = [ s@dn@+ [
c—6 c—0 c—0
c+6
= J@lste+0)=gle=0)]+ [ fa)n().
Din (1) deducem acum ca egalitatea din enunt are loc. O

4.3.5 Lema. Fiind date doud functii f,g : [a,b] — R, dintre care f este
continua, urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca exista r € (0,b— a] asa incdt restrictia lui g la intervalul [a,a+r]
sa fie cu variatie marginita, atunci

a+é

lim [ f(@)dg(x) = (@) o(a + 0) ~ gla).

2° Daca ezista r € (0,b— a] asa incat restrictia lui g la intervalul [b— r,b]
sa fie cu variatie marginitd, atunci

b
lim | f(x)ag(x) = 1) [o(b) ~ o(b~0)]

Demonstratie. Este asemanatoare cu demonstratia lemei precedente. ]

4.3.6 Teorema. Fie f : [a,b] — R o functie continud si g : [a,b] — R o
functie cu proprietatea cd existd o diwiziune A = (zo,x1,...,x) a lui [a,Db]
astfel incat sa fie indeplinite urmatoarele conditii:

(i) existaro,ri € (0,b—a] asa incat restrictiile lui g la intervalele [a, a+ro]
si [b— 1k, b] sd fie cu variatie marginita;

(ii) pentru fiecare j € {1,...,k—1} existar; > 0 in asa fel incat sa avem
[; —rj,z; + 1] C [a,b], iar restrictia lui g la [x; —rj,z; +rj] sd fie cu
variatie marginitd;

(ili) pentru fiecare j € {1,...,k} functia g este deriwabild pe (xj_1,z;),
derivata sa g’ este local integrabila Riemann pe (xj_1,x;), iar integrala
z;—0
improprie I ::/ f(x)g'(z)dz este convergentd.
xj—1+0
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Atunci f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g pe [a,b] si

b k
L/f@mmm = 3L+ f(a)[g(a+0) — g(a)]
a j=1

k-1

+> fxg)[g(z; +0) — g(a; — 0)]

j=1

+f(0)[9(b) — g(b —0)].

Demonstratie. Fie

xr1 — o Tk _xkl}

do :=min < ro,71,...,Tk
) ) ) ) 2 ) ) 2

Atunci §p > 0 si pentru orice 6 € (0,d0) functia f este integrabila Riemann-
Stieltjes in raport cu g pe fiecare dintre intervalele urmatoare:

[$07$0+5]7 [$0+5,1‘1 _5]7 [xl _67371_'_5]7 [$1+5,x2—5], R
(%)

[Tp—1+ 0,2 — ], [2 — 6, 7).

Din ipotezele (i), (ii) si (iii) rezulta ca g este marginita pe fiecare dintre inter-
valele (x), deci este marginita pe [a,b]. Cum f este continua pe [a, b], teorema
referitoare la aditivitatea integralei Riemann-Stieltjes fata de interval asigura
integrabilitatea Riemann-Stieltjes a lui f in raport cu g pe [a, b]. In plus, avem

b k x;—6 zo+0
/Rw@m::Z/ lmmmwf f(z)dg(z)

j=1 j—1+5 o

k=1 zi49 Lk
+Y [ s+ [ r@agta)

j=1 z;—6 Tk —0

k x;—8 a+d
=y / f(x)g (x) dz + / f(z)dg(z)

j=1 j—1+0

k=1 zi48 b
+3 [ r@aga)+ [ s@agta)

j=1 z;—6

Facand ¢ N\, 0 si tinand seama de (iii) precum si de lemele 4.3.4 si 4.3.5,
obtinem egalitatea din enunt. g
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4.3.7 Observatie. Conditiile (i) si (ii) din teorema 4.3.6 sunt indeplinite, de
exemplu, daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(") exista ro,r; € (0,b— a] asa incat g sa fie monotona atat pe (a, a + o]
cat si pe [b — 7y, b);

(ii") pentru fiecare j € {1,...,k—1} exista r; > 0 1n asa fel incat sa avem
[zj —rj,z; + 1] C [a,b], iar g sa fie monotona atat pe [x; — rj, x;) cat
si pe (2,25 + 7.

4.4 Probleme

1. Fie f : R — R functia definita prin f(z) = arcsin 5 Sa se demon-

I+
streze ca pentru orice a > 0 restrictia lui f la [—a,a] este cu variatie

a
marginita si si se calculeze lim \/( f)-
a— o0

—a

Figura 4.4.1: Graficul functiei f(z) = xcos Z.

2. Sa se demonstreze ca functia f : [0,1] — R, definita prin

_ f xcos?T dacax e (0,1]
f) = { 0 dacd x = 0,

este continua dar nu este cu variatie marginita (a se vedea figura 4.4.1).
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3. Fie f:]0,1] — R functia definita prin

1
e daca x € (0,1]

0 daca x = 0.

=
8]
~—
I
—
\
=
=
—

a) Sa se traseze graficul lui f.
b) Fiind dat n € N, s& se determine V(f, A,,), unde

c) Este functia f cu variatie marginita ?

4. Sa se demonstreze ca functia lui Riemann f : [0,1] — R, definita prin

flz) = (1] daca z € (0,1]NQ, = = g, p,q €N, (p,q) =1,
f(x) =0 1in caz contrar,
nu este cu variatie marginita pe [0, 1].
5. Fie f :[0,1] — R functia definita prin

z?cos T dacd z € (0,1]
fle) = { 0 daca x = 0.

a) Sa se demonstreze ca f € Lip [0, 1].
1
b) Sa se calculezeze \/(f)
0
6. Fie [ : [a,b] — R o functie marginita, monotona pe (a,b). S& se demon-
streze ca f este cu variatie marginita si ca

V() = fa+0) = f(@)] +[f(b=0) = fla+0)] + |£(b) = f(b—-0)].

7. Sa se demonstreze ca daca f : [a,b] — R este o functie Lipschitz, atunci
si functia variatiei lui f, vy : [a,b] — R, definita prin

xT

ve(a) =0, wvp(x) = \/(f) oricare ar fi z € (a,b],

a

este tot o functie Lipschitz si lip (v) < lip (f).
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10.

11.

4 Functii cu variatie marginita

. Fiea € Rsi f: [a,00) = R o functie. S& se demonstreze ca daca

b
exista si este finita limita lim \/( f), atunci exista si este finita si limita
b—ro0
li .
Jm f(@)

. Fie f : [a,b] — R o functie integrabild Riemann si F': [a,b] — R functia
x

definita prin F(z) = f (t) dt. Sa se demonstreze ca F este cu variatie

marginita pe [a,b] si ca \/ / |f(t)] dt.

Sa se demonstreze ca daca f : [a,b] — R este o functie cu variatie
marginita, atunci si functia g : [a,b] — R, definita prin

/ f(t)dt oricare ar fi z € (a,b],

r—a
este cu variatie marginita.

a) Dati exemplu de functie continua f : [0,1) — (0, 1) care sa fie surjec-
tiva.

b) Demonstrati ca daca f : [0,1) — (0,1) este o functie continua surjec-
tiva, atunci pentru orice a € [0, 1) are loc egalitatea f((a,1)) = (0, 1).

c¢) Demonstrati ca daca f : [0,1) — (0,1) este o functie continua surjec-
tiva, atunci pentru orice b € R, prelungirea lui f la [0,1], f : [0,1] — R,
definita prin
x) daca x € 0,1
o= { 1 o.1)

b dacaxz =1,
nu este cu variatie marginita.

E. Paltanea



Capitolul 5

Integrale curbilinii

5.1 Drumuri si curbe

5.1.1 Definitie (drumuri). Fie a,b € R cu a < b si fie v : [a,b] = R™ o
functie. Se spune ca v este un drum in R" daca functia v este continua pe
[a,b]. Submultimea lui R™, definita prin

I(7) :={v() | t € [a, 0]},
se numeste tmaginea drumului .

5.1.2 Exemple. 1° Fie r > 0 si k € N. Atunci v, : [0,27] — R?,
Y (t) := (r cos kt, rsin kt), t € [0,2mn],
este drum in R2. Avem I(q;) = C, unde C este cercul
C:={(z,y) € R* | 2% + 9> = r?}.

Deci I(v1) = I(72), cu toate ca v1 # 2 (in cazul drumului 2 cercul C' este
parcurs de doua ori).

Exemplul de mai sus arata ca imaginea unui drum este departe de a da o
descriere fidela a drumului. Exista o mare varietate de drumuri care au aceeasi
imagine (a se vedea si figura 5.1.1).

2° Fie f : [a,b] — R o functie continua. Atunci si functia v : [a,b] — R?
definitd prin v(t) := (¢, f(t)) este continui, deci este un drum in R?. Se spune
ca drumul v este dat in forma explicita, iar y = f(z) se numeste ecuatia
explicita a drumului y. Avem I(y) = Gy, unde s-a notat cu Gy graficul
functiei f.

193
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Figura 5.1.1: Un drum de la A la E: el poate sa parcurga bucla C de mai multe
ori, sa parcurga apoi segmentul de la B la D, sa se Intoarca in B, sa continue
inapoi in D si sa stationeze in D (adica sa transforme un intreg segment al
domeniului de definitie intr-un singur punct D).

5.1.3 Definitie (lungimea unui drum). Fie v : [a,b] — R™ un drum si fie
A := (to,t1,...,t;) € Div[a,b]. Numarul real, definit prin

k
Vi, 8) =Y lIy(ty) = (-0l
j=1

se numeste variatia drumului vy relativa la diviziunea A (a se vedea definitia
4.1.1 si figura 5.1.2). Notam

b
((y) =\ (v) =sup{V(y,A) | A € Divla,b]}.

a

Atunci ((y) € [0,00], iar ¢(7y) se numeste variatia totald a (sau lungimea)
drumulus .

5.1.4 Definitie (clase speciale de drumuri). Un drum ~ : [a,b] — R" se
numeste:

a) inchis, daca y(a) = vy(b);

b) simplu, daca restrictia ’y‘ (@) este injectiva;

¢) rectificabil, daca ¢(y) < oo;
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Figura 5.1.2: Variatia unui drum relativa la o diviziune reprezinta lungimea
unei linii poligonale cu varfurile in multimea (7).

d) de clasd C', daca functia v este de clasd C* pe [a, b];

e) de clasi C* pe portiuni, daca existd o diviziune A := (ag, a1, ...,a;) a
intervalului [a, b], asa incat restrictia 7‘[(1- vas] s fie de clasa C! oricare ar fi
J—1
Jefl. k)

f) neted, daca « este de clasa C! si ||y ()|| # O oricare ar fi t € [a, b].

5.1.5 Definitie. Doud drumuri v : [a,b] — R" si p : [¢,d] — R" se numesc:
a) de extremitati comune, daca y(a) = p(c) si v(b) = p(d).

b) echivalente, dacd existda un omeomorfism ¢ : [a,b] — [c,d] cu propri-
etatea ca v = poy. Fiind injectiva si continua, functia ¢ este strict monotona
pe [a,b]. In cazul cand ¢ este strict crescatoare, drumurile vy si p se numesc
direct echivalente, iar in cazul cand ¢ este strict descrescatoare, drumurile
si p se numesc nvers echivalente. Vom scrie v ~ p daca v si p sunt echivalente
si respectiv 7 &~ p daca 7y si p sunt direct echivalente.

Sa consideram, de exemplu, semicercul superior al cercului unitate in plan

C:={(z,y) eR? | 2*+y* =1,y >0}.



196 5 Integrale curbilinii

Drumurile 7 : [0, 7] — R? si p: [-1,1] — R?, definite prin
v(t) := (cost,sint) sirespectiv p(z) := (ac, V1-— x2) ,

au ambele multimea C' drept imagine. In cazul lui ~ semicercul C' este parcurs
in sens trigonometric, iar in cazul lui p in sens orar. Cele doud drumuri sunt
invers echivalente via omeomorfismul ¢ : [0, 7] — [—1, 1], p(t) := cost.

c) juztapozabile, daca y(b) = p(c). In acest caz, putem considera functia
vV p:la,b+d—c] — R definitd prin

- (t) daca t € [a, b
(v Vp)(t) -—{ p(tzbJrc) daci t € [b,b+d—d.

Fiind continui, ea este un drum in R"™, numit juztapunerea (sau reuniunea)
drumurilor v st p.

5.1.6 Exemplu (opusul unui drum). Fie v : [a,b] — R™ un drum. Atunci
functia 7 : [a, b] — R", definita prin 7(¢) := y(a + b — t), este de asemenea un
drum, numit opusul drumului v (a se vedea figura 5.1.3). Evident, drumurile

Figura 5.1.3: Opusul ¢ =% al unui drum +.

v si 4 sunt invers echivalente. Se observa de asemenea ca I(y) = I(¥), ca
drumurile « si 4 sunt juxtapozabile si ca vV ¥ este un drum inchis.

5.1.7 Definitie (curbe si curbe orientate). Notam cu D" multimea tuturor
drumurilor din R" si pe D" consideram relatiile binare ~ (de echivalenta) si
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respectiv &~ (de direct echivalentd). Se constata imediat ca ambele relatii sunt
reflexive, simetrice si tranzitive, deci sunt relatii de echivalenta pe D". O clasa
de echivalenta in D" in raport cu relatia ~ se numeste curba (in sens Jordan)
in R". O clasa de echivalentda in D" in raport cu relatia ~ se numeste curba
orientatd (in sens Jordan) in R™. Daca I' este o curba (orientata), iar v € T,
atunci se spune ca I' este curba (orientata) asociatda drumului -y, sau ca ~y este
un drum reprezentativ pentru curba (orientata) T

5.1.8 Propozitie. Fiind date doua drumuri echivalente v : [a,b] — R™ si
p:lc,d] = R"™, urmdatoarele afirmatii sunt adevdrate:

1° Are loc egalitatea I(y) = I(p).

2° Daca vy este inchis, atunci si p este inchis.

3° Daca vy este simplu, atunci si p este simplu.

4° Daca vy este rectificabil, atunci si p este rectificabil si are loc egalitatea

£(y) = L(p).

Demonstratie. Fie ¢ : [a,b] — [c,d] un omeomorfism astfel ca v = p o .
Atunci ¢ := ¢! : [¢,d] — [a,b] este de asemenea omeomorfism si p = 7y 0 1.

1° Avem

I(v) = 7([a,0]) = v(¥([le.d])) = (vo¥)(le,d]) = p([e,d]) = I(p).

2° Avem p(c) = v(¢ () si p(d) = v(¢~'(d)). Pe de altd parte, avem

L) =asi *l(d) =b (1n cazul cand ¢ este strict crescatoare), respectiv

“(c) = bsi ¢1(d) = a (in cazul cand ¢ este strict descrescitoare). Cum
7(@) = v(b), deducem in ambele situatii ca p(c) = p(d), deci p este drum
inchis.

3° Avem ¢((c,d)) = (a,b) si p‘(c’d) = 701/1‘(6760. Cum 7‘(a,b) este injectiva,
rezulta de aici ca functia ,0|(C7 o oste injectiva, fiind compusa a doua functii
injective. Deci p este drum simplu.

4° Fie A := (to,t1,...,t) o diviziune arbitrara a lui [a,b]. Punctele
o(to), p(t1), ..., ¢(tr) € [c,d] determina o diviziune A* a lui [¢,d]. Avem

k k
V(v,A) = Z!W(tj)—v(tj—l)\!=ZHp(so(tj))—p(sO(tj—l))H

d
= V(p,a") <\
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Asadar, are loc inegalitatea
d
V(y,A) < \/(p) oricare ar fi A € Div[a, ],
c

b d
de unde \/(7) < \/(p) Analog se stabileste si inegalitatea contrara, deci
C

a

b d
\/(7) = \/(p), de unde rezulta afirmatiile de la 4°. O
a C

5.1.9 Definitie. O curba I' se numeste:

a) inchisa, daca exista un drum inchis vy € T

b) simpla, daca exista un drum simplu v € T

c) rectificabila, daca exista un drum rectificabil v € I'. In acest caz £(7y) se
numeste lungimea curbei I si se noteaza cu £(T');

Multimea I(I') := I(7y), unde v € I, se numeste imaginea curbei I

5.1.10 Teorem&. Orice drum de clasd C pe portiuni v : [a,b] — R™ este
rectificabil si are loc egalitatea

b
o) = / I/ (0)] .

Demonstratie. Se aplica teoremele 4.2.4 si 4.2.10. O

5.2 Integrala de primul tip de-a lungul unui drum

5.2.1 Definitie (integrala de primul tip de-a lungul unui drum). Consideram

un drum rectificabil v : [a,b] — R™. Fie s := v, : [a,b] — R functia variatiei
t

lui 7, s(t) := \/(7) In acest context, s se numeste functia lungime a drumului

a
7. Fie apoi f : I(y) — R o functie de n variabile. Daca functia f o~y este
integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu s pe [a, b], atunci se spune ca f este

integrabila in raport cu lungimea de-a lungul lui -y. Numarul real [ (fo~)ds

a
se numeste integrala de primul tip a lui f de-a lungul lui vy sau integrala in
raport cu lungimea a lui f de-a lungul lui v si va fi notata cu

fd f(z)d f(@1,. .., 2,)ds.
/7 s sau cu X/ (r)ds sau cu /7 (1 Zp)ds
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5.2.2 Exemplu. Fie v : [a,b] — R™ un drum rectificabil si f : I(y) - R
functia constanta f(x) = 1. Atunci (f o)(t) = 1 oricare ar fi t € [a, b], deci
f o~ este integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu s pe [a, b] si

Ads = /ab(f o7)ds = /ab ds = s(b) — s(a) = \/(7) = £(~).

Prin urmare, are loc egalitatea

awzlm,

adica lungimea unui drum rectificabil se exprima cu ajutorul unei integrale de
primul tip de-a lungul acelui drum.

5.2.3 Teorema. Flie v : [a,b] — R™ un drum rectificabil, fie f,g: I(y) — R
functii integrabile de-a lungul lui v in raport cu lungimea si fie o, 5 € R.
Atunci functia oof + Bg este integrabila de-a lungul lui v in raport cu lungimea
st are loc egalitatea

/V(OéfﬂLﬂg)dS:alfds—i—ﬂ/vgds.

Demonstratie. Rezulta din teorema referitoare la liniaritatea in raport cu
prima functie a integralei Riemann-Stieltjes. ([

5.2.4 Teorema. Fie v : [a,b] — R™ un drum rectificabil, fie f : I(y) = R o
functie continud $i fie M := max,cyr(y) [f(x)]. Atunci f este integrabild de-a
lungul lui v in raport cu lungimea si are loc inegalitatea

[yfds

Demonstratie. Rezulta din teorema 4.3.1. (]

< ML(v).

5.2.5 Teorema (reducerea integralelor de primul tip de-a lungul unui drum la
integrale Riemann). Fiey : [a,b] — R™ un drum de clasd C*, iar f : I(y) — R
o functie continua. Atunci f este integrabila in raport cu lungimea de-a lungul
lui v st are loc egalitatea

b
[£as= [ 1) | o)) .
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Demonstratie. Tinand seama ca f si v sunt functii continue, rezulta ca si
functia f o~ : [a,b] — R este continua. Pe de alta parte, conform teoremei
4.2.10, functia s este de clasd C! si s'(t) = ||7/(¢)|| oricare ar fi t € [a,b].
Concluzia teoremei este acum o consecinta imediata a teoremei de reducere a
unei integrale Riemann-Stieltjes la o integrala Riemann. (]

5.2.6 Teorema (independenta de parametrizare a integralelor de primul tip
de-a lungul unui drum). Fie v : [a,b] — R™ si p : [¢,d] — R"™ drumuri
rectificabile echivalente. Daca f : I(y) — R este o functie integrabila in raport
cu lungimea de-a lungul lui v, atunci f este integrabild in raport cu lungimea
51 de-a lungul lui p si are loc egalitatea

/vfds:/pfds.

In particular, daca f : I(y) — R este integrabild in raport cu lungimea de-a
lungul lui 7y, atunci f este integrabila in raport cu lungimea si de-a lungul lu

v si are loc egalitatea
/fds = / fds.
vy gl

Demonstratie. Fara demonstratie. g

5.2.7 Definitie (integrala de primul tip de-a lungul unei curbe). Teorema
precedenta ne permite sa definim integrala de primul tip a unei functii de-a
lungul unei curbe. Fie I' o curba rectificabila in R™ si f : I(T') — R o functie.
Daca exista un drum v € I' in asa fel incat f sa fie integrabila in raport cu
lungimea de-a lungul lui v, atunci se spune ca f este integrabild in raport cu

lungimea de-a lungul curbei I'. Numarul real [ fds se numeste integrala de

gl
primul tip a lui f de-a lungul lui ' sau integrala in raport cu lungimea a lui f

de-a lungul lui I" si va fi notata cu [ fds.
r

5.2.8 Observatie (semnificatia fizica a integralei de primul tip de-a lungul
unui drum). Consideram un fir material avand forma multimii I(v), unde
7 : [a,b] — R3 este un drum rectificabil. Presupunem c& firul nu este omogen,
dar se cunoaste densitatea sa f(z) in fiecare punct € I(y). Fie diviziunea
A := (to,t1,...,tx) € Div]a,b]. Pentru fiecare indice j € {1,...,k} alegem
un ¢j € [tj_1,t;] si consideram ca portiunea de fir cuprinsa intre punctele
v(tj—1) siy(t;) are densitatea egala cu f(y(c;)) (a se vedea figura 5.2.1). Cum
lungimea acestei portiuni de fir este s(t;) — s(tj—1), masa ei este aproximativ
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Figura 5.2.1: Semnificatia fizica a integralei de primul tip de-a lungul unui
drum.

egald cu f(v(cj))[s(t;) — s(tj—1)]. Drept urmare, masa intregului fir este
aproximata de

ma > f(v(e)[s(t;) = s(ti-1)] = o(for,s A,8),
j=1

unde & := (cq,...,c). Valoarea exactd a masei firului este

m:/ab(foy)ds:fyfds.

5.3 Forme diferentiale de gradul intai

5.3.1 Definitie (forme diferentiale de gradul intai). Fie A o submultime a lui

R™. Se numeste forma diferentiala de gradul intai in A orice functie continua

f:A— L(R" R). Consideram functiile f1,..., f, : A — R, definite prin
fi(z) = f(z)(e;), ze€A i=1,...,n.

Deoarece pentru orice x,y € A avem

|fiz) = fily)l = |(f(z) = F¥)) ()] < If(2) = FW)ll e m)
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si f este continua, rezulta imediat ca toate functiile f; sunt continue pe A. Fie
apoi dz; : R” — R,

dz;(h) := h; pentru orice h = (hy,...,h,) € R" siorice i =1,...,n,

proiectiile canonice ale lui R™ in R. Pentru orice punct = din A si orice
h:=(h1,...,hy) din R™ avem

f@)(h) = f@)(hier + -+ hnen) = haf(z)(er) + - + haf(2)(en)
= (@) dzi(h) + - + fulz) dea(h).

Renuntand la a mai mentiona argumentul i, putem scrie

Asadar, orice forma diferentiala de gradul intai f in A este de forma (1), cu
fis..o, fnt A — R functii continue, numite coeficientii formei f.

5.3.2 Exemplu. Fie A C R" o multime deschisa si fie ' : A — R o functie
de clasi C! pe A. Atunci functia dF : A — L(R",R) este o forma diferentiald
de gradul intai in A. Cum

dF(:z:)(h):Z 8% Zaxz ) d;(h)

oricare ar fi h := (hq,...,h,) € R", rezulta ca forma diferentiala dF" are drept
coeficienti functiile f; : A — R, definite prin

oF
(2) filx) == (), z€A i=1,...,n

8a:i

5.3.3 Definitie (forme diferentiale exacte). Fie A C R™ o multime deschisa
si fie f := fiday + - + fy da, o forma diferentiala de gradul intai in A. Se
spune ca f este o forma diferentiald exacta (sau primitivabila) daca exista o
functie F': A — R, de clasi C! pe A, cu proprietatea ci f = dF. Functia F
se numeste in acest caz primitiva pe A a formei diferentiale f si are loc (2).

O multime A C R" se numeste conezrd daca nu exista multimi deschise
G,H C R" in asa fel incat sa avem

ACGUH, ANG#0, AnH#0, ANnGNH=0.

O submultime deschisa si conexa a lui R" se numeste domeniu in R™.

Se poate demonstra ca dacd A este un domeniu in R", f este o forma
diferentiala exacta de gradul intai in A, iar F; si F» sunt primitive ale lui f,
atunci functia F; — F; este constanta pe A.
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5.4 Integrala unei forme diferentiale de gradul intai
pe un drum (integrala de al doilea tip de-a lun-
gul unui drum)

5.4.1 Definitie (integrala unei forme diferentiale de gradul intai pe un drum).
Fie A C R" o multime nevida, fie f := f; da1+- - -+ f5, dzy, o forma diferentiala
de gradul intai in A si fie v := (y1,...,7) : [a,0] = A un drum cu imaginea
in A. Se spune ca forma f este integrabild pe drumul v dacad pentru orice
i € {1,...,n} functia f; oy este integrabilda Riemann-Stieltjes in raport cu

no b
vi pe [a,b]. In acest caz numarul real E / ( fio 7) dry; se numeste integrala
=172

formei diferentiale f pe drumul ~ si va fi notata cu / f sau cu
v

/f1d1r1+---+fndxn sau cu /f1(f61,---,xn)dx1+---+fn($1,---,xn)dwn-
v v

5.4.2 Teorema. Fie A C R" o multime nevida, fie v : [a,b] — A un drum,
frg: A— L(R" R) forme diferentiale de gradul intai in A, iar o, B € R. Daca
formele f si g sunt integrabile pe v, atunci si forma af 4+ Bg este integrabila
pe v st are loc egalitatea

[/(af+ﬁg)=a/7f+ﬁ/vg-

Demonstratie. Se aplica teorema referitoare la liniaritatea in raport cu prima
functie a integralei Riemann-Stieltjes. U

5.4.3 Teorema. Daca A este o submultime nevidda a lui R™, v : [a,b] — A este
un drum rectificabil, iar f := fidzy +--- + fy,dz, este o forma diferentiala
de gradul intai in A, atunci [ este integrabila pe v si are loc inegalitatea

’fv f‘ < M LU(y), unde M := max,¢ () H(fl(m), e fn(:):)) H
Demonstratie. Fie v := (y1,...,7n) si fie f: A — R” functia definita prin
F@) = (h@),. .., fal@)).

Deoarece ]? este continud pe A, iar multimea I(y) este compacta, rezulta ca
M este bine definit. Mai mult, avem || f(v(t))|| < M oricare ar fi t € [a, ).
Pe de alta parte, pentru fiecare ¢ € {1,...,n} functia f; oy este continua pe
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[a,b], iar functia ~; este cu variatie marginita (intrucat v este rectificabil).
Drept urmare, avem f;oy € RSy, [a,b] oricare ar fi i € {1,...,n}, adica forma
diferentiala f este integrabila pe ~.

Fie acum A := (to,t1,...,t,) € Divia,b] si & = (c1,...,cx) € P(A)
arbitrar alese. Avem

n n k
> S(fioy v A, 6)‘ = DD filey) [lty) = vilti-n)]

i=1 i=1 j=1

IS (Flte) ()~ () -

J=1

In baza inegalitatii lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz, deducem ca

n k
ZS(fw%%,A,f)| < S NG| vt = (-0l
i i=1

< MV(y,A) < M)

Am dovedit asadar ca pentru orice A € Div [a, b] si orice £ € P(A) avem

Zs(f’b OVv’YiaA:g)

=1

< MA(y).

Aceasta inegalitate impreuna cu criteriul lui Heine implica inegalitatea din
enuntul teoremei. g

5.4.4 Teorema (reducerea integralei unei forme diferentiale pe un drum la o
integrala Riemann). Fie A CR" o multime nevida, v : [a,b] — A un drum de
clasa C1, dar f = fidx1+---+ fodx, o formd diferentiald de gradul intdi in
A. Atunci f este integrabila pe v si are loc egalitatea

[yf: Z:/b (fi o) (1) 7i(t) dt.

Demonstratie. Se aplica teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la
o integrala Riemann. (]

5.4.5 Teorema (aditivitatea fata de drum a integralei unei forme diferen-
tiale). Fie A C R™ o multime nevida, v : [a,b] — A si p : [c,d] — A doua
drumuri juztapozabile, iar f := fidzy1 + - -+ fndx, o forma diferentiala de
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gradul intdi in A. Daca f este integrabila pe vV p,atunci f este integrabild
atat pe y cat si pe p si are loc egalitatea

L=l lr

Demonstratie. Fie o := vV p. Tinand seama de definitia drumului o si de
teorema referitoare la aditivitatea integralei Riemann-Stieltjes fata de interval,
avem

n

[ = > [ rewnan

Z? ab n o btd—c
= Y [ O+ Y [ fiole— b+ ) dpile— b+ o).
i=179a b

i=1

Deoarece functia ¢ : [b,b + d — ¢] — [c,d], definitd prin ¢(t) := ¢t — b+ ¢
este strict crescatoare, in baza teoremei de schimbare de variabila in integrala
Riemann-Stieltjes deducem ca

/bb+d_cfi(p(t —bto)dpi(t—btc) = /bHd_c ((fz‘ op)eo %0> d(piop)
- /Cd(fiop)dpi

oricare ar fi i € {1,...,n}. Drept urmare, avem

/afzfj/j(fz-ov)dwfj/cd(fiop)dpi=Lf+/pf.

O

5.4.6 Teorema. Fie A o submultime nevida a lui R™, fie v : [a,b] — A si
p: e, d] = A doua drumuri echivalente si fie f := fidzi+-- -+ fn, dzy, 0 forma
diferentiala de gradul intai in A, integrabila pe v. Atunci f este integrabila si

pe p si are loc egalitatea /f = 6%,)/]”, unde
P v

S 1 daca vy si p sunt direct echivalente
TP =1 dacd vy si p sunt invers echivalente.

In particular, f este integrabila pe 7y si / f=- / f.
¥ Y



206 5 Integrale curbilinii

Demonstratie. Fie ¢ : [¢,d] — [a,b] un omeomorfism astfel ca p = vy o ¢. Cum
f este integrabila pe -y, rezulta ca functia f; o v este integrabila Riemann-
Stieltjes in raport cu 7; pe [a, b] oricare ar fi ¢ € {1,...,n}. Aplicand teorema
de schimbare de variabila in integrala Riemann-Stieltjes, deducem ca functia
( fio fy) o @ = f; o p este integrabila Riemann-Stieltjes pe [c,d] in raport cu
vi © @ = p; oricare ar fi i € {1,...,n}. Altfel spus, f este integrabila pe p. In
baza teoremei de schimbare de variabila in integrala Riemann-Stieltjes, avem

/vf = g/ab(fio’Y)d%:ggv,p/cd((fioW’)090>d(%'o‘p)
Ev,pg/cd(fiop)dpizsw/pf‘

O

5.4.7 Definitie (integrala unei forme diferentiale de gradul intai pe o curba
orientatda). Teorema precedenta ne permite sa definim integrala unei forme
diferentiale de gradul intai pe o curba orientata. Fie A C R" o multime
nevida, fie f := fidxy + - 4+ fn dz, o forma diferentiala de gradul intai in
A si fie I' o curba orientatd in R™ cu I(I') C A. Daca exista un drum v € T’
in asa fel incat f sa fie integrabila pe v, atunci se spune ca f este integrabila
pe curba I'. Numarul real f7 f se numeste integrala formei diferentiale f pe

curba I' si va fi notata cu / f sau cu fF fidz1 4+ -+ + frdx, sau cu
r

/fl(xl,...,xn)dazl + A fo(zr, ..o x,) doy,.
r

5.4.8 Observatie (semnificatia fizicid a integralei unei forme diferentiale pe
un drum). Consideram un punct material care parcurge o traiectorie avand
forma multimii 7(y), unde 7 : [a,b] — R? este un drum, sub actiunea unui
camp de forte F := (P,Q, R) : R — R3. Identificim campul de forte F cu
forma diferentiala

F(z,y,2) := P(x,y,2)dr + Q(x,y, z) dy + R(x,y,2) dz.

Atunci lucrul mecanic L, efectuat de campul F' la deplasarea punctului mate-
rial, este tocmai valoarea integralei

L:/F:/Pd:r—l—Qdy—l—Rdz.
v ¥
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5.5 Formula lui Green

5.5.1 Definitie (frontiera orientata pozitiv a unei multimi simple din plan).
Fie D C R? o multime simpla in raport cu axa Oy, de forma

(1) D={(z,y) R’ |a<z<b o(x)<y<1p(x)},

unde a,b € R, a < b, iar ¢, : [a,b] — R sunt functii continue, cu ¢ < .
Consideram drumurile (a se vedea figura 5.5.1)

2! [a7 b} - R2a ’Yl(t) = (t790(t)>7
721 [0,1] = R%, ya(t) = (b, (1 — t)g(b) + (b)),
78 [a7 b} — R27 ’73(75) = (t7w(t )7
v 1 [0,1] = R%, qu(t) = (a, (1 = t)y(a) + tp(a))

Figura 5.5.1: Frontiera orientata pozitiv a unei multimi simple.

Fie apoi v := 71 V72 V 43 V 74. Observam ca I(y) = bd D, sensul de
parcurgere fiind invers acelor de ceasornic. Curba orientati din R?, asociati
drumului v se numeste frontiera orientatd pozitiv a lui D si va fi notata 0D.

Analog se defineste frontiera orientatd pozitiv a unei multimi D C R2?
simpla in raport cu axa Ox.
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Vom nota% f= / f integrala pe curba 0D a formei diferentiale f.
oD ¥

5.5.2 Lema. Fie A CR? o multime deschisd, fie D C A o multime simpld in
raport cu axa Oy, cu proprietatea ca 0D — frontiera orientata pozitiv a lui D —
este o curbd rectificabild si fie fi : A — R o functie de clasd C' pe A. Atunci
forma diferentiala f := f1dx este integrabila pe 0D si are loc egalitatea

(2) = / / O (4. y) dady.

Demonstratie. Presupunand ca D este de forma (1), fie v drumul construit in
definitia 5.5.1. Intrucat curba orientata 0D este rectificabila, rezulta ca dru-
mul «y este rectificabil. Aplicand teorema 5.4.3, deducem ca f este integrabila
pe 7, deci pe 0D. Avem

an1d$=Lf1dx=/%f1dx—|—/wfldx—LSfldx+L4f1dx.

Tinand seama ca [ fidz = [ fidz =0, obtinem

b b
o d“_/a f1<t7¢(t>>dt—/a Fi(t,(t)) dt.

Pe de alta parte, In baza consecintei 3.6.7 si a formulei lui Leibniz-Newton,

avem
b [ (@)
// oh xyda:dy—/ (/ 8f1(a:,y)dy>dx
a p(x) 8y
y=y(z) b
= [n6w)| = [ 1) - ne e
p(x) a
Cele doua egalitati de mai sus garanteaza validitatea lui (2). O

5.5.3 Lema. Fie A C R? o multime deschisd, fie D C A o multime simpld in
raport cu axa Oz, cu proprietatea cd 0D — frontiera orientatd pozitiv a lui D —
este o curbd rectificabild si fie f2 : A — R o functie de clasd C' pe A. Atunci
forma diferentiala f := fo,dy este integrabila pe 0D si are loc egalitatea

_ ([ on
anady//D o (z,y) drdy.

Demonstratie. Este analoaga cu cea a lemei precedente. O
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5.5.4 Teoremd (G. Green). Fie A C R? o multime deschisd, fie D C A
o multime simpla atat in raport cu axa Ox, cat st in raport cu aza Oy, cu
proprietatea ca 0D este o curba rectificabila si fie fi1, fa : A = R functii de
clasi C* pe A. Atunci forma diferentiald f := f1dx + fody este integrabild
pe 0D si are loc egalitatea

[ (9% oh
8Df1 dz + fody = //D (61’ 3y> dzdy.

Demonstratie. Se aplica lemele 5.5.2 si 5.5.3. O

5.5.5 Consecinta. Fie D C R? o multime simpld atdt in raport cu axva Ox,
cat si in raport cu ara Oy, cu proprietatea ca 0D este o curba rectificabila.
Atunci D este masurabila Jordan si are loc egalitatea

1
m(D) = = 7( xdy — ydaz.
2 J oD

5.6 Integrarea formelor diferentiale exacte

5.6.1 Teorema (G. W. Leibniz — I. Newton). Fie A C R" o multime deschisa,
fie v : [a,b] — A un drum de clasa C* si fie f := fidxy + -+ fudaz, o
forma diferentiala exacta in A. Atunci f este integrabila pe v si pentru orice
primitivai F: A — R a lui f are loc egalitatea

v(b)
/f =F(v(b) — F(v(a)) =t F
.

v(a)

Demonstratie. Conform teoremei 5.1.10, drumul v este rectificabil. Aplicand
apoi teorema 5.4.3, deducem ca f este integrabila pe 7. Daca F': A — R este
o primitiva a lui f, atunci avem

OF
1
(1) o2,

(x) = fi(xr) pentru orice x € A si orice i € {1,...,n}.

Tinand seama de teorema 5.4.4, in baza lui (1) obtinem

/Vf - Z/ (fs 07) (1) %4(t) dt = / a% () 7(t) dt
- /(Fov)()dt

a

= F(y(b)) = F(v(a))-
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5.6.2 Observatie. Aditivitatea fata de interval a integralei Riemann asigura
validitatea teoremei 5.6.1 si in cazul ciAnd drumul 7 este doar de clasia C! pe
portiuni.

5.6.3 Consecinta. Daca A CR" este o multime deschisa, 7 : [a,b] — A este
un drum inchis de clasi C' pe portiuni, iar f : A — L(R™,R) este o formd
diferentiala exacta in A, atunci f7 f=0.

5.6.4 Consecinta. Daca A C R" este o multime deschisd, v : [a,b] — A si
p:le,d) — A sunt drumuri de clasd C pe portiuni avand aceleasi extremitdti
(adica v(a) = p(c) si v(b) = p(d)), iar f este o forma diferentiala exactd in
A, atunci fﬂ/f = fpf.

5.6.5 Definitie. Fie A C R" o multime nevida sifie f : A — L(R™,R) o forma
diferentiala de gradul intai in A. Se spune ca integrala formei diferentiale f
nu depinde de drum (ci doar de extremitatile acestuia) daca pentru orice doua
drumuri de clasd C! pe portiuni v : [a,b] — A si p: [c,d] — A, avand aceleasi
extremitati, are loc egalitatea fv f= fp f. In acest caz se utilizeaza notatia

ot 70
/ = / /.
¥ v(a)

pentru a sublinia faptul ca f7 f nu depinde de drumul v, ci doar de ex-
tremitatile acestuia. Consecinta 5.6.4 arata ca daca f este o forma diferentiala
exacta, atunci integrala lui f nu depinde de drum. Se pune problema in ce
conditii este adevarata si reciproca acestei afirmatii.

5.6.6 Definitie (multimi stelate). Fie A o submultime a lui R" sifie a € A. Se
spune ca A este stelata in raport cu a dacd pentru orice x € A avem [a,z] C A,
unde cu [a, ] s-a notat segmentul [a, z] := {(1 —t)a+tz | t € [0,1]}. Evident,
orice multime convexa este stelata in raport cu orice punct al sau.

5.6.7 Teorema (H. Poincaré). Fie A C R"™ o multime deschisa, stelatd in
raport cu un punct a € A si fie f:= fidz1+-- -+ fndzy, o forma diferentiala
de gradul intai in A, cu proprietatea ca toate functiile f; : A — R sunt de
clasi C pe A. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1° f este forma diferentiala exacta.

2° Pentru orice i,7 € {1,...,n}, i # j are loc egalitatea

ofi , . 0f;
Ox; () = Osvji (z)

oricare ar fi x € A.

3° Integrala lui f nu depinde de drum.



5.6 Integrarea formelor diferentiale exacte 211

Demonstratie. 1° = 2° Presupunem ca f este o forma diferentiala exacta.
Exista atunci o functie F': A — R, de clasid C' pe A si cu proprietatea ca

oF
3 (x) = fi(z) pentru orice z € A si orice i € {1,...,n}.
i
Deoarece toate functiile f; sunt de clasa C! pe A, rezulti ci pentru orice
i,7 € {1,...,n} functia F este de doua ori derivabila partial in raport cu
0’F afi
variabilele (z;,z;) pe A. Mai mult, functia = Ji este continud pe
83@-8902- (%:j
A. Aplicand criteriul lui Clairaut—Schwarz de egalitate a derivatelor partiale
O°F PF o Ofi  Of

= d = .
Dx;0m; 0101 o Dw; | O

2° = 1° Pentru fiecare punct € A consideram drumul ~, : [0,1] — A,
definit prin v;(t) := (1 — t)a + tx. Fie apoi F' : A — R functia definita prin
F(z) = f% f. Vom dovedi ca F este o primitiva a lui f.

mixte de ordinul doi, deducem ca

Fie a := (ay,...,ay,). In baza teoremei 5.4.4, de reducere a integralei unei
forme diferentiale pe un drum la o integrala Riemann, pentru orice punct
x:=(r1,...,2,) € A avem

n

1
Pla) —Z(xi—ai)/o F((1 = t)a + t) dt.

=1

Aplicand formula de derivare a integralelor cu parametru, ipoteza 2° si formula
lui Leibniz-Newton, gasim

1 n )
;i(x) = /0fj(a+t(.’ﬂ—a))dt+;($i—ai)aij/0 fila+t(z —a))dt

1 : o
_ /()fj(a+t(x—a))dt+2(xi—ai) gy (attla - a)dr
i=1 J

1
-
1 /
- [} (tesie—an)o
= tfj(a+t($—a))‘0 = fi(2),

of;

ox;

fj(a+t(:v—a))+z t(z; — a;) (a+t($a))] dt
i=1

oricare ar fi z € Asi j € {1,...,n}. Drept urmare, F' este o primitiva a lui f.
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1° = 3° Rezulta din consecinta 5.6.4.

3° = 1° Consideriim functia F' : A — R, definitd prin F(z) = [ f
(definitia este justificata de independenta de drum a integralei lui f ) F1e apoi
x € A arbitrar ales. Intrucat A este deschisa, existda un r > 0 cu proprietatea
cé B(:r r) C A. Pentru orice t € [ r, 7] si orice ie{l,...,n} avem x+te; € A

......

F(m+tei>—/:+teif—/a f+/gcx+teif—F(w)+Af,

unde 7 : [0, 1] — A este drumul definit prin y(s) := x + ste;. Deducem de aici
ca

noopl
F(x+te;) = F(x)+2/ fi(x + ste;)v;(s)ds
j=1"0
1
= F(J:)+/O fi(z + ste;) tds

= F(l‘)+/0 fi(z +7e;)dr

lim Fla +te;) = F(z) = lim — / filx + 7e;) dT = fi(x).

t—0 t t—0 t

deci

Cu alte cuvinte, F' este derivabila partial in raport cu variabila z; in punctul
x si 87 I (2) = fi(x). Cum x € Asii€ {1,...,n} au fost arbitrare, rezulta ca
F este o primitiva a lui f. O

5.6.8 Exemplu (lucrul mecanic in campul gravitational). Ne propunem sa
determinam lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui punct material M de
masa m in campul gravitational al Pamantului. Consideram Pamantul un
punct material O de masa Mp ~ 5,9742 x 10%* kg. Alegem un sistem cartezian
de coordonate cu originea in O. Asupra lui M va actiona forta gravitationala,
data de legea atractiei universale (a se vedea figura 5.6.1)

mMp i
F(T) =K 55

unde K 6,672 x 107" N'm?/kg? este constanta atractiei universale, iar

7 = OM Daca M are coordonatele (x,y, z), atunci notand k := K m Mp
avem

Flo,y,2) = —k:( i , Y , z )

(x2+y2+22)3/2 (x2+y2+22)3/2 <x2+y2+22>3/2
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Identificam campul gravitational ?

F(z,y,z) = P(z,y,2)dz

213

cu forma diferentiala de gradul intai

+Q(x,y,2)dy + R(z,y, 2) dz,

unde
—kx
P(x7y7 ’Z) = (.’1}'2 + y2 + 22)3/2 9
_ky
Q(l‘,y;Z) == ($2+y2 —|—Z2)3/2 )
—kz
R(l‘,y, Z) - (.%'2 + yg + 22)3/2 .
z
M
! I(7)
M e -
? l"" ~~\s
'IO \\\ M2
ll’% R \J
N e v
R N y
( 3
. o - g
Y A

Figura 5.6.1: Campul gravitational al Pamantului.

Se constat# imediat c& functia U : R3\ {(0,0,0)} — R, definitd prin

Uz,y,z) =

este o primitiva a lui F.

k

Va4 2+ 22

Sa presupunem acum ca punctul material M se deplaseaza in campul

gravitational F' pe o traiectorie av

and forma I(7), unde ~ este un drum in

R3\ {(0,0,0)} de capete M;(z1,y1,21) si Ma(xa,y2, 22). Fie L lucrul mecanic
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efectual de campul F. Tinand seama de observatia 5.4.8 si de teorema 5.6.1,
avem

L = / P(2,y,2) dz + Q(x, g, 2) dy + R(z, y, =) dz
Y

= Ul(z2,92,22) — U(x1,y1,21)
LNV A A - VAl fyi+2d  OMy — OM,

Vit i+ AVad i+ OMi-OMy

Cu ajutorul razei medii Rp ~ 6368 km a Pamantului, lucrul mecanic L se
poate exprima sub forma

mMp (OM; — Rp) — (OM, — Rp)
R OM, Ol '
Rp  Rp

L=K

Notam h; := OM; — Rp si respectiv hy := OM; — Rp inaltimile la care se
afla punctele M; si My fata de suprafata Pamantului. Daca hy si hy sunt
OM R h h
1 _ Pt 1:1+—1z1§ianalog
P Rp Rp

mult mai mici decat Rp, atunci

OM> K Mp

~ 1. Tinand seama si ca IR 9,81 m / s? reprezinta acceleratia

Rp D
gravitationala la suprafata Pamantului, obtinem in final ca

L ~mg(hy — hg).

Lucrul mecanic exterior L', necesar a fi efectuat pentru deplasarea punctului
material M pe traiectoria I(y) este

L' = —L = mghy — mghy = Ey(Mz) — Ep(M).

Am regasit astfel un rezultat cunoscut din Fizica de liceu, conform caruia
L’ nu depinde de forma traiectoriei I(7), ci doar de capetele M; si My ale
acesteia. De asemenea, L’ poate fi aproximat cu diferenta energiilor potentiale
din punctele M; si respectiv M.
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Limbajul formelor diferentiale de
gradul intai

Limbajul campurilor vectoriale

Forma diferentiala de gradul intai in

A

Camp vectorial in A

F(z,y,2) = P(z,y,2)dz
+Q(z,y,2) dy+ R(z,y, 2) dz

F(z,y.2) = P(x,,%_fﬁ .
+Q(x,y,2) j + R(x,y,2) k

P,Q,R : A — R functii continue
(coeficientii formei)

P,Q,R : A — R functii continue
(componentele scalare ale campului

vectorial F')

Integrala formei diferentiale F' pe un
drum v, cu I(y) C A
f,yF: fVde—l—Qdy—i-Rdz

Lucrul mecanic al campului vecto-
rial F' pe un drum v, cu I(y) C A
[, F-d7 = [ Pdz+Qdy + Rdz

Forma diferentiala exacta

Camp vectorial conservativ

Primitiva a formei diferentiale ex-
acte F este o functie U:A— R, cu
proprietatea ca 7 =p, U —Q,

) ay
8U — R. In acest caz avem

f(ffzfz? F = U(x2,y2, 22)
_U(xl)ylwzl)‘

Potential al campului conservativ F

este o functie U : A — R, cu propri-

etatea ca VU =

avem

Jtyiiy B ed? = UG )
—U(z1,y1,21)-

In acest caz

5.6.9 Observatie. Integrala de al doilea tip de-a lungul unui drum, ex-
pusa in aceasta sectiune si in cele doua care o preced in limbajul formelor
diferentiale de gradul intai, poate fi prezentata si in limbajul cAmpurilor vecto-
riale. Tabelul precedent sintetizeaza corespondenta notiunilor intre cele doua

limbaje.

Pentru simplitate, am considerat doar cazul formelor diferentiale

(respectiv caAmpurilor vectoriale) intr-o multime deschisa A C R3.

5.7 Probleme — Integrale curbilinii de primul tip

1. Sa se dea exemplu de drumuri avand aceeasi imagine, dintre care unul

sa fie rectificabil, iar celalalt nu.

2. Sa se determine lungimea drumului v : [0, 7] — R2, definit prin

v(t) =

(5sint — sin 5t, 5 cost + cos bt).

3. Si se determine lungimea drumului din R?, de ecuatii parametrice

{ z(t) = 2sin®t

y(t) = 3 cos 3 cos® 5, te [O’ 5} '
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4. Cardioida este curba plana avand ecuatia carteziana implicita
x2+y2:2a<x+ x2+y2>, a > 0.

Sa se determine lungimea cardioidei (a se vedea figura 5.7.1).

Figura 5.7.1: Graficul cardioidei.

5. Astroida este curba plana avand ecuatia carteziana implicita

(Z)m + (7;)2/3 —1, ab>0.

Sa se determine lungimea astroidei (a se vedea figura 5.7.2).

Y

Figura 5.7.2: Graficul astroidei.
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6. Cicloida este curba plana de ecuatii parametrice

{ x(t) = a(t — sint)
y(t) = a(l — cost),

Sa se determine lungimea cicloidei (a se vedea figura 5.7.3).

a>0,tel0,2n].

P

@) 2ma

Figura 5.7.3: Graficul cicloidei.

7. Un proiectil este lansat de la nivelul solului cu viteza initiala v, sub
T
unghiul de inclinare 6 € (O, 5) fata de orizontala. Pentru ce valoare

a lui # arcul de parabola care reprezinta traiectoria proiectilului are
lungime maxima ?

Z.-L. Dou si S. G. Staples, The College Math. J. [1999, pp. 44-45]
8. Fiea > 0si~: [0,27] — R? drumul definit prin y(¢) = (acost, asin3t).

Sa se calculeze /mey%ds, unde m,n € N.

g
9. Fie drumul v : [0,1] — R2, definit prin v(t) = (In(1 + t?), 2arctgt — t).
Sa se calculeze / ye “ds.
g

10. Fie a > 0si v : [0,27] — R? drumul definit prin
~v(t) = (a(t —sint), a(l — cost)).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

5 Integrale curbilinii

Sa se calculeze / y2ds.
gl

Fie 7 : [a,b] — R? drumul de ecuatie y = g(z), unde g : [a,b] — R este
o functie de clasia C'. Fiind datd o functie continua f : I(y) — R, si se

reprezinte integrala curbilinie de primul tip I = [ f(x,y)ds sub forma

¥
unei integrale Riemann.

1 3
Sa se calculeze / M ds, daci v este drumul din R?, de ecuatie
Y
.

1

Y
Fie g : [61,02] — R o functie de clasd C! si v drumul din R?, avand
ecuatia in coordonate polare p = g(0), 6 € [0, 62]. Fiind data o functie
continua f : I(y) — R, sa se reprezinte integrala curbilinie de primul tip

I = [ f(x,y)ds sub forma unei integrale Riemann.
v

ds, daca vy este drumul a carui ecuatie in

9 1
Sa se calculeze /7 W
coordonate polare este p =1, 0 € [V/3,2V/2].

Sa se calculeze / arctg J ds, daca ~ este drumul avand drept imagine
x

arcul de pe spirala lui Arhimede p = 26, situat In interiorul cercului cu
centrul in origine si de raza 1.

O nava a pazei de coasta urmareste un traficant pe vreme cetoasa. La
un moment dat ceata se ridica, permitand militarilor de pe nava sa
constate ca traficantul se gaseste la o distanta de 4 km, dupa care coboara
brusc. Atunci traficantul porneste cu viteza constanta pe o traiectorie
rectilinie necunoscuta. Stiind ca viteza navei este de 3 ori mai mare,
sa se determine traiectoria acesteia in asa fel incat sa-1 intercepteze pe
traficant.

Crux Mathematicorum [1996, 357]

Fie S segmentul care uneste punctele (1,1) si (3, 1). Pentru fiecare punct
P al lui S notam cu @) punctul situat pe segmentul care uneste originea

cu P si avand proprietatea PQ) = —. Atunci cand P descrie segmentul
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S, @ descrie o curba C (a se vedea figura 5.7.4). Notam cu £(S) si £(C)
lungimile lui S si respectiv C. Sa se compare ¢(.5) cu £(C).

Concursul William Lowell Putnam 1947

1.57

Figura 5.7.4: Graficele lui S si C.

18. Fiind data o elipsa E, notam cu 7 (z,y) si r2(x,y) razele focale ale unui
punct arbitrar P(z,y) € E si respectiv cu «a(z,y) unghiul format de
razele focale. Sa se calculeze

/ ! ds si /cosa(x’y)ds.
E rl(x,y)rz(l‘,y) E 2

V. Linis, Amer Math. Monthly [1956, 664]

19. Si se determine functia f : R — R, de clasi C1, stiind ca f’(0) = 0, iar
lungimea arcului de pe curba y = f(x), cuprins intre punctele (0, f(0))
si (z, f(x)), este egala cu f'(x) oricare ar fi x € R.

20. Sa se determine lungimile urmatoarelor drumuri:

t+1)2
1) v:[0,1] = R3, ~(t) = (tsint+2cost, tcost — 2sint, ( +2 ) >;
2) v:[0,27] = R3, ~(t) = (6053 t, sin®t, cos 2t);

t
3) v:10,27] = R3, ~(t) = <t —sint, 1 — cost, 4 cos 2).
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21. Fie v = (z,y,2) : [0,v/3] = R3 drumul de ecuatii parametrice

{ tsin(lnt) daca 0 <t < V3

0 daca t =0,
() = tcos(Int) daca 0 <t<+/3
v\ = 0 daca t =0,
Lo
t) = =t".
()=

Sa se demonstreze ca vy este rectificabil si sa se determine lungimea sa.
Este 7 de clasa C1?

22. Un vapor porneste de pe Ecuator, de la meridianul 0 si navigheaza mereu
in directia nord-est (a se vedea figura 5.7.5). Care este lungimea dru-
mului parcurs de vapor pana in momentul in care atinge latitudinea de
30°, 45°, 60°, 90° ? Care este lungimea drumului parcurs de vapor pana
in momentul in care atinge pentru prima oara longitudinea de 90°, 180°,
270°, 360° 7 Pamantul este considerat o sfera cu raza R = 6378 km.

G. B. M. Zerr, Amer. Math. Monthly
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Figura 5.7.5: Traiectoria vaporului.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

1
Sa se calculeze [ ——— ds, dacd v : [1,10] — R? este drumul definit
5 T2 4 22
prin

v (t) = <t, V2Int, 1) .

ds, dacd v : [0,v/2] — R? este dru-

Sa se calculeze / 5 5
5 X4+ Y2+ 22 +1
mul definit prin (t) = (¢sint, tcost, t).

Sa se calculeze <:E + =4+ > ds, daca v : [0,27] — R3 este drumul
. . . t
definit prin y(t) = <t —sint, 1 — cost, 4 cos 2).

22

Sa se calculeze / ds, daca I este curba simpla avand drept

rr2+y2+1
imagine arcul din primul octant al cercului 22 + 4% + 22 =1, 2 = y.
Fie I' curba simpla din R? avand imaginea
IT) = {(z,y,2) e R® | 2> + 42 =1, 2 + 2 = 1}.
Sa se calculeze / |zy| ds.
r

Fie I' curba simpla din R3 avand drept imagine intersectia paraboloidului

z =2 +y? cu planul y — 2z = 0. S& se calculeze / |z(1 — 22)|ds.
r

Sa se calculeze / yds, daca I este curba simpla din R?® avand imaginea
r

I) :={(z,y,2) €R | y,2>0, 2® +9? + 22 =1, 2? +¢* = z}.

Fiea >0, M = {(z,y,2) €R? | 2 = /22 + y2, 22 +y*> —ax =0} si fie
f:R? — R functia definita prin

23y3 o
f(x,y,z>—{ & qack 270

0 daca z=0.

a) Sa se studieze continuitatea lui f.
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31.

5.8

. Sa se calculeze / V1 — 22 dx + zy’dy, dacd ~ [—
¥

5 Integrale curbilinii

b) S& se demonstreze ca restrictia lui f la M este continud pe M.

¢) Sa se calculeze / |f(z,y,2)|ds daca I este curba simpla avand drept
r

imagine multimea M.

1
Pentru fiecare numar natural n consideram drumul ~, : [O, 2} — R",

t2 3 t"
definit prin ~,(t) = <t, 23

Tn, sa se determine lim £(7y;,).
n—oo

>. Daca £(7,) este lungimea lui

Probleme — Integrale curbilinii de al doilea tip

. Fie a > 0si v :[0,27] — R? drumul definit prin

v(t) := (a(t — sint), a(l — cost)).

Sa se calculeze /(Qa —y)dz + xdy.
g
T

, —} — R? este dru-
272

mul definit prin (¢) := (cost, 2sint).

)4

. Sa se calculeze /(x —y)dz — (z+y)dy, dacd v : [0,F] — R? este

.
drumul definit prin y(t) := (e’ cost, e sint).

. Fiind dat drumul ~ : [0,1] — R2, definit prin ~(t) := (arctgt, v/ 1+ t2),

rtgx

1
sa se calculeze / —dz + dy.
gl

Y

. Fie a,b > 0. Sa se calculeze /deJ:‘ + 22dy, daci T este curba simpla

r
2 2
. L o - Yt
avand drept imagine jumatatea superioarad a elipsei — + 2= 1, par-
a
cursa 1n sens orar.

1
. Sa se calculeze / Tta dy, daca I" este curba simpla avand drept ima-
rT a

gine arcul de elipsa

2 2
I<r>={<m,y>eR2 m,yzo,ﬂﬁzl},

a
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10.

11.

12.

parcurs in sens trigonometric.

. Fie a > 0 si punctele A(—a,a), B(a,a). Sa se calculeze

/ [3@(3:2 + y2) — yg} dz + 3zy(2a — y) dy,
r

daca I' este curba simpla avand drept imagine semicercul de diametru
AB, care nu contine originea, parcurs in sens trigonometric.

. S& se calculeze /yda: —zdy + (22 + % + 2?) dz, daci v : [0,7] — R?

v
este drumul definit prin ~y(¢) := (sint — t cost, cost + tsint, 1 + ).

. Sa se calculeze /y2d:n + 2%dy + 22dz, daci ~ : [0, 7] — R? este drumul

.
definit prin

t
~(t) := <C2L(1 + cost), gsint, asin2> , a>0.

Fie drumul 7 : {—%, %} — R?, definit prin v(t) := (e™%, cos 2t, t). Si se

1 221
calculeze /2 dy + yte—2mnz Sxdz.
Tty +z r+y+z

In R3 se considers campul vectorial definit prin

?(:c, Yy, z) = (x? + y)7 + (y* + 2)7 + (2% + 93)%>
si curba simpla I', avand imaginea

IT) :={(2,y,2) €R® | 2?2 +9* =4,z +2=2}.

Sa se determine lucrul mecanic efectuat de campul vectorial ? asupra
unui punct material care se deplaseaza pe o traiectorie avand forma I(I"),
sensul de parcurgere fiind cel orar daca se priveste din origine.

Sa se calculeze / z?dz + 2y dy — yz dz, daci T este curba simpli avand
r
drept imagine partea din primul octant a intersectiei conului de ecuatie

x =1 — /9?2 + 22 cu planele de coordonate. Sensul este anti-orar daca
se priveste de sus.
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13. Fiea > 0 si
Miz{(%yaz)ER?’|$2+y2+z2=a2, :):2+y2=ax, z2>0}.

Curba simpla I', avand imaginea I(I') = M, se numeste curba lui Viviani

(a se vedea figura 5.8.1). Si se calculeze [ y?dz 4 z2dy + x?dz, daci
r
I' este curba lui Viviani, parcursa in sens antiorar daca se priveste din

origine.

Figura 5.8.1: Curba lui Viviani.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

3

Sa se calculeze /(21: cos xy — 2y sin zy)dx — z° sinzxy dy, daca T este

r
curba simpla avand drept imagine arcul de pe cercul cu centrul in origine
si de raza 1, cuprins intre punctele A(1,0) si B(v/2/2,/2/2), parcurs in
sens trigonometric.

Sa se calculeze

/(171) <y3 + 6212 + 1> dz + | 3zy? + 622y + _ dy.
(2,0) vz? 41 )

Sa se calculeze

(171771-/2)
/ 2zzdx + sin zdy + (22 + 22 + y cos 2) dz.
(17071)

Sa se calculeze / (I4 — 622y + y4) dz + 4zy(y* — 2?) dy, dacd v este
drumul de ecuatie y = 2%, z € [1, 2].

Sa se demonstreze cid multimea A := { (z,y) € R? | 22 — 16y? < 1} este
deschisa si stelata si ca f := Pdx + @ dy, unde
1
P(z,y) := x + 322y + 6zy?,

_2x2—|—1_ ~/1—$2+16y2

16
Q(z,y) := 3+ 6:c2y + Y

V11— a2+ 16y%

este o forma diferentiala exacta in A. Sa se calculeze

/P(I’,y) dr + Q(l',y) dy7
y

daca ~y este un drum de clasia C! pe portiuni avand capetele M (@, 0)

si N (—@, %) si imaginea inclusa in A.

Se considers multimea A := { (z,y,2) € R® | 2 < v/22 + 42 }. Se cere:

a) Sa se precizeze (justificand raspunsul) daca A este deschisa, respectiv
stelata, respectiv convexa.

b) Si se dea exemplu de drum -, de clasd C!, avand capetele M (0, —3, 1)
si N(0,3,1) si imaginea inclusa in A.
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20.

21.

22,
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c) Sa se calculeze
f'y (m + .1‘2> dz + (m + y2(z3 + 1)) dy

+ (m +22(y2 + 1)) dz,

unde 7 este un drum de clasa C*, avand capetele M (0, —3,1) si N(0,3,1)
si imaginea inclusa in A.

Fie multimea A = {(x,y,2) € R? | 2% —y? — 22 < 1}. Si se precizeze
(justificand raspunsul) daca A este convexa, respectiv stelata. Sa se dea
exemplu de drum 7 cu imaginea inclusa in A, avand capetele M(1,2,0)
si N(1,—2,0). Sa se calculeze apoi

/(:c + 1)e*dx + 2yzdy + (y* + 1) dz.
.
Sa se calculeze
2 z 2 Y
— d — d
[ (= ) oo (7 ) o

2 . zZ
- (z @ +y2+ z2)3/2) 1

pe un drum ~, de clasia C!, avand capetele M (2,2, —1), N(-2,—2,—1)
si a carui imagine este inclusa in multimea

A=R\ {(2,0,2) |z €R, 2<0}.

Dati un exemplu de astfel de drum. Este multimea A deschisa? Dar
stelata? Dar convexa?

Sa se calculeze

2 2
+z+1
/ yz(z ~ z ) LAICHE T, edCE T < dy
. x4 +1 yvy2 —1

1 1 z—1
1 2ye®™ 8 T _ 95 arcsin - 4+ ——— ez+1> dz,
(y PRRCESIE

daca v este un drum de clasa C! pe portiuni, avand capetele M (1,2, 3),
N(v/3,4/2,1) si a carui imagine este inclusa in multimea

{(xayvz)€R3|y>1a Z>_1}
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Fie forma diferentiald in R? \ {(0,0)}, definita prin

L Yy
f(xay) '__:C2—|—y2dx+a:2—|—y2

dy.

a) Sa se calculeze fv f, daca v : [0,27] — R? este drumul
~(t) := (cost,sint).

b) Sa se determine derivatele partiale de ordinul intéi ale functiei definite
prin F(z,y) := arctg £.

c¢) Contrazic rezultatele de la a) si b) formula lui Leibniz-Newton ?
Sa se calculeze / (e™ 4 2z cosy) dz + (ewy — z%sin y) dy, daca ~ este

.
drumul din R? definit prin v(t) := (cost,sint), t € [0, 27].

Sa se calculeze / (eaC siny — y3) dz + (e” cosy — 1) dy, daca T este curba
r

simpla avand drept imagine cercul 22 +y? = 2z, parcurs in sens trigono-
metric.

Se considerd drumurile v, p : [0,1] — R2, definite prin v(t) := (¢,t) si
respectiv p(t) := (2¢ — 1,¢) si forma diferentiald

f(z,y) =2z (yeg”2 - 1) dz + (er + x) dy.

Sa se determine/fsi/f.
gl P

Sa se determine aria multimii plane din interiorul cardioidei
22+ 9% = 2a (:H— x2+y2), a > 0.

a) cu ajutorul unei integrale duble;

b) cu consecinta formulei lui Green.

Bucla dreapta a lemniscatei lui Bernoulli (a se vedea figura de mai jos)
este curba simpla I', avand imaginea

I(T) = {(z,y) €R® | 220, (2% +¢°)* = a®(2® — )}

Sa se determine aria multimii plane din interiorul buclei drepte a lem-
niscatei, mai intai cu ajutorul unei integrale duble, apoi cu consecinta
formulei lui Green.
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Figura 5.8.2: Lemniscata lui Bernoulli.



Capitolul 6

Integrale de suprafata

6.1 Panze si suprafete

6.1.1 Definitie (k-panze in R"™). Fie n,k € N astfel incat k¥ < n, fie D un
domeniu in R¥ (adici o submultime deschis# si conexa a lui R¥) si fie functia
continuda ® : D — R"™ Daca a1,by,...,a;,br € R, a1 < by,...,a5 < by
si intervalul compact T := [a1,b1] X -+ X [ak, bg] satisface T C D, atunci

restrictia o 1= <I>) se numeste k-pdnza in R™. Multimea
T

I(o) :={o(u1,...,ux) | w1 € [a1,b1], ..., ux € [ag,by]}

se numeste imaginea k-panzei o.

Evident, orice 1-panza este un drum. O 2-panza va fi numita scurt panza,
iar o (n — 1)-panza, cu n > 3 se numeste panzd de hipersuprafatd. In fine, in
cazul cel mai important k = 2, n = 3, orice 2-panza in R? va fi numiti pdanzda
de suprafata.

6.1.2 Observatii. 1° Fie D un domeniu in R?, fie ® : D — R3 o functie
continua si fie o := ®| o panza de suprafata, unde T' := [a1, b1] X [ag, b2] C D.
T

Atunci pentru orice (u,v) € T, functiile
oy : [ag, by] — R3, ou(t) == o(u,t)

si respectiv
oy ¢ a1, b] — R3, oy(t) == o(t,v)

sunt drumuri in R3.

229
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Fie, de exemplu, a > 0, fie ® : R? — R? functia definitd prin
D(p,0) := (asinpcosl,asinpsinb,acos p),

fie T := [0, 7] x [0,27] si fie panza de suprafata o := & . Atunci imaginea

I(0) a panzei o este sfera cu centrul in origine si de raza a. Pentru fiecare
¢ € [0, 7] functia

o, 1 [0,27] = R3, 0,(8) = o(e,0)

este un drum in R3. Imaginea sa I (0p) este un cerc paralel cu planul Ozy
(planul ecuatorial) pe sfera I(o). De asemenea, pentru fiecare 6 € |0, 27]
functia

o9 : [0, 7] — R3, og(p) = o(p,0)

este un drum in R3. Imaginea sa I(0g) este un semicerc meridian pe sfera I (o)
(adica un semicerc ale carui extremitati sunt cei doi poli).

2° Fie D un domeniu in R? si fie f : D — R o functie continui. Atunci si
functia ® : D — R3, definitd prin

O (u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D,

este continua. Fiind dat un dreptunghi 7" C D, restrictia o := ®| este o
T

panza de suprafata. Intrucat
o(u,v) := (u,v, f(u,v)),  (w,v) €T,

se mai spune ca panza o este data in forma explicita, iar z = f(x,y) se numeste
ecuatia explicita a panzer de suprafatd o.
b b

6.1.3 Definitie (clase speciale de panze). Fie D C R? un domeniu si fie
ao0:=

®:D—->R3o0 functie continua. O panza de suprafa ®| , unde T este
T

un dreptunghi inclus in D, se numeste:

a) simpld, daca functia o este injectiv;

b) inchisa, daca pentru orice (u,v) € T, drumurile o, si o, definite in
observatia 6.1.2 (1°) sunt inchise;

c) de clasd C', daci functia ® este de clasia C! pe D;

d) netedd (sau nesingulard), daci ea este de clasi C? si

rang J(®)(u,v) =2 oricare ar fi (u,v) € T.
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6.1.4 Exemplu. Fie ® : R? — R? functia definitd prin
®(u,v) := (rcosu,rsinu,v),
unde r > 0 si fie 0 := ® . Atunci o este o panza de suprafata a carei

[0,27]x[0,1]
imagine este cilindrul circular drept

I(o) = {(x,y,2) €R® | 2* +9° =1, 0< 2 <1},

Cum
—rsinu 0
J(®)(u,v) = rcosu 0 |,
0 1

avem rang J(®)(u,v) = 2 oricare ar fi (u,v) € [0,27] x [0, 1], deci panza de
suprafata o este neteda.

v
D
bl
;2
T

L .
@) e b

1 1

Figura 6.1.1:

6.1.5 Definitie (bordul unei panze de suprafata). Fie D C R? un domeniu,
fie ® : D — R? o functie continua, fie T := [a1, b1] X [ag, ba] un dreptunghi
astfel ca T' C D si fie panza de suprafata o := @‘T. Se constata imediat ca
drumurile o4, si 0y, , respectiv &y, si 7,,, definite in observatia 6.1.2 (1°), sunt
juxtapozabile. De asemenea, drumurile o, Voy, si oy, V0, sunt juxtapozabile,

l1ar
00 = (0ay V 0p,) V (G, V Gy )
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este un drum inchis, numit bordul panzei de suprafata o. Se constata imediat
ca o = oo, unde v € 0T este drumul reprezentativ din definitia 5.5.1,
asociat frontierei orientate pozitiv a lui T' (a se vedea figura 6.1.1). Altfel
spus, bordul lui o este imaginea prin ¢ a frontierei orientate pozitiv a lui T" —
domeniul lui o.

6.1.6 Exemplu (bordul portiunii din sfera unitate situata in primul octant).
Fie ® : R? — R3 functia definitd prin
D(p,0) := (singcosb, sinpsinb, cosp),
fie T := [O, %] X [O, %] si fie o :=® r Atunci o este o panza de suprafata a
carei imagine
I(0) = {(z,y,2) €R® | 2,y,2 > 0, 2” + ¢y + 2* = 1}

este portiunea sferei cu centrul in origine si de raza 1, situata in primul octant.
Avem 0o = (71 V y2) V (33 V J4), unde (a se vedea figura 6.1.2)

Figura 6.1.2:
Y1 (t) :== o(t,0) = (sint, 0, cost), te[0,3],
Yo(t) == 0 (5 ,t) = (cost, sint, 0), te€ [0,3],
v3(t) ;=0 (t, 5) = (0, sint, cost), te€ [0,5],

’74(t) = U(Ovt) = (0’0’ 1)> t e [0, %] .
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Avem

I('Yl) :ABa 1(72) :BC, 1(73) :CAv 1(74) = {A}v
deci I(80) = AB U BC U CA.

6.1.7 Exemplu (bordul portiunii dintr-un cilindru situatd in primul octant).
Fie a,h > 0, fie ® : R? — R3 functia definita prin

®(0,z) := (acosb, asinb, z),

fie T := |0,Z| x [0,h] si fie 0 := ®| . Atunci o este o panza de suprafata a
2 ’ T K

carei imagine
_ 30,2 0,2 _ 2
I(o) ={(z,y,2) eR® | 2" +y" =a", 2,y 20,0 < 2 < h}

este portiunea din cilindrul de ecuatie 22 + y? = a?, situata in primul octant,
intre planele z =0 si z = h. Avem 0o = (71 V y2) V (33 V 74), unde

Figura 6.1.3:
7(t) :==o(t,0) = (acost, asint, 0), te[0,m/2],
Yo (t) := o (w/2,t) = (0, a, t), t €[0,h],
v3(t) :=o(t, h) = (acost, asint, h), te[0,m/2],
v4(t) :== 0(0,t) = (a,0,1), t €10,h].
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6.1.8 Exemplu (bordul unui cilindru). Fie a,h > 0, fie ® : R? — R3 functia
definita prin
®(0,z) := (acosb, asinb, z),
fie T :=[0,27] x [0, h] si fie 0 := & . Atunci o este o panza de suprafata a
carei imagine
I(o) ={(z,y,2) €ER® | 2® +9y* =0a®, 0 < 2 < h}
2

este portiunea din cilindrul de ecuatie 2% + y? = a?, cuprinsa intre planele
z=0silz=~h. Avem do = (71 Vy2) V (73 V J4), unde

Figura 6.1.4:
7 (t) :== o(t,0) = (acost, asint, 0), t € [0,2mx],
Yo (t) :=o(2m,t) = (a, 0, t), t € [0, hl,
v3(t) := o(t, h) = (acost, asint, h), t € 0,27,
74(t) == 0(0,t) = (a,0,1) = 72(t), t€[0,h].

6.1.9 Definitie. Fie D si D domenii din R?, fie ® : D — R3 si $:D—R3
doua functii continue, fie T' si T doua dreptunghiuri in asa fel incat T C D si
T cD si fie panzele de suprafata o := @‘T si respectiv o := &)‘T Se spune
ca o si o sunt echivalente si se noteaza acest fapt prin o ~ o, daca exista un
difeomorfism ¢ : D — D, de clasa C! si cu proprietatea ca

o(T)=T si 5:(704,0‘T.
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In acest caz, matricea Jacobi J(¢) (1, 7) este inversabild oricare ar fi (@, ) € D,
deci avem fie

(1) det J(p)(u,v) >0 pentru orice (u,v) € D,
fie
(2) det J(¢)(@,7) <0 pentru orice (,7) € D.

Daca are loc (1), atunci se spune ca panzele o si ¢ sunt direct echivalente si
se noteaza acest fapt prin o ~ . Daca are loc (2), atunci se spune ca o si ¢
sunt invers echivalente.

Notim cu S := 8?3 multimea tuturor panzelor de suprafati, adicd multi-
mea tuturor 2-panzelor din R3. Se constata ci relatiile binare ~ si a2, definite
mai sus, sunt ambele relatii de echivalanta pe §. O clasa de echivalenta in S in
raport cu relatia ~ se numeste suprafatd, iar o clasa de echivalenta in raport
cu relatia &~ se numeste suprafatd orientatd (in R3). Altfel spus, o suprafati
este o clasa de panze de suprafata echivalente, iar o suprafata orientata este o
clasa de panze de suprafata direct echivalente.

6.1.10 Propozitie. Fie D si D domenii din R, fie ® : D — R? 51 ®:D—
R3 doud functii continue, fie T si T doud dreptunghiuri in asa fel incat T C D
51 TcD si fie panzele de suprafata o = CD’T st respectiv 0 1= ® . Daca
o ~ a, atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Are loc egalitatea (o) = I(o).

2° Daca o este simpla, atunci si o este simpld.

3° Dacd o este de clasd C! (respectiv netedd), atunci $i & este de clasd C*
(respectiv neteda).

Demonstratie. Primele doua afirmatii sunt evidente. Pentru a justifica 3°, fie
¢ : D — D un difeomorfism de clasi C* astfel ca o(T) =T i 6 = oo @ =
Avem _

J(@)(1,0) = J(® 0 ) (w, ) = J(®)(0(@, D)) J () (1, D)
oricare ar fi (,7) € T. Cum rang J(®)(¢(u,v)) = 2 si J(p)(u,v) este in-
versabila, rezulta ca rang J(®)(u,v) = 2, deci o este neteda. O

6.1.11 Definitie. O suprafata ¥ se numeste simpld (respectiv de clasa ct,
respectiv netedd) daca exista o panza de suprafata o € ¥ astfel ca o sa fie
simpla (respectiv de clasd C, respectiv netedi). Daci o € X, atunci multimea
I(0) se numeste imaginea suprafetei ¥ si se noteaza cu I(X).
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6.2 Integrala de primul tip pe o panza de suprafata

6.2.1 Definitie (produsul vectorial in spatiul R3). Fie z := (21,22, 73) si
v := (y1,%2,y3) vectori din R3. Notam

x Xy = (Toys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).

Vectorul z x y € R? se numeste produsul vectorial al lui x cu y. Avem

TxXy = ‘3?2 xs3 el + T3 I ey + Ty X2 es
Y2 Y3 Yys yr Y2
€1 €2 €3
= r1 T2 I3 |,
Yr Y2 Y3

ultimul ,determinant” fiind unul formal, el dezvoltandu-se dupa elementele
primei linii ca si cum ey, ez, e3 ar fi numere.

6.2.2 Definitie. Fie D C R? un domeniu si fie ® : D — R? o functie de clasi
C! pe D,

V (u,v) € D — ®(u,v) := (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) € R>.
Fie apoi T := [a1,b1] X [a2,b2] un dreptunghi inclus in D si fie panza de

suprafata o := ®| . Consideram vectorul
T

€1 €2 €3

_ 00 00 _| g oy 9. |_ (P2 D(zz) D(zy)
T ouT ov | v e B D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v) )’
v Ov Ov

unde s-a folosit notatia

iar % si % se definesc analog.

Se va vedea la cursul de Geometrie diferentiala ca multimea

s,teR}

este un plan, tangent in punctul o(u,v) la I(0). Un calcul simplu arata ca
vectorul N, este perpendicular pe planul P. Din acest motiv, vectorul N, se
numeste normala panzei de suprafata o (a se vedea figura 6.2.1).

0o 0o
P = {a(u,v)—l—sm(u,v)—i-t%(u,v)
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N (w,\r)
L / el (u NS
a\ ]
—l% Cus )
Figura 6.2.1:

6.2.3 Exemplu (masa unei coji neomogene). Fie D C R? un domeniu, fie
® = (z,9,2) : D — R? o functie de clasid C! pe D, fie T = [a1, b1] X [az, bo] un
dreptunghi inclus in D si fie panza de suprafata o = @ - Consideram o coaja
avand forma multimii /(o). Presupunem coaja neomogena, dar cunoscuta
densitatea superficiala f(x,y, z) a acesteia in fiecare punct (x,y,z) € I(0). In
ipoteza ca functia f : I(0) — R este continud, ne propunem sa determinam
masa m a cojii.

Fie n € N, fie Ay := (ug,u1,...,uy) diviziunea echidistanta a lui [a1, b1],
fie Ag := (vo,v1,...,0p) d1V1Zlunea echidistanta a lui [ag, bo] si fie hy := b o
hy = b= a2, Pentru orice 4,7 € {1,...,n} notam Tj; := [uj—1,u;] X [vj_1,v;].

Daca mw reprezintd masa portiunii U(Ej) a cojii, atunci

Aproximam portiunea o(7};) a cojii cu una omogena, avand aceeasi forma si
densitatea egald cu f(o(ui—1,vj-1)). Avem atunci m;; = f(o(ui—1,vj-1)) Sij,
unde S;; este aria portiunii o(7};) a cojii. Drept urmare, avem

(1) m Z Z flo(ui-1,v-1)) Sij-

In cele ce urmeaza, vom determina o aproximare a ariei Sj;. In acest scop,
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pentru simplificarea scrierii, notam cele patru varfuri ale dreptunghiului 7,
in felul urmator:

Py = (ui—1,vj-1), Pri= (ui1 + ha,vj-1),
P2 = (ui,1 + hl, Vj—1 + h2)a P3 = (Uifl, Uj—1 + h2)

N A
u‘:r'wu ::i/"* / ’/‘:Qj_ ‘L .

| v 7 [~
Mi I T - J Qo = ()
. i A
) '/c.» E{
LI ety Ly /
d Y P x
! , u
o] W, w, T
Figura 6.2.2:
Deoarece
o1 do
%11}% 7 (U(Ui—l +h,vi-1) — U(Ui—l,vj—1)> =9, (ui—1,v5-1),

rezulta ca pentru valori mari ale lui n avem aproximarea

Jo not

(2) O'(Pl) ~ O'(Po) + hq % (Po) =: Q1.
Analog, se constata ca pentru valori mari ale lui n avem si aproximarile
do not
(3) O'(Pg) ~ O’(P()) + hg M (Po) =: Q3,
do do not
4 P) =~ o(P, h1 — (P, ho — (Pp) =: Q2.
(4) o(P2) = o(Fo) +hig- (Po) +ha o (Fo) =: Q2

Notand si Qo := o(Fp), se constata imediat ca

Qo+ Q2= Q1+ Qs3,
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deci QpQ1Q2Q3 sunt varfurile unui paralelogram. Din (2), (3) si (4) rezulta
ca putem aproxima aria S;; cu aria paralelogramului Qo(Q1Q2@3, adica

0 0
Sij ~ ||(Q1 — Qo) x (Q3 — Qo)|| = hihe a% (Po) x 87(:; (Po)]| -
Tinand seama ca
0 0
T (o) X 57 (Po) = Ny (Po) = Ny (i1, 1)
si ca hihy = m(Tj;), deducem in final ca
(5) Sij = || No (ui-1, vj-1) | m(Tiy).

Din (1) si (5) obtinem aproximarea
n n
(6) ma Y N flo(ui1,v5-1)) | No(uio1, v51)|| m(Ty).
i=1 j=1
Notam 7 := Ay X Ag, £ = {(ui_l,vj_l) | i, = 1,...,n} si consideram

functia f, : T — R, definita prin f,(u,v) := f(o(u,v)) HNU(U,U)H. Atunci
7 € Part (T), € € P(r) si, in baza relatiei (6), avem

m =~ o(fo,m,§).

Cand n tinde la oo, suma Riemann o(f,, 7, &) tinde catre valoarea integralei
J fT fo(u,v)dudv. In consecinta, valoarea exacta a masei cojii este

(7) m = //T f(o(u,v)) || No(u,v)|| dudo.

In cazul particular al unei coji omogene, avem f(x,y,z) = p oricare ar fi
(x,y,2) € I(0) si formula (7) devine

m:p//THNa(u,v)Hdudv.

Pe de alta parte, avem si m = p S(o), unde S(0) este aria panzei de suprafata
o. Comparand cele doua egalitati se deduce formula

S(o) = / /T 1N (, 0) | dudo.
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6.2.4 Definitie (integrala de primul tip pe o panza de suprafata). Luand ca
punct de plecare formula (7), se poate defini integrala pe o panza de suprafata a
unei functii reale arbitrare, fara ipoteza ca aceasta are semnificatia de densitate
superficiald. Fie D C R? un domeniu, fie ® = (z,y,2) : D — R3 o functie
de clasia C! pe D, fie T un dreptunghi inclus in D si fie pAnza de suprafati
o= @‘T. Fie apoi f : I(6) — R o functie arbitrara. Asociem functiei f si

panzei o functia f, : T — R, definita pentru orice (u,v) € T prin

folu,v) = (f oa)(u,v) HNg(u,v)H = f(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) HNo(u, U)H

Daca functia f, este integrabila Riemann pe 7', atunci se spune ca functia
f este integrabila in raport cu aria pe panza de suprafata o. Numarul real
ffT fo(u,v) dudv se numeste integrala de primul tip a lui f pe panza de supra-
fata o si se noteaza cu

/ fds sau cu / f(z,y,z)dS.
Avem asadar formula de definitie
/af(x,y,z) ds = //Tf(a:(u,v),y(u, v), z(u,v)) HN,,(u,v)Hdudv.
In cazul particular f = 1 obtinem
/dS - /T 1N, (4, ) | dudw = S(o),

adica aria panzei de suprafata o se exprima cu ajutorul unei integrale de
primul tip pe acea panza de suprafata.

Notand
Ay (u,0) = Alu,v) = ggz i; (u,0),
By (u,v) = Blu,v) = ggzi; (u,0),
Co(ut,v) = Clu,v) = ggig; (u,0),

| No (u,v) || = VA2(u,v) + B2(u,v) + C2(u, ).
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Pentru calculul normei HNo(u,v)H se pot folosi si coeficientii lui Gauss ai
panzei de suprafata o:

Ey;(u,v) = E(u,v):HgZ(u,v) i
= (Z) o+ (2) wor (Z) wo
0o 2

Golu,v) = Glu,v) = ‘

_ (gi)z(u,v) + <gZ)Q (u, v) + (gi>2 (u,v),
Fy(u,v) — F(u,v)—<gZ(u,v),gZ(u,v)>
<3x or oy dy 0 az>(u’v)_

ou Ov 8u'8v+%‘3v

Cu ajutorul coeficientilor lui Gauss, ||N,(u, U)H se exprima sub forma

| No (u,v)|| = VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v).

6.2.5 Teorema (independenta de parametrizare a integralelor de primul tip
pe o panzd de suprafatd). Fie D si D domenii din R?, fie ® : D — R3 si
® : D — R? doud functii de clasd C*, fie T si T doud dreptunghiuri in asa

fel incat T' C D si T cD si fie panzele de suprafata o := @ . 51 respectiv

0= <I>‘ _. Daca o ~ o, atunci pentru orice functie continud f : I(c) — R are
T

loc egalitatea [ fdS = [; fdS. In particular, avem S(o) = S(7).

Demonstratie. Fara demonstratie. O

6.2.6 Definitie (integrala de primul tip pe o suprafata). Teorema precedenta
ne permite sa definim integrala de primul tip a unei functii pe o suprafata %,
de clasa C!. Fie f : I(X) — R o functie continua si fie ¢ € ¥. Numarul real
fa f dS se numeste integrala de primul tip a lui f pe suprafata ¥ si se noteaza

cu fzde.
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6.3 Forme diferentiale de gradul doi

6.3.1 Definitie (aplicatii alternate). Notam cu L2(R™,R) spatiul liniar al
aplicatiilor biliniare ¢ : R™ x R™ — R. Inzestrat cu norma definita prin

0] := max {|p(x, y)| | 2,y € RY, |[z]| = [lyl| =1}, ¢ € L2(R",R),

Ly(R™ R) devine un spatiu normat. Fie apoi A2(R™, R) multimea tuturor
aplicatiilor biliniare ¢ : R” x R® — R, care, in plus, au proprietatea

o(y,x) = —¢(x,y) oricare ar fi z,y € R™.

Se constata imediat cad A2(R™,R) este un subspatiu liniar al lui Lo(R™, R).
Elementele lui A3(R"”,R) se numesc aplicatii alternate pe R™. Evident, daca
¢ € A2(R™ R), atunci

¢(z,x) =0 oricare ar fi x € R".

6.3.2 Exemplu. Fie ¢, : R" — R doua aplicatii liniare. Se constata imediat
ca aplicatia ¢ A9 : R" x R" — R, definita prin

(0 A ) (1,0) = p(wb(v) — (v)ih(u) = ‘ zgzg m

9

este alternata. In particular, proiectiile canonice dz; ale lui R" in R sunt
aplicatii liniare, deci dz; A dzj € A2(R™,R), unde

Ui Ui

, u,veR™
uj vy

(dzj A dzxj)(u, v) == uiv; —viuj; =

Evident, avem dz; A dz; = 0 si doj A de; = —(da; A day).

6.3.3 Definitie (forme diferentiale de gradul doi). Fie A o submultime des-
chisa a lui R™. Se numeste forma diferentiala de gradul doi in A orice functie
continua f: A — A3(R™,R). Pentru orice i,j € {1,...,n} consideram functia
fij + A — R, definita prin

fij(@) :== f(2)(eirej),  x €A

Deoarece pentru orice x,y € A avem

|fii(2) = Fis W) = [(F (@) = FW) (es )| < If (@) = F W)l Laren vy

si f este continua, rezulta imediat ca toate functiile f;; sunt continue pe A.
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Fie x € A sifie u := (u1,...,up) € R" si v := (v1,...,v,) € R" arbitrar
alese. Avem

f@)(u,v) = f(z) Zuiei,zvjej :Zzuivjf(x)(ehej)
i=1 j=1

i=1 j=1

= Z (uiUJ U U; fzy Z fU d:EZ/\dx])(u 1))

1<i<j<n 1<i<j<n

Renuntand la a mai mentiona argumentul (u,v), putem scrie

(1) Z fij(x)dz; A dx;j.

1<i<j<n

Asadar, orice forma diferentiala de gradul doi f in A este de forma (1), cu
fij - A — R functii continue.

In cazul particular n = 3, o forma diferentiala de gradul doi f intr-o
multime deschisa A C R3 este de forma

f(:ﬂ,y,Z) = f12(337y72)d37/\dy+f13($7y73)dx/\d2+f23(w7yaz)dy/\dz
- fl(xay7 Z) dy Ndz + f2(37;y7 Z) dz Adz + f3(xay7 Z) dz /\dyv

unde f1 = fo3, fo = —fi3 si f3 = f12. Vom scrie scurt

f=hdyAndz+ fodz Adx + fydz Ady.

6.4 Integrala unei forme diferentiale de gradul doi
pe o panza de suprafata (integrala de al doilea
tip pe o panza de suprafata)

6.4.1 Definitie (integrala unei forme diferentiale de gradul doi pe o panza de

suprafatd). Fie A o submultime deschisi a lui R?, fie D C R? un domeniu si
fie ® : D — A o functie de clasia C! pe D,

V (u,v) € D — ®(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) € A.

Fie apoi T := [a1, b1] X [ag, b2] un dreptunghi inclus in D, fie panza de suprafata
c:=9o . si fie f:= fidy Adz + fadz Adz + fzdz A dy o forma diferentiala
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de gradul doi in A. Asociem formei f si panzei o functia f, : T' — R, definita
pentru orice (u,v) € T prin

folus) = filoluo) 50 (00) + olo(w ) Do (o)
D(z,y)

+f3(o(u,v)) m (u,v).

Atunci functia f, este continua, deci integrabila Riemann pe 7. Numarul real
| fT fo(u,v)dudv se numeste integrala formei diferentiale de gradul doi f pe
panza de suprafata o si se noteaza cu fa f, sau cu

/fldy/\dz+f2dz/\dx+f3d:c/\dy,

sau cu
/fl(xvy’ Z) dy/\dZ + fZ(xvy, Z) dz Adz + f3($,y, Z) dz /\dy

Identificind forma diferentiald f cu functia f := (f1, fo, f3) : A — R3, are loc
egalitatea

fo(u,v) = ((f o 0)(u,v), Ny(u,v)) oricare ar fi (u,v) € T.

Avem asadar formula de definitie

/Uf_//T<(foa)(u,v), Ny (u,v)) dudv.

Consideram vectorul n,, definit prin

—L N, dacid N, #£0
N =< Nl
0 daca N, = 0.

Avem atunci

/Uf://T<(foU)(u,v)7ng(u,v)> 1N, ()| dud.

Datorita acestei formule, prin analogie cu definitia integralei de primul tip pe
o panza de suprafata, pentru integrala fa f se foloseste uneori notatia

[ 1= [t nas.

Aceasta notatie nu este riguroasa deoarece functia f este definita pe multimea
A CR3, pe cand n, este definitd pe multimea 7' C D C R2.
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6.4.2 Observatie. In unele carti, integrala de al doilea tip pe o panza de
suprafata se introduce nu cu ajutorul formelor diferentiale de gradul doi, ci
cu ajutorul campurilor vectoriale. Fie A o submultime deschisi a lui R?, fie
D C R? un domeniu si fie ® : D — A o functie de clasd C! pe D,

Y (u,0) € D — B(u,v) = (0(u,v), y(u,v), 2(u,v)) € A.
Fie apoi T := [a1, b1] X [ag, b2] un dreptunghi inclus in D, fie panza de suprafata
0= (ID‘T si fie F' : A — R3 un cAmp vectorial
- Lo
F=(fifofs)=hi +57 +f5F

Integrala campului ? pe panza de suprafata o (numita si fluzul campului

vectorial ? prin pdnza de suprafatd o) se noteaza cu / ? . d? si se defineste
g

/{T?-d?://T<(?oa)(u,v), No(u,v) ) dudv.

6.4.3 Teorema (independenta de parametrizare a integralelor de al doilea tip
pe o panza de suprafati). Fie A o submultime deschisd a lui R® si f o formd
diferentiala de gradul doi in A. Fie apoi D si D doud domenii din R?, fie & :
D — A si ®: D — A doud functii de clasa C*, fie T' si T doud dreptunghiuri
in asa fel incat T C D si T C D si fie panzele de suprafata o = @‘T 51

prin

respectiv o 1= (AI;‘T Dacd o = &, atunci are loc egalitatea [ f = [- f.

Demonstratie. Fie ¢ : D — D un difeomorfism de clasi C! astfel ca o(T) = T,
g=o00 @‘T si det J()(@,7) > 0 pentru orice (,7) € D. Aplicand teorema

de schimbare a variabilelor in integrala dubla (teorema 3.7.1), avem

/5f N //vfg(m)dﬁdg://f(fow)(ﬁﬁ) det J(¢) (3, ) dudv

T

_ //M) fg(u,v)dudv://ng(u,v)dudv:/gf.

6.4.4 Definitie (integrala de al doilea tip pe o suprafatd). Teorema prece-
denta ne permite sa definim integrala unei forme diferentiale de gradul doi pe
o suprafatd orientatd de clasi C'. Fie A C R3 o multime deschisa, fie f o

O
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forma diferentiald de gradul doi in A si fie ¥ o suprafati orientata de clasi C!
cu I(X) C A. Daca o este o panza de suprafata in asa fel incat o € 3, atunci
numarul real fa f se numeste integrala formei diferentiale f pe suprafata ¥ si
se noteaza cu [, f.

6.5 Formula lui Stokes

Scopul acestei sectiuni este stabilirea unei formule care leaga o integrala cur-
bilinie de o integrald de suprafati. Fie A o submultime deschisi a lui R3 si fie
fi, f2, f3 : A — R functii de clasia C! pe A. Fie apoi D un domeniu din R? si
fie ® := (z,y,2) : D — A o functie cu proprietatea ca functiile x, y si z sunt
de doua ori derivabile partial pe D si toate derivatele lor partiale de ordinul
doi sunt continue pe D. Fie T := [a1,b1] X [ag, b2] un dreptunghi inclus in D

si fie panza de suprafata o := ®

6.5.1 Teorema (G. G. Stokes). In conditiile de mai sus are loc egalitatea

(1) g fidz + fody + f3dz
_ [ (2 _0f oh _ 9k
_/J<8y 8z)dy/\dz+<3z o dz Ndz
f2  Ofi
+<8az - ay)dav/\dy.
Demonstratie. Este suficient sa dovedim ca
_ [ Of df1
(2) . fide = /U 9, dz Adx dy dz A dy,

deoarece (2), impreuna cu celelalte doua egalitati similare, implica (1). Tinand
seama ci 0o := (0a, V 03,) V (03, V 04, ) (a se vedea definitia 6.1.5 a bordului
unei panze de suprafatd), avem

fldle—l—i-IQ,
do

I ::/ fldx—/ fide, I ;:/ fldw—/ Jrdz.
oby Oaq Oag Tby

unde
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In baza observatiei 6.1.2 (1°), drumurile oy, , 0y, : [a2,b2] — A sunt date de

0, (t) = o(a1,t) = (x(a1,t), y(a1,t), z(a1,t))

si respectiv
Ob,y (t) - J(bla t) = (x<b17 t)? y(b17 t)? Z(bl, t))

Drept urmare, avem

b2 x v
no= [ a2 eena— [ peten) 2 e a

ag a2 a

_ /lj (/f a% <f1(a(u,t)) % (u,t)> du> dt.

Aplicand teorema lui Fubini, obtinem

I = //Taau (fl(a(u,v))gi(u,vo dudv.

Analog se arata ca
0 ox
_ //T 50 <f1(a(u,v)) u (u,v)) dudw,

[ e - //T [aau ((ﬁ 0 o) gj) . <(floo) gm dudo.

Dar, efectuand calculele, gasim

a((fl )‘3”5) ((f1 )aD
=
o) 21 (%o

(flOU) s
[(

~(5 o) (@
) ot

o \ou (05 0] 0
o
oy ov 0z v | du
(%

deci

Ay
aua fio
oh @
0 ov

O 0: ox\ _(Oh (0w 0y 0z 0y

ov  Ov du oy 7)\bu a0 v ou
I‘ afloo_ D(.’E,y)

dy D(u,v)

D(u
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Drept urmare, avem

fide = //T on (o(u,v)) D(z z) (u,v) dudv

do 0z D(’U,, U)
([ 9h D(z,y)
//T a9y (o(u,v)) D, v) (u,v) dudv
[0h . O
= | % dz Adx By dx A dy

si egalitatea (2) este demonstrata. O

6.5.2 Observatie. In ipotezele si cu notatiile de la inceputul acestei sectiuni,

consideram campul vectorial ? c A — R3,
= . T
F = (fi,fo, f3)=fii +faj + f3k.

Rotorul lui ? este un nou camp vectorial rot ? : A — R3, definit cu ajutorul
”determinantului formal”

- o
i j k
rot?: ﬁ 2 ﬁ
or Oy Oz
i 2 fs
AT ST TAT
S \dy 0z 92 oz )’ oxr Oy '

Cu ajutorul rotorului, formula (1) a lui Stokes poate fi rescrisa sub forma

/%?d?:/Jrot?-d?.

6.6 Formula lui Gauss-Ostrogradski

6.6.1 Definitie (bordul unei k-panze in R™). In scopul de a defini bordul unei
k-panze in R™ cu k < n arbitrare, vom utiliza pentru bordul

90 = (0ay V 0b,) V (G, V Fay)
al panzei de suprafata o din definitia 6.1.5 notatia

00 = 04y + Oy, — Op, — Oq, = 020 + 011 — 021 — 010,
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unde
020(t) = 0ay(t) = 0(t; a2),  o11(t) = 00, () = 0 (b1, 1),
Ugl(t) = 0'52(t) = O'(t, bg), Ulo(t) =0y (t) = a(al,t).
Fie m € N si fie 01,..., 0y, niste k-panze in R". O suma formala de tipul
Ai=cio1+ 4 Cnom,
unde ¢y, ..., ¢y € Z se numeste k-lant in R™. Subliniem ca suma din definitia

lui A este una formala si nu reprezinta formula de definitie a unei functii
deoarece k-panzele o; pot avea domenii de definitie diferite.
Fie D un domeniu in R¥, fie ® : D — R™ o functie continua, fie

T := [al,bl] X o+ X [ak,bk]

un hiperparalelipiped inclus in D si fie k-panza o := ® . Consideram (k—1)-

lantul
ko1

Oo = Z Z(—l)iﬂdij,

i=1 j=0
unde oy : T; — R", cu
T; :=[a1,b1] x -+ X [aj—1,bi—1] X [@j1,bip1] X -+ X [ag, by,
este (k — 1)-panza definita prin
Uij(ula sy Ug—1, Ui 15 - - - ,Uk;) = U(ulv ey Ujg—1, Uiy Uit 1y - - - ,Uk),

iar

o 4G daca j =0

Y by dacd j = 1.

Acest (k — 1)-lant 0o se numeste bordul k-panzei o.

6.6.2 Exemplu (bordul unei 3-panze in R3). Fie D un domeniu din R3,
fie ® : D — R? o functie continud, fie T := [a1,b1] X [az,ba] X [as,bs] un
paralelipiped inclus in D si fie 3-panza in R? definita prin o := ® . Atunci

bordul lui o este 2-lantul

0o = 011 + 020 + 031 — 010 — 021 — 030,

unde
0'11(2}, U}) = U(blvv,w)a UlO(”aw) = O'(Cll,U,U)), (v’ U}) € [a27 bQ] X [a37 b3]a
021(u7 ’UJ) = U(“: b27 U)), 0_20(“'7 w) = O—(ua az, w): (u7 ’UJ) € [ala bl] X [a37 b3]7

o31(u,v) == o(u,v,b3), o30(u,v):=o(u,v,a3), (u,v) € [ay,b1] X |ag, ba].
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6.6.3 Exemplu (bordul unui paralelipiped in R?). In exemplul 6.6.2 s con-
sideram cazul particular cAnd ® : R® — R3 este functia identica

®(u,v,w) := (u,v,w) oricare ar fi (u,v,w) € R3,

iar T := [a1, b1] X [ag, ba] X [ag, b3]. In acest caz imaginea 3-panzei o := ® . este

I(0) =T, iar bordul lui o este 2-lantul 0o = 011 + 020 + 031 — 010 — 021 — T30,
unde

o11(v,w) == (b1,v,w), o1p(v,w) = (a1,v,w), (v,w) € [az,bs] X [as,bs],
o91(u, w) := (u, b, w), o90(u,w) = (u,az,w), (u,w) € lai,bi] X [as,bs],
o31(u,v) := (u,v,b3), o30(u,v) = (u,v,a3), (u,v) € [a1,bi] X [az,ba].

6.6.4 Exemplu (bordul unei bile in R3). In exemplul 6.6.2 si considerim
cazul particular cand functia & : R3 — R3 este definiti prin

®(p,¢,0) := (psingcosb, psinpsind, pcosp),

iar T := [0,a] x [0, 7] x [0,27], cu a > O fixat. In acest caz bordul 3-panzei

o= q)‘ este 2-lantul o = 011 + 020 + 031 — 0190 — 021 — 030, unde
T

o11(p,0) == o(a,p,0) = (asinpcosh, asinpsinb, acosy),
0'10(9070) —O’(O,(p,e) (07 ) )7

0'21(P,0) —O'(p,ﬂ',G) (Ov ) p)7

U20(P7 9) :U(p,() ): (07 )

as1(p, ) = o(p,,2m) = (psmso, 0, pcos ),

a30(p, ) = a(p,,0) = (psing, 0, pcosp).

Imaginea lui o este bila
I(0) = {(z,y,2) € R} | 2? + %> + 22 < a?}
cu centrul in origine si raza a. Asa cum se constata imediat, avem
I(o11) U I(0o10) UI(091) UI(090) U I(031)UI(030) #bdI(0)=1I(011),

adica reuniunea imaginilor panzelor de suprafata care definesc bordul lui o
nu coincide cu frontiera topologica a imaginii lui o. Cu toate acestea, daca f
este o form3 diferentiald de gradul doi in R3, atunci avem (a se vedea definitia

6.6.5) [, f = fou f, deoarece fom f= f021 f= fazo f=0.
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6.6.5 Definitie (integrala unei forme diferentiale de gradul doi pe un 2-lant in
R?). Fie A o submultime deschisa a lui R3, fie 01, ..., 0, panze de suprafata
de clasi C! avand toate imaginea inclusi in A si fie 2-lantul

Ai=c101+ -+ CmOm,

cuci,...,cm € Z. Daca f este o forma diferentiala de gradul doi in A, atunci
numarul real Y7 ¢; [ f se numeste integrala lui f pe lantul A si se noteaza

cu [ f.

Vom stabili in continuare o formula care leaga o integrala de suprafata
de al doilea tip de o integrala tripla. Fie A C R3 o multime deschisa, fie
fi, f2, f3 : A — R functii de clasd C' pe A si fie forma diferentiald de gradul
doi, definita prin f := fidy Adz + fadz Adx + fsdx A dy. Fie apoi D un
domeniu in R? si fie ® := (x,y,2) : D — A o functie cu proprietatea ca
functiile x, y si z sunt de doua ori derivabile partial pe D si toate derivatele
lor partiale de ordinul doi sunt continue pe D. Fie

T := [a1,b1] x [ag, b2] X [a3, b3]

un paralelipiped inclus in D si fie 3-panza o := ® -
6.6.6 Teorema (formula lui Gauss-Ostrogradski). In conditiile de mai sus
presupunem, in plus, ca

det J(o)(u,v,w) >0 oricare ar fi (u,v,w) € T.

Atunci are loc egalitatea

(1) /U f= ///I(U) div f dzdydz,

unde

Oft  O0fs Ofs

9z oy oz

Demonstratie. Este suficient sa dovedim ca

(2) fidyndz = /// oh dxdydz,
oo (o) O

deoarece (2), impreuna cu celelalte doua egalitati similare, implica (1). Bordul
Jo al 3-panzei o este 2-lantul

div f :=

0o =011 — 010 + 020 — 021 + 031 — 030,
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unde 019,011,020, 021, 030,031 sunt panzele de suprafata din exemplul 6.6.2.
Tinand seama de acest fapt, avem

fldy/\dzzll+12—|—lg,
do

unde

L = / fldy/\dz—/ fidy Adz,
011 Jg10

I, = / fldy/\dz—/ fidy Adz,
g20 021

I3 = / fldy/\dz—/ fidy Adz.
031 g30

In baza definitiei integralei unei forme diferentiale de gradul doi pe o panza
de suprafata avem

ba b3 2
L o= / | [fl(a(bl,v,w))g((g’w)) (br, v, w)

—fi(o(ay,v, w))m (a1,v, w)} dvdw

_ /f ; Uabl a% <f1(a(u,v,w))g((g:5])) (u,v,w)> du} dvdw.

24 a3 1

Aplicand teorema lui Fubini, obtinem

(3) I = ///T a% <f1(o(u,v,w))g((g:;)) (u,v,w)) dudvduw.

Analog se arata ca

(4) I, = —///T (981) <f1(a(u,v,w))g((5:ju)) (u,v,w)) dudvdw

si

3

G) L= ///T 8‘1 (fl(a(u,v,w))ggz: i; (u,v,w)> duduvduw.

Dar, efectuand calculele, gasim
0 D(y, 2) 9] D(y, z)
i (e )~ (o0 )
9 D(ya Z) _ afl
+8Tu <(f1 00) D(u,v)> = (89: oa> det J(o).




6.6 Formula Iui Gauss-Ostrogradski 253
Combinand aceasta egalitate cu (3), (4) si (5) deducem ca

fidyndz = L +1+ 13
/// (9f1 (u,v,w))det J(o)(u,v, w)dudvdw.

Aplicand acum formula de schimbare a variabilelor in integrala tripla, obtinem

fldy/\dz—/// (9f1 (z,y, z) dedydz
do o(T) Ox

si egalitatea (2) este demonstrata. O

do

6.6.7 Observatie (formulele lui Green). Cu notatia Q := I(o), formula (1)
a lui Gauss-Ostrogradski este scrisa uneori sub forma

(6) ///Qdivfd:cdydz:/(mf: 8Q<f,n>d5

unde 0f2 noteaza frontiera topologica a multimii {2, iar n versorul normalei
lui 0Q2. Mentionam ca egalitatea (6) necesita o justificare aparte, ea nefiind o
consecinta a teoremei 6.6.6. Intr-adevar, asa cum s-a vazut in exemplul 6.6.4,
reuniunea imaginilor panzelor de suprafata care definesc bordul lui o poate sa
nu coincida cu 0f).

In ipotezele din preambulul teoremei 6.6.6, fie U,V : A — R doua functii
de doua ori derivabile partial pe A, cu toate derivatele partiale de ordinul doi
continue pe A. Notam

0*U  0*°U  0°U

AU :=
v Ox? + Oy? + 022

laplacianul lui U si

oU
on

derivata functiei U dupa directia n. Tindnd seama ca

=U'(-;n)

U'(-sn) = dU()(n) = (VU("), n),

putem scrie
oU
™ = (VU, n).

- oV
Analog se definesc AV si 5.
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Alegem acum in formula (6) a lui Gauss-Ostrogradski

ov ov ov
f=U—dyAdz4+U —dzAde+U —dx Ady.
Ox oy 0z

Atunci avem (f,n) = U (VV, n) = U% $1

3

. 0 oV 0 oV 0 oV
divf = 83:<U831:)+83/<U311>+3<U3z)
o [ o v ey v av oy
oxr Ox ox2 Oy Oy oy2 0z 0Oz 022
= UAV +(VU, VV).

Formula (6) devine

///UAVda:dydz—i—/// (VU, VV) dxdydz-/ Ua—VdS
o0 on

Schimband in egalitatea (7) rolurile functiilor U si V, obtinem

/ / / V AU dadydz + / / VU, V) dadydz = [ v as.
Q Q a0 on

Scazand membru cu membru relatiile (7) si (8), gasim

(9) ///Q(UAV—VAU)dxdydz—/m(U?g—Vgi)dS.

Egalitatile (7), (8) si (9) sunt cunoscute in literatura matematica drept for-

mulele lui Green si ele joaca un rol important in teoria clasica a ecuatiilor cu

derivate partiale.

6.7 Probleme — Integrale de suprafata de primul tip
1. Fie a,c > 0, fie ® : R? — R3 functia definita prin

®(u,v) := (ucosv, usinv, cv)

si fie panza de suprafata o := @ (a se vedea figura 6.7.1). Sa
[0,a] x[0,27]

se determine aria panzei o.
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Figura 6.7.1: Graficul panzei @}

din problema 1, pentru ¢ = 0.5.
[0,3] x[0,4]

2. Fie R,r > 0, fie ® : R? — R3 functia definita prin

®(u,v) := ((R+ rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv)

si fie panza de suprafata o :
H I

se determine aria panzei o.

C

= (a se vedea figura 6.7.2). Sa

[0,27] x[0,27]

Fie H := {(z,y,2) | 22 +y?> + 22 = 1, z > 0} semisfera unitate, fie
{(2,9,0) | 22 + y* = 1} cercul unitate si fie P un pentagon
regulat inscris in C. Sa se determine aria portiunii lui H situate deasupra

regiunii plane din interiorul lui P. R&aspunsul va fi exprimat sub forma
Asina + Bceosf, cu A, B, a, § numere reale.

in interiorul lui B, este ind

O sfera S C R? intersecteazd o alta sferd B de raza 1.
contine centrul lui B. Sa se demonstreze ca aria portiunii lui S, situate

Concursul William Lowell Putnam 1998

ependenta de raza lui S.

J. Mycielski, Math. Mag. [1998, 143]

In plus, S
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Figura 6.7.2: Graficul panzei din problema 2, pentru r =2 si R = 4.

5. Sa se calculeze / (xy + yz + zx)dS, daca ¥ este suprafata avand drept
b

imagine portiunea din conul de ecuatie z = /a2 + y?, situatd in inte-
riorul cilindrului 22 + y? — 2az = 0, cu a > 0.

6. Fie ® : R? — R? functia definita prin

®(u,v) == ((1+ cos®u) cosv, (1 + cos®u) sinv, sin®u)

si fie panza de suprafatd o := @‘ (a se vedea figura 6.7.3). Sa
[0,7/2]x[0,27]

se calculeze / y?ds.
g

! din
705 /««(“{{{{{{{{i\\\\\
) \\\\\\ \\ .
A\

Figura 6.7.3: Graficul panzei din problema 6.
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10.

11.

6.8

. Sa se calculeze (51:2 + y2) dS, daca ¥ este suprafata avand drept ima-

gine sfera cu centrul in origine si de raza a > 0.

. S& se calculeze / (2% 4y + 2)dS, dacd X este suprafata avand drept

imagine sfera cu centrul in origine si de raza 1.

. Fie a,b,c > 0, iar ¥ suprafata avand imaginea

2 2 2
,y,2 > 0, iU+y+’22=1}.
C

1(%) = { (z,y,2) € R? 2t

Sa se calculeze

1

/E(x2+y2+z2)3/2\/§i+‘zi+ii

Sa se calculeze / ryzdS, daca ¥ este suprafata avand drept imagine

ds.

pX
portiunea din paraboloidul z = 22 + 32, situatid in primul octant si in
interiorul cilindrului 22 + 32 = 1.

Sa se demonstreze ca atractia gravitationald exercitata de o coaja subtire
omogena sferica asupra unui punct material exterior este aceeasi ca si
cand materialul cojii ar fi concentrat in centrul sferei.

Concursul William Lowell Putnam 1938

Probleme — Integrale de suprafata de al doilea
tip

. Fie R,7 > 0, fie ® : R? — R3 functia definitd prin

®(u,v) := ((R+ rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv)

si fie panza de suprafata o := @ (a se vedea figura 6.7.2). Sa
[0,27] x[0,27]

se calculeze /xdy/\dz+ydz/\dm+zdx/\dy.
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. Fie campul vectorial 8(az,y) = <

6 Integrale de suprafata

. Fie functia ® : R? — R3, definitd prin

D(p,0) = (singpcos 0, sin psin 6, cos <p)

si fie panza de suprafata o := @ . Sa se calculeze direct si cu

’ [0,7/2]%[0,27]

ajutorul formulei lui Stokes —ydz 4+ zdy + 2dz.
do

y x
22 +4y? 22 4 4y?’
(justificAnd raspunsul) daca existd un camp vectorial

0> . Stabiliti

Flo,y,2) = (M(2,9,2), Ni@,y,2), Pla,y,2),
cu urmatoarele proprietati:
(i) functiile M, N si P sunt de clasia C' pe R\ {(0,0,0)};
(ii) rot ?(x, y,z) = T oricare ar fi (r,y,2) € R*\ {(0,0,0)};
(iii) ?(az,y, 0) = 8(x,y) oricare ar fi (z,y) € R?\ {(0,0)}.
Concursul William Lowell Putnam, 1987, problema A5

. Sa se calculeze / rdy Adz +y*dz Adz — 2yzde A dy, dacd X este fata

b
exterioard a semisferei 22 + 4% + 22 =1, 2 > 0.

. Sa se calculeze / rdy Ndz +ydz Adz + zdz A dy, daca X este fata

by
interioara a sferei cu centrul in origine si de raza a > 0.

. Sa se calculeze / —y?dy Adz + zydz Adz + (y + z)dz A dy, daci X

b
este acea fata a triunghiului definit prin z,y,2z > 0, 22 + 2y + z = 6,
avand componenta pe axa Ox a normalei pozitiva.

Sa se calculeze

/ (a:z2+ey2> dy Adz + zsinzdz A dz + (y* + yz) dz A dy,
b

daci ¥ este fata exterioard a elipsoidului 22 + y? + % =1.

. Sa se calculeze / 22dy Adz +y?dz Adz + 22 dz A dy, dacd X este fata

b
exterioara a paraboloidului de ecuatie z = x4+ 9y, 2 < h, unde h > 0

este dat.



6.8 Probleme — Integrale de suprafata de al doilea tip 259
9. Fie functia ® : R? — R3, definitd prin
D(p,p,0) := (p sin ¢ cos 6, psin e sinf, p cos cp)

si fie 3-panza in R3 definita prin o := ® . Sa se calculeze
[0,1]x[0,7] % [0,27]
direct si cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski

/ xdy ANdz + zdz Adx 4+ xdx A dy.
do
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