Cuprins

21. Elemente de analiză Fourier şi wavelet 1 21.1. Semnale periodice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 21.2. Aproximarea în spaţiul L^2_P(0,a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 21.3. Aproximarea în spaţiul L^1_P(0,a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 21.4. Transformata Fourier a funcţiilor integrabile . . . . . . . . . . . . 14 21.5. Funcţii cu descreştere rapidă. Spaţiul S (R) . . . . . . . . . . . . . 24 21.6. Transformata Fourier în L^2(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 21.6.1. Asupra noţiunii de semnal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 21.6.2. Transformata Fourier cu fereastră glisantă . . . . . . . . . 33 21.7. Transformata Fourier discretă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 21.7.1. Analiză Fourier pe spaţiul C(U_N ) . . . . . . . . . . . . . . 44 21.8. Filtre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 21.9. Noţiunea de wavelets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 21.9.1. Sistemul Haar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 21.10.Analiză de rezoluţie multiplă pe L^2(R) . . . . . . . . . . . . . . . 65 21.10.1. Utilizarea funcţiilor B-spline în construirea unei MRA . . . 76 21.11.Transformări wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 21.11.1. Determinarea funcţiilor G şi ψ . . . . . . . . . . . . . . . 83 21.11.2. Descompunere şi reconstrucţie wavelet . . . . . . . . . . . 85 21.11.3. Transformare wavelet rapidă în caz discret . . . . . . . . . 89 21.11.4. Transformarea wavelet integrală . . . . . . . . . . . . . . . 94 21.11.5. Variante de transformări wavelet integrale . . . . . . . . . 102

22. Elemente de algebră liniară şi analiză matriceală 105 22.1. Noţiuni de bază . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 22.2. Valori şi vectori proprii. Proprietăţi . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 22.3. Forme canonice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 22.4. Norme vectoriale şi norme matriceale . . . . . . . . . . . . . . . . 120 22.5. Valori singulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 iii

22.6. Şiruri de vectori şi matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 22.7. Complemente de teoria erorilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 22.7.1. Notaţii asimptotice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 22.7.2. Condiţionare şi precizie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 22.7.3. Stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 22.7.4. Analiza regresivă a erorilor . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 22.8. Proiectori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 22.8.1. Proiectori complementari . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 22.8.2. Proiectori ortogonali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 22.8.3. Proiecţia cu o bază ortonormală . . . . . . . . . . . . . . . 143 22.8.4. Proiectori cu o bază arbitrară . . . . . . . . . . . . . . . . 144 22.9. Factorizarea QR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 22.9.1. Factorizare QR redusă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 22.9.2. Factorizarea QR completă . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 22.9.3. Ortogonalizarea Gram-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . 147 22.9.4. Existenţa şi unicitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 22.10.Algoritmul Gram-Schmidt modificat . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 22.10.1. Complexitatea algoritmilor Gram-Schmidt . . . . . . . . . 150 22.10.2. Algoritmul Gram-Schmidt privit ca ortogonalizare triunghiulară . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

23. Sisteme de ecuaţii liniare 153 23.1. Condiţionarea unui sistem liniar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 23.2. Sisteme triunghiulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 23.3. Metoda eliminării a lui Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 23.3.1. Factorizarea LU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 23.3.2. Instabilitatea eliminării gaussiene fără pivot . . . . . . . . 162 23.3.3. Pivotare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 23.3.4. Stabilitatea eliminării gaussiene . . . . . . . . . . . . . . . 166 23.4. Triunghiularizare Householder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 23.4.1. Triunghiularizare prin introducerea de zerouri . . . . . . . 174 23.4.2. Reflectori Householder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 23.4.3. Cel mai bun dintre cei doi reflectori . . . . . . . . . . . . . 176 23.4.4. Algoritmul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 23.4.5. Rezolvarea sistemului Ax = b prin factorizare QR . . . . . 177 23.4.6. Aplicarea sau construirea lui Q . . . . . . . . . . . . . . . 178 23.4.7. Complexitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 23.4.8. Stabilitatea triunghiularizării Householder . . . . . . . . . 179 23.5. Factorizarea Cholesky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 23.5.1. Existenţa şi unicitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

23.5.2. Algoritmul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 23.5.3. Stabilitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 23.5.4. Rezolvarea sistemului Ax = b . . . . . . . . . . . . . . . . 185 23.6. Aproximare discretă în sensul celor mai mici pătrate . . . . . . . . 186 23.6.1. Formularea problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 23.6.2. Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187 23.6.3. Proiecţie ortogonală şi ecuaţii normale . . . . . . . . . . . 190 23.6.4. Pseudoinversă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 23.6.5. Algoritmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 23.7. Algoritmul lui Strassen pentru înmulţirea matricelor . . . . . . . . 193

24. Valori şi vectori proprii 199 24.1. Trecere în revistă a algoritmilor pentru valori şi vectori proprii . . . 199 24.1.1. Deficienţe ale algoritmilor evidenţi . . . . . . . . . . . . . 199 24.1.2. O dificultate fundamentală . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 24.1.3. Factorizare Schur şi diagonalizare . . . . . . . . . . . . . . 201 24.1.4. Calculul în două faze al valorilor proprii . . . . . . . . . . 202 24.2. Condiţionarea problemelor de valori proprii . . . . . . . . . . . . . 203 24.3. Reducerea la forma Hessenberg sau tridiagonală . . . . . . . . . . 205 24.3.1. O idee proastă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 24.3.2. O idee bună . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 24.3.3. Complexitatea algoritmului . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 24.3.4. Cazul hermitian: reducerea la forma tridiagonală . . . . . . 208 24.3.5. Stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 24.4. Câtul Rayleigh şi iteraţia inversă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 24.4.1. Câtul Rayleigh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 24.4.2. Metoda puterii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 24.4.3. Iteraţia inversă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 24.4.4. Iteraţie cu câtul Rayleigh . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 24.4.5. Complexitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 24.5. Algoritmul QR fără deplasări (translaţii) . . . . . . . . . . . . . . 216 24.5.1. Iteraţia simultană nenormalizată . . . . . . . . . . . . . . . 217 24.5.2. Iteraţie simultană . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 24.5.3. Echivalenţa dintre iteraţia simultană şi algoritmul QR . . . 220 24.5.4. Convergenţa algoritmului QR . . . . . . . . . . . . . . . . 222 24.6. Algoritmul QR cu deplasări . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 24.6.1. Legătura cu iteraţia inversă . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 24.6.2. Legătura cu iteraţia inversă deplasată . . . . . . . . . . . . 223 24.6.3. Legătura cu iteraţia cu cât Rayleigh . . . . . . . . . . . . . 224 24.6.4. Deplasare Wilkinson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

24.6.5. Stabilitatea şi precizia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 24.7. Alţi algoritmi pentru valori proprii . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 24.7.1. Metoda lui Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 24.7.2. Metoda bisecţiunii (înjumătăţirii) . . . . . . . . . . . . . . 229 24.7.3. Divide-and-Conquer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 24.8. Calculul SVD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 24.8.1. SVD a lui A şi valorile proprii ale lui A^∗A . . . . . . . . . . 235 24.8.2. O reducere diferită la o problemă de valori proprii . . . . . 236 24.8.3. Două faze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 24.8.4. Bidiagonalizarea Golub-Kahan . . . . . . . . . . . . . . . 237 24.8.5. Metode mai rapide pentru faza 1 . . . . . . . . . . . . . . 238 24.8.6. Faza 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

25. Metode iterative pentru sisteme de ecuaţii liniare 241 25.1. Trecere în revistă a metodelor iterative . . . . . . . . . . . . . . . . 241 25.1.1. Structură, raritate şi cutii negre . . . . . . . . . . . . . . . 243 25.1.2. Proiecţia pe subspaţii Krîlov . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 25.1.3. Număr de paşi, efort pe pas şi precondiţionare . . . . . . . 245 25.1.4. Raportul soluţii exacte – soluţii aproximative . . . . . . . . 246 25.2. Metode iterative staţionare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 25.2.1. Convergenţa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 25.2.2. Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 25.2.3. Rafinarea iterativă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 25.3. Iteraţia Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 25.3.1. Analogia Arnoldi/Gram-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . 254 25.3.2. Mecanismul iteraţiei Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . 255 25.3.3. Factorizarea QR a matricelor Krîlov . . . . . . . . . . . . . 256 25.4. Cum localizează procesul Arnoldi valorile proprii . . . . . . . . . . 258 25.4.1. Arnoldi şi aproximarea polinomială . . . . . . . . . . . . . 259 25.4.2. Cum localizează iteraţia Arnoldi valorile proprii . . . . . . 261 25.4.3. Lemniscate Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 25.4.4. Convergenţa geometrică . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 25.5. GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 25.5.1. Minimizarea reziduului în K_n . . . . . . . . . . . . . . . . 265 25.5.2. Funcţionarea GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267 25.5.3. GMRES şi aproximaţii polinomiale . . . . . . . . . . . . . 267 25.5.4. Convergenţa GMRES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268 25.5.5. Polinoame mici pe spectru . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 25.6. Iteraţia Lanczos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 25.6.1. Recurenţă cu trei termeni . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

25.6.2. Iteraţia Lanczos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 25.6.3. Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 25.6.4. Erori de rotunjire şi valori proprii fantomă . . . . . . . . . 277 25.7. Gradienţi conjugaţi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 25.7.1. Minimizarea normei euclidiene a reziduului . . . . . . . . 278 25.7.2. Minimizarea A-normei erorii . . . . . . . . . . . . . . . . 279 25.7.3. Metoda gradientului conjugat . . . . . . . . . . . . . . . . 279 25.7.4. Optimalitatea CG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 25.7.5. CG ca algoritm de optimizare . . . . . . . . . . . . . . . . 282 25.7.6. CG şi aproximarea polinomială . . . . . . . . . . . . . . . 283 25.7.7. Rata de convergenţă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 25.7.8. Exemplu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 25.8. Metode de biortogonalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 25.8.1. Unde suntem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 25.8.2. CGN = CG aplicat ecuaţiilor normale . . . . . . . . . . . . 287 25.8.3. Biortogonalizare tridiagonală . . . . . . . . . . . . . . . . 289 25.8.4. BCG = Gradienţi biconjugaţi . . . . . . . . . . . . . . . . 292 25.8.5. Exemplu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293 25.8.6. QMR şi alte variante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 25.9. Precondiţionarea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 25.9.1. Exemplu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 25.9.2. Precondiţionare Jacobi şi SSOR . . . . . . . . . . . . . . . 298 25.9.3. Factorizare incompletă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299 25.9.4. Factorizare incompletă pe blocuri . . . . . . . . . . . . . . 300 25.9.5. Precondiţionare polinomială . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 25.9.6. Alţi precondiţionatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 25.9.7. Precondiţionatori pentru probleme de valori proprii . . . . 303 25.10.Matrice rare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304 25.10.1. Formate de memorare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 25.10.2. Cutii negre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

26. Ecuaţii neliniare 315 26.1. Ecuaţii pe R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 26.1.1. Noţiuni introductive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 26.1.2. F-metode cu un pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316 26.1.3. F-metode cu mai mulţi paşi . . . . . . . . . . . . . . . . . 325 26.1.4. Metode combinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 26.2. Ecuaţii pe R^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334 26.2.1. Metoda aproximaţiilor succesive . . . . . . . . . . . . . . 334 26.2.2. Metoda lui Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

26.3. Ecuaţii algebrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341

27. Rezolvarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale 347 27.1. Ecuaţii diferenţiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347 27.1.1. Tipuri de ecuaţii diferenţiale . . . . . . . . . . . . . . . . . 347 27.1.2. Existenţă şi unicitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350 27.2. Metode numerice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 27.3. Descrierea locală a metodelor cu un pas . . . . . . . . . . . . . . . 352 27.4. Exemple de metode cu un pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353 27.4.1. Metoda lui Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353 27.4.2. Metoda dezvoltării Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 27.4.3. Metode de tip Euler îmbunătăţite . . . . . . . . . . . . . . 356 27.4.4. Metode Runge-Kutta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358 27.5. Descrierea globală a metodelor cu un pas . . . . . . . . . . . . . . 362 27.5.1. Stabilitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 27.5.2. Convergenţa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367 27.5.3. Asimptotica erorii globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367 27.6. Monitorizarea erorilor şi controlul pasului . . . . . . . . . . . . . . 371 27.6.1. Estimarea erorii globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371 27.6.2. Estimarea erorii de trunchiere . . . . . . . . . . . . . . . . 373 27.6.3. Controlul pasului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 27.7. Descrierea locală a metodelor cu mai mulţi paşi . . . . . . . . . . . 380 27.7.1. Metode explicite şi implicite . . . . . . . . . . . . . . . . 380 27.7.2. Precizia locală . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 27.7.3. Gradul polinomial şi ordinul . . . . . . . . . . . . . . . . 386 27.8. Exemple de metode cu mai mulţi paşi . . . . . . . . . . . . . . . . 389 27.8.1. Metoda Adams-Bashforth . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 27.8.2. Metoda Adams-Moulton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 27.8.3. Metode predictor-corector . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394 27.9. Descrierea globală a metodelor cu mai mulţi paşi . . . . . . . . . . 399 27.9.1. Ecuaţii liniare cu diferenţe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399 27.9.2. Stabilitatea şi condiţia rădăcinii . . . . . . . . . . . . . . . 403 27.9.3. Convergenţa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 27.9.4. Asimptotica erorii globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 27.9.5. Estimarea erorii globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 27.9.6. Implementarea practică a metodelor cu mai mulţi paşi . . . 416 27.10.Teoria analitică a ordinului şi a stabilităţii . . . . . . . . . . . . . . 418 27.10.1. Caracterizarea analitică a ordinului . . . . . . . . . . . . . 418 27.10.2. Metode stabile de ordin maxim . . . . . . . . . . . . . . . 426 27.10.3. Aplicaţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431

27.11.Probleme stiff. Metode cu un pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435 27.11.1. A-stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435 27.11.2. Aproximare Padé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437 27.11.3. Exemple de metode cu un pas A-stabile . . . . . . . . . . . 442 27.11.4. Regiuni de stabilitate absolută . . . . . . . . . . . . . . . . 445 27.12.Probleme stiff. Metode cu mai mulţi paşi . . . . . . . . . . . . . . 446 27.12.1. A-stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447 27.12.2. A(α)-stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449

28. Probleme bilocale 451 28.1. Existenţă şi unicitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454 28.1.1. O problemă scalară cu valori pe frontieră . . . . . . . . . . 456 28.1.2. Sisteme liniare şi neliniare generale . . . . . . . . . . . . . 462 28.2. Tehnici cu valori iniţiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463 28.2.1. Metoda tirului pentru probleme cu valori pe frontieră scalare 463 28.2.2. Sisteme liniare şi neliniare . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467 28.2.3. Metoda tirului paralel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470 28.3. Metoda diferenţelor finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 476 28.3.1. Ecuaţii liniare de ordinul al doilea . . . . . . . . . . . . . . 476 28.3.2. Ecuaţii neliniare de ordinul al doilea . . . . . . . . . . . . 481 28.4. Metode variaţionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485 28.4.1. Formularea variaţională . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485 28.4.2. Problema extremală . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 488 28.4.3. Aproximarea soluţiei problemei extremale . . . . . . . . . 489 28.4.4. Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491 28.5. Metode variaţionale pentru EDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 495

29. Metode de tip element finit şi multigrid 503 29.1. Metoda elementului finit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 29.1.1. Problema model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 29.1.2. Formularea variaţională a problemei . . . . . . . . . . . . 504 29.1.3. Aproximaţiile Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 506 29.1.4. Funcţiile bazei determinate cu metoda elementului finit . . 509 29.1.5. Calcularea elementului finit . . . . . . . . . . . . . . . . . 516 29.1.6. Proprietăţile lui K şi F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 517 29.1.7. Interpretarea soluţiei aproximante . . . . . . . . . . . . . . 522 29.1.8. Acurateţea aproximaţiei cu element finit . . . . . . . . . . 525 29.2. Metoda multigrid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 527 29.2.1. Rezolvarea problemei model prin intermediul metodelor iterative clasice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 528

29.2.2. Elemente de multigrid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 531 Bibliografie 539 Indice 547