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Introducere

@ Functiile de aproximat pot s3 fie definite pe:

o un continuu (de reguld un interval) — functii speciale pe care dorim s3
le evaluam ca parte a unei subrutine

e pe o multime finita de puncte — situatie ntdlnita Tn stiintele fizice sau
inginerie, cAnd masuratorile fizice se fac in functie de alte cantitati
(cum ar fi timpul)

@ Deoarece o astfel de evaluare trebuie s3 se reduc3 la un numar finit de
operatii aritmetice, trebuie Tn ultima instantd s3 aproximam functiile
prin intermediul polinoamelor sau functiilor rationale.

@ Dorim s3 aproximam o functie datd, cat mai bine posibil Tn termeni de
functii mai simple.
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Scheme de aproximare

e In general o schema de aproximare poate fi descrisa prin:
@ o functie f € X ce urmeaza a fi aproximats;
@ o clasa ® de aproximante;
© o normi || - || ce m3soard mirimea functiilor.
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Problema celei mai bune aproximari

o C3utdm o aproximare ¢ € @ a lui f astfel incat
|f — @]l < ||f — @] pentru orice ¢ € ®. (1)

@ Aceastd problem3 se numeste problem3 de cea mai buna aproximare a
lui f cu elemente din P, iar functia ¢ se numeste cea mai bund
aproximare a lui f relativ la norma || - ||.

@ O este un spatiu liniar finit dimensional sau o submultime a acestuia.

A % [oon : .
o Cunoscandu-se o bazd {71;}7_; a lui ® putem scrie

qD:q)n:{QDI gD(t):ECjTCJ'(t), CjEIR}. (2)
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Exemple de clase de aproximante |

Exemplu

& = P, - multimea polinoamelor de grad cel mult m. O baz3 a sa este
e(t) = t,j=0,1,...,m. Deci dimP,, = m+ 1. Polinoamele sunt cele
mai utilizate aproximante pentru functii pe domenii marginite (intervale
sau multimi finite de functii). Motivul — teorema lui Weierstrass — orice
functie din C|a, b] poate fi aproximata oricat de bine printr-un polinom de
grad suficient de mare.
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Exemple de clase de aproximante Il

Exemplu

b = an(A) spatiul functiilor spline polinomiale si cu clasa de netezime k
pe subdiviziunea

A:a=th<b<tza<---<ty1<ty=0b

a intervalului [a, b]. Acestea sunt functii polinomiale pe portiuni de grad
< m, legate in t1, ..., ty_1, astfel incat toate derivatele pana la ordinul k
sd fie continue. Presupunem 0 < k < m. Pentru k = m se obtine IP,.
Dacd k = —1 permitem discontinuitdti in punctele de jonctiune.
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Exemple de clase de aproximante Ill

Exemplu

® = T,[0, 27t] spatiul polinoamelor trigonometrice de grad cel mult m pe
[0, 27t]. Acestea sunt combinatii liniare ale functiilor

i (t) = cos(k—1)t, k=1, m+1,
TTms1—k(t) = sinkt, k=1,m.

Dimensiunea spatiului este n = 2m —+ 1. Astfel de aproximante sunt alegeri
naturale dacd functia de aproximat este periodica de perioadd 27t. (Dacd
f are perioada p se face schimbarea de variabild t — tp/27t.)
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Exemple de norme si tipuri de aproximare |

Cateva alegeri posibile ale normei, atat pentru aproximari continue, c3t si
pentru cele discrete apar in tabelul de mai jos

norma continua tip | norm3a discreta

[l = ma, [u(?) L [ Tulle = max Tul®)]

lulliw = [, lu(t )IW( )dt s Ly | Nlulliw = Xy wilu(t:)] s
lullzan = (S lu(O)Pw(t)de) ™ | L3, | llulow = (T wilu()]?)

@ Cazul continuu presupune un interval [a, b] si o functie pondere w(t)
(posibil si w(t) = 1) definit3 pe intervalul [a, b] si pozitiva, exceptand
zerourile izolate. Intervalul [a, b] poate fi nem3rginit, dac3 functia
pondere w este astfel incat integrala pe [a, b] care defineste norma s3
aiba sens. Functia datd f si functia ¢ din clasa ® trebuie definite pe
[a, b] si norma ||f — ¢|| s3 aib3 sens.
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Exemple de norme si tipuri de aproximare |l

@ Cazul discret presupune o multime de N puncte distincte ty, to, ..., ty
impreund cu ponderile wy, wa, ..., wy (posibil w; =1, i =1, N). f si
@ trebuie definite Tn punctele t; Tn cazul discret.

@ Deci combinand normele din tabeld cu spatiile liniare din exemple se
obtine o problem3 de cea mai bun3 aproximare (1) cu sens.

@ Dac3 cea mai bund aproximantd @ in cazul discret este astfel incat
If —@|| =0, atunci @(t;) = f(t;), pentru i =1,2,..., N, spunem
cd @ interpoleazd f in punctele t; si numim aceastd problem3 de
aproximare problema de interpolare.

@ Cele mai simple probleme de aproximare sunt problema celor mai mici
patrate si problema de interpolare.
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Instrument notational |

@ Definim Tn cazul continuu
0, dacd t < a(cdnd —oo < a),
t
Ay =] [ wiDdr, dacs a<e<b, G)
a

b
/ w(t)dt, daci t> b (cand b < co).
a

@ putem scrie

b
/]Ru(t)d/\(t):/a u(t)w(t)dt,  Yue Cla,b]

deoarece

w(t)dt, te€ (ab);
0

dA(t) = { t ¢ (ab)
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Instrument notational Il

@ dA se numeste masurd (pozitivd) continud

@ masura discretd (numitd si ,,m3sura Dirac") asociatd multimii de
puncte {t1, tp,..., ty} este o misurd dA care este nenuld numai in
punctele t; si are aici valoarea w;. Astfel Tn acest caz

N
/]Ru(t)d/\(t) =Y wu(t;). (4)
i=1

(definim A(t) ca fiind o functie Tn scard cu saltul in t; egal cu w;)

@ unificare cu integral3d Stieltjes: definim norma lui Ly prin

oo, = ( [ uto2enco)) )

si obtinem norma continug sau discretd dupd cum A este ca in (3) sau
o functie Tn scara ca in (4).
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Instrument notational IlI

e Vom numi suportul lui dA — notat cu suppdA — intervalul [a, b] in
cazul continuu (presupunem c3 w este pozitivd pe [a, b] exceptand
zerourile izolate) si multimea {ty, to, ..., ty} in cazul discret.

@ Spunem cd multimea de functii 7r; din (2) este liniar independenta pe
suppdA daca

vVt Esuppd)t ZCjﬂ'j(t)EOZ>61:C2:'--:Ck:0 (6)
j=1
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Aproximatie prin metoda celor mai mici patrate

Vom specializa problema (1) ludnd ca norm3 norma din L

ol = ( f oteence) )

unde dA este fie 0 mdsurd continud (conform (3)) sau discreta (conform
(4)) si utilizdnd aproximanta ¢ dintr-un spatiu liniar n-dimensional

¢=¢n={¢: <v(t)=}j:lq7fj(t)' cjelR}- (8)

7t; liniar independente pe suppdA; integrala din (7) are sens pentru
u=rmj, j=1,...,nsi u=f. Problema astfel obtinutd se numeste
problema de aproximare in sensul celor mai mici patrate sau problem3 de
aproximare in medie patratica.
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Produse scalare

Definim produsul scalar prin

(u,v) = /]Ru(t)v(t)d/\(t). 9)

@ Definitie corectd, conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz

() < Mullz.an [l v]]2.a,

Proprietati
(i) simetria (u,v) = (v, u);
(i) liniaritatea (wqpu1 + aguo, v) = aq(ug, v) + ao(w, v);
(iii) pozitiv definirea (u,u) > 0si (u,u) =0 < u =0 pe suppdA.

De asemenea

lull3,q, = (u, u). (10)
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Ortogonalitate

@ Spunem c3 u si v sunt ortogonale daca
(u,v) =0. (11)

e Mai general, putem considera sisteme ortogonale {ux}}_;:

(uj,uj) =0dacd i # j, ux # 0 pe suppdA; i,j=1,n, k=1,n.
(12)

@ Pentru un astfel de sistem are loc teorema generalizatd a lui Pitagora

2
n n
Y akuf = Y fonl?flucll?. (13)
k=1 k=1

@ (13) = orice sistem ortogonal este liniar independent pe suppdA.
Intr-adevar, dacd membrul stang al lui (13) se anuleazi, atunci si
membrul drept se anuleaz¥ si deoarece ||uk||? > 0, din ipotez3 rezult§

g =0ar=---=ua,=0.
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Ecuatiile normale |

@ Putem scrie patratul erorii din Ly sub forma

Elgp]l:=llo—flI*>=(¢—Ff.o—F)=(9.9) —2(¢.f) + (. f).

@ Inlocuind pe @ cu expresia sa se obtine

2
Ellgl = |, (;cjm(r)) ar(e) ~2 [ @qm—(r)) F(£)dA(e) +

(14)
+/]Rf2(t)d/\(t).

@ Patratul erorii din L, este o functie cuadraticd de coeficientii ¢y, ...,
cp ai lui . Problema celei mai bune aproximatii in Ly revine la a
minimiza aceasta functie patratica; ea se rezolva anuland derivatele
partiale.
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Ecuatiile normale Il

@ Se obtine

8ac,E2[(P] = 2/]R Qilgﬂj(t)) 7'[,'(t>d/\(t) —ZA{ni(t)f(t)dA(t) =0
adica .
Z(niyﬂj)cj: (i f), i=12,....n. (15)

@ Aceste ecuatii se numesc ecuatii normale pentru problema celor mai
mici patrate.
o Ele formeaza un sistem de forma

Ac=b (16)
unde matricea A si vectorul b au elementele

A=la], aj=(mm), b=I[bl], bi=(mf). (17)
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Existenta si unicitatea solutiei |

@ Datorita simetriei produsului scalar, A este o matrice simetrica. Mai
mult, A este pozitiv definita, adica

n n
xTAx = Y Y " ajxix; > 0 dacd x # [0,0,...,0]". (18)
i=1j=1

@ Functia (18) se numeste forma patraticd (deoarece este omogend de
grad 2). Pozitiv definirea lui A ne spune c3 forma p3tratica ai carei
coeficienti sunt elementele lui A este Tntotdeauna nenegativa si zero
numai daca variabilele x; se anuleaza.

@ Pentru a demonstra (18) sa inseram definitia lui aj; si sa utilizam
proprietdtile (i)-(iii) ale produsului scalar
2

n n n n n
xTAx =YY xixi(mi ) = Y Y (i, ) = ||Y X
i=1

i=1j=1 i=1j=1
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Existenta si unicitatea solutiei |l

@ Aceasta este evident nenegativd. Ea este zero numai daca
Y"1 xi7ti = 0 pe suppdA, care pe baza liniar independentei lui 77;
implica xy =x =---=x, =0.

@ Este un rezultat cunoscut din algebra liniara ca o matrice A simetrica
pozitiv definitd este nesingulara. Tntr-adevir, determinantul s3u,
precum si minorii principali sunt strict pozitivi. Rezulta ca sistemul de
ecuatii normale (15) are solutie unica.

o Corespunde aceast3 solutie minimului lui E[¢@] in (14)? Matricea
hessiand H = [02E2/9c;dc;] trebuie s3 fie pozitiv definits. Dar
H = 2A, deoarece E? este o functie cuadraticd. De aceea, H, casi A,
este Tntr-adevar pozitiv definita si solutia ecuatiilor normale ne da
minimul dorit.
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Existenta si unicitatea solutiei Ill

@ Problema de aproximare in sensul celor mai mici patrate are o solutie
unica, datd de

a(t) = éama) (19)

unde € = [C1,C, ..., Cy] T este vectorul solutie al ecuatiilor normale
(15).
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Exemplu |

Exemplu

Dandu-se punctele
(0, —4),(1,0),(2,4),(3,—-2),

determinati polinomul de gradul | corespunzator acestor date prin metoda
celor mai mici patrate.

Solutie. Aproximanta c3utata are forma
(p(X) = ¢ + a1X.

Sistemul de ecuatii normale se determind din conditiile f — ¢ L 1 si
f — ¢ L x. Se obtine

{ (1, 1)+ alx1)=(f1)
co(l,x)+ c1(x,x) = (f,x)
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Exemplu Il

Dar, (1,1) =Y} ,1-1=3,
(1L,x)=(x1)=Y4,1-x,=1-0+1-14+1-2+1-3=6,
(x,x) = ¥t_; x? = 14. Pentru membrul drept avem (f,1) = (y,1) = -2

si (f,x) = (y,x) =2. Am obtinut sistemul

o vl 2] =[]

cu solutia cg = =2, c; = 1. Deci p(x) =x—2 . m
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Neajunsuri ale MCMMP |

@ Ecuatiile normale rezolva problema de aproximare in sensul celor mai
mici patrate complet Tn teorie. Dar in practica?

@ Referitor la o multime generald de functii de baz3 liniar independente,
pot apdrea urmatoarele dificultati:
@ Sistemul de ecuatii normale (15) poate fi prost conditionat. Un
exemplu simplu este urm3torul: suppdA = [0, 1], dA(t) = dt pe [0, 1]
simi(t) =t j=1,2,..., n Atunci

L 1
(n,-,nj)z/ tH =24t = ij=1,2...,n,
0

TR,
adica matricea A este matricea Hilbert. Proasta conditionare a
ecuatiilor normale se datoreaza alegerii neinspirate a functiilor de baza.
Acestea devin aproape liniar dependente cand exponentul creste. O
altd surs3 de degradare provine din elementele membrului drept

1 .
bj = /0 7j(t)f(t)dt. Cand j este mare 71;(t) = t/~! se comport3 pe
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Neajunsuri ale MCMMP I

[0, 1] ca o functie discontinud. Un polinom care oscileazd mai rapid pe
[0,1] ar fi de preferat, c3ci ar angaja mai viguros functia f.

@ Al doilea dezavantaj este faptul c3 toti coeficientii ¢; din (19) depind
de n, adicd ¢ ¢ = c( ),_] =1,2,...,n. Marirea lui n ne d3 un nou
sistem de ecuatii ma| mare si cu o solutie complet diferita. Acest
fenomen se numeste nepermanenta coeficientilor ¢;.

@ Amandoud neajunsurile (1) si (2) pot fi eliminate (sau macar
atenuate) alegand ca functii de baza un sistem ortogonal,

(i, 7)) =0dacs i #j (m;, ;) = ||7]|*> >0 (20)
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Neajunsuri ale MCMMP 1l

@ Atunci sistemul de ecuatii normale devine diagonal si poate fi rezolvat
imediat cu formula

Ej:m, i=12....n (21)
jr 7Y

Evident, acesti coeficienti ¢ sunt independenti de n si odatd calculati
raman la fel pentru orice n mai mare. Avem acum proprietatea de
permanent3d a coeficientilor. De asemenea nu trebuie s3 rezolvam
sistemul de ecuatii normale, ci putem aplica direct (21).
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Neajunsuri ale MCMMP IV

o Orice sistem {7T;} care este liniar independent pe suppdA poate fi
ortogonalizat (in raport cu m3sura dA) prin procedeul Gram-Schmidt.

Se ia
7T = ﬁl
si apoi, pentru j = 2,3, ... se calculeaza recursiv
ﬁ', TTk —_—
_7'[J ZCkTL'k, Ckzg, k:].,j—]..
(7tk, 7Tk)

Atunci fiecare 77; astfel determinat este ortogonal pe toate functiile
precedente.
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Eroarea 1n MMP |

@ Am vdazut cd dacd ® = P, constd din n functii 77;, j =1,2,...,n
care sunt liniar independente pe suppdA, atunci problema de
aproximare n sensul celor mai mici patrate pentru aceasta masura

min [|f — ¢ll2,q, = [|f — §ll2,4 (22)
PEPn * *
are o solutie unicd ¢ = ¢@,, data de (19).

e Existd multe moduri de a selecta baza {71;} a lui @, si de aceea mai
multe moduri de a reprezenta solutia, care conduc totusi la aceeasi
functie. Eroarea Tn sensul celor mai mici patrate — cantitatea din
dreapta relatiei (22) — este independentd de alegerea functiilor de
baza (desi calculul solutiei, asa cum s-a mentionat anterior, nu este).

o In studiul acestor erori, putem presupune fara a restrange
generalitatea cd baza 71; este un sistem ortogonal (fiecare sistem liniar
independent poate fi ortogonalizat prin procedeul Gram-Schmidt).
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Eroarea in MCMMP ||

@ Avem conform (21)

POV - PN o _ (m.f)
Pn(t) —J; Gr(t), ¢ = () (23)

@ Observam ntdi cd eroarea f — ¢, este ortogonald pe ®,, adicd
(f —9n ) =0, Vgped, (24)

unde produsul scalar este cel din (9).

@ Deoarece @ este o combinatie liniard de 71y, este suficient s3 ardtam
(24) pentru fiecare ¢ = 11y, k =1,2,...,n.
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Eroarea in MCMMP IlI

o Inlocuind @, cu expresia sa din (23) in (24), gisim

n
(F = @) = | = Y G, mic | = (F, 7mx) — (k. ) =0,
j=1

ultima ecuatie rezultdnd din formula pentru ¢ din (23).

@ Rezultatul din (24) are o interpretare geometricd simpld. Dac3
reprezentam functiile ca vectori si spatiul ®, ca un plan, atunci pentru
orice functie f care Tnteapa planul ®,,, aproximanta Tn sensul celor mai
mici patrate @, este proiectia ortogonald a lui f pe ®,, vezi figura 1.
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Eroarea in MCMMP |V

o in particular, alegind ¢ = @, in (24) obtinem
(f = @n @n) =0
si de aceea, deoarece f = (f — (ﬁ) + @, conform teoremei lui Pitagora

si generalizarii sale (13)

111 = 1If = 91> + lll>

2
n
= If = @al?+ | X
j=1
2, v 2 2
= If = @all> + Y G121,
j=1
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Eroarea in MCMMP V

@ Exprimand primul termen din dreapta obtinem

1/2
— noo. N (7'(-,
Hf—q)nllI{Hf\\Z—Z|CJ|H7TjH2} L G=N

Jj=1

@ De notat ca expresia dintre acolade trebuie sa fie nenegativa.
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Eroarea in MCMMP VI

Figura: Aproximatia in sensul celor mai mici patrate ca proiectie ortogonala
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Converg

@ Daca se da acum o secventa de spatii liniare ®,, n=1,2,3,...,
avem evident

|f—@ull > [|f — @2 > |If — @5l > ...,
care rezultd nu numai din (25), dar mai direct din faptul c3
P, CP,CP3C....

@ Deoarece existd o infinitate de astfel de spatii, atunci secventa de
erori din Ly, fiind monoton descrescatoare, trebuie sa convearga la o
limita. Este limita 07

@ Daca este asa, spunem ca aproximarea prin metoda celor mai mici
patrate converge in medie patratica cand n — oo.
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Convergenta |l

e Este evident din (25) c3 o conditie necesar3 si suficientd pentru
aceasta este

> [G12 Ml = I (26)
j=1

@ Un mod echivalent de a formula convergenta este urmatorul:
dandu-se f cu ||f]| < o0, adicd V f € Ly 45 si dandu-se un ¢ > 0
arbitrar de mic, exista un intreg n = n; si o functie ¢* € O, astfel
incat ||f — ¢*|| <e.

@ O clasa de functii avind aceasta proprietate se numeste completd Tn
raport cu norma || - || = || - ||2,qx. Vom numi relatia (26) relatia de
completitudine sau relatia Parseval-Liapunov.
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Adrien Marie Legendre
Carl Friedrich Gauss 1777-1855 (1752-1833) matematician

Matematicd, astronomie,
geodezie, magnetism
(Ca adolescent in

francez, analizd (integrale
eliptice), teoria numerelor,

_ _ geometrie. Descoperitor,
Braunschweig a descoperit alsturi de Gauss, (in 1805) al
teorema binomial3,

reciprocitatea patratica, media

metodei celor mai mici
patrate, desi Gauss a utilizat

aritmetico—geometri.cé'. ) _ metoda incd din 1794, dar a
1807-1855: Universitatea din publicat-o doar in 1809.
Gottingen
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Exemple de sisteme ortogonale

@ Sistemul trigonometric — cunoscut din analiza Fourier.

@ Polinoame ortogonale
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Sistemul trigonometric |

o Sistemul trigonometric este format din functiile:

1,cost,cos?2t,cos3t, ..., sin t,sin 2t,sin 3t, ...

o El este ortogonal pe [0, 27t] in raport cu misura

[ dt pe]0,27]
dA(t) o { 0 n rest

27
/ sin ktsin (et — 4 O Pentru kEL 4o g
0 7T, pentru k =1/

o 0, k #/¢
/ cos kt cos Ctdt = 2, k=¢=0 k,{=0,1,2
0 w, k=40>0
27T
sinktcosftdt =0, k=1,2,3,..., ¢£=0,1,2,...

Radu Trimbitas (Universitatea “Babes-BolyaiAproximarea functiilor - metoda celor mai mic

10 aprilie 2020



Sistemul trigonometric Il

@ Aproximarea are forma

+ Y (a cos kt + by sin kt). (27)

0
f = —
2 k=1

e Utilizdnd (21) obtinem

27'(
ak:—/ t)cosktdt, k=1,2,...
(28)

27
bk:—/ f(t)sinktdt, k=1,2,...
7t Jo

numiti coeficienti Fourier ai lui f. Ei sunt coeficientii (21) pentru
sistemul trigonometric.

@ Prin extensie coeficientii (21) pentru orice sistem ortogonal (77;) se
vor numi coeficientii Fourier ai lui f relativ la acest sistem.

10 aprilie 2020 38/74
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Sistemul trigonometric Il

@ In particular, recunoastem in seria Fourier trunchiatd pentru k

aproximarea lui f n clasa polinoamelor trigonometrice de grad
relativ la norma

otz = ([ lotore)”
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Polinoame ortogonale |

o Dandu-se o m3surd dA, stim c3 orice num3r finit de puteri 1, ¢, t2, ...
sunt liniar independente pe |[a, b], dacd suppdA = |a, b], iar
L, t,...,t""1 liniar independente pe suppdA = {t1,t2,..., ty}.

@ Deoarece o mulfime de vectori liniar independenti a unui spatiu liniar
poate fi ortogonalizatd prin procedeul Gram-Schmidt, orice m3sur3
dA de tipul considerat genereazd o multime unica de polinoame
ortogonale monice 71j(t, dA), j =0,1,2,... ce satisfac

gradmj =4, j=0,1,2,...

/Rnk(t)rtg(t)d/\(t) — 0, daci k # ¢ (29)

@ Aceste polinoame se numesc polinoame ortogonale relativ la masura
dA.
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Polinoame ortogonale Il

@ Vom permite indicilor s3 meargd de la 0. Multimea 77; este infinitd
dac3 suppdA = [a, b] si const3 din exact N polinoame
70, 71, . .., Tn—1 dacs suppdA = {t1,..., ty}. In ultimul caz
polinoamele se numesc polinoame ortogonale discrete.

o Intre trei polinoame ortogonale monice (un polinom se numeste monic
dac3 coeficientul sdu dominant este 1) consecutive existd o relatie
liniara. Mai exact, exist3 constantele reale o) = ax(dA) si
Brx = Bk(dA) > 0 (depinzind de m3sura dA) astfel incat

M1 (t) = (t — o) i (t) — Brrte-1(t), k=0,1,2,...  (30)

7T_1(t) =0, 7To(t) =1
(Se subintelege c& (30) are loc pentru orice k € IN daca
suppdA = [a, b] si numai pentru k = 0, N — 2 dac3
suppdA = {t1, ta, ..., tn}).
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Polinoame ortogonale Il

@ Pentru a demonstra (30) si a obtine expresiile coeficientilor s3
observam c3 7x11(t) — t7tk(t) este un polinom de grad < k, si deci
poate fi exprimat ca o combinatie liniara a lui 71g, 711, ..., 7Tx. Scriem
aceastd combinatie sub forma

k—2
M1 — t70k(t) = —akrti(t) — Brma—1(t) + ) yijri(t)  (31)
j=0
(sumele vide se considerd nule).
° Tnmul‘,tim scalar ambii membri ai relatiei anterioare cu 7T, si obtinem
(—1.'7Tk, 7Tk) = —(xk(rck, 7Tk)
adica
t7Tk, 7T
zxkzw, k=012... (32)
(7K, 7Tk)
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Polinoame ortogonale 1V

@ La fel, Tnmultind scalar cu 7t,_1 obtinem
(—t7th, Th—1) = —Br(7Th—1, Tk—-1).

Deoarece (t7tk, mmx—1) = (7Tk, t7Tk—1) si t7Tk—1 diferd de 7rx printr-un
polinom de grad < k se obtine prin ortogonalitate
(tTL’k, 7'[/(_1) = (7'(k, 7Tk), deci

(k. k)

Be=Gry ey k=120 (33)

o Inmultind (31) cu 71y, £ < k — 1, se obtine

Yk =0, {=0,1,..., k—1 (34)
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Polinoame ortogonale V

e Formula de recurentd (30) ne d3 o modalitate practica de determinare
a polinoamelor ortogonale. Deoarece 719 = 1, putem calcula g cu
(32) pentru k = 0 si apoi 711, etc. Procedeul — numit procedura lui
Stieltjes — este foarte potrivit pentru polinoame ortogonale discrete,
cici Tn acest caz produsul scalar se exprima prin sume finite.

@ In cazul continuu, calculul produsului scalar necesita calcul de
integrale, ceea ce complicd lucrurile. Din fericire, pentru multe masuri
speciale importante, coeficientii se cunosc explicit.

o Cazul special cind m3sura este simetricd (adicd dA(t) = w(t) cu
w(—t) = w(t) si suppdA simetricd fatd de origine) merit3 o atentie
special3, deoarece n acest caz wy = 0, V k € IN, conform lui (27)
cdci
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Polinoame ortogonale VI

deoarece avem o integrald dintr-o functie impara pe un domeniu
simetric.
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Figura: Thomas loannes Stieltjes (1856-1894)
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Polinoamele lui Legendre |

@ Se definesc prin asa-numita formula a lui Rodrigues

k! dk
(2k)! dtk

i (t) = (> — 1)~ (35)

o Exemple:

w
Gl wwl
o+

@ Verificim intai ortogonalitatea pe [—1, 1] in raport cu m3sura
dA(t) = dt.
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Polinoamele lui Legendre I

@ Pentru orice 0 < ¢ < k, prin integrare repetat3 prin parti se obtine:

r

(£ —1)t'de

dk—m—l

dk
ik

: 2 k
Z (= m 1)t 7dtk*mfl(t_1) =0,

-1

ultima relatie avand loc decarece 0 < k—m—1 < k.

@ Deci,
(k. p) =0, Vp € Py_1,

demonstrandu-se astfel ortogonalitatea.
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Polinoamele lui Legendre Il

o Relatia de recurenta

@ Datoritd simetriei, putem scrie

T (t) = th et 24 ..., k>2
si observand (din nou datoritd simetriei) c3 relatia de recurentd are
forma
T1(t) = t7k(t) — Brrte—1(t),
obtinem

ﬁ _ tﬂk(t) — 7Tk+1(t)
k 7Tk_1(t)

care este valabild pentru orice t.
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Polinoamele lui Legendre IV

e Facand t — oo,

_ _ k-1
Be— lim t7p(t) — g (£) im (i — prrn)ti 1+
toe (1) too th=1 4.

=Mk — Pk+1-

(Dacd k =1, punem p; = 0.)

@ Din formula lui Rodrigues rezulta

k! dk 2k 2k—2
nk(t):(zk)!w(t — kt +)

k!
(2k)!
k(2k —2)(2k =3) ... (k =1tk 1 +..))

_ ok k(k=1) o
202k — 1)

(2k(2k —1) ... (k+1)tk—

+...,
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Polinoamele lui Legendre V

asa ca
k(k—1)
= — = > 2.
Me=0k—1) K=2
Deci,
k2

si deoarece y; = 0,

k> 1. (36)
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Polinoamele Cebisev de speta | |

@ Ele se pot defini prin relatia
Th(x) = cos(narccosx), n € N. (37)
@ Din identitatea trigonometrica
cos(k +1)0 + cos(k — 1)6 = 2 cos 8 cos kf
si din (37), punand 6 = arccos x se obtine

Tir1(x) =
To(x)

Ti(x) — Te1(x) k=1,2,3,...

1, Ti(x)=x. (38)
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Polinoamele Cebisev de speta | Il

@ De exemplu,

To(x) =2x2 -1,
T3(x) = 4x° — 3x,
Ta(x) =8x* —8x2+1

s.a.m.d.

@ Din relatia (38) se obtine pentru coeficientul dominant al lui T,
valoarea 2" (daci n > 1), deci polinomul Cebisev de speta | monic
este

To(x) = - To(x), n>0, To=To. (39)

1
on—1
@ Din (37) se pot obtine rdd3cinile lui T,

Xp :c059,((n), 9,(("):227;171, k

|
=
]

(40)
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Polinoamele Cebisev de speta | Ill

@ Ele sunt proiectiile pe axa reala ale punctelor de pe cercul unitate de

)

argument 95(" .
e Peintervalul [—1,1] T, oscileazi de la 41 la -1, atingdnd aceste
valori extreme Tn punctele

n n n k
y,E):coszy,((), q,g):Tn, k=20,n.
Ty si raddcinile sale T3, T4, T7, Tg pe [-1,1]

10 aprilie 2020
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Polinoamele Cebisev de speta | IV

@ Polinoamele Cebisev de speta | sunt ortogonale in raport cu masura

dx

dA(x) = i

e [—1,1].
@ Se verificd usor din (37) ca

/_11 Ti(x) Te(x )\/7 / Tk(cosO) Ty(cos)db
0 daca k #4

T
= / cos k0 cos (0d6 = nm daca k=/(=0 (41)
0 /2 daci k=1(0#0
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Polinoamele Cebisev de speta | V

@ Dezvoltarea Tn serie Fourier de polinoame Cebisev este datad de
oo/ 1 )
) =) 6Ti(x) =50+ ) GTi(x), (42)
Jj=0 j=1

unde J
X .
—/ Jj€eN.
Vi-x2
e Pastrand in (42) numai termenii de grad cel mult n se obtine o
aproximare polinomiald utild de grad n

o(x) = écjmx), (43)
avand eroarea
f(x)—Th(x) = ._i ¢ Ti(x) = cpy1 Tnri(x). (44)
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Polinoamele Cebisev de speta | VI

@ Aproximanta din (43) este cu atat mai buna cu cat coeficientii din
extremitatea dreaptd tind mai repede catre zero. Eroarea (44)
oscileaza Tn esenta intre +c,t1 i —Cpt1 Si este deci de marime

,uniform3a*. Acest lucru contrasteaza puternic cu dezvoltarea Taylor

™ jurul lui x = 0, unde polinomul de grad n are eroarea proportionala
cu x™1 pe [—1,1].
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Minimalitatea normei |

Teorema

Pentru orice polinom monic ;5),, de grad n are loc
()] > ()| = g, n21 (49)
S [P = T8 || T T
unde T,(x) este dat de (39).

Demonstratie. Se face prin reducere la absurd. Presupunem c3

max
—1<x<1

ﬁn(x)‘ < 27171 (46)
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Minimalitatea normei I

Atunci polinomul dn(x) = Tp(x) — pn(x) (de grad < n— 1) satisface

dn <yé")) >0, d, <y1‘")) <0, d, <y2(")) >0,....(~1)"d, (y,§”>) > 0.
(47)
Deoarece d, are n schimbari de semn, el este identic nul; aceasta
contrazice (47) si astfel (46) nu poate fi adevaraty. m
Rezultatul (45) se poate interpreta in modul urmdtor: cea mai buna
aproximare uniform3 din P,,_; pe [—1,1] a lui f(x) = x" este dat3 de

o (o]
x" — Tp(x), adicd, de agregarea termenilor pan3 la gradul n — 1 din T,
luati cu semnul minus. Din teoria aproximatiilor uniforme se stie ca cea
mai bund aproximare polinomiald uniforma este unica. Deci, egalitatea n

(45) poate avea loc numai dac3 p,(x) = T,(x).
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Polinoamele Cebisev de speta a ll-a

@ Se definesc prin

Qu(t) = sin[(n —|—111atrzccos t], fel-11]

o Ele sunt ortogonale pe [—1, 1] in raport cu m3sura dA(t) = w(t)dt,
w(t) =+v1-—t2

@ Relatia de recurenta este

Qni1(t) = 2tQu(t) — Qu-1(t), Qo(t) =1, Qu(t) =2t
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Figura: Pafnuti Levovici Cebisev (1821-1894)
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Polinoamele lui Laguerre |

@ Sunt ortogonale pe [0, c0) in raport cu ponderea w(t) = t*e .

@ Se definesc prin

ttfuc dn
0 (t) = ° py ﬁ(t"J”"e_t) pentru a > 1

o Relatia de recurenta pentru polinoamele monice este

kr1(t) = (£ =2k —a = )64 (t) — Brli—1 (1),

unde
[ T(14a), pentru k =0;
P = k(k 4+ «), pentru k > 0.
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Polinoamele lui Laguerre |l

@ Exemple pentru & = 0:

(1) =1,

6&0)(t) =t—1,

(0 (t) = 2 — 4t +2

2 = )
00 (t) =3 — 92 + 18t — 6
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Figura: Edmond Laguerre (1834-1886)
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Polinoamele lui Hermite |

@ Se definesc prin

n 2 d”

Ha(t) = (=1)"e" 2 (e "),

o Ele sunt ortogonale pe (—o0,00) n raport cu ponderea w(t) = e~

si verificd relatia de recurentd

Hi11(t) = tHi(t) — BrHp-1(t)

unde

By — { V7T, pentru k = 0;

%, pentru k > 0.
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Polinoamele lui Hermite I

o Exemple:

Ho(t) =1,
Hi(t) =t,

2 ].
Hy(t) = t° — 5

3
Hsy(t) = t3 — St
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Figura: Charles Hermite (1822-1901)
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Polinoamele lui Jacobi |

@ Sunt ortogonale pe [—1, 1] in raport cu ponderea
w(t) = (1—t)"(1+t)P.
o Coeficientii din relatia de recurentd sunt

132_062
T kta+B)(2ktatp+2)

Xk

Si

Bo =2""FB(a+1,8+1),
B dk(k+a)(k+a+B)(k+B)
P T Rk+at+B-1)(2k+a+p)22ktatpt+1)

k > 0.
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Polinoamele lui Jacobi Il

@ Exemple pentrua =1/2si f=—1/2

7P (e) =1,
P () =t,

ng""ﬁ)(t) =t*+ %t - %
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Figura: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
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Pentru functia f(t) = arccost, t € [—1, 1], obtineti aproximanta in sensul
celor mai mici pdtrate, ¢ € P, a lui f relativ la functia pondere

w(t)=(1—t2)"z = ﬁ adic3, gisiti solutia ¢ = ¢ a problemei

min {/_11[f(t) _ go(t)]2\/1di7t2 . pc P,,} |

Exprimati ¢ cu ajutorul polinoamelor Cebisev 7t;(t) = T;(t).

Solutie. ¢(t) = % +aTi(x)+ -+ caTa(x)

(f, Tk) _E( 2 1 arccost

Ck = = f,Te) = — —
T (T T w k) )1 y1= ¢

2 (7 2 inkui®m 1 (7
= —/ ucos kudu = — ysin u) - — sin kudu
7T Jo T k o klJo

cos(k arccos t)dt
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2 1 cos ku
o

| = el -1

k k lo

k par ¢, =0
2 4

k impar ¢, = —ﬁ(—2) = 2"
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