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1 Distributii discrete

1.1 Repartitia binomiala
Repartitia binomiala

e Variabila aleatoare X avand distributia

)
X: ,qg=1—
((Z)P"q”" e P

se numeste variabild aleatoare binomiald. Repartitia astfel determinatd
se numeste repartitie binomiald de ordinul n si parametru p.

e Multimea tuturor variabilelor aleatoare binomiale de ordinul # si para-
metru p se va nota cu b(p, n).



Observatia 1. Dacd

01
Xt
k(ﬂﬁ)

atunciY = X1+ Xp+- - -+ Xy, € b(p, n) (Y este o variabild aleatoare care ia valoarea
k dacit evenimentul A := (X, = 1) s-a produs de k ori).

Teorema 2. Valoarea medie si dispersia unei variabile aleatoare binomiale de ordin n
si parametru p sunt
M(X) =np, D*(X)=npq.

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe observagia Daca

01
X : ,
"<q P)

atunci M(Xy) = p, D*(Xx) = pq si deoarece X sunt independente, avem
n
M(X)=MY)=M| ) X | =np,
k=1

D?(X) = D*(Y) = D? (f Xk) = npq.
k=1

|
Functia caracteristicd a repartitiei binomiale este

0 M) R (o)
B ki(:) (Z) (pe') g™~ = (pe +9)".

1.2 Repartitia Poisson

Repartitia Poisson
e Repartitia discretda determinata de probabilitatile

k
Pk A) = %e_A, (1)

unde k € IN si A > 0 se numeste repartitie Poisson de parametru A.
Variabila aleatoare cu distributia

k
X: ( N E_A) @
k! keN

se numeste variabild aleatoare Poisson.



e Vom nota cu Po(A) multimea variabilelor aleatoare Poisson de parametru
A

o Relatia (1) se poate obtine pornind de la o repartitie binomiald. Punem
np = A si trecand la limitd pentru n — oo (mentinand A constant) avem

nn—1)...(n—k+1) A A

Jim P(n;A) = lim, ! St
= /\—ke_)\
k!

caci

B o n—k
im 20 kD (1)‘) _—

n—soo nk n—00 n

e Din acest motiv repartitia Poisson se mai numeste si legea evenimentelor
rare.

Teorema 3. Valoarea medie si dispersia unei variabile aleatoare Poisson de parametru
Asunt M(X) = Asi D?(X) = A.

Demonstratie. Deoarece

(X) i AR A i AR AA
M(X) = k—e " = Ae™ — =AMt = A
= K = (k=1)!
si
2 2 oA &, AR
k=0 k=
= i k(k — 1))‘;}A + i A W LR
_k—l k! = k! o - ’

obtinem D?(X) = M(X?) — [M(X))>? =A. m

e Functia caracteristicd a unei variabile aleatoare Poisson are expresia

(t) = 2 ikt/\ik —A _ Al 1)
g szoe qe = :

e Cu ajutorul functiei caracteristice se verificd usor cd suma a doud varia-
bile aleatoare Poisson de parametru A si respectiv y este o variabila alea-
toare Poisson de parametru A + p.



2 Distributii continue

2.1 Repartitia uniforma
Repartitia uniforma

e O variabild aleatoare X avand densitatea de probabilitate

_ | =5 pentru x € [a,b]
flx) = { 8 pentru x ¢ [a,b] ®)

se numeste variabila aleatoare uniforma pe [4, b], iar densitatea de pro-
babilitate si functia de repartitie corespunzadtoare se numesc densitate de
probabilitate si respectiv functie de repartitie uniforma pe [a, b].

e Multimea variabilelor aleatoare uniforme pe [a, b] se noteaza cu U|a, b].
e Se verificd imediat ca functia de repartitie uniforma pe [a, b] este

{ 3 pentru x <a

F(x) =< =%, pentru a<x<b

b—a’

1, pentru x > b.
Graficele lui f si F apar in figural[i}

Teorema 4. Valoarea medie si dispersia unei variabile aleatoare uniforme sunt

M(X) = ”erb, p2(x) = & IZ”)Z.
Demonstratie.
M(X) :/_oo xf(x)dx:/_a xf(x)dx+/bxf(x)dx+/booxf(x)dx—
b 1 2" ®-a a+tb
~ o xf(x)dx = b—a?aZZ(b—a) T2

) b 2 2
M(X?) = / X2 f(x)dx = ! / x’dx = w,
a

—00 b—a 3
de unde 5 ) ) 2 .
2y 4 F+ab+b"  a®+2ab+b°  (b—a
D(X) = 3 4 12
[
e Tinadnd contcd b > a avem D(X) = Z;\/%.

e Functia caracteristica pentru X € Ula, b] este
pith _ pita

$W =S =ay



16— : _ 15

05k — ......... ]

a5 : : a5

Figura 1: Densitatea de probabilitate si functia de repartitie pentru U/[0, 2]

2.2 Repartitia normala

Repartitia normala

e Spunem cd variabila aleatoare X urmeaza legea normald de parametri m
gi 02 (sau uneori m si o), m € R, o > 0 daci densitatea sa de probabilitate
este

1 (x—m)?

flx) = e 27 4)

e Multimea variabilelor aleatoare ce urmeaza legea normald de parametri
m si 02 se va nota cu N (m, 0?).

o Functia de repartitie este

Py = — [ e
X) = e 20 t.
) oV2mr /,oo
e Daci m = 0sic? = 1 se obtine
1 2
fx) = ez (5)



si spunem cd X urmeaza repartitia normald standard sau redusd, notatd
cu N(0,1).

Teorema 5. Media si dispersia unei variabile aleatoare normale reduse sunt M(X) =
0si D?(X) = 1.

Demonstratie.

© ] 2 1 0 2
M(X :/ xe” Zdx = —/ xe  2dx =0,
(X) —o0 \/27T V21—

deoarece functia de integrat este impara.
1 g 2 1 o0 2
D(X) = —/ x—m)?e Tdx = — / x2e” T dx.
(X) == | (x=m) T
2
Integrala se calculeazd prin parti, ludnd u = x si dv = xe™ 7, obtinandu-se

1

2| oo 2
D?(X) = — {—xex2 —I—/ eédx} =1,
(X) = L
deoarece -
/ e dx = VT (integrala lui Poisson)
0
n

Corolarul 6. Media si dispersia unei variabile aleatoare normale, de parametri m i
02 sunt M(X) = m si D*>(X) = 02.

Demonstratie. Temd. m

Observatia 7. Parametri m si 02 ai repartitiei normale reprezintd valoarea medie
si respectiv dispersia unei variabile aleatoare repartizatid N(m,0?). Rezultd totodati
cd functia de repartitie a unei variabile aleatoare normale este perfect determinatd de
valoarea medie si dispersia variabilei.

Momentele de ordin impar ale repartitiei normale standard sunt nule, deo-
arece functia de integrat care intervine la calculul lor este impara.

1 o 22
Myi1(X) = \/TTT /_oo xZHe=7 dx = 0.

Pentru momentele de ordin par avem

00 2 ~00 2\
My (X) = \/;7[ /_Oo e~ 7 dx = \/127[ /_oQ x2k=1 (e_z) dx =
= (2k = 1) Mp_»(x).



Deci am obtinut

May1(X) =0 (6)
2k)!
My (X) = (2k—1)!! = (Zkk! :
Asimetria si excesul pentru o variabila aleatoare normalad X sunt
M3 (X) My(X)
A - ——F_ = E = — — = U.
s = 0, A 3=0

In faptul ca asimetria si excesul repartitiei N(m,0?) sunt nule isi are originea
procedeul statisticii descriptive de a considera aceste caracteristici drept criterii
de stabilire a normalitatii. Totusi, conditia As = E = 0 este o conditie necesari,
dar nu suficienta pentru normalitate.

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare normale standard este

D(x) = \/;71 /;e—%dt @)

si se numeste functia lui Laplace. Deoarece densitatea de probabilitate normala
standard este simetricd fatd de dreapta x = 0 rezultd ®(—x) =1 — O(x).

Cu ajutorul functiei @, prin schimbarea de variabild u = ;™ se determina
probabilitatilor ce privesc orice variabila aleatoare normala:

Pla< X <b)= /:f(x)dx — ./_boof(x)dx— l/_aoof(x)dx _

a—m

1 o llzd o uzd
= —F e 2du— e 2dul =
\/27‘[ [oo /700
:q)<b—m> _q)<11—m).
g g

Reprezentarea grafica

Interpretarea geometrica a functiei lui Laplace

Regula celor 3 sigma
Regula celor 3 ¢ pentru variabile aleatoare normale.

€ €
P (|x —m| <s)fP(—£+m<X<£+m)fd>(E>—QD(—(—T) =
€
_2cp(5)—1.
Luand & = 30, obtinem
p=P(lx—m| <e) =29(3) — 1.

In tabele gisim ®(3) = 0.9987, de unde p = 0.9974. Cu alte cuvinte, probabili-
tatea ca abaterea in valoare absolutd sa depdseascd 30 este 1 — 0.9974 = 0.0026,
adica practic 0.



Figura 2: Densitatea de probabilitate (sus) si functia de repartitie N(0,1)

8
=



Functia caracteristica
Vom calcula intai functia caracteristicd a unei variabile aleatoare normale
standard. Avem

oo nin
1tx -5 t

8t) = r/ r/

Deoarece seria din membrul drept este uniform convergentd putem permuta
suma cu integrala, obtinand
[« ' 2 o0 tn M
22 i
Z x'e” Tdx =
o \/TT R

Tindnd cont de expresiile @ ale momentelor repartitiei normale standard avem
in final

M, (X).

i

n!

N N ) > t2/2) 2
(t) = — =e 7.
8= L Gyt 2ot mz
Pentru o variabild aleatoare X € N(m,0?), deoarece Y = - este normalad

standard obtinem

2,2
ot
itm— v

8x(t) = gov4m(t) = gy (ot) = ¢
Cu ajutorul functiei caracteristice se poate demonstra:

Teorema 8. Dacd ay,...,a, sunt constante si Xq,..., X, sunt variabile aleatoare
independente, repartizate N (my, U,%), k = 1, n, atunci variabila aleatoare Y = a1 X1 +
-+ an Xy este repartizatd N (L} axmy, Yy azo?).

2.3 Familia de repartitii gama
Familia de repartitii gama

e Spunem cd variabila aleatoare X urmeaza legea gama de parametrir > 0
si A > 0 daca densitatea sa de probabilitate este

A *Ax()l )r—l
flx;r,A) = “—t — pentru x>0 ®
0, pentru x <0,

unde I'(r) reprezintd valoarea functiei gama a lui Euler in .

e Multimea variabilelor aleatoare ce urmeaza legea gama de parametri r si
A se vanota cu y(r, A).

e Pentru A = 1 se obtine repartitia gama standard de parametru r, avand
densitatea de probabilitate
e *x"

1
flx;r)={ T+ pentru x>0
0, pentru x < 0.



e Multimea variabilelor aleatoare ce urmeazd legea gama standard de pa-
rametru  se va nota cu y*(r).

Observatia 9. Areloc X € y(r,A) = aX € y(r,2).

Sd determindm functia caracteristicd a unei variabile aleatoare X € y*(r).

1  itxx _ 1 [ (z'tx)” —X =
g(t):ﬁ/o etex 1dx—m/0 (2 o >e X ldx

_ 1 o )n «© —X L NT+T— _ 1 o r(n+r) . n
_ané A X"y = F()g) o (it)
:1+ir(r+1) (r+n+1)(t)”:(1—it)*’.

n=0

Deci g(t) = (1 —it)~"
Daca X € 7(r,A), atunci aX are densitatea de probabilitate f(7); deci con-

form observa’giei@aX cy ( ) si

wi=(1-4) = 2

cdcidacd X € y(r,A), AX € y*(r).
Momentele de ordinul s ale lui X € (7, A) sunt

_L « 54 ,—Ax r—1 _ 1 /w -y, r+s+1
MS(X)fr(r)/0 x*Ae” M (Ax) dx*)\sl"(r) ey dy
si deci
_ T(r+s)
M;(X) AST (7)
de unde 1)
N 1 _ r(r + 2 o L
M(X) = £, Ma(X) = =557, DA(X) = 15.

Observatia 10. Pentrur = 1, (1, A) devine legea exponentiald de parametru A.
Densitatea sa de probabilitate este

[ Ae™* pentru x>0
flx;A) = { 0, pentru x <0.

Prin calcul se obtine

4y [ 1—e™, pentru x>0
F(x;A) = { 0, pentru x <0,

iar prin particularizarea rezultatelor de mai sus

1 2

M(X) = Mi(X) = 5, Ma(X) = 55,

D*(X) = 5, g(x) =

10



Teorema 11. Daci X € N(m,0?) atunci Y = (Xz;rzn)z € ().

Demonstratie. Avem

P(Y<x):P(ﬁ<X_;1<ﬁ>:P(¢27<X_m<@>.

o o

Deoarece = € N(0,1), obtinem
1 V2x 2 2 V2x
\/? fe_Tdu - \/?/ e_Tdu.
T J—=v2x 7T JO

Efectuand schimbarea de variabild > = 2v si tinand cont c& I'(1/2) = /T,
rezultd ca

w2

P(Y <x)=

1 x 1
P(Y <x)= —/ e ‘v 2dv = Fy(x),
r(5) Jo
adica
e Xx21 1
——, pentru x>0
=9 1) P = fr(x3)-
0, pentru x <0
[

2.4 Repartitia hi-padtrat

Repartitia hi-patrat

Spunem ci variabila aleatoare X urmeazi legea x> (se citeste hi-pitrat) de
parametri v > O(numdr de grade de libertate) si 0> > 0 dacd X € (5, %%)
Pentru densitatea de probabilitate din (8) se obtine

e 27yl ; 0
f(x;m,az) _ 7(202)%1’(%)' pentru x >
0, pentru x <0.

Aceasta repartitie a fost descoperitd de astronomul Helmert in 1876 si pusd in
valoare 30 de ani mai tarziu de Karl Pearson, motiv pentru care se mai numeste
si repartitia Helmert-Pearson. Pentru 02 = 1 se obtine repartitia x> standard
cuv > 0 grade de libertate, avand densitatea de probabilitate

SLELE t 0
) 7 , pentru x>
flxv) =9 25r(%
0, pentru x <0.

Multimea variabilelor aleatoare ce urmeazi legea x> de parametri v gi 02 se
va nota cu x%(v,0?) sau cu X2(v,0?). In figura [3|apar mai multe exemple de
distributii x* standard, cu diverse grade de libertate. Functia caracteristica este

v

g(x) = (1 —20%t) "2

11



si se obtine din functia caracteristica a repartitiei gama (ec. |8) pentru r = 7 si
A= L

202"
Momentele de ordinul s sunt

)< BT

si deci M(X) = vo?, My(X) = v(v+2)c*, D?(X) = 2vo™.
Teorema 12. Dacd Xq,..., X, € N(0, (72) si ele sunt independente, atunci
Y =X+ -+ X2 X (v,0?).
Demonstratie. Conform teoremei X; e N(0,0?) = Y; = % er(d) e
X]2 € 'y(%, 2%2) & X}?- € X2(1,0?). Deoarece X, ..., X, sunt independente
gr(t) = ga() - galt) = (1-207) "2
adicd Y € X?(v,0?). m

X—M(X)
D(X)

Teorema 13. Fie X € X?(v,0?). Pentru v — oo, X* =
normali standard N (0, 1).

Demonstratie. Avem M(X) = 2vo?, D?(X) = 2vo*si deci

urmeazi legea

X — vo? v

}(”< = = X —
2uo? 02/ 2v 2’

din care se obtine

v
2

()

Dezvoltdm in serie primul factor
in/2 _ s 2 £
e”\/: =evi2 =1 +1t\/:_ = +O (U—fs/z) )

inlocuim in al doilea si obtinem

v
2

ax(t) =1+ ; +0 (1/_3/2),

gx+(t) = exp (Ulggo (—i -0 (v‘1/2)>> ,

adicd functia caracteristicd pentru N(0,1). m

de unde

12



Figura 3: Densitéti de probabilitate x>

Reprezentarea grafica

2.5 Repartitia Student
Repartitia Student

e Spunem cd variabila aleatoare X urmeazd legea Student sau legea Tcu
v > 0 grade de libertate dacd densitatea sa de probabilitate este

v+1
2

Iyl 2\~
flx|v) = \/%1"2(2) <1 + 1/) : )

e Multimea variabilelor aleatoare ce urmeaza legea Student cu v grade de

libertate se noteaza cu T(v) sau §*(v).

e Deoarece f este o functie pard momentele de ordin impar My, 1(X) sunt
nule, M(X) = 0, iar momentele centrate coincid cu momentele obignuite.
Pentru calculul momentelor de ordin par efectudm substitutia x> = vy si

13



obtinem

#) o -5
MZk(X)—jérz(g)/oox%(l—l—f) dx = (10)
() .
= V;E(r (253 | asy =
SICINTY
- (g (e ) -
AT () T (50T (k+1)
:ﬁrzg) zr(vzﬂ) 2,0<k<% (11)
Dar v v v v
r(3)=G-1) G-+
si
o))
de und
o My (X) = — L3 @D (122)

cu conditia sd avem k < .

o Deci, primele doud momente de ordin par, daca existd sunt

v 1/2
Ma(X) = my(X) = 5=, Ma(X) = my(X) = (v23)(v4)

e Din relatia (12a) obtinem
lim My (X) = (2k — 1)1t

n—o0

si deoarece My, 1(X) = 0, rezultd cd momentele repartitiei Student tind
la momentele repartitiei N(0,1) cand n — co. Am demonstrat astfel teo-
rema:

Teorema 14. Daci X € T(v), atunci X este asimptotic normald standard (cind
vV — 00).

In ﬁgura@apar mai multe grafice de densitdti de probabilitate Student pen-
tru diverse grade de libertate.

Reprezentarea grafica

14



0.4

v=1
035+ w5 |
v=10
03l w=30 |
025+ B
0.2F B
015+ B
01r B
005+ B
] 1 1 1 I 1
-4 3 2 1 ] 1 2 3 4

Figura 4: Densitdti de probabilitate Student pentru v = 1,5,10,30 grade de
libertate

Repartitia Student

Teorema 15. Daci X € N(0,02) si Y € X%(v,0?) sunt variabile aleatoare indepen-
dente, atunci variabila aleatoare

urmeazit legea T(v).
Demonstratie. Densitatea de probabilitate f(x, y) a vectorului aleator (X, Y)

este f(x,y) = fx(x)fy(y). Deoarece x = z\/g siy = yavem

de unde rezults ca

flzy) = fx (Z\/g> fY(!/)\/z

Densitatea de probabilitate a lui Z este

flz) = /Oof(Z y)dy = 1 /m"_ﬁ(ué)y%dy'
0 ’ V2T (%) (202)2 Jo ’
efectuand schimbarea de variabild y = ; fgzz 7, Vom avea in final

v+l

VAL (3) o T (3)

15



]
Din teoremele[15]si[12] rezulta

Teorema 16. Daci Xy, X1,..., X, sunt variabile aleatoare independente de clasi
N(0,0?), atunci variabila aleatoare

Xo

[X§+- -+ X}
1%

Un alt rezultat util de acest tip este

este de clasd T (v).

Teorema 17. Dacii X, . . ., Xy sunt variabile aleatoare independente de clasi N (0, (72)

§i
X, 4+---+ X
Y = M, (13)
v
atunci variabila aleatoare
(14)
apartine clasei T(v — 1).
Demonstratie. Fie variabilele aleatoare
v S —
Yi=) a;iXj i=1v—1 (15)
j=1
si
1
szi(xl+""|‘xv) (16)

NG,

cu coeficientii alesi astfel incat matricea A = (a;j) sa fie ortogonala. Deoarece

X3, ..., X, sunt variabile aleatoare independente de clasa N(0, 02), rezultad ca
$iYy,...,Y, sunt independente si de clasi N (0, ¢?). Mai mult

Y24+ Y2=X34 X2 (17a)
de unde
2 2 2 , X3+ 4+ X2
Yl+...+YV71:X1+...+Xv_7:
v
=Xi+ o+ X - =Y (X —Y)? (18)

i=1

16



Utilizand (13), (14), si obtinem
WYV -DXa 4 X)) DV

7=V —

Vi (Xi = Y)?
Y24++Y2 |
v—1

si conform teoremei precedente Z € T(v —1). m
In ﬁguraapar pe acelasi grafic o distributie N (0, 1) si o distributie T(5).

0.4

— D)
-==18)

02F

01581

01F

0.05 1

D""
-4 3 2 A 0 1 2 3 4

Figura 5: Comparatie intre N(0,1) si T(5)

2.6 Repartitia F

Repartitia F

Spunem cd o variabild aleatoare are repartitia F sau repartitia Snedecor-
Fisher cuv; > 0sivp > 0 grade de libertate daca densitatea sa de probabilitate
este

(%) o7, pentru x>0
flxv,ve) = B(Y%,%) 1+%x> 2 (19)
0 pentru x <0.

17



Multimea variabilelor cu aceastd repartitie se va nota cu F(vq,v;). Momentele
de ordinul r ale unei variabile aleatoare X € F(vy,1;) sunt

r %1 ]
n\ T(F+1)T(3-r)
M(X)=|— , 20
®= () “FEre @
cu conditia ca 0 < 2r < 1,. Pentru r intreg se obtine:

(v nn+2)...(1n+2r-2)
M, (X) = (1/2> (= 2)(n —4). . (v —2)"

In particular, au loc formulele

2
1%) ) V] +2
MX)= -2 . MyX)=2.__"vts
(X) v —2 2(X) vy (12 —2)(1n —4)

valabile pentru v, > 2 si respectiv v, > 4. Dacd v, > 4, atunci

283 (41 -2)

D?(X) -

In figura E] apare graficul unei densitati de probabilitate de tip F.
Cele doud teoreme care urmeaza precizeaza legatura intre distributia F si
alte repartitii.

Teorema 18. Daci X1 € X?(vy1,02) si Xp € X?(vp, 02), atunci variabila aleatoare
1
uXi

1
i X2

Y =

apartine clasei F(vq,17).

Demonstratie. Deoarece Xj si X, sunt independente, densitatea de proba-
bilitate a vectorului aleator (X1, X;) este

flx1,x2) = f)(z(xl;vlraz)fxz(XZ; vy, 0%).
Densitatea de probabilitate a lui (Y, X;) se obtine observand ca
"
X1 = —YX2; X2 = X2
vV
si deci
D(xi,x2) _| gx dy|_mn
D(y, x2) 0 1

de unde rezulta

1% 1% 1%
fy,x2) = fx1,x2) 20 = fra(—yx;v1,02) oo (x2;12,0%) L xa.
1% 1%) %)

18



De aici deducem cd densitatea de probabilitate a lui Y este

f) = [ S = [ o (Rymin, o) fa (v, o) Lxadsa,
Dupa efectuarea calculelor se obtine f(y) = f(y;v1,12). ®

Din ultima teorema si din teorema [12| rezulta:

Theorem 19. Daci X, ..., Xy, si Y1,..., Yy, sunt variabile aleatoare independente
din clasa N(0, 02), atunci variabila aleatoare

2 2
Z:UZ.X1+“'+XV1

1 Y12+Y32

este de clasd F(vy,v7).

Figura 6: Graficul densititii de probabilitate F(15,5)
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