Contents

1 Errors and Floating Point Arithmetic 1 1.1 Numerical Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Error Measuring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.3 Propagated error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.4 Floating-Point Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.4.1 Parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.4.2 Cancellation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.5 IEEE Standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.5.1 Special Quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.6 The Condition of a Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.7 The Condition of an algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.8 Overall error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.9 Ill-Conditioned Problems and Ill-Posed Problems . . . . . . . . . . 14 1.10 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.10.1 Asymptotical notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.10.2 Accuracy and stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.10.3 Backward Error Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Numerical Solution of Linear Algebraic Systems 21 2.1 Notions of Matrix Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2 Condition of a linear system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2.3 Gaussian Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.4 Factorization based methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.4.1 LU decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.4.2 LUP decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.4.3 Cholesky factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.4.4 QR decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.5 Strassen’s algorithm for matrix multiplication . . . . . . . . . . . . 41 2.6 Iterative refinement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 v

2.7 Iterative solution of Linear Algebraic Systems . . . . . . . . . . . . 43

3 Function Approximation 49 3.1 Least Squares approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.1.1 Inner products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.1.2 The normal equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 3.1.3 Least square error; convergence . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.2 Examples of orthogonal systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 3.3 Examples of orthogonal polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 3.3.1 Legendre polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 3.3.2 First kind Chebyshev polynomials . . . . . . . . . . . . . . 64 3.3.3 Second kind Chebyshev polynomials . . . . . . . . . . . . 68 3.3.4 Laguerre polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.3.5 Hermite polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.3.6 Jacobi polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 3.4 The Space H^n[a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 3.5 Polynomial Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.5.1 Lagrange interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.5.2 Hermite Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3.5.3 Interpolation error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 3.6 Efficient Computation of Interpolation Polynomials . . . . . . . . . 83 3.6.1 Aitken-type methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 3.6.2 Divided difference method . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.6.3 Multiple nodes divided differences . . . . . . . . . . . . . . 88 3.7 Convergence of polynomial interpolation . . . . . . . . . . . . . . 90 3.8 Spline Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 3.8.1 Interpolation by cubic splines . . . . . . . . . . . . . . . . 95 3.8.2 Minimality properties of cubic spline interpolants . . . . . . 99

4 Linear Functional Approximation 103 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 4.1.1 Method of interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 4.1.2 Method of undetermined coefficients . . . . . . . . . . . . 107 4.2 Numerical Differentiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 4.3 Numerical Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 4.3.1 The composite trapezoidal and Simpson’s rule . . . . . . . 110 4.3.2 Weighted Newton-Cotes and Gauss formulae . . . . . . . . 113 4.3.3 Properties of Gaussian quadrature rules . . . . . . . . . . . 116 4.4 Adaptive Quadratures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 4.5 Iterated Quadratures. Romberg Method . . . . . . . . . . . . . . . 122

4.6 Adaptive Quadratures II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5 Numerical Solution of Nonlinear Equations 129 5.1 Nonlinear Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 5.2 Iterations, Convergence, and Efficiency . . . . . . . . . . . . . . . 130 5.3 Sturm Sequences Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 5.4 Method of False Position . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 5.5 Secant Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 5.6 Newton’s method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 5.7 Fixed Point Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 5.8 Newton’s Method for Multiple zeros . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 5.9 Algebraic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 5.10 Newton’s method for systems of nonlinear equations . . . . . . . . 147 5.11 Quasi-Newton Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 5.11.1 Linear Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 5.11.2 Modification Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6 Eigenvalues and Eigenvectors 155 6.1 Eigenvalues and Polynomial Roots . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 6.2 Basic Terminology and Schur Decomposition . . . . . . . . . . . . 157 6.3 Vector Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 6.4 QR Method – the Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 6.5 QR Method – the Practice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 6.5.1 Classical QR method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 6.5.2 Spectral shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 6.5.3 Double shift QR method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

7 Numerical Solution of Ordinary Differential Equations 179 7.1 Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 7.2 Numerical Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 7.3 Local Description of One-Step Methods . . . . . . . . . . . . . . . 182 7.4 Examples of One-Step Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 7.4.1 Euler’s method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 7.4.2 Method of Taylor expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 7.4.3 Improved Euler methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 7.5 Runge-Kutta Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 7.6 Global Description of One-Step Methods . . . . . . . . . . . . . . 193 7.6.1 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 7.6.2 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 7.6.3 Asymptotics of global error . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

7.7 Error Monitoring and Step Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 7.7.1 Estimation of global error . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 7.7.2 Truncation error estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204 7.7.3 Step control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

Bibliography 215

Index 218