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Introducere

Scopul acestui curs este de a prezenta principalele notiuni si rezul-
tate din teoria ecuatiilor diferentiale si a sistemelor dinamice generate de
acestea. In plus, vom discuta tangential si despre unele clase de ecuatii
integrale, ce se leaga in mod natural de unele probleme asociate ecuatiilor
diferentiale de ordinul 1 sau ordinul 2. Principalele teme sunt: 1. Ecuatii
diferentiale si ecuatii integrale rezolvabile efectiv; 2. Modele matemat-
ice guvernate de ecuatii diferentiale; 3. Teoreme de existenta si unicitate
pentru problema lui Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale via prin-
cipiul contractiei al lui Banach; 4. Sisteme de ecuatii liniare de ordinul
1; 5. Sisteme dinamice generate de ecuatii diferentiale.

Materialul de fata este impartit pe capitole, fiecarui capitol core-
spunzand unui curs gi unui seminar. Cursul explica pe larg notiunile si
rezultatele fundamentale mai sus enumerate, iar seminarul va considera
exercitii gi probleme aplicative (rezolvate si propuse). Seminariile sunt
sustinute de mine si de colega mea conf.dr. Monica Bota. Cat priveste
laboratorul, doctoranda Cristina Gheorghe va fi cea care va gestiona ac-
tivitatea de laborator. Tematica acestuia este urmatoarea:

1. Introducere in Maple/Sage; 2. Ecuatii diferentiale de ordinul 1;
3. Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul 1 4. Ecuatii diferentiale
de ordinul 2; 5. Modele matematice guvernate de ecuatii diferentiale;
6. Metoda aproximatiilor succesive si notiuni de stabilitate; 7. Evaluare.

Prezenta este obligatorie la seminar si laborator, absenta la mai mult

de un laborator sau mai mult de trei seminarii atragand dupa sine neprim-
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irea in examenul din sesiunea si, astfel, nepromovarea examenului. Temele
rezolvate (12 exercitii dintre cele propuse in primele 10 capitole, cate doug
din capitolele 2, 8 i 9 si cate unul din restul capitolelor, la alegerea stu-
dentului) se predau la ultimul curs din ianuarie 2025. In caz de similitu-
dine intre una sau mai multe teme, ambele/toate se anuleaza i punctajul
acordat va fi zero. De asemenea, In ceea ce priveste conectarea la activ-
itatea de seminar si laborator, se va respecta componenta anuntata a
grupelor /subgrupelor.

Nota finald la disciplina Ecuatii diferentiale este compusa din: 10%
- activitatea la curs si seminar, 10% - realizarea temelor propuse, 10% -
lucrarea de control de la seminar (saptamana a gasea), 10% - realizarea
proiectului de laborator (minim nota 5,00), 50% - nota de la examenul
scris din sesiune (care trebuie sa fie minim 5,00). Un punct se acorda din
oficiu.

Alte informatii: A. Petrusel (http://math.ubbcluj.ro/ petrusel/).

Adrian Petrusel Septembrie 2024



Capitolul 1

Notiunea de ecuatie

diferentiala

1.1 Notiunea de ecuatie diferentiala.
Tipuri de solutii

O ecuatie diferentiala este o ecuatie in care necunoscuta este o
functie de o variabila reala (sa zicem x = z(t),t € I, cu [ interval al

axei reale) gi ea apare in ecuatie impreuna cu derivatele sale.

Comentariu istoric. Se pare ca termenul de ”"equatio differentialis”
a fost folosit pentru prima data in 1676 de Gotfried Wilhelm von Leibnitz
pentru a desemna problema determinarii unei functii ce satisface o relatie

in care apare ea gi unele derivate ale ei.

O ecuatie diferentiala ordinara este o ecuatie diferentiala in care
functia necunoscuta si derivatele sale apar pe aceeasi argument notat, de

exemplu, cu t. Un exemplu de ecuatie diferentiala ordinara este ecuatia
o (t) — 1?2 (t) + 3ta*(t) = arctant, t € [0, ool.

Daca in ecuatia diferentiala exista o modificare a argumentului, atunci

ecuatia respectiva se numeste ecuatie diferentiala cu argument modificat.

1



2 CAPITOLUL 1. NOTIUNEA DE ECUATIE DIFERENTIALA

De exemplu, daca 7 > 0 este o constanta reala data, atunci ecuatia
2'(t)+20'(t) —x(t—7) =t} tER

este 0 ecuatie cu argument modificat, mai exact cu argument intarziat.
O ecuatie diferentiala de ordinul n € N* este o ecuatie in care functia
necunoscuta apare impreuna cu derivatele sale, iar ordinul cel mai mare

al derivatei este n. De exemplu, ecuatia
2"(t) — tz(t) = sint, t e R

este o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 2.

In ceea ce urmeaza, daca I este un interval al axei reale, vom nota cu
C(I,R™) spatiul functiilor continue pe I cu valori in R", iar cu C™ (I, R")
spatiul functiilor continue pe I cu toate derivatele continue pe I pana la
ordinul m. Daca n = 1 vom scrie pe scurt C'(I) sau C™(I).

Definitie. Fie f : D C R x R® — R" o functie continua pe D. Un
sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 in forma normala Cauchy este
dat de

X'(t) = f(t, X(¢)). (1.1)

Printr-o solutie a sistemului (1.1) pe intervalul I al axei reale
intelegem o functie ¢ : I — R" ce satisface:
(i) Grafic(p) :={(t,¢(t)) : t € I} C D;
(ii) ¢ este derivabila pe I;
(iii) ¢'(t) = f(t,p(t)), oricare ar fi t € I.
Sa remarcam faptul ca, din (ii) si (iii), folosind faptul ca f este continua,
avem ca p € C1(I,R").

Observatie. Daca explicitam
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respectiv

fi
fn

atunci (1.1) se reprezinta desfagurat ca un sistem de n ecuatii diferentiale

de ordinul 1 de forma

2y (t) = fit,xi(t), -, wn(t)),
(1.2)

unde f; : D — R sunt functii continue pentru ¢ € {1,2,---  n}.

Corespunzator, solutia sistemului (1.2) se reprezinta

©1(t)
p(t) =
QOn(t)'

Observatie. In particular, X'(t) = f(X(t)) este un sistem autonom
de ecuatii diferentiale de ordinul 1. Deseori, mai ales in procesul de mod-
elare matematica, suntem interesati de gasirea solutiilor sistemelor au-
tonome ce sunt constante In timp. Acestea se numesc solutii echilibru
sau solutii stationare ale sistemului dat. Evident, in aceste cazuri avem
ca X'(t) = 0,t € I si, in consecinta, solutiile echilibru ale sistemului
X' = f(X) se obtin rezolvand sistemul f(X) = 0.

Comentariu istoric. Notatiile derivatei unei functii z = x(t) date

de-a lungul timpului:

Z—f — a fost data de Leibnitz,

t(t) — a fost data de Newton,

2'(t) — a fost data de Lagrange.
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Definitie. Fie F': E C R""2 x R® — R o functie continud pe E. O

ecuatie diferentiala de ordinul n in forma implicita este data de
F(t,z(t),2'(t),..., 2™ () =0, (1.3)

unde (™ noteaza derivata de ordinul n a functiei z.
Printr-o solutie a ecuatiei (1.3) pe intervalul I al axei reale intelegem
o functie ¢ : I — R ce satisface:
(i) ¢ € C"(I,R);
(ii) (t,0(t), ¢ (), ,p™(t)) € E, oricare ar fi t € I;
(iil) F(t, @(t), @' ()(t), ..., ™ (t)) = 0, oricare ar fi t € I.
Observatie. In anumite conditii, ecuatia (1.3) poate fi rescrisa sub

forma

M () = G(t,z(t),2'(t),..., "V (t)), (1.4)

ceea ce reprezinta forma normala Cauchy a unei ecuatii diferentiale de
ordinul n.

Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = =(¢),t € R.
Functia p(t) = €', t € R este o solutie explicita a ecuatiei pe R. Multimea
tuturor solutiilor ecuatiei date este S = {¢(t) = ce';t € R: c € R}.

Definitie. Fie J un interval al axei reale, g : D := J xR? - R o

functie continua si ecuatia diferentiala de ordinul 1
g(t,x(t),2'(t)) = 0,t € J. (1.5)

Prin definitie, relatia
h(t,p(t)) =0,t €l (1.6)

este o solutie in forma implicita a ecuatiei (1.5) pe intervalul I C J daca
orice functie p € C*(I,R) ce verificd (1.6) pe intervalul I este o solutie
a ecuatiei (1.5) pe intervalul I.
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = =z(t),t € R.
Relatia
In|p(t)| =t teR
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defineste o solutie in forma implicita a ecuatiei date pe R.

Exemplu. Asemanitor, relatia 5z — 2° +t> — 1 = 0 defineste o
solutie z = x(t) in forma implicita a ecuatiei z/(t) = #4;71 Intr-adevar,
daca derivam relatia 5z — x° + > — 1 = 0 in raport cu ¢ avem: 52/(t) —

S5zt (t)a’(t) + 5t* = 0, ceea ce conduce exact la relatia 2/(t) = —m4(t$_1-

Definitie. Fie J un interval al axei reale, g : D := J xR> = R o

functie continua si ecuatia diferentiala de ordinul 1

g(t,x(t),2'(t)) =0,t € J. (1.7)
Prin definitie, relatiile
t p—
x=C((s),sel

(unde v, ¢ € C(I,R) sunt functii cunoscute) definesc o solutie in forma
parametrica a ecuatiei (1.7) pe intervalul I C J daca:
(a) ¢¥'(s) # 0, oricare ar fi s € I si (¢(s),((s), g,((ss))) € D oricare ar
fisel;
(b) g(v(s),((s), g,((‘z))) =0, oricare ar fi s € I.
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = z(¢t),t € R.

Relatiile
t=s,
r=2e%s€ER

definesc o solutie in forma parametrica a ecuatiei date.

Definitie. Prin definitie, graficul unei solutii de ecuatie diferentiala

se numeste curba integrala.

1.2 Probleme asociate unor ecuatii

diferentiale

In teoria ecuatiilor diferentiale si, mai ales, in aplicatiile in lumea reala

ale acestora, cateva probleme asociate ecuatiilor se studiaza.
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Fie f : D C R x R" — R" o functie continua pe D si sistemul de
ecuatii diferentiale de ordinul 1 dat de
X'(t) = f(t, X(1)). (1.9)

Problema cu conditii initiale asociata sistemului (1.9) consta in deter-

minarea solutiilor sistemului de mai sus se satisfac suplimentar conditia
X(to) = XY, (1.10)

unde valoarea (tg, X") € D este cunoscuta.

In acest caz, problema cu conditii initiale este reprezentata prin

X'(t) = f(t, X(t))
X(to) = XO.

Observatie. Fie o ecuatie diferentiala de ordinul n in forma normala

Cauchy, de forma
£t = Gt o(t), (1), .., a" D (1), (1.11)

unde G : D C R x R™ — R este o functie continua data.
Ecuatia de mai sus este echivalenta cu un sistem de n ecuatii
diferentiale de ordinul 1. Intr-adevar, notam: =1 := z, 2z := 2/, 2, =

™1 Atunci (1.11) este echivalents cu sistemul

{ - (1.12)
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si

folosind observatia de mai sus, problema cu valori initiale asociata
ecuatiei (1.11) este:

(

7' (ty) = 29 (1.13)

unde valoarea (ty, X°) € D (cu X" = (29,--- ,22)) este data.

Cometariu istoric. Jean le Rond D’Alembert observa in 1770 ca
orice ecuatie diferentiala de ordin superior se poate reduce in mod echiva-
lent la un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1.

B. Problema cu conditii pe frontiera (Probleme de tip
Dirichlet/Neumann).

Fie o ecuatie diferentiala de ordinul 2 in forma normala Cauchy, de
forma

2'(t) = g(t, x(t), 2/ (1)), (1.14)
unde g : [a,b] x R? — R este o functie continud data, iar [a,b] este un
interval nedegenarat al axei reale.

Printr-o problema cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet asociata

ecuatiei (1.14) intelegem urmatoarea problema

2"(t) = g(t, 2(t), 2'(t)),t € [a, 0]
z(a) =« (1.15)
z(b) = B,

unde «, 5 € R sunt valori cunoscute.
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Printr-o problema cu conditii pe frontiera de tip Neumann asociata

ecuatiei (1.14) intelegem urmatoarea problema

2"(t) = g(¢t,x(t),2'(1)),t € |a, ]
2'(a) = a (1.16)
2'(b) = B,
Daca ecuatiei (1.14) asociem conditii pe frontiera de tipul
)+ o) = e
biz(b) + baa'(b) = B,

unde aq, as, by, by, a, f € R sunt valori date, avem o problema cu conditii

pe frontiera de tip mixt.

1.3 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Fie ecuatia diferentiala z'(t) = g(t),t € I (unde g € C(I)iar I C R
este un interval).
Se cere:

a) sa se scrie multimea solutiilor ei;

b) si se rezolve explicit in cazurile g(t) = tcost, g(t) = t?Int, g(t) =
arcsint, g(t) = arctant, precizandu-se de fiecare data domeniul maxim.

c) sa se rezolve problema
'(t) = g(t)
—1,
unde ¢ : [0,2] — R este data de relatia

2t — 1, t € [0,1],

t) =
9(t) te!=1, t €]1,2].
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Solutie. a) z(t) = fti) g(s)ds + ¢, unde ¢ € R iar ¢y € I poate fi ales
arbitrar.

b) exercitiu !

c¢) Deoarece g este continua, ea admite primitive. Prin integrare pe

ramuri, obtinem

t2—t+ey, t€]0,1],
z(t) = t)dt =
(®) /ﬁ<) (t— Det=1 + ¢y, £ €]1,2].

Din conditia de continuitatea asupra lui x rezulta ¢; = cy. Deci solutia

ecuatiei date este

t?—t+c, tel0,1],

x(t) = (t—1)et +¢, t €1,2],

unde ¢ € R este o constanta reala arbitrara. Se observa ca z € C([0,2]).
Din conditia initialad x(1) = 1 rezulta ¢ = 1. Concluzie: unica solutie pe

intervalul [0,2] a problemei date este

t?—t+1, te€|0,1],

x(t) =

(t—1)e1+1, te]l,2],
2) Fie ecuatia diferentiala
Z'(t) = 2x(t),t € [0, 00].

a) Dati exemple de solutii ale ecuatiei: solutie in forma explicita, solutie
in forma implicita si solutie in forma parametrica.

b) Precizati o solutie a problemei cu valori initiale formata din ecuatia
data si conditia z(0) = —1.

Solutie. a) Se observa ca functia x(t) = e* satisface ecuatia data.

Mai mult, orice functie de forma x(t) = ce* (unde ¢ € R este o constant
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arbitrara) satisface ecuatia. Aceasta reprezinta solutia explicita a ei.

O solutie in forma implicita este, de exemplu,
In |z(t)| = 2t,t € [0, 00].

De asemenea, pentru orice constanta arbitrara c € R, relatiile

t=s,
r = ce* s € 0,00

definesc o solutie in forma parametrica a ecuatiei date.

b) Daci z(t) = ce? este solutie a ecuatiei (cu orice constantd reald

¢), atunci din conditia (0) = —1 deducem ¢ = —1. Deci, solutia prob-
lemei lui Cauchy este z(t) = —e?'. S& observam c& este unica solutie a
problemei.

3) Fie problema cu valori initiale (problema lui Cauchy)

{ 2'(t) = —2t,t € R 118

z(1) =,

unde 1 € R este data. Precizati o solutie a acestei probleme.

Solutie. Integrand ecuatia data avem
z(t) = —t* +¢,t € R (unde ¢ € R).

Din conditia initiala avem ¢ = n + 1, deci unica solutie a problemei
Cauchy date este z(t) = —t> +n+1,t € R.

4) Fie ecuatia diferentiala z”(t) = ¢(t),t € I (unde g € C(I), iar
I C R este un interval). Se cere sa se scrie multimea solutiilor ei.

Solutie. Integrand succesiv de doua ori avem

x(t) = /t(t —5)g(s)ds + c1t + co,

to

unde ¢, co € R iar ty € I poate fi ales arbitrar.
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Intr-adevar, integrand o data, avem
t
2 (t) = / g(s)ds + c;.
to

Notam h(t ft s)ds + c;. Integrand acum ecuatia 2'(t) = h(t) avem

t ¢ p
z(t) = / h(p)dp + co = / (/ g(s)ds + 01) dp + ¢ =
to to to
/ / s)dsdp + c1(t — to) + c2 = / / (s,p)dsdp + c1(t — to) + c2,

unde am notat
g(s), s <p,

v(s,p) = 0, 5> p

Schimband ordinea de integrare, avem

w(t) = /t: [/t:v(s,p)dp] ds + 1t — to) + ¢ =

/t [/SU(S p)der/t (s, p)dp] ds + cr(t — to) + 5 =
/U Odp+/ dp]dHcl(t—to)ﬂz
/to (/s gls >dp) ds +ci(t —to) + o =

/t:g(s) (/t dp> ds+ ¢ (t —to) + ¢y = /t(t — $)g(s)ds + c1(t — to) + ca.

to

5) Fie problema Dirichlet

2(0) = 1,z(1) =

Precizati o solutie a a acestei probleme.

{ 2" (t) = x(t),t € [0 1] (1.19)
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Solutie. Se observa ca functia z1(t) = e',¢t € [0,1] este solutie a
ecuatiei. Mai mult, orice functie de forma z(t) = c¢i€', ¢ € [0,1] (unde ¢;
este o constanta reald arbitrara) este de asemenea solutie a ecuatiei. Ceea
ce mai putem observa este ca orice functie de forma zo(t) = e *,t € [0, 1]
verifica ecuatia, gi mai mult, orive functie de forma z(t) = cpe™*, ¢ € [0, 1]
(unde ¢y este o constanta reala arbitrara) este, de asemenea, solutie a
ecuatiei. Interesant este si faptul ca si combinatia liniara a celor doua

functii x1, zo este solutie a ecuatiei, i.e.
z(t) = cre’ + coe™",t € [0,1] (¢, ¢y sunt doudl constante reale arbitrare).

Impunand cele doua conditii pe frontiera domeniului problemei rezulta
un sistem in necunoscutele c¢q, ¢y care da ¢ = —1,co = 2. Deci, unica

solutie a problemei este
z(t) = —e' +2e"t €0, 1].

B. Exercitii propuse.

1) Sa se rezolve problema

'(t) = g(t)
z(0) =0,

unde g : R — R este data de relatia

Vi, t € 10,00,
t) =
IO =1 @+ 1), €] — 00,0
2) Fie ecuatia diferentiala 2'(t) = —uz(t),t € R. Dati exemple de

solutii ale ecuatiei: solutie in forma explicita, solutie in forma implicita
si solutie in forma parametrica.

3) Fie problema cu valori initiale (problema lui Cauchy)

{ 2/(t) = —a(t),t € [0,00] (1.20)
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unde n € R este data. Precizati o solutie a acestei probleme.
4) Fie problema Dirichlet

{ 2"(t) = cost,t € [0, 7] (1.21)

2(0) = 0,2(%) = 2.

Precizati o solutie a a acestei probleme.

1.4 Concluzii

In acest paragraf am prezentat cateva clase de ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale, precum si cele mai importante tipuri de probleme asociate
lor. A fost definita notiunea de solutie, in cele trei ipostaze in care ea
poate sa apara: solutie in forma explicita, solutie in forma implicita si
solutie in forma parametrica. Prin exemple si exercitii, ”am ghicit” expre-
sii ale solutiilor, fara sa aven (deocamdata) o metoda riguroasa gi clara
de rezolvare.

In ceea ce urmeaza ne va interesa:

1) metode de rezolvare efectiva a ecuatiilor si sistemelor de ecuatii
diferentiale (pana la ordinul 2);

2) studiul existentei, unicitatii, aproximarii si a dependentei continue
de date pentru probleme asociate unor clase de ecuatii diferentiale;

3) aspecte dinamice in teoria ecuatiilor diferentiale.
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Capitolul 2

Ecuatii diferentiale

rezolvabile efectiv

Prezentam in continuare, pe scurt, cateva clase de ecuatii diferentiale
ordinare de ordinul 1 ce pot fi rezolvate efectiv. Vom indica metoda de
rezolvare efectiva ce permite determinarea solutiei intr-una din formele
deja prezentate: explicita, implicita sau parametrica. In fapt, rezolvarea
efectiva a ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii diferentiale este posibila
intr-un numar relativ mic de cazuri.

La Congresul International al Matematicienilor din 1908 de la Roma
(pentru o istorie a acestor congrese internationale se poate consulta
https://www.mathunion.org/icm/past-icms), Henri Poincaré spunea ca
rezolvarea efectiva este posibila "one time in one hundred” si indemna
matematicienii la trecerea spre studiul calitativ al teoriei ecuatiilor,
ceea ce Inseamna: existenta, unicitatea, aproximarea si dependenta de
date a solutiei. Prin studiile sale Henri Poincaré a dat un impuls ma-
jor teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale si, mai mult, este consid-
erat creatorul teoriei sistemelor dinamice, domeniu al matematicii intrat
incepand cu anul 2000 in clasificarea subiectelor matematice propusa

de American Mathematical Society (https://www.ams.org/home/page)

15
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si European Mathematical Society (https://euro-math-soc.eu/), cele
mai importante doua societati profesionale internationale ale matem-
aticienilor, alaturi desigur de International Mathematical Union
(https://www.mathunion.org/). Pentru clasificarea subiectelor matem-
atice (Mathematics Subject Classification (pe scurt MSC)) a se
vedea https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html sau
https://zbmath.org/classification/.

2.1 Ecuatii cu variabile separabile

Forma generala a unei ecuatii diferentiale cu variabile separabile este

'(t) = g(t)h(x). (2.1)
Presupunem:
(i) g e o functie continua pe intervalul |tq,¢s[ (unde t; = —o00,ty = +00
sunt acceptate);
(ii) h e o functie continua pe intervalul |z, 5[ (unde x; = —00, 9 = +00

sunt acceptate).

Necunoscuta ecuatiei este x = x(t),t € I (unde I Clty, 5] este un
interval al axei reale) si ea se cautd in clasa de functii C.

Vom presupune, de asemenea, ca h(x) # 0 oricare ar fi x €]z, z5[. In
fapt, daca h(x) = 0 pentru o functie constanta z(t) = ¢, t € I, atunci

aceasta functie este solutie a ecuatiei (2.1).

= Fie © = 2(t),t € I o solutie a ecuatiei (2.1). Atunci putem scrie

ecuatia data astfel:

Integrand in raport cu ¢ de la un punct ¢y € I fixat avem

/t: hf;:((i)))ds = /t tg(s)ds +cceR
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Facem schimbarea de variabila u = x(s) si atunci (deoarece du = z'(s)ds)

z(t) du t
—— =/ g(s)ds+c,ceR
/xo(t) h’<u) /t() ( )

sau, utilizand notatia zg := z(ty), putem scrie mai simplu

T du /t
—— =/ g(s)ds+c,ceR.
/Io h(u) to ()
1

Notam cu H(x) := 50 %, x €|xy, x| primitiva functiei 7ty §1 putem ob-

serva ca, in ipotezele facute asupra lui h, avem ca h pastreaza semn con-

aveln

stant pe |z, 23[. Sa presupunem ca h(z) > 0, oricare ar fi x €]z, 25[. In
mod evident, H este derivabila cu derivata continua si strict crescatoare
pe |z1, xs[. In consecinta, H admite inversa pe multimea H (]z1, xs[), iar
inversa ei, notata cu H~! are aceleasi proprietati ca si H. Din ecuatie,

folosind notatia cu H avem

H(z) = / g(s)ds +c,c € R,

to

formula care da solutia ecuatiei date in forma implicita.

In situatia in care, din relatia precedenta, putem exprima pe x avem

x(t) = H_l(/tg(s)ds +c¢),t € I (unde c € R),

to

solutia explicita a ecuatiei date.

2.2 Ecuatii omogene in sens Euler

Forma generala a unei ecuatii diferentiale omogene in sensul lui Euler

este
T

(1) = 9(3), (2.2)

unde g este o functie continua pe un interval J, iar ecuatia este consid-

erata pe un interval ce nu include originea.
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Pentru rezolvarea efectiva a ecuatiei se face schimbarea de variabila
y := 7, prin care variabila dependenta a ecuatiei se schimba din z in y.
Din schimbarea de variabila y := 7 deducem x =ty si 2’ = y + ty/".

Inlocuind in ecuatia data avem

y+ty' =g9y) & ty =gy —y.

S-a obtinut astfel o ecuatie cu variabile separabile in y = y(¢). Dupa re-
zolvarea ecuatiei in necuoscuta y = y(t) (prin metoda indicata in paragra-

ful anterior) se determina solutia ecuatiei initiale sub forma z(t) = ty(t).

2.3 Ecuatii diferentiale liniare
Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 este
2'(t) — p(t)x(t) = q(t), te I CR, (2.3)

unde p, ¢ sunt functii continue pe un interval I al axei reale.

Multimea tuturor solutiilor ecuatiei notata cu S are reprezentarea
S=358+ {7},

unde Sy este multimea solutiilor ecuatiei omogene asociate (i.e., z’(t) =
p(t)x(t), t € I C R, in care recunoastem o ecuatie cu variabile separa-
bile), iar & este o solutie (oarecare) a ecuatiei neomogene (2.3). Aceasta
din urma se poate determina prin metoda variatiei constantei, metoda
cunoscuta sub denumirea de metoda lui Lagrange. Astfel, daca s-a de-

terminat
t
So ={z(t) = celo P o e R}

(unde to € I), atunci Z(t) se cauta sub forma

F(t) = p(t)el %
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unde ¢ este o functie de clasd C! care se determina din conditia ca Z(t)

sa verifice ecuatia (2.3).

Cometariu istoric. Rezolvarea ecuatiei diferentiale liniare de or-
dinul 1 este prezentata pentru prima data de Sir Isaac Newton in 1687.
In 1778, Joseph Lagrange redescopera metoda variatiei constantei, iar
in literatura de specialitate aceasta metoda este deseori prezentata ca
metoda lui Lagrange. Tot lui Lagrange i se atribuie urmatoarea afirmatie
(valabila gi astazi): "I have always observed that the pretensions of all
people are in exact inverse ratio to their merits; this is one of the axioms

of morals”.

2.4 Ecuatii cu diferentiala totala exacta
O ecuatie diferentiala de ordinul 1 de forma

g(t,x)x'(t) + h(t,z) =0, t € [ CR, (2.4)

unde ¢, h sunt functii continue pe un domeniu D C I x R din R? (cu
g # 0 pe D) se numeste ecuatie cu diferentiala totala exacta daca exista

o functie F' € C''(D) astfel ca urméatoarele relatii sa aiba loc pe D:

oF _p
ot (2.5)
{ % =9

Ca o consecinta, ecuatia (2.4) se poate rescrie
dF(t,z) =0
si astfel solutia in forma implicita a ecuatiei date este
F(t,z) = c,t € I (unde c € R).

Determinarea lui F' se poate face prin integrarea sistemului (2.5).
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Observatie. Verificarea faptului ca o ecuatie este cu diferentiala to-
tala exacta se poate face mai usor folosind urmatoarea caraterizare.
Lema. Fie g, h doui functii de clasi C!' pe un domeniu D C R2.
Atunci expresia g(t, x)z'(t) + h(t, z) (sau echivalent g(t, x)dx + h(t, x)dt)
este o diferentiala totala exacta pe D daca i numai daca
%(t,x) = %(t,x}, oricare ar fi (t,z) € D. (2.6)

2.5 Ecuatii Bernoulli
Forma generala a unei ecuatii diferentiale de tip Bernoulli este
2(t) = p(H)(t) = g (1), te I C R, (2.7)

unde p, ¢ sunt functii continue pe un interval I, iar o € R\ {0, 1}.

Pentru rezolvarea ei efectiva se face schimbarea de variabila

-«

y=

prin care se obtine o ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1 in necunos-
cuta y = y(t). Dupa ce se rezolva prin metoda indicata la sectiunea 2.3, se
revine la determinarea expresiei lui x = z(t) corespunzatoare din relatia

y =zl e,

2.6 Ecuatii Riccati
Forma generala a unei ecuatii diferentiale de tip Riccati este
2'(t) — p(t)x(t) = q(t)2?(t) +r(t), t € I CR, (2.8)

unde p, ¢, r sunt functii continue pe un interval I.
In general, ecuatiile Riccati nu sunt rezolvabile efectiv. Totusi, daca

se stie o solutie (oarecare) a ecuatiei (sa zicem Z(t) = p(t),t € I, atunci
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prin schimbarea de variabila
1
r=p+ -
Y
se obtine o ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1 in necunoscuta y =
y(t). Dupa ce se rezolva prin metoda indicata la sectiunea 2.3, se revine

la determinarea expresiei lui # = 2(t) corespunzatoare.

2.7 Ecuatii Clairaut. Metoda parametrului

O ecuatie Clairaut pe un interval I al axei reale are forma
z(t) = ta'(t) + g(2' (1)), t € I, (2.9)
unde g € C*(J),J C R.

Daca x = z(t) este solutie a ecuatiei, atunci prin derivarea membru

cu membru a ecuatiei deducem
" ! /
"(t+g'(2") =0,
ceea ce arata ca avem doud variante:

1) 2" = 0, ceea ce implica 2'(t) = ¢,c¢ € R si apoi, din ecuatia
Clairaut (2.9), deducem

z(t) = ct +g(c),c € R.

2) t+ ¢'(¢') = 0, caz in care, notand 2’ = p,p € R si folosind
din nou forma ecuatiei Clairaut (2.9), implica urmatoarea reprezentare a

solutiei (in forma parametrica, depinzand de parametrul real p)

{ t=—-4) (2.10)

z=—pg(p)+9(p),pek
Reciproc, orice functie de forma z(t) = ct+g(c), ¢ € R gi functia data
de (2.10) sunt solutiile ecuatiei date. Prima familie se numesgte solutia
generala a ecuatiei Clairaut, iar a doua este solutia singulara ecutiei (2.9).
In general, functia (2.10) este infasuratoarea familiei de drepte definite
relatia x(t) = ct + g(c), c € R.
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2.8 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.
1) Sa se rezolve ecuatia 2/(t) = —2tz(t),t € R.

Solutie. Este o ecuatie cu variabile separabile. Avem ¢(t) = —2t,t €
R, h(z) = z.
Presupunand h(x) = 0 obtinem solutia constanta z = 0. Atunci

functia z(t) = 0,¢ € R este o solutie a ecuatiei date.
Sa presupunem acum ca x # 0. Atunci ecuatia data (este o ecuatie

cu variabile separabile) poate fi scrisa, prin separarea variabilelor, astfel
1
—dr = —2tdt.
x

Integrand avem

In|z| = —t* + ¢, pentru ¢ € R.

Am obtinut astfel solutia in forma implicita. De aici putem deduce ime-

diat ca

)
jz(t)| = e,
sau, dupa ce notam c; := e, putem scrie
z(t)] = cre™, ¢ > 0.

Explicitand avem
o(t)=+/—cie ¥, e > 0.

Noténd ¢ := +/ — ¢, obtinem
z(t) = ce ¥, c e R

Putem include solutia constanta x(t) = 0,t € R in reprezentarea noastra

dand voie constantei ¢ sa ia gi valoarea 0. In concluzie, functia
z(t) = ce" |t € R (pentru orice constanti ¢ € R)

este solutia generala a ecuatiei date.
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2) Sa se rezolve problema cu valori initiale formata din ecuatia
diferentiala z'(t) = 2t(1+22(t)), t € R si conditia de tip Cauchy z(0) = 1.

Solutie. Este o ecuatie cu variabile separabile. In acest caz g(t) = 2t
iar h(x) = 1 + 2%, ambele definite pe R gi cu proprietatea ca h(z) # 0,
oricare ar fi z € R.

Dupa separarea variabilelor, avem

dx = 2tdt.

1+ a2
Integrand avem

arctanz = % + c,

unde c¢ este o constanta reala. Din conditia Cauchy x(0) = 1 obtinem

¢ = 7. Solutia in forma implicita este
g
arctanx = t° + Z’t el,

]_7r7r

unde I este caracterizat de faptul ca t* + 2 € [. Rezolvand acest

272
sistem de inecuatii avem t €] — \/TE, ‘/7;[ In final, conchidem ca
T T
(t) = tg (12 + D).t €] - o0, YT

este unica solutie a ecuatiei. Observati ca solutia ”explodeaza” in timp
finit, caci
lim z(t) = oo.
t YT
3) Sa se rezolve problema cu valori initiale formata din ecuatia
diferentiala
22/ (t) = ta(t) — 22%(t)),t €] — 00, 0]

si conditia de tip Cauchy z(—1) = 1.

Solutie. Recunoagtem o ecuatie omogena in sensul lui Euler cu
g(%) = £ — 2(%)%. Facem schimbarea de variabild y := £ gi deducem
x =ty si 2’ =y +ty'. Inlocuind, avem

y + ty' =y — 2y* sau echivalent ty’ = —2y%
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Sa rezolvam aceasta ecuatie cu variabile separabile. Observam ca functia
y(t) = 0,t €] — 00, 0[ verifica ecuatia. Aceasta genereaza solutia ecuatiei
initiale z(t) = 0,t €] — 00,0[. Avand in vedere conditia lui Cauchy
x(—1) = 1, constatam ca aceasta solutie a ecuatiei nu genereaza o solutie
a problemei cu valori initiale date. Cautam solutii nebanale ale ecuatiei

cu variabile separabile ty’ = —2y?. Dupa separarea variabilelor obtinem
2
Yy 2dy = —;dt

iar prin integrare avem

1

—=2In(—-t)+c¢,ceR.

)
Din z(—1) = 1 deducem y(—1) = —1, ceea ce permite determinarea con-
stantei ¢ de mai sus. Rezulta ¢ = —1. Astfel, solutia explicita a problemei

1

Tm(p_1 lar a problemei initiale

in necunoscuta y este y(t) =

I
0 = S =1

Deoarece expresia anterioara trebuie sa fie bine definita, rezulta ca solutia
problemei Cauchy date (tinand cont ca /e = 1.6487212707...) este

t
He— " el .
o) = g 1€l = VAol
(De ce ? Caci —1 €] — /e,0][.)
4) Sa se rezolve ecuatia 2'(t) cost — x(t)sint = 2t,t € I :=] — 7, %[ cu

conditia aditionala z(0) = 1.

Solutie. Avem de a face cu o ecuatie liniara. Rezolvam problema in
2 etape.

[. Gasim multimea S; a solutiilor ecuatiei omogene asociate:
x'(t)cost — x(t)sint = 0. S& notam ca z(t) = 0,t € [ este solutie.

Pentru functii neidentic nule, separand variabilele avem

1
—dx = tant.
z
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Integrand avem

In|z(t)] = —In(cost) + ¢1,¢1 € R,

Explicitand obtinem solutia generala z(t) = =<t € I (¢ € R), familie

cost’

de functii ce inglobeaza si solutia nula pusa initial in evidenta. Deci

c
So={——,t€l : R}.
0 {Cost’ < c€R}

II. Gasim &, o solutie oarecare a ecuatiei neomogene z'(t)cost —
z(t)sint = 2t. Caut #(t) = 29 unde ¢ este o functie de clasi C?,

cost’

deocamdata necunoscuta. Cerem ca T sa verifice ecuatia neomogena si

"t t t)sint t
W()COS +<p()sm cost—msint:%(:)
cos?t cost
Ot) =2t & ot) =1t

2t
cost

avell

In consecinta, avem Z(t) =

Concluzia este ca multimea tuturor solutiilor ecuatiei date este

c 2t
S={—+—1tcl] : ceRL
{cost+cost’ ¢ }

Din conditia initiala x(0) = 1 gasim ¢ = 1 si astfel unica solutie pentru

problema Cauchy data este

12 2+

(1) = -
" (t) cost cost cost ’

tel

B. Exercitii propuse.

1) S& se rezolve ecuatia z/(t) = 3t?z3(t),t € R.

2) Sa se rezolve ecuatia diferentiald t?z'(t) = —2tx(t) + 22(t),t €
10, ool.

3) Dintre solutiile ecuatiei

t22'(t) cos(z(t)) = —2,t > 0
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aflati-le pe acelea care au proprietatea tlim x(t) = —. Sa se precizeze i
—00

>

domeniul maxim de definitie al solutiei.

4) Sa se rezolve problema cu valori initiale formata din ecuatia
diferentiala 2/(t) = (z(t) +¢)®> + 1,t € R si conditia de tip Cauchy
z(0) = —1.

5) Sa se rezolve ecuatia 2/(t) — z(t)sint = —2sint,t € R.



Capitolul 3

Modele guvernate de ecuatii

diferentiale

3.1 Proces de modelare matematica

Cateva definitii:

1) ”Mathematical modeling is the art of translating problems
from an application area into tractable mathematical formulations
whose theoretical and numerical analysis provides insight, answers,
and guidance useful for the originating application.” Arnold Neumaier,

http://www.mat.univie.ac.at/ neum/papers.html#model

2) ” A mathematical model is a description of a system using mathe-
matical concepts and language. The process of developing a mathematical
model is termed mathematical modeling. Mathematical models are used
in the natural sciences (such as physics, biology, earth science, chemistry)
and engineering disciplines (such as computer science, electrical engineer-
ing), as well as in the social sciences (such as economics, psychology, so-
ciology, political science). A model may help to explain a system and to
study the effects of different components, and to make predictions about

behaviour.” Wikipedia

27



28CAPITOLUL 3. MODELE GUVERNATE DE ECUATII DIFERENTIALE

3) ”What is mathematical modelling ?

Models describe our beliefs about how the world functions. In math-
ematical modelling, we translate those beliefs into the language of math-
ematics. This has many advantages:

1. Mathematics is a very precise language. This helps us to formulate
ideas and identify underlying assumptions.

2. Mathematics is a concise language, with well-defined rules for ma-
nipulations.

3. All the results that mathematicians have proved over hundreds of
years are at our disposal.

4. Computers can be used to perform numerical calculations.

There is a large element of compromise in mathematical modelling.
The majority of interacting systems in the real world are far too compli-
cated to model in their entirety. Hence the first level of compromise is to
identify the most important parts of the system. These will be included
in the model, the rest will be excluded. The second level of compromise
concerns the amount of mathematical manipulation which is worthwhile.
Although mathematics has the potential to prove general results, these
results depend critically on the form of equations used. Small changes in
the structure of equations may require enormous changes in the mathe-
matical methods. Using computers to handle the model equations may
never lead to elegant results, but it is much more robust against al-
terations.” Glenn Marion, An Introduction to Mathematical Modelling,

https://people.maths.bris.ac.uk/ madjl/course_text.pdf

4) ”Mathematical modelling is the activity by which a prob-
lem involving the real-world is translated into mathematics to
form a model which can then be used to provide informa-
tion about the original real problem.” Huw Fox, Bill Bolton,
https://www.sciencedirect.com /science/article /pii/B9780750655446500047

5) 7... a model is a conceptual or mathematical representation
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of a system that serves to understand and quantify it. The dif-
ference between conceptual and mathematical resides only on the
way the representation is formulated. A model is always a sim-
plified representation of the reference system, which the scientist
wishes to understand and quantify.” Nestor V. Torres, Guido Santos,
https://www.frontiersin.org/articles/10.3389/fgene.2015.00354 /full

O figura reprezentand etapele procesului de modelare matematica este

mathematise
Real world Mathematical
T —— model model
simgldy -
e
Real
situation

Real world M athematical
meaning of result result
interpret

mathematical
walidate work

walidate

preluata din lucrarea: G. Kaiser, P. Stender, Complex modelling
problems in co-operative, self-directed learning environments. In G. Still-
man, G. Kaiser, W. Blum, J. Brown (Eds.), Teaching mathematical mod-
elling: Connecting to research and practice (pp. 277-293), Springer, 2013.

A se vedea si lucrarea: K. Vorholter, G. Greefrath, R. Borromeo
Ferri, D. Leiss, S. Schukajlow, Mathematical Modelling. In: Jahnke H.,
Hefendehl-Hebeker L. (eds), Traditions in German-Speaking Mathemat-
ics Education Research. ICME-13 Monographs. Springer, Cham, 2019,
https://doi.org/10.1007/978-3-030-11069-7_4, pentru o sinteza privind
invatarea modelarii matematice in sistemul german de educatie.

In concluzie: ”A theory has only the alternative of being right
or wrong. A model has a third possibility: it may be right, but
irrelevant.” Manfred Eigen, The Origins of Biological Information,
https://link.springer.com/chapter/10.1007%2F978-94-010-2602-4_30
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3.2 Derivata

In modelarea matematica, derivata are un rol esential. Astfel:

1) In Fizica, daca x = x(t) reprezinta pozitia unui punct material la
momentul ¢, atunci 2/(t) reprezinta viteza, iar x”(t) acceleratia acestuia
la momentul .

2) In Economie, daca ¢ = ¢(x) reprezinta functia cost (costul necesar
producerii a z itemi), atunci ¢(x) reprezinta costul marginal, adica cu
cat creste costul de productie la cresterea cu o unitate a productiei. La
fel, daca p = p(x) reprezinta functia profit, atunci p’(x) este profitul
marginal.

3) In Biologie, daca p = p(t) reprezinta populatia unei specii la mo-
mentul ¢, atunci p’(t) este viteza (rata) de cregterea populatiei.

4) In Inginerie, daca x = x(t) reprezinta sarcina electrica la momentul
t, atunci 2/(t) este curentul electric corespunzator.

5) In Matematica, daca (¢, z(t)) reprezinta pozitia unui punct pe grafi-
cul functiei z = z(t), atunci 2'(t) este panta tangentei la graficul functjiei

in acel punct.

3.3 Modele din chimie, biologie si medicina

1. Dezintegrarea radioactiva.

Din experientele efectuate se constata ca radioactivitatea este direct
proportionla cu cantitatea de substanta radioactiva. Mai exact, la mo-
mentul de timp ¢, viteza de dezintegrare x'(t) a unei substante radioac-
tive este invers proportionala cu cantitatea de substanta radioactiva x(t).
Modelul matematic al dezintegrarii radioactive a unei substante radioac-

tive date este dat de ecuatia
2 (t) = —ax(t),t € [to, o0],

unde a > 0 este factorul de proportionalitate depinzand de natura mate-
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rialului radioactiv, iar 5 > 0 este momentul initial de la care se studiaza
(incepe) procesul de dezintegrare. Cum, de reguld, se cunoaste cantitatea

initiala de substanta, mai avem informatia ca
0
x(ty) = z°,

unde 2° este cantitatea de substantd radioactiva ce se supune dezin-
tegrarii. Astfel, modelul matematic al procesului de dezintegrare radioac-

tiva este definit de urmatoare problema cu conditie initiala (problema lui
Cauchy):

(3.1)

x(ty) = 2°.

{f@-—m@iﬂ%m[

Solutia problemei lui Cauchy de mai sus este
z(t) = ale U0 ¢ > ¢,

solutie care arata cantitatea de substanta radioactiva existenta la fiecare
moment at reactiei.

Deseori, in chimie, este importanta determinarea, pentru o anumita
substanta, a factorului de proportionalitate «, factor esential in re-
zolvarea modelului. Acest lucru se poate face, daca se cunoaste canti-
tatea de substanta nedezintegrata la doua momente de timp distincte.
Sa presupunem ca la momentul ¢y avem cantitatea de substanta radioac-
tiva 2° iar la momentul ¢; avem cantitatea z'. Atunci, folosind expresia

z(t) = 201 t > t; pentru t = ¢, gisim
gl = x(t)) = 2l ol=t0)

de unde prin logaritmare se obtine

1 x!

— n .
tl - t() 20

o =

Un alt element important in chimie este timpul de injumatatire al unei

substante radioactive. Aceste este timpul in care cantitatea de substanta
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radioactiva se reduce la jumatate. Sa-1 notam pe acesta cu ¢;,,,. Atunci

avem conditia
0

ZB(to + tjum) = E
Folosind expresia z(t) = a%~*(~%) t > ¢, obtinem

ZEO

- = @t + tjum) = ale

relatie care ne permite sa deducem ca, pentru o substanta radioactiva

data, timpul de injumatatire este

_ln2

jum — .
(0%

2. Modele de evolutie a populatiei/populatiilor.

2A. Modele de evolutie pentru o specie
Sa consideram o specie ce traieste izolata pe un teritoriu dat, fara
imigrari sau emigrari. Fie p(¢) numarul de indivizi din aceasta populatie
la momentul ¢. Atunci, viteza de crestere p'(t) a acestei populatii este
egala cu d(t, p), simbol ce noteaza diferenta dintre rata natalitatii si rata

mortalitatii. Mai exact

d(t7p) = n<t7p) - m(tvp)u

adica diferenta dintre numarul de indivizi care se nasc si numarul de

indivizi care mor in intervalul de timp [¢, ¢ + 1]. Deci, avem

p'(t) = d(t,p).

Cel mai simplu model de evolutie al unei populatii a fost propus de
Mathus (1826 - ”Essay on the Principles of Population”) si el presupune
ca nasterile si decesele sunt direct proportionale cu numarul de indivizi

din specia respectiva, adica

n(t,p) = ap(t), m(t,p) = Bp(t),
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unde a > 0, respectiv § > 0 reprezinta rata nasterii per capita, respectiv
rata mortalitatii per capita. Atunci avem

d(t,p) = (o = B)p(t),

iar k := a — [ este rata de crestere per capita. Presupunem k£ > 0. In

concluzie, moldelul lui Malthus de crestere a populatiei este
p'(t) = kp(t),t € [to, oo[.

Daca este cunoscut numarul de indivizi din populatie la momentul initial
to (s& spunem ci acesta este p° > 0), atunci avem o problema cu conditie

initiala, de forma

{ﬂ@z@@JHMW[ (32)

p(to) = p°,

cu solutia unica data de expresia
p(t) = pPe" )t > 1,
Sa observam ca din formula de mai sus rezulta ca

lim p(t) = oo,

t—00

ceea ce nu corespunde realitatii cunoscute. De fapt, din analiza datelor
pentru diverse populatii (sau tari) se constatda ca modelul lui Malthus
este rezonabil si ofera o estimare corecta asupra evolutiei unei specii pe
un interval scurt (marginit) de timp, dar nu si pe termen lung.

Un model mai evoluat, modeland mai corect evolutia unei specii este
cel prezentat de Verhulst in 1838. Pornind de la observatia anterioara
(anume ca modelul lui Malthus nu ofera o prognoza corecta pe termen
lung), Verhulst a modificat ecuatia lui Malthus, introducand un termen

ce ia in considerare efectul inhibator al densitatii speciei respective in
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spatiul pe care-l1 ocupa. Astfel, modelul lui Verhust este dat de problema
lui Cauchy

{ p(t) = kp(t) (1= H2) € [to, o0 3)

p(to) = 1°,

unde £ > 0 este (ca si mai sus) rata de crestere per capita, L > 0 este
constanta de suport relativ la mediul inconjurator (nr maxim de indivizi
pe care mediul respectiv ii suportd), iar p° > 0 este numairul initial
de indivizi din specie (la momentul initial ;). Solutia unica a acestei

probleme este data de expresia

p(t)

— Ly’ t>t
o0+ (L — p0)e—H(t—to) " = 0-

Sa notam ca termenul @ din ecuatia de mai sus este cel care tine cont
de efectul inhibator al aglomerarii. Observam ca

lim p(t) = L,
ceea ce justificd denumirea pentru L. Ecuatia de mai sus (care modeleaza
gi alte fenomene ale lumii reale) se mai numeste ecuatia logistica.

Sa mai remarcam ca ecuatia logistica are doua solutii echilibru, i
anume x(t) =0 si z(t) = L, t > to.

Observatie. Verhust a prognozat, pe baza datelor din vremea sa, ca
populatia Belgiei va fi in anul 2000 de 9,4 milioane locuitori. In realitate,
populatia Belgiei a fost de 11,3 milioane locuitori, dar sa ne amintim
despre restrictiile modelului, anume ca avem o populatie izolata pe un
teritoriu fixat, ceea ce nu corespunde realitatilor ultimului secol.

In finalul acestei parti, sa amintim si de modelul lui Verhulst cu

recoltare, definit de ecuatia

p(t
p0 =t (1-220) o)t ol G
unde h : R — R, este o functie data, indicand valoarea recoltarii de
indivizi din populatie la momentul de timp ¢. In functie de expresia lui

h se pot analiza diverse evolutjii.
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2B. Modele de evolutie pentru doua specii

In cazul in care presupunem ca avem doua specii (prada p = p(¢)
i rapitor r = r(t)) care impart acelasi teritoriu si in care nu exista
intrari sau iegiri. Sa mai presupunem ca specia p se hraneste cu resursele
mediului, iar indivizii din specia r se hranesc cu indivizi ai speciei p.
Atunci, evolutia unui astfel de binom de specii se poate realiza dupa

modelul Lotka-Volterra, definit astfel

/ —

{ P (t) = ap(t) = bp(t)r (1), (35)

r'(t) = —cr(t) + dp(t)r(t),t € [ty, o],

unde a, b, ¢, d > 0 sunt constante pozitive date, iar semnificatia expresiei
p(t)r(t) este numarul de contacte dintre prada si rapitor.

Recunoagtem mai sus un sistem de doua ecuatii diferentiale de ordinul
intai neliniare, avand ca solutii echilibru perechile de functii constante
(0,0) si (%,%). Sistemul de mai sus se mai numeste si sistemul prada-

rapitor gi el nu poate fi integrat (rezolvat) explicit.
3. Modele din medicina.

3A. Modelul lui Gompertz-Laird
In medicina este considerata urmatoarea ecuatie diferentiala ce mod-

eleaza cregterea tumorilor canceroase
7' (t) = ke *x(t),t € [to, 00|,

unde k,a > 0. Acest model este construit pe ipoteza ca exista o au-
tolimitare a dezvoltarii tumorii (datorita conditiilor in care aceasta se
dezvolta) si ca rata dezvoltarii tumorii descregte exponential in timp. In
ecuatia de mai sus z(t) noteaza marimea tumorii la momentul ¢. Daca
se cunoaste mérimea tumorii la inceputul studiului x(0) = 2%, atunci

solutia problemei Cauchy aferente este

z(t) = Oea(1=e7),
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Observam ca evolutia marimii tumorii este limitata, caci

. . 02
tlggox(t)—xe :

expresie ce depinde nu numai de coeficientii k si «, dar si de conditia
initiala din model.

Un model mai evoluat a fost propus de Laird si el este descris de
ecuatia diferentiala

2(t) = aln (%

la care se adaugd conditia initiala x(0) = z'. In acest model, o > 0 este

)x(t),tZO,

o constanta pozitiva determinata de capacitatea de proliferare a celulelor
canceroase, iar K > 0 este marimea maxima pe care tumoarea o poate

atinge. Solutia ecuatiei este data de expresia
ﬁ —at
z(t) = Keln( v )e :
pentru care observam din nou fenomenul de autolimitare

tlggo x(t) = K.
Comentariu istoric. Pentru alte realizari ale lui B. Gompertz
si dezvoltari ulterioare, precum si informatii istorice se poate vedea
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098 /rstb.2014.0379.

3B. Modelul Kermac si McKendric

Modelul Kermac-McKendric este un model clasic (1927) de propa-
gare a epidemiilor, el fiind ulterior dezvoltat in variate directii de alti
matematicieni.

Sa consideram o populatie izolata formata din 7" indivizi si o infectie
care se raspandeste prin contact direct (de exemplu SARS-COV-2,...).SE
presupune ca indivizii inferctati vor fi, fie izolati, fie devin imuni prin vin-
decare (model optimist: infectia nu e letala ...). In consecinta, populatia

este compusa la momentul ¢ din trei categorii:
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N(t) - indivizi neinfectati (dar susceptibili la infectare);

B(t) - indivizi infectati (bolnavi) care se migca liber;

I(t) - indivizi izolati.

In cadrul modelului se presupune ca viteza de infectare —N'(t) este
direct proportionala cu expresia N(t) - B(t), reprezentand numarul con-
tactelor dintre indivizii neinfectati i cei infectati si ca indivizii infectati
devin izolati cu o viteza proportionala cu numarul B(t) al lor. In aceste

conditii sistemul

N'(t) = —BN(t)B(t)
B'(t) = BN (t)B(t) — yB(t), t € [to, o0 (3.6)
N@t)+B(t)+1(t) =T,

la care se aduaga conditiile initiale N(0) = N° B(0) = B°, modeleaza

evolutia infectiei in cadrul acestei populatii.

Un model mai complex este modelul SIR, in care se presupune, de
asemenea, existenta unei epidemii, in care populatia este divizata in
urmatoarele trei clase de indivizi:

S = S(t)- numarul de indivizi susceptibili a se inbolnavi, dar care nu
s-au 1nbolnavit

I = I(t)- numarul de indivizi infectati

R = R(t)- numarul de indivizi vindecati gi care au capatat astfel
imunizare.

Modelul matematic este descris de sistemul

(3.7)

S(t)+ 1(t) + R(t) = N,t € [ty, 0]
In sistemul de mai sus, coeficientii 5,y > 0 semnifica:

[ este rata efectiva de contact a infectiei: un individ infectat intra in

contact cu SN alti indivizi in unitatea de timp, dintre care fractia de
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S(t)
N
v este rata medie de vindecare: % este media perioadelor de timp in care

indivizi susceptibili sa contracteze boala este

un individ infectat se vindeca.

3.4 Modele din fizica

A. Legea transferului termic a lui Isaac Newton.

Daca consideram un corp cu temperatura uniforma Ty pe care il
agezam la momentul ¢y intr-un mediu exterior de temperatura constanta
1., atunci:

- daca T, < Tp, atunci corpul se raceste
- daca T, > Tj, atunci corpul se incalzeste.

Legea lui Newton a transferului termic, stabilita prin experimente,
stipuleaza ca rata schimbarii de temperatura este proportionala cu
diferenta de temperatura dintre corp si mediul in care acesta a fost
plasat. Intr-adevar, daca T'(t) noteaza temperatura corpului la momentul
t, avem:

-daca T — T, > 0, atunci T\ T, si astfel trebuie ca T" < 0;
-daca T — T, <0, atunci T' /" T, si astfel trebuie ca 7" > 0.

Aceasta lege se scrie matematic in urmatoarea ecuatie diferentiala de

ordinul 1

T'(t) = —a(T(t) — T,),t >t
unde a > 0 este coeficientul de transfer termic. Acest coeficient depinde
de proprietatile termice ale corpului si se determina experimental. Cum
se cunoagte temperatura corpului la momentul initial (caci z(ty) = Tp),

rezolvarea problemei lui Cauchy astfel obtinute conduce la solutia unica
T(t)=T.+ (Ty — T.)e *710) ¢ > t,.

Observam ca lim T'(t) = T,, ceea ce Inseamna ca pe perioada mai lungi
t—o0
de timp temperatura corpului se apropie de temperatura mediului in care

a fost plasat.
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B. Legea a doua a miscarii a lui Isaac Newton.

Se considera un punct material de masa m > 0 ce se misca rectiliniu
sub actiunea unei forte F' ce depinde de timp, pozitia punctului ma-
terial si viteza acestuia. Modelul matematic al deplasarii acestuia este
dat de legea a doua a lui I. Newton: "variatia cantitatii de miscare este
proportionala cu forta activa aplicata si are loc in directia dreptei de-
a lungul careia acttioneaza forta”. Adica avem m (_f:]? sau echivalent,
dacd notdm cu r=r (t) vectorul de pozitie al punctului material, avem
m ?”:E . Proiectand pe axa Oz, obtinem ma”(t) = F(t,x(t),2(t))
cu conditiile initiale z(ty) = 2% 2'(to) = v°. Avem astfel de-a face cu o

problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiala de ordinul doi:

ma"(t) = F(t,z(t),2'(t)),t € I (3.8)
z(tg) = 2°,2'(ty) =00, tp € I. '
Daca, de exemplu, F' este forta gravitationala (adica F' = —mg, unde g

este acceleratia gravitationald), atunci problema de mai sus, considerata

de la momentul initial ¢y = 0, se scrie

mx”(t) = —mg,t >0 (3.9)
z(0) = 2% 2/(0) = v°, o € [0, ool. '
Solutia ecuatiei este z(t) = —%th + ¢t + ¢o,t > 0 iar solutia problemei

lui Cauchy de mai sus este 2*(t) = —3gt* 4+ 0% + 2.

Un alt caz particular interesant apare daca consideram modelul
oscilatiilor libere ale pendulului matematic. Sa notam cu # = 0(t) unghiul
facut de pendul cu axa vericala O'O la momentul ¢. Atunci modelul pre-
supune ca avem un pendul de masa m > 0 cu bratul rigid de lungime [ > 0
ce se migca in plan vertical. Ecuatia migcarii (dedusa de mai sus, tinand
cont ca pentru componenta activa a fortei gravitationale (CZ in figura
de mai jos, vezi https://math.wikia.org/ro/wiki/Pendul) ce actioneaza
asupra pendulului este mgsin0(t) (g este acceleratia gravitationala), iar

lungimea arcului de cerc corespunzator pozitiei 6(t) a bratului pendulului
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este s(t) = 10(t), obtinem ecuatia diferentiala
m (10(t))" = —mgsinf(t),t € I = [0, 00|,

la care se adauga conditiile initiale 8(0) = 6°,6'(0) = v°. Obtinem prob-

lema lui Cauchy

0"(t) + 9sinf(t) = 0,t € I
(E) + ysinf(f) =0 (3.10)

6(0) = 6°,0'(0) = °.
Este interesant de observat ca in cazul amplitudinilor mici ale pendulului,
putem aproxima sin 0(t) ~ 0(t), ceea ce conduce la problema lui Cauchy

rezolvabila efectiv
0" (t) + %H(t) =0,tel

6(0) = 6°,6'(0) = o°. (3.11)

Vom vedea mai tarziu ca solutia problemei de mai sus este o functie

periodica de forma

0
0(t) = 2° cos \/gt + U?l sin \/gt.

Perioada de oscilatie a pendulului gravitational este T' = 27 \/? .

mplain]

3.5 [Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.
1) Geometrie: Ecuatia diferentiala a unei familii de curbe.

In sistemul 2Oy fie familia de curbe plane
y=g(z,c)xel,

unde ¢ € R este un parametru. Gasiti ecuatia diferentiala a acestei familii

de curbe si ecuatia diferentiala a familiei de curbe ortogonale la familia
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.- Fig. 1.

data (traiectorii ortogonale = curbe care se intersecteaza cu cele din
familia data sub un unghi drept).

Solutie. Daca derivam relatia y = g(x,¢) in raport cu x avem

y(x) =9g'(x,c).

Eliminand parametrul ¢ intre cele doua relatii obtinem o relatie de forma

F(z,y,y') =0,

ceea ce reprezinta ecuatia diferentiala a familiei date. Ecuatia diferentiala
a familiei de curbe ortogonale se obtine din ecuatia diferentiala a familiei

date prin inlocuirea lui ' cu —i, adica are forma

1
F(x,y,—y) =0

Observatie. Daca familia de curbe plane nu este data printr-o ecuatie
explicita in raport cu y, de exemplu de forma h(z, y, ¢) = 0, atunci ecuatia

diferentiala a familiei de curbe date se obtine prin derivarea, in raport
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cu x a relatiei de mai sus (in care se va considera y = y(z)) si eliminarea
parametrului ¢ intre cele doua relatii.

FExemplu. Sa se determine ecuatia diferentiala a familiei de curbe plane
z? 4+ y* = ¢, ¢ > 0 (familii de cercuri).

Solutie. Prin derivare in raport cu x avem 2z + 2yy’ = 0. Cum c¢
nu mai apare, ecuatia diferentiala a familiei de cercuri este x + yy’ = 0.
Ecuatia diferentiala a traiectoriilor ortogonale este x — % = 0. Rezolvand-
0 ca o ecuatie cu variabile separabile, avem familia de drepte y = cz,
ceR.

2) Biologie/Medicina: evolutia tumorilor. Viteza de crestere a
unei tumori sferice este direct proportionala cu volumul ei. In momentul
descoperirii ei, tumora avea un volum de 1 cm3. Si se afle volumul si raza
tumorii dupa o luna (o luna = 30 de zile) de la descoperirea ei, stiind ca
volumul tumorii dupa 10 zile de la momentul identificarii ei este de e?
ori mai mare decat cea initiala.

Solutie. Fie V = V() volumul tumorii la momentul ¢ > 0. Ecuatia

diferentiala ce modeleaza procesul este
V'(t) = aV(t),t > 0 cu conditia initiala V' (0) = V?,

unde « este factorul de proportionalitate aferent procesului. Se da, de
asemenea, V? = 1. Rezolvand ecuatia cu variabile separabile si problema
lui Cauchy asociata avem

V(t) = V%% t > 0.

Din conditia V(10) = ¢V deducem a = £, deci procesul e modelat de
functia
V(t) = Vst = est t > 0.

Deoarece volumul tumorii sferice in functie de raza tumorii este data de

expresia
4
V(t) = §7r1~23(t),
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tinand cont cd V? = 37R], avem
VOest = gnge%t = gﬂ'RS(t),
de unde deducem legea de crestere a razei ca fiind
R(t) = Ryeis.

Tinand cont cd V° = 1 rezulta ca Ry = ¢/ % si deducem ca dupa o luna

de la descoperirea ei avem

3
_ 6 _ 32 2
V(30) = €', R(30) = {/ ¢

3) Arheologie, Biomedicind, Geologie, Paleontologie
Metoda datarii cu radiocarbon. Metoda datarii cu radiocarbon
(cunoscuta si ca metoda datarii cu Carbon'*) este folositd pentru a sta-
bili varsta organismelor vii ce contin carbon si au cel mult 50.000-60.000
ani vechime. Se stie ca organismele vii contin, in afara de izotopul stabil
de Carbon'? si o mica cantitate de izotop radioactiv de Carbon'*, rezul-
tat al bombardamentului cosmic. C'* intrd in aceste organisme datorit
unor procese specifice, iar raportul dintre cantitatile de C** si C''2 este
constant. Notam aceasta valoare cu 7y. Ea depinde de tipul organismului
studiat.

Daca un organism moare, acest proces de schimb inceteaza, iar izo-
topul C''* incepe s descreasca cu o ratid constanta cu o valoare (determi-
nata experimental) de solﬁ' Aceast proces permite determinarea varstei
organismelor moarte. Daca x = x(t) este valoarea raportului g—i;‘ dupa
t ani de la moarte atunci evolutia este modelata de problema cu valori
initiale

{ 2 (t) = —g=w(t),t > 0, (312
z(0) = ro.
In consecinta, daca cunosc z(T')-valoarea la zi a raportului, se poate

determina numarul 7" al anilor scursi de la moarte din relatia
7o

T = 1
8000 nx(T)
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Intr-adevar, rezolvand problema de mai sus, gasim solutia in forma im-
plicita

1
In|z(t)| = —mt + In ro,

de unde putem exprima timpul

t=80001In —2 ¢ > 0.
(t)

Pentru ¢t = T gasim formula enuntata mai sus.

Comentariu istoric. Metoda datarii cu radiocarbon a fost dez-
voltata de Willard Libby si colaboratorii sai de la Universitatea din
Chicago in anul 1949. Pentru aceasta descoperire, Libby a fost rasplatit
cu Premiul Nobel pentru Chimie pe anul 1960. Mai mentionam ca metoda
are limitarile ei: Carbonul este absorbit numai de organismele vii (sau mai
bine zis care au fost vii la un moment dat) precum lemnul sau fosilele,

deci nu poate fi folosit la datarea pietrelor sau a ceramicii, de exemplu.

FExemplu. Sa se gaseasca varsta unor seminte de in descoperite urmare
a unor sapaturi in piatra, stiind c& raportul dintre cantitatile de C'* si
C*'? este de €79, iar la momentul descoperirii valoarea raportului dintre
aceleasi tipuri de carbon a fost e~ 0.

Solutie. Avem ry = ¢ ¢ z(T) = ¢7'°. Deducem T = 32.000 ani.

Exercitii propuse.

1) Sa presupunem ca un corp omenesc a fost descoperit intr-o camera
de hotel la ora 10.00 dimineata, iar temperatura corpului sau este de
27°C'. Temperatura camerei este constanta de valoare 16°C. Doua ore
mai tarziu temperatura corpului a scazut la 24°C'. Sa se afle ora decesului.

2) Perioada de injumatatire pentru radioizotopul Cesiu-137 este de
29 de ani. Determinati procentajul de substanta dezintegrata dupa 10 de
ani.

3) Intr-o universitate cu n cadre didactice se trece gradual la pro-
cesul de sustinere a cursurilor online. Pe baza de voluntariat, se se-

lecteaza p® cadre didactice care trec imediat pe online, restul urmand
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sa intre pe parcurs. Rata de introducere a cursurilor online este direct
proportionala cu numarul celor care au adoptat deja sistemul online si
este invers proportionala cu cei care nu au adoptat sistemul. Sa se afle
ecuatia diferentiala ce modeleaza procesul gi sa se arate ca intr-un ter-
men mediu spre lung de timp, toate cadrele didactice vor trece la online.
(Indicatie: daca x = z(t) este numarul celor ce au adoptat sistemul online

la momentul ¢, atunci procesul este modelat de ecuatia diferentiala

1

2 (t) = Om(t)n——a:(t)’

cu conditia initiala z(0) = p°, unde a > 0 este un parametru ce indica
rezistenta la trecerea in online: cu cat a este mai mic, cu atat rezistenta

este mai mare.)
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Capitolul 4

Principiul contractiei

4.1 Notiunea de norma. Spatii Banach

Fie (X, +,-,R) un spatiu liniar real. Notam cu © elementul neutru

al grupului (X, +). O functionald p : X — R, se numeste o norma pe X
daca urmatoarele axiome sunt satisfacute:

() p(z) =0 & = =6;

(i) p(Ax) = |A|p(z), oricare ar iz € X gi A € Ry

(iii) p(x +y) < p(x) + p(y), oricare ar i z,y € X.

Vom nota de aici inainte p(z) := ||z||, z € X.

Perechea (X, || -||), unde X este spatiu liniar iar || - || este o norma pe
X se numeste spatiu normat.

Daca (X, |- ||) este un spatiu normat, o € X si r > 0, atunci notam:
B(zo;r) :={z € X|||Jx — zo|| <7}

si respectiv
B(zg;r) :={z € X|||z — x| <71}

bila deschisa, respectiv bila inchisa de centru x( si raza r.
Prin S(x¢;7) := {z € X|||x — z¢|| = r} notam sfera de centru x, si

raza r.

47
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Siruri in spatii normate

Fie (X, | - ||) un spatiu normat. Sirul (z,),en din X se numeste:

(i) Cauchy (sau fundamental), daca oricare ar fi € > 0 exista N, €
N* astfel incat oricare ar fi n,m > N, m > n avem ||z, — Z,,|| < € (sau,
in mod equivalent, ||z, — z,4,| — 0 cand n,p — 400 independent).

(ii) convergent la z* € X, daca oricare ar fi € > 0 exista N, € N*
astfel incat oricare ar fi n > N, avem ||z, — z*|| < e. Scriem, x, — z*,
cand n — oo.

Se poate arata usor ca orice sir convergent in X este Cauchy in X.

Un spatiu normat (X, || -||) se numeste complet daca orice gir Cauchy
din X este convergent in X.

Un spatiu normat gi complet se numeste spatiu Banach.

Observatie. Norma p : X — R, pe un spatiu liniar X este o functie
continua, in sensul ca, daca (z,),eny este un gir din X convergent la

x € X, atunci sirul (p(x,,))nen este un sir din R, convergent la p(x).

Exemple de spatii Banach
1) (R™|| - ||) este spatiu Banach cu fiecare dintre urmatoarele

functionale:

n
E r7 — norma euclidians
i=1

]l =

n
2lar = Z |z;] — norma de tip Minkowski

=1

|z]|c := max |z;| — norma de tip Cebisev.
i€{1,2, ,n}
2) (Cla,bl,|| - ||) este spatiu Banach cu fiecare dintre urmatoarele
functionale:
|z||c := max |z(t)| — norma de tip Cebigev

t€[a,b]
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2|5 := Hl[a>b(](]a:(t)]e’7|t’t°|) — mnorma de tip Bielecki,
t€la,

unde ty € [a,b], 7 > 0 este arbitrar, iar prin Cfa,b] am notat spatiul
functiilor continue definite pe intervalul [a,b] al axei reale gi cu valori

reale.

Echivalenta normelor
Fie X un spatiu liniar si || - ||1, ]| - |2 doua norme pe X.
Prin definitie, doua norme || ||1, ||+ ||2 pe X se numesc tare echivalente

daca si numai daca, oricare ar fi x € X exista ¢y, co > 0 astfel ca
allzlls < flzll2 < cofl)s.

Daca doua norme sunt tare echivalente atunci o serie de proprietati ce au
loc in raport cu o norma au imediat loc si in raport cu orice norma tare
echivalenta cu ea. De exemplu, daca un sir (z,),en este Cauchy in raport
cu o norma || - ||1, iar || - || este o norma echivalenta cu ea in spatiul
normat X, atunci (z,),en este Cauchy si in raport cu o norma || - 2.
Intr-adevar, daca presupunem ca ||z, — Zpipli — 0 cand n,p — 400

independent, atunci, folosind definitia normelor tare echivalente avem

ez, — anrle < |lzn — $n+p“2 < eof|rn — anrpr

ceea ce induce ca ||, — Tpipll2 = 0 cand n, p — 400 independent.

Operatori in spatii normate

Fie (X, || -||) un spatiu normat si A : X — X un operator (o functie).
Atunci A se numeste:

(i) continuu in punctul z* din X daca oricare ar fi un sir (u,),en din
X convergent la x*, rezulta ca sirul (A(uy))nen este convergent in X la
A(z*).

ii) a-Lipschitz daca o > 0 gi are loc relatia

|A(z) — A(y)|| < a|lx — yl|, oricare ar i x,y € X;
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iii) a-contractie daca este a-Lipschitz cu a € [0, 1].

Observatie. (iii) = (i7) = (i).

4.2 Principiul contractiei al lui Banach

Incepem cu cateva definitii necesare.

Definitie. Daca X este o multime nevidagi A:Y C X — X este o
functie data, atunci un element z* € X se numegte un punct fix pentru
A daca z* = A(z*). Notam cu Fixz(A) multimea tuturor punctelor fixe
ale functiei/operatorului A.

De asemenea, nota cu I[(A) := {Y C X | A(Y) C Y} multimea
tuturor submultimilor invariante in raport cu functia A.

Definitie. Fie X este o multime nevida si A : ¥ € X — X este
o functie data. Atunci, sirul aproximatiilor succesive pentru A pornind

dintr-un element x € X (notat cu (z,)n,eny C X) este definit astfel:
xg =1z, x, = A"(z), forn € N,

unde A% := 1y, Al := A, ... A" = Ao A" n € N sunt iteratele oper-
atorului A. Ca si consecinta, observam ca sirul aproximatiilor succesive

pentru A satisface urmatoarea relatie de recurenta

rg =2, Tyr1 = A(x,), n€N.

Principiul contractiei al lui Banach
Fie (X, -]|) un spatiuv Banach si A : X — X o a-contractie. Atunci
urmatoarele concluzii au loc:
(1) Fiz(A) = {a"};
(ii) oricare ar fi x € X girul aproximatiilor succesive pentru A
pornind din x (i.e. o = x, x, := A"(x), n > 1) converge la x*;
(i) 2, — 27| < &

-«

n

N|zo — A(zo)||, oricare ar fin € N.
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Demonstratie.
() + (i)

Etapa 1. Artam ca sirul (z,)neny al aproximatiilor succesive pen-
tru A pornind dintr-un element arbitrar x al spatiului X este Cauchy.

Demonstratia se bazeaza pe evaluarile:
(%) zn — x| < ™ - |jlzg — A(zo)||, oricare ar fin € N
si

&n
() low =il < 7

o ||lxo — A(zo)||, oricare ar fi n € N gi p € N*.
Intr-adevar,
[0 = Zniall = [[A(zn1) — Alzn) || < o [[A(zn—2) = Alzn-)]| < -+
<" lzg — x| = " - flzo — Alzo)-
Pentru relatia (x*) avem
|20 = Tnapll < 20 — Tosal] + [|Tns1 — Togall + - + [[Tnip-1 — Tnapll <
" flwo — Awo)|| + -+ + ™7 - [|zg — Azo) || =
1—aPf

- Al <

~ - [la0 — Al

a" - flzo — Al@o)[| (1 +a+ - a™F) = a”

@’Vl

1 —
Etapa 2. Din proprietatea de spatiu Banach a lui X, rezulta ca sirul

(n)nen este convergent in X. Notam lim x, = z™.
n—4o00

Etapa 3. Aratam ca o* € Fiz(A). Aceasta rezulta din relatia z,, =
A(z,),n € N, folosind continuitatea operatorului A.

Etapa 4. Unicitatea punctului fix * rezulta folosind metoda reducerii
la absurd si conditia de contractie.
(iii) Evaluarea erorii de la (iii) rezulta folosind relatia (%), prin trecere
la limita dupa p — oo. O
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Observatie. Principiul contractiei al lui Banach este o teorema de
existenta, unicitate si aproximare pentru solutia ecuatiei de punct fix
x = A(x).

Urmatoarea teorema de dependenta de date a punctului fix este foarte
usor de demonstrat (exercitiu).

Teorema de dependenta continua de date a punctului fix.

Fie (X, || - ||) un spativ Banach si A,B : X — X doi operatori.
Presupunem:

(i) A este o a-contractie (notam cu x* unicul punct fix al lui A);

(i1) exista x5y € Fiz(B);

(i11) existan > 0 astfel incat ||A(x) — B(z)|| < n, oricare ar fix € X.

Atunci ||z — o3| < 7%

4.3 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Consideram pe R? functionalele ||x|[5; := |z1| + |72 si respectiv
|lz||c := max{|x1|, |xa|}. S& se arate ca || - ||as si || - ||c sunt norme pe R?
si sa se determine, pentru fiecare in parte, B((0,0);1).

Solutie. Se verifica ugor primele doua axiome ale normei. Sa verificam

acum cea de-a treia axioma, i.e., inegalitatea triunghiului:

Iz + yllar < llzllar + lyllar, Yo = (21, 22), 5 = (y1,92) € R”.

Avem de aratat ca |z1 + yi| + |22 + y2| < |z1| + |z2| + |y1] + |y2|, ceea ce
este adevarat din inegalitatea triunghiului pentru modul.

In cazul functionalei ||z||c avem de aratat ca

Iz +ylle < llzle + lylle, Yo = (21, 22),y = (y1,2) € R,

ceea ce revine la a arata max{|r; + y1], |72 + y2|} < max{|zq], |zo|} +
max{|y1|, |y2|}. Aceasta relatie este, de asemenea, adevarata din pro-

prietatile functiei max si inegalitatea triunghiului pentru modul.
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Mai departe, avem:

i) pentru || - ||p
B((0,0);1) = {z = (z1,22) €R?*: [l — (0,0)[|sr < 1} =
(2 = (21,20) € B2 : [21] + 2] < 1}.
i) pentru || - [lc
B((0,0);1) = {z = (21,22) € R*: [z — (0,0)[lc < 1} =

{z = (z1,22) € R? : max{|zy|, |z2|} < 1}.

. p rl
) l. g e Usarg '11: _ Using I.*r:
B Redenn Mem Rechlmear Harm e e m Norm

it (o il

i-1) FiBY 0]

2) Fie f € C'(R). Atunci

[ is @ — Lipschitz < |f'(z)] < a, oricare ar fi 2 € R.

¥
(L - (1,05
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Solutie. Folosim Teorema lui Lagrange a cresterilor finite. Fie 1, x5 € R
cu z1 < 3. Pe intervalul [z, 23] aplicam Teorema lui Lagrange. Atunci

exista ¢ €|xy, xo[ astfel ca

|f (z2) = f(z1)] = [/ (O)l|w2 — 2]

7<” Daca |f'(x)] < a, oricare ar fi z € R, atunci, de mai sus, avem

|f(z2) = f(z1)| < afzg — 24].

"=" Daca f este a-Lipschitz, atunci pentru z, fixat, dar oarecare si
x > xo (i analog, pentru situatia © < zp) avem
flz) — f($0)| < lim |f(z) = f(z0)] <a

T — X aNzo  |T — xo

3) Sa se arate ca functia f : R — R data de f(z) =Inv1+ 22 este o

%—contrac’gie.

/@)l = | lim

Solutie. Observam ca f(x) = % In(1 + 22). Folosind exercitiul prece-

2
dent, avem |f'(z)| = % < 1, oricare ar fi z € R.
4) Sa se arate ca functia f : R — R datd de f(z) = 2% nu este
Lipschitz pe R.
Solutie. Deoarece |f'(x)| = 2|x| este nemarginita pe R, din exercitiul
2, rezulta ca f nu e Lipschitz pe R.
5) Sa se verifice daca ecuatia
, x(x + 2t)
EETCZE)

este cu diferentiala totala exacta si apoi, in caz afirmativ, sa se rezolve.

,(t,r) € D C R?

Solutie. Putem scrie ecuatia echivalent ca

de  x(z+2t)

At t(2z+1t)

Recunoastem ¢(t,z) = t(2x + t) iar h(t,z) = x(z + 2t). Verifica conditia
de diferentiala totala exacta (vezi relatia (2.6))

dg oh :
E(t,x) = g(t,x), oricare ar fi (t,z) € D.

& t(2r +t)de + x(x + 2t)dt =0
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Avem

dg Ooh :
E(tﬂc) = %(t,x) = 2x + 2t, oricare ar fi (t,z) € D.

Am aratat ca ecuatia data este cu diferentiala totala exacta. Atunci,

solutia in forma implicita a ecuatiei date este
F(t,z) =c1,t €1 (c; € R),

unde determinarea lui F' se poate face prin integrarea sistemului
OF _
{ i,
OF _
o — 9

{ %—fzx2+2tx

oL — otx + 2.

Avem succesiv

F(t,x) = ta* + t?z + p(x)
9F — 2tz + 12,
unde ¢ este o functie de clasa C' deocamdatd necunoscutd. Inlocuind

forma lui F' in cea de-a doua ecuatie avem

F(t,x) =t + t?z + p(x)

2tx + 2 + ' (z) = 2tz + 12,
deducem ca ¢'(z) = 0, adica ¢(x) = c9,c2 € R. In concluzie, soultia in
forma implicita a ecuatiei date este

tr* +t?r =c,t €1 (c €R),

rezultata prin comasarea constantelor ¢y, cs.
6) Sa se rezolve ecuatia: ta'(t) = t21/x(t) + 2x(t), pentru ¢ > 0.
Solutie. Recunoagtem o ecuatie Bernoulli, a carei forma generala este

(reamintesc)

2'(t) = p(t)x(t) + q(t)z*(t), t € I C R,
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unde p, ¢ sunt functii continue pe un interval I, iar o € R\ {0, 1}.
1

5.

Pentru rezolvarea ei efectiva se face schimbarea de variabila

In cazul nostru avem p(t) = 2,¢(t) =t,a =

D=

y=z “=ux

prin care ar trebui sa obtinem o ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1
in necunoscuta y = y(t).

Avem x = y? si o’ = 2yy’. Astfel, ecuatia in necunoscuta y este
2tyy’ = t2y + 2u%.

Dand factor comun, avem cazul y = 0 care conduce (revenind la

notatia initiala) la solutia z(t) = 0,¢ > 0, iar, pe de alta parte, ecuatia
2ty = t* + 2y,

care este o ecuatie diferentiala liniara in necunoscuta y = y(t). O scriem
in forma ei generala 2ty’ — 2y = t2 si o rezolvam in cele doua etape deja
invatate.

Etapa 1: rezolvam ecuatia omogena asociata: 2ty’ — 2y = 0. Fiind o

ecuatie cu variabile separabile avem (dupa impartire cu 2)

Integrand, obtinem
y(t) =ct,t >0 (c € R).

Astfel, am obtinut
So ={y(t) =ct,t >0:ceR}.

Etapa 2: gasim o solutie particulara a ecuatiei neomogene. Caut
yp(t) = p(t)t, unde ¢ este o functie de clasi C',deocamdatd necunos-
cutd. Punem conditia ca y, sa verifice ecuatia neomogena 2ty’ — 2y = ¢2.
Inlocuind avem

1 t
2t (Pt + ) — 2tp = 1* & (,0’(t)=§ = go(t):§.
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2 . v . v TN
Astfel, y,(t) = % In consecinta, solutia generala a ecuatiei in necunos-
cuta y este

2
S:S,+{yp}:{y(t):ct+%,t>0:ceR}.

Concluziona ca solutiile ecuatiei date sunt
2\
z(t) =0,t >0six(t) = (ct+§> ,t > 0( unde ¢ € R).
B. Exercitii propuse.

1) Consideram functionalele p,q : R — R definite de

p(x):{ 3, dacax #0

0, dacaz =0

respectiv

q(z) = |zf,z € R.

Studiati daca p si ¢ sunt norme pe R gi determinati (in ambele cazuri,

indiferent daca avem norma sau nu) B(0;2), B(0;3) si S(0;3).

2) Fie f :]0,1[=]0,1[, f(z) = $sig: R = R, g(x) = §+x—arctanz.
Aratati ca f si ¢ nu au puncte fixe. Comentati legatura cu principiul
contractiei al lui Banach.

3) Fie f:[0,1] = R, f(z) = 2z(1 — x) (operatorul logistic).
(a) Gasiti Fiz(f)
(b) Este f o contractie pe [0,1] ?
(c) Gasiti un interval inchis J = [a,b] inclus in [0, 1] cu proprietatea ca
f(J)C Jsi f:J— J este o contractie.

4) Sa se verifice daca ecuatia

3t(t + 222
Bl +2e)

_ ot er) D C R?
2m(3t2+2x2)’<’x)6 <
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este cu diferentiala totala exacta si apoi, in caz afirmativ, sa se rezolve.

6) Sa se rezolve problema cu conditii initiale

x' = zcost — z?cost,t € R,
z(0) = 2.



Capitolul 5
Problema lui Cauchy

In acest capitol vom demonstra si enunta doua rezultate de existenta
i unicitate pentru problema lui Cauchy. Cazul particular al sistemelor

liniare va fi, de asemenea, considerat.

5.1 Teoreme de existenta si unicitate

5.1.1 Teorema globala de existenta si unicitate

Consideram problema cu conditii initiale (problema lui Cauchy) de forma

{ 2(t) = f(t,2(1)) 651)
x(ty) = a°,

unde to,2° € R, f : Dom(f) := [ty — a,to + a] x R — R este o functie
continua, iar a > 0 este oarecare. Fie [ := [ty — a,tp + a], cu a > 0
arbitrar.

In conditiile in care problema nu poate fi rezolvata efectiv, ne intere-
seaza un rezultat de existenta, unicitate si aproximare a solutiei proble-
mei date. Exista mai multe abordari ale acestei problematici in literatura
de specialitate. Abordarea din acest curs se bazeaza pe folosirea princip-

iului contractiei a lui Banach si a tehnicii punctului fix. Metoda este

59
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relativ noua (A. Bielecki, 1956) si se bazeaza pe folosirea normei Bielecki

pe spatiul functiilor continue.

Urmatorul rezultat auxiliar este foarte important in demersul nostru.
Lema. In conditiile de mai sus, consideram problema lui Cauchy
(5.1). Atunci orice solutie a problemei (5.1) este solutie a ecuatiei in-

tegrale
x(t) = / f(s,z(s))ds +a° tel (5.2)

si reciproc. Cu alte cuvinte, problemele (5.1) si (5.2) sunt echivalente.
Demonstratie. Sa notam mai intai ca printr-o solutie a ecuatiei (5.2)

intelegem o functie continua x ce verifica ecuatia pentru fiecare t € I.
”=" Fie x o solutie pentru problema (5.1). Integrand ecuatia de la

tolat € I avem t
() — (t) = /t F(5,2(s))ds.

0 rezultd ca x e solutie pentru (5.2).

Cum z(ty) =

7<" Fie z o functie continua, solutie pentru ecuatia integrala (5.2).
Atunci, din (5.2) rezulta ca x(ty) = x°. Mai mult, derivand ecuatia (5.2)
obtinem ca z'(t) = f(t,x(t)),t € I, ceea ce arata ca z este derivabila cu

derivata continua si e solutie pentru (5.1). O

Comentariu istoric. Fcualia (5.2) este o ecualie integrald de tip
Volterra. Vito Volterra a fost un matematician italian cu contributii
insemnate in teoria ecuatiilor integrale. Pe de alta parte, matematicianul
roman Traian Lalescu este autorul primei monografii de ecuatii integrale
din lume (1911).

Lema anterioara arata ca studiul problemei (5.1) se poate reduce la
studiul ecuatiei (5.2). Dar ecuatia (5.2) este o ecuatie de punct fix. Intr-

adevar, daca, pentru x € C([), notam

Tx(t) := /tt f(s,z(s))ds +2°t € I,
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atunci (din faptul ca f este presupusa functie continua) am obtinut op-
eratorul
T:C(I)—C(I), v — Tx.

Folosind aceasta notatie, ecuatia (5.2) se scrie ca o problema de punct
fix de forma
r=Tz,xeC(I). (5.3)

Daca observam (vezi pag. 44) ca C(I) inzestrat cu oricare dintre normele
Cebigev sau Bielecki este spatiu Banach, atunci suntem foarte aproape
de a putea utiliza principiul contractiei la ecuatia de punct fix (5.3). Mai
trebuie doar ca operatorul 7' sa fie contractie. Cu alte cuvinte, ar trebui

sa aratam ca exista « €]0, 1] astfel ca
|Tx — Ty|| < af|z — yl|, oricare ar fi z,y € C(I), (5.4)

unde || - || este o norma pe C(I). Pornim acest calcul de la expresia ce

apare in membrul stang al relatiei de mai sus:

[Tx(t) — Ty(t)| = I/t (f(s,2(s)) = f(s,u(s))) ds].

Distingem doua cazuri:
a) t > tg. Avem

[Ta(t) = Ty(t)] < /t |f(s,2(s)) = f(s,y(s))|ds

Pentru a putea evalua cantitatea de mai sus in raport cu |z(t) — y(t)| (ce
apare in membrul drept al relatiei de demostrat (5.4), impunem aici o
conditie de tip Lipschitz asupra lui f. Mai precis, presupunem ca exista
Ly > 0 astfel incat

|f(s,u) — f(s,v)| < Lglu—w|, oricare ar i u,v € Rsise I. (5.5)

Atunci avem

Ta(t)~Ty(t)] < / (F(s,2(5)) — F(s,5(s))) |ds < L / j2(s))—y(s)|ds
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t t
=Ly [ 1a(s) = )l s < Lo~y [ e
to

to

T|t7t0|

L
§—f|\x—y|\Be , oricare ar it € I,t > t.
-

Impartind relatia cu el ¢i luAnd maximul dupa ¢ obtinem
Ly .
| Tz — Ty||p < —||x — y||, oricare ar fi z,y € C(I). (5.6)
T

b) t < ty. Presupunem gi in acest caz, ca are loc conditia Lipschitz

(5.5). Atunci avem

to

Te(t)— Ty(t)] < / | F (s 2()) — f(s,y(s)lds < Ly / j2(s)) — y(s)|ds

to ‘
= 1y [ lelo) — e s < Lyl gl [ e
t to

T|t—to|

L
§—f|\x—y|\Be , oricare ar fit € I,t < .
-

Impartind relatia cu e™* %l gi luand maximul dupa t obtinem si in acest

caz
Ly .
|Tx — Ty|lp < —||x — y||, oricare ar fi z,y € C(I). (5.7)
T
In concluzie, am aratat ca pentru orice x,y € C(I) avem
L
[Tz —Ty|s < 7f||1‘—y||Ba (5.8)

unde |- || g este norma Bielecki pe C'(I). Cum 7 > 0 este arbitrar, alegand
T > Ly obtinem ca a = % < 1, ceea ce arata ca T este o a-contractie
pe C(I) in raport cu norma Bielecki a spatiului.

Astfel, toate ipotezele principiului contractiei a lui Banach pentru
operatorul T': (C(1), || - ||s) = (C(I),|| - ||z) definit de relatia

Tx(t) := /t f(s,z(s))ds + 2%t €1
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sunt indeplinite. In concluzie, ecuatia = T'z are in C'(I) o unica solutie
(punct fix pentru 7') pe care-l notam cu z*. Mai mult, girul recurent
definit de relatia

t
Tpi1(t) = / f(s,m,(s))ds +a°t€,neN
to

(unde z( poate fi orice element din C([)) este convergent la z* atat in
raport cu norma Bielecki cat gi in raport cu norma Cebigev a spatiului
C(I).

Din consideratiile de mai sus, rezulta ca am demonstrat teorema.

Teorema globala de existenta si unicitate pentru problema
lui Cauchy. Fie problema lui Cauchy (5.1), unde valorile ty, z° € R sunt
date. Presupunem:

(i) (conditia de continuitate a datelor) f : Dom(f) := [to — a,ty +
al X R — R este o functie continua, iar a > 0 este oarecare.

(ii) (conditia Lipschitz asupra lui f in raport cu al doilea argument)

exista Ly > 0 astfel incat
|f(t,u) — f(t,v)| < L¢lu—v|, oricare ar fiu,v e R sit € 1.

Atunci, problema lui Cauchy (5.1) are solutie unica x* gi oricare ar fi
xo € C(I) sirul {z,}nen din C(I), definit recurent de relatia

¢
Tpi1(t) = / f(s,zn(s))ds + 2%t € I,n €N
to

converge uniform la x*.

Sa consideram acum problema cu conditii initiale (problema lui

Cauchy) pentru un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, de forma

X'(t) = f(t, X(t))
{ Xto) — X0 (5.9)

unde ty € R, X € R", iar f : Dom(f) := [ty — a,ty +a] x R" — R" este

o functie continua, cu a > 0 oarecare.
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Repetand consideratiile de mai sus, dar lucrand in spatiul Banach

C(I,R™) inzestrat cu norma Bielecki

1X |5 == max (|| X (£) |mne 10D,
t€(a,b]

se poate demonstra ugor (exercitiu !) teorema urmatoare.

Teorema globala de existenta si unicitate pentru problema
lui Cauchy asociata unui sistem de ecuatii diferentiale de or-
dinul intai. Fie problema lui Cauchy (5.9), unde valorile to € R gi
XY € R sunt date. Presupunem:

(i) f: Dom(f) := [to — a,to+ a] x R — R™ este o functie continud,
tar a > 0 este oarecare.

(i1) exista Ly > 0 astfel incat

| f(t,u) — f(t,v)||gn < Lg|lu —v||lgn, oricare ar fiu,v € R" sit € 1.

Atunci, problema lui Cauchy (5.9) are solutie unica X* i oricare ar fi
Xo € C(I,R") sirul { X, }nen din C(I,R™), definit recurent de relatia

t
Xy (t) = / f(s, Xu(s))ds + X%t €I,neN
to

converge uniform la X*.
In cazul in care sistemul (5.9) este liniar (ceea ce Inseamna ca f este o
functie liniara in raport cu al doilea argument, i.e., f(t,u) := A(t)u+ B(t)

problema cu conditii initiale anterioara capata urmatoarea forma:
X'(t)=At)X(t Bt
(1) = ABX(t) + B(t) 510
X(to) - XO.
Sa notam ca A e o matrice de functii continue
(111(25) s aln(t)
A(t) = . . . ,

an1(t) -+ apn(t)
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in timp ce B este un vector de functii continue de forma

bi(t)
B(t) = o ,
bn (1)
ceea ce justifica denumirea de sistem de ecuatii diferentiale.

Din teorema anterioara deducem urmatorul rezultat.

Teorema de existenta si unicitate pentru problema lui
Cauchy asociata unui sistem liniar de ecuatii diferentiale de
ordinul intai. Fie problema lui Cauchy (5.10), unde valorile ty € R gi
X0 e R"™ sunt date. Presupunem ci A € C(I, M,(R)) st B € C(I,R").

Atunci, problema lui Cauchy (5.10) are solutie unica X* §i oricare ar
fi Xo € C(I,R™) sirul { X, }nen din C(I,R"™), definit recurent de relafia

t
Xni1(t) = / (A(8)X,(s) + B(s))ds + X"t e I,neN
to
converge uniform la X*.
Demonstratie. Aratam ca f (¢, u) = Au+ B satisface ipotezele Teore-
mei globale de existenta si unicitate pentru problema lui Cauchy asociata
unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai. Avem de verificat doar

ipoteza (ii). Avem
1F (&) = [ 0)l[en = [A(E) (u = 0) [len < [l A@) [ @ 1w — vllzn

< cMyllu—w

R7,

unde M, > 0 are proprietatea (rezultata din continuitatea functiei A pe

compactul ) ca
| A®)|| Mn(r) < My, oricare ar fit € 1.

Din relatia de mai sus, notand L; := cMy > 0, observam ca are loc

conditia lui Lipschitz pentru f. Concluzia rezulta aplicand Teorema
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globala de existenta si unicitate pentru problema lui Cauchy asociata
unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai. O
Observatie. Printr-un calcul asemanator cu cel din cazul scalar
(folosind elemente de analiza matriceala) obtinem ca unica solutie a prob-
lemei lui Cauchy aratata mai sus are reprezentarea
t
X*(t) = el AG x0 | / els AP B(5)ds.
to

Exemplu. Fie problema cu conditii initiale

#(0) = 1 (5.11)

Sa se studieze existenta si unicitatea solutiei problemei date.

{ 7'(t) = arctan z(t) + t2

Solutie. Avem ty = 0,2° = 1, f(¢,u) = arctan u+t2, unde presupunem
f i [-a,al x R — R, cu a > 0 arbitrar. Verificim ipotezele teoremei
globale de existenta si unicitate:

(i) f este continua pe [—a,a] X R;

(ii) f este Lipschitz (cu constanta Ly = 1) in raport cu al doilea

of 1
ou 14u2

Atunci, din Teorema globala de existenta si unicitate pentru problema

argument. Intr-adevar, avem |3L| = <1, oricare ar fi u € R.
lui Cauchy asociata unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai
obtinem ca problema lui Cauchy are solutie unica z* gi aceasta se poate

obtine ca limita uniforma a sirului definit recurent de relatia

t
Tni1(t) = / (arctanz,(s) + s*) ds + 1,¢ € [—a,a],n € N,
to

unde pe rol de functie de start se poate lua orice functie continua, de

exemplu se poate lua zo(t) =1, t € [—a,al.

5.1.2 Teorema locala de existenta si unicitate

Deseori ne intereseaza existenta si unicitatea solutiei problemei lui

Cauchy intr-o anumita parte a spatiului. Pe de alta parte, conditia Lip-
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schitz pentru f in raport cu al doilea argument pe R sau un domeniu
nemarginit este destul de restrictiva, nefiind verificata de destul de multe
functii. pentru atingerea celor doua situatii descrise mai sus (localizarea
solutiei si relaxarea conditiei de functie Lipschitz), vom prezenta in con-
tinuare un rezultat de existenta si unicitate locala.

forma

o{ty) — 29, (5.12)

{ o(t) = f(t,x(t))

unde f: Q C R x R — R este o functie continua, (t,z") € €, iar Q
este un domeniu (multime deschisd si conexd) in R2. Fie dreptunghiul
D = [ty — a,to + a] x [2° — b,2° + ] C Q, unde a,b > 0. Fie 0 < h < a.
mai sus in B(z%b) C C[ty — h,to + h]). Notdm J := [ty — h,to + h] si

desemnam cu My > 0 numarul cu proprietatea
|f(t,u)| < My, oricare ar fi (t,u) € D.

Vom presupune in continuare ca f este local Lipschitz pe {2 in raport cu
al doilea argument, ceea ce inseamna ca f este Lipschitz pe orice compact

din domeniul de definitie respectiv.

Urmatorul rezultat auxiliar se obtine in mod identic cu paragraful
anterior.

Lema. Considerdm problema lui Cauchy (5.12), unde f : D — R este
o functie continua. Atunci orice solufie a problemei (5.12) este solufie a

ecuatiet integrale

(1) _/t F(s,a(s))ds +2°, t € J (5.13)

§t reciproc.
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Ca si mai sus, pentru 2 € B(z%;b), notam

t
Ta(t) ::/ F(s,2(s))ds +2°,t € J.
to
Obtinem astfel operatorul
T : B(z%0b) — C(J), 2 — Tx.

Folosind aceasta notatie, ecuatia integrala (5.13) se scrie ca o problema

de punct fix de forma
v =Tz, x € B(2%D). (5.14)

Sa observam ca analog cu abordarea din sectiunea precedenta, C(J)
inzestrat cu oricare dintre normele Cebigev sau Bielecki este spatiu Ba-
nach. Cum B(z°;b) este o multime inchis in C(J), rezulti cd B(z;b)
inzestrat cu oricare dintre normele Cebisev sau Bielecki este, de aseme-
nea, spatiu Banach.

Pentru a putea utiliza principiul contractiei la ecuatia de punct fix
(5.14). mai trebuie s& ardtdm ca operatorul T' actioneazi de la B(z°;b)
la B(z%;b) i c& este o contractie. Cu alte cuvinte, ar trebui si arfitdm
cumulativ:

(i) oricare ar fi € B(2%;b) avem ca Tz € B(a%;b);

(i) exista o €]0, 1] astfel ca
Tz — Ty|s < al|lz — y| 5, oricare ar fi z,y € B(z°;b), (5.15)

unde || - | g este o norma Bielecki pe C(.J).
Intr-adevar, avem:
. ¢ . y
(i) [Tx(t) — 2°| = | [, f(s,2(s))ds], oricare ar fi ¢ € J. Daca pre-

supunem t > tg, atunci avem

Ta(t) =" < [ 1f(s.a(s)lds < My(t = t0) < Myh
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Analog obtinem si in situatia ¢t < t,.
Daca presupunem ca h := min{a, Mif} atunci am obtinut |Tz(t) —z°| < b,

oricare ar fit € J, cu h ca mai sus. Trecand la maxim dupa t € J, avem
| T2 — 2% |c < b,

ceea ce aratd cd Tz € B(2°;b).

(ii) se obtine la fel ca in sectiunea anterioara (exercitiu !).

In consecinta, am demonstrat urmatoarea teorema de existenta si
unicitate locala.

Teorema locala de existenta si unicitate pentru problema lui
Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale de ordinul intai. Fie
problema lui Cauchy (5.12), unde (ty,2°) € Q C R?. Presupunem:

(i) f:Q — R este o functie continud;

(i) f este Lipschitz pe D := [tg — a,to +a] x [2° — b,2° +b] C Q in

raport cu al doilea argument, i.e., exista Ly > 0 astfel incat

|f(t,u) — f(t,v)| < Lglu—v|, oricare ar fi (t,u), (t,v) € D.

Atunci, problema lui Cauchy (5.12) are solutie unicd x* € B(x%;b) C
Clto — h,to + h| definita cel putin pe intervalul J := [to — h,to + h| (unde
h = min{a,Mif}, cu My > 0 avand proprietatea ca |f(t,u)| < My,
oricare ar fi (t,u) € [)) si oricare ar fi xo € B(x; b) sirul {T,}nen din

B(2%b) C C(J), definit recurent de relatia

t
Tpi1(t) = / f(s,2,(s))ds + 2"t € Jn €N
to

converge uniform la x*.

Observatie. In mod analog cu situatia din cazul teoremei globale,
se poate demonstra gi enunta o teorema locala de existenta si unicitate
pentru problema lui Cauchy asociata unui sistem de ecuatii diferentiale

de ordinul 1ntai.



70 CAPITOLUL 5. PROBLEMA LUI CAUCHY

Ezemplu. Fie problema cu valori initiale

(e

Sa se stabileasca un rezultat de existenta si unicitate pentru aceasta
problema si sa se scrie primele trei aproximatii succesive pentru solutia
problemei.
Solutie. In raport cu teoria generald, avem f(t,u) = 2t — 3u®*, to = 0
i 2% = 0. Presupunem f : [—a,a] x R — R, unde a > 0 este arbitrar.
Studiem mai intai aplicabilitatea teoremei globale. In mod evident, f
este continua pe [—a,a] x R. Verifica daca f este Lipschitz in raport cu
al doilea argument. Avem
|g| = 12|u?*| = oo, cand u — oo.
ou
Deci, f nu este Lipschitz in raport cu al doilea argument pe R. In aceste
conditii, teorema globala de existenta si unicitate nu este aplicabila.
Analizdm acum aplicabilitatea teoremei locale. Consideram f : D :=
[—a,a] x [—=b,b] — R, unde a,b > 0 sunt arbitare. Atunci,

9] 3 3
=12 < 12b°.
l@u‘ vl =

In consecintd, f este Lipschitz in raport cu al doilea argument pe D cu

constanta Ly = 12b*. De asemenea, avem

|f(t,u)| = |2t—3u?| < 2|t|+3|u?| < 2a+3b* := M, oricare ar fi (t,u) € D.

Atunci h := min{a, Fb?)b“} Concluzionam ca teorema locala de existenta
si unicitate este aplicabila i deci problema lui Cauchy de mai sus are
solutie unica z* definita, cel putin, pe intervalul [—h, h]. Mai mult, z* €

B(0;b) € C[—h,h], ceea ce Inseamna ca x(t) € [—b,b], oricare ar fi

t € [—h,h]. De exemplu, daca luam a = 1,0 = 1, rezulta h = % si
solutia unicd este «* : [—3, 1] = [—1,1].
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In plus, sirul {z,},en din B(0;b) C C[—h, h], definit recurent de

relatia

t
Tpi1(t) = / (2s — 3z2(s))ds +2°,t € J,n €N
0

(unde zy € C[—h,h] poate fi arbitrar ales) converge uniform la x*. De

exemplu, alegand xy(t) = 0 obtinem

¢
x1(t) = / 2sds = t*
0

t9

t t
xo(t) = / (2s — 3z}(s))ds = t* — 3/ s8ds = t* — 3
0 0

5.2 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.
1) Fie functia z(t) = t?, t € [0,2]. S& se afle ||z||c si ||z] 5.

Solutie. ||7| ¢ = max |z(t)| = max t* = 4. Pe de alta parte, ||z|/p =
t€[0,2] t€(0,2]

t)le™™). Iau 7 = 1. Atunci = tPe™) = .
max (je(t)le™™). Tan 7 unci [|zls = max (#e”™) =
2) Sa se stabileasca un rezultat de existenta si unicitate pentu pro-

blema

unde k& > 0 este dat.
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Solutie. Avem ty = 0,2° = 0gi f(t,u) = e + s In(1+w?). Evident,
putem lua f: [—a,a] x R — R, cu a > 0 oarecare.

Avem:

(i) f continua pe [—a,a] X R;

(ii) f este Lipschitz in raport cu al doilea argument, deoarece

—_

|g_£ = L%LIUQ < 3 oricare ar fi (t,u) € [—a,a] x R.

Din teorema globala de existenta si unicitate rezulta ca exista solutie
unica z* definita, cel putin, pe intervalul [—a, a]. Cum a > 0 este arbitar,

rezulta ca solutia este definita pe R.

3) Sa se stabileasca un rezultat de existenta si unicitate pentu prob-

lema
2'(t) = e7®® 4 2t (x(t) — 1)
z(0) = 1.
Solutie. Avem ty = 0,2° = 1 §i f(t,u) = e * + 2t(u — 1). Evident,
putem lua f: [—a,a] x R — R, unde a > 0 este oarecare.
Avem:

(i) f continua pe [—a,a] X R;
(i) f nu este Lipschitz in raport cu al doilea argument pe [—a, a] X R,
deoarece derivata sa partiala in raport cu al doilea argument nu este

marginita pe R, dupa cum rezulta din calculul de mai jos

o1
ou

In aceste conditii, teorema globala de existenta si unicitate nu este apli-

| <e ™4 2Jt| — oo, cand u — —o0.

cabila.
Analizam pentru cazul teoremei locale.
Fie f: D :=[—a,a] x [1 —b,1 4 D] — R, unde a,b > 0. Atunci, deoarece

0
]a—f| < e "4 2|t| < e*7' + 2a, oricare ar fi (t,u) € D,
u
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rezulta ca f este Lipschitz pe D. Calculand M ¢ din
|ftu)] < e ™ +20tlu—1] < e+ 2ab = My,

obtinem h = min{a, #‘Hab} Din teorema globala de existenta si unic-

itate avem ca problema lui Cauchy are solutie unica definita cel putin

pe intervalul [—h, h]. Mai mult z* € B(1;b) € C[—h,h]. De exemplu,

daca luam a = 2,b = 1 atunci My =4 si h = %l. In consecinta, exista si

este unica o solutie z* definita cel putin pe intervalul [—i, —i]. In plus,

in acest caz, z* € B(1;1) C Cl—1,—3), ceea ce arati cd z*(t) € [0,2],
1

oricare ar fi t € [—1, —1].

4) Sa se rezolve problema cu conditia initiala z(0) = 2 asociata

urmatoarei ecuatii Riccati

tant
2 (t) + 2%(t) sint = 2 an

L] T 77[
cost’ 272"

1
cost

Solutie. Recunoagtem mai sus o ecuatie Riccati, ce are forma gen-

stiind ca p(t) = este solutie a ecuatiei date.

erala
7' (t) — p(t)x(t) = q(t)2*(t) +r(t), t € I CR,

unde p, ¢, sunt functii continue pe un interval I.

L

Facem schimbarea de variabila x(t) = p(t) + si vom obtine o

2(t)
ecuatie diferentiala liniara in necunoscuta z = z(t). In cazul nostru,
obtinem
T m
Z'(t) — 2ztant = sint, t €] — 5 5[
Rezolvand avem solutia generala
c cost  3c—cos®t
2(t) = — =
cos?t 3 3cos?t

Revenind la notatia initiala, avem (pe langa solutia data p), familia de

solutii
1 3cost

cost 3c—cos3t

z(t) =
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Din conditia lui Cauchy #(0) = 1, gasim ¢ = 3. Deci, solutia unica a
problemei date este
1 3cos?t
o (t) = w8t
cost 4 —cos3t

5) Sa se rezolve ecuatia de tip Clairault

z(t) =ta'(t) + 1+ (2/(t))%,t € R

Solutie. Prin derivare, obtinem

[N

7' (t) = o' (t) + ta"(t) + 2" (t)2' () (1 + (2 (¢))?)
Dupa reducerea termenilor asemenea, si avem

2'(8) (t+20) (1+ (()%) ) =0,

a) Daca 2”(t) = 0 atunci 2/(t) = ¢, ¢ € R i astfel obtinem (din ecuatjie)
solutia generala

x(t)=ct+V1+c2ceR.

1
b) Daca t + 2/(t) (1 + (2/(t))*)"2 = 0, atunci, notand 2/ = p,p € R,
obtinem (folosind relatia anterioara i ecuatia) solutia singulara a ecuatiei

lui Clairault

= —— R.
T 1+102,]9 S

Eliminand p intre cele doua relatii, obtinem forma explicita a solutiei

singulare, anume

z(t) =vV1—12 tel—-1,1]

care reprezinta ecuatia semicercului superior de centru (0,0) si raza 1.
Acest semicerc este infaguratoarea familiei de drepte reprezentata de
solutia generala. (Nota: Verificati la Geometrie notiunea de infaguratoare

a unei familii de drepte.)
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B. Exercitii propuse.
1) Sa se stabileasca un rezultat de existenta si unicitate pentu pro-
blema

z(1) = %.

{ 2/(t) = sint + L arctan(1 + 2%(1))
4

2) Sa se stabileasca un rezultat de existenta i unicitate pentu pro-blema

{ x'(t) = 23(t) + cost
$(O> = )

precizandu-se un interval al axei reale pe care problema exista si este
unica. In acest caz, sa se scrie sirul aproximatiilor succesive corespunzator
si sa se calculeze primele trei aproximatii.
3) Sa se stabileasca un rezultat de existenta si unicitate pentu pro-
blema
2(t) = x(t) + y*(t) + —y + 1
y(t) =a?(t) —z—y—2t
z(0) = 0,y(0) =1
precizandu-se un interval al axei reale pe care problema exista si este
unica.
4) S& se rezolve ecuatia Riccati t22/(t) + tz(t) + t222(t) = 4, t > 0,
stiind ca p(t) = %, t > 0, este o solutie a sa.
5) S& se rezolve ecuatia Clairault z(t) = t2/(¢) + 21In (2/(¢)).
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Capitolul 6

Dependenta de date a solutiei

problemei Cauchy

Consideram problema lui Cauchy

{ (1) = f(t,z(t)) (6.1)

unde to,2° € R, f : Dom(f) := [ty — a,to + a] x R — R este o functie
continua, iar a > 0 este oarecare. Fie [ := [ty — a,tg + a], cu a > 0
arbitrar. Daca presupunem ca f este Lipschitz in raport cu al doilea ar-
gument, atunci din teorema globala de existenta si unicitate se stie ca
exista gi este unica o solutie x* a problemei noastre, definita cel putin pe
intervalul [ty — a, ty + a]. Problema pe care ne-o punem acum (problema
importanta in procesele de aproximare a solutiei) este:

Intrebare: Daca in problema de mai sus, inlocuim f cu o functie
apropiata (intr-un sens pe care-1 vom defini) de ea notata cu g si inlocuim
2% cu o valoare y° apropiatd de 2°, oare cat de apropiata este solutia (no-
tatd cu y*) problemei Cauchy cu g si ° de x* ? Daca, atunci cand g
se apropie/tinde de/la f si y° tinde la 2° obtinem c& y* tinde spre z*,

spunem ca are loc dependenta continua de date a solutiei problemei lui

7
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Cauchy, lucru ce este extrem de important in analiza numerica (calculul
aproximativ) a solutiei.

Comentariu istoric. Notiunea de dependenta continua de date a
fost formulata de Jacques Hadamard in 1902 in contextul studiilor sale
asupra unor ecuatii cu derivate parttiale. Hadamard a numit o problema
bine pusa (well-posed) daca solutia sa exista este unica gi depinde con-
tinuu de datele problemei. In acest cadru, vom demonstra in acest capitol
ca problema lui Cauchy pentru ecuatii/sisteme de ecuatii diferentiale este

(in ipotezele mentionate mai sus) bine pusa.

6.1 Lema Gronwall

Urmatorul rezultat, cunoscut in literatura ca lema lui Gronwall, este
important pentru demostratia dependentei de date a solutiei problemei
lui Cauchy.

Teorema (Lema Gronwall). Fie p,¢ : J C R — R, doud functii
continue pe un interval J. Fieto € J, a > 0,6 > 0. Daca

[ etoputss

to

, oricare ar fit € J,

) <a+f

atunct
t
P(t) < Ozeﬁ‘fto ple)ds| oricare ar fit € J.

Demonstratie. Facem demonstratia in doi pasi.
A. Presupunem a > 0.

Notam F(t) := a+ 8 ‘fti go(s)w(s)ds), situatie in care ipoteza lemei
este ¥(t) < F(t), oricare ar fi t € J. Avem 2 cazuri:

A1l. Presupunem t > t.

Atunci F(t) := a + ,6’]:; o(s)(s)ds si F'(t) = Be(t)(t). Rezulta,

folosind ipoteza, ca

F'(t) < Bo(t)F(t), oricare ar fi t > ¢
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sl atunci

< Be(t), oricare ar fi t > tg

Integrand de la ¢y la ¢ avem
t
In F(t) — In Fty) < 3 / o(s)ds.
to
Cum F(ty) = «, obtinem
F(t) < e’ o #@ds icare ar £ t > 1.
Folosind din nou ipoteza v (t) < F(t), avem ca
P(t) < e’ o 7% oricare ar fi t > to.

A2. Presupunem t < t.
Atunci F(t) :=a+f ftto ©(s)1(s)ds. Avem

F'(t) = —=Bo(t)v(t) > —Bp(t)F(t), oricare ar fi ¢ < tg.

Separand, avem

F(t)

F o > —P(t), oricare ar fi t <t

Integrand de la t la ¢ty avem

to
In F(tg) —In F(t) > —B/ o(s)ds.
t
In consecinta, avem ca si mai sus, ca
F(t) < ae? J0w()ds aeﬁ’ﬁO w(s)ds‘ oricare ar fi t < t.

Cum 9(t) < F(t), oricare ar fi t < t(, concluzia este demonstrata si in
acest caz.

B. Presupunem o = 0.
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Atunci ipoteza lemei este

[ etopwss

to

Y(t) < B

, oricare ar fit € J,

iar ceea ce trebuie demonstrat
Y(t) =0, oricare ar fit € J.

Din ipoteza acestui caz rezulta ca, oricare ar fi ¢ > 0 avem

Y(t) <e+p

, oricare ar it € J.

[ et

to

Aplicand A., avem ca
P(t) < geB’f:O o(e)ds| oricare ar fi t € J.
Cum e > 0 a fost ales arbitrar, facand € \, 0 avem ca
Y(t) <0, oricare ar fi t € J.

Cum ) ia valori pozitive, concluzia este 1(t) = 0, oricare ar fi ¢t € J.

6.2 Dependenta continua de date a solutiei

problemei lui Cauchy

Fie problema Cauchy
(6.2)
unde to,2° € R, f : Dom(f) := [to — a,to + a] x R — R este o functie

continua si Lipschitz in raport cu al doilea argument, iar a > 0 este

oarecare. Fie I := [ty — a,tg + a], cu a > 0 arbitrar.
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Asociem problemei de mai sus o problema Cauchy ”apropiatda”, si

anume

{y@zmmm» (63)

y(to) =4,
unde g € C'(I), y° € R sunt astfel incat:
(i) exista p; > 0 astfel ca |f(t,u) — g(t,u)| < py, oricare ar fi (t,u) €
I xR;
(i) existd py > 0 astfel ca |2 — y°] < po.

Mai presupunem ca problema (6.2) are cel putin o solutie y* definita
pe I. Intrebarea este ?Cat de departe este y* de z* 7”7

Avem urmatorul rezultat ce arata ca are loc dependenta continua de
date a solutiei problemei lui Cauchy.

Teorema. Consideram problemele (6.2) si (6.3) in ipotezele mai sus
mentionate. Notez cu Ly > 0 constanta Lipschitz a lui f, cu x* unica

solutie a problemei (6.2) si cu y* o solutie a problemei (6.3). Atunci

|z* = y*|lc < (pra+ po)e™re.

Demonstratie. Stim de la capitolul cu teorema de existenta si unic-

itate ca problema (6.2) este echivalenta cu problema

x(t) = /t f(s,2(s))ds +2°t € 1,

iar, analog, problema (6.3) este echivalenta cu

mw=[b&mww+w¢eﬂ

Deoarece [|z* — y*||c = max |z*(t) — y* (t)|, s& evaluam, folosind faptul ca
S

x* respectiv y* verifica ecuatiile integrale de mai sus, valoarea

|z°(t) —y"(t)] =

/t:f(s,x*(g)dsﬂo _ /tg(S,y*(s))ds_yO .

to
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/t: f(s,2%(s))ds — /t: o(s, 5 ())ds

Sa presupunem mai Intai ca t > to. Atunci avem

+ ‘xo—y0|.

|z (¢ |</|fsx —g(sy()|ds+‘x0—y0‘§

/t (s, 2°(s)) — F(s,57(s))| ds + / F(5,57(8)) — 9557 (5))| ds + pa <

Lf/ |z (s |ds+p1/ ds+ps <Lf/ |z*(s) —y*(s)|ds+ pra+pa.

to

Deci, am obtinut relatia

2 (6) — " (O] < (pra+ pa) + Ly / 2*(s) — " (s)lds, t € I.

Pentru aceasta relatie putem aplica lema Gronwall (cu « := pia + pe,
B =Ly, p(t) :==1si¢(t) = |z*(t) — y*(t)|). Rezulta ca avem

* ok < Lfftt ds Lsa
2(0) — 5 ()] < (pra + p2)e o™ = (pra + po)ebe, te I

Trecand la maxim dupa t € I avem

lz* = y"llc < (pra+ pa)es”.

Observi ci, dacd g — f si y® — 20 (ceea ce conduce la py, p2 \ 0), avem
ca y* — x*, adica avem fenomenul dependentei continue de date pentru
solutia problemei lui Cauchy.

Cazul t <ty este analog si este lasat ca exercitiu. O.

Observatie. O alta metoda de a demonstra fenomenul dependentei
continue de date pentru solutia problemei lui Cauchy este utilizarea teore-
mei abstracte de dependenta de date a punctului fix (vezi problemele pro-
puse de la capitolul principiul contrcatiei). Acesta este un bun exercitiu

pentru studentii interesati si o tema frumoasa pentru lucrarea de licenta.



6.3. ASPECTE DINAMICE IN TEORIA ECUATIILOR DIFERENTIALES3

6.3 Aspecte dinamice in teoria ecuatiilor

diferentiale

Vom introduce in ceea ce urmeaza cateva notiuni importante pentru
abordarea dinamica din teoria ecuatiilor diferentiale. Vom reveni asupra
subiectului dupa capitolele referitoare la sisteme de ecuatii diferentiale
liniare.

Fie ecuatia diferentiala

unde f: X — X (cu X :=R) este o functie de clasi C*.

Presupunem ca oricare ar fi n € X, problema lui Cauchy

'(t) = f(z(t))
{ 5(0) = (6.4)

are solutie unica (pe care o notam cu z; ) definitd pe GG := R. Consideram,
de asemenea, functia ¢ : G x X — X definita de relatia ¢(t,n) = z;(t).

Atunci, prin definitie, tripletul (X = R/ G = R,¢) se numeste
sistemul dinamic generat de sistemul autonom de ecuatii diferentiale
' = f(x). In tripletul de mai sus, domeniul X = R de definitie al functiei
f se numeste spatiul fazelor (starilor), G’ := R este domeniul de definitie
al solutiei problemei lui Cauchy (6.4), iar ¢ este fluxul sistemului dinamic
generat de sistemul autonom de ecuatii diferentiale.

Desemnam prin termenul curba integrala graficul unei solutii de
ecuatie/sistem de ecuatii diferentiale.

Traiectoria sistemului dinamic ce trece prin 7 este ¢(R, n), iar portre-
tul fazic al sistemului dinamic este multimea traiectoriilor sistemului di-
namic respectiv.

Asa cum s-a mai mentionat, solutiile echilibru (sau solutiile
stationare) ale sistemului 2’ = f(z) sunt solutiile constante in timp,

adica functiile x ce se obtin rezolvand ecuatia f(z) = 0.
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Ezemplu. Fie ecuatia 2’ = x. Sa se rezolve problema lui Cauchy
formata din ecuatia datd si conditia x(0) = n(n € R). Precizati sirul
aproximatiilor succesive corespunzator problemei de mai sus gi calculati
limita sa. Sa se afle apoi solutiile echilibru si sa se precizeze sistemul
dinamic generat, traiectoriile i portretul fazic.

Solutie. In cazul nostru f: R — R, f(z) = z.

(a) Pentru problema lui Cauchy

{ /(1) = z(t)
z(0) =17

unica solutie este x *, (t) = ne’,t € R. Sirul aproximatiilor succesive este
t
o (t) = / to(s)ds + 1, > 0,
0

unde z( se poate lua orice func tie continua pe [—a,a], (a > 0). De ex-

emplu, pentru z((t) = n obtinem

2 i

x1(t) = (1 + 1), 25(t) :77(1+t+_2),... () =014+t 4+ ﬁ)'

Calculand lim z,(t) = ne’ obtinem (si pe aceasta cale) solutia exacta a
n—oo

problemei.

(b) solutiile echilibru se obtin rezolvand ecuatia f(x) = 0. Rezulta ca
x = 0 este unica solutie echilibru. Mai exact, functiaz : R - R, z(t) =0
este unica solutie echilibru (stationara).

(¢) sistemul dinamic generat: (R, R, ¢), unde ¢(¢,7) := ne' este fluxul
sistemului dinamic corespunzator ecuatiei 2’ = f(x) (se obtine rezolvand
problema Cauchy 2’ = z,z(0) = 7).

(d) traiectoriile sistemului dinamic ce trec prin 7 (corespunzator
cazurilor n < 0,n = 0, respectiv 7 > 0 sunt date de urmatoarele multimi:
] — 00, 0[, {0}, ]0, oo, iar portretul fazic este {] — oo, 0[,{0},]0, co[}.

O reprezentare sugestiva a solutiei echilibru si a portetului fazic este
[Phase Portrait]
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6.4 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Sa se arate ca unica solutie x € C(R,,R) a inecuatiei integrale

(1)) < 5/t 2(s)|ds, t > a,

unde a, 8 > 0.

Solutie. Din Lema lui Gronwall deducem |z(t)| <0, t > a.

2) Sa se determine functiile continue 2 € C0, ] cu proprietatile:

a) x(t) > et oricare ar fi t € [0, Z];
b) x verifica relatia z(t) <1+ 3 fot a(s)ds, t € [0, 7).
Solutie. Din b) deducem (via Lema lui Gronwall) ci

o) < 1- 355 — o vt e o, g}.

85
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Din a) rezulti ci z(t) = e, t € [0, 7]

3) Fie ecuatia ' = 1 —x. Sa se afle solutiile echilibru gi sa se precizeze
sistemul dinamic generat, traiectoriile gi portretul fazic (in format de
multime si format grafic).

Solutie. In acest caz f(x) = 1 — =z, f : R — R. Solutiile echilibru
rezultd din rezolvarea ecuatiei f(x) = 0, adica z(t) = 1,¢t € R. Pentru a

preciza portretul fazic aferent rezolvam problema lui Cauchy
¢ =1—xz,2(0)=n.

Avem z;(t) = (n —1)e" 4+ 1,¢ € R. Deci, sistemul dinamic generat este

(R, R, ), unde ¢ : R x R — R este dat de relatia
p(t,n) =zy(t) = (n— e +1.

4) Sa se rezolve problema lui Cauchy 2/(t) = y/z(t), z(0) = 7, unde
n > 0. Exista solutii ale problemei definite pe R 7
Solutie. S& notam faptul ca ne intereseaza functii x € C! cu z(t) > 0
si 2'(t) > 0,t € I. Observ ca x(t) = 0,t € R e solutie a ecuatiei (dar
nu gi pentru problema lui Cauchy). Pentru « diferit de functia nula, prin
separarea variabilelor gi impunerea conditiei lui Cauchy, obtinem
(t+2yn)°

2(t) = — - teR.

Din 2/(t) > 0 rezulta t > —2,/7. Deci,

x(t) = (t%\/ﬁ)z,t € [—24/n, 00|

este solutie a problemei. Unica solutie de clasd C! definitd pe R este

. 0, daca t < —2,/n

zp(t) =
! %, daca t > —2,/n
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5) Sa se rezolve ecuatiile integrale:
(a) x(t) =2 [ sx(s)ds + 1,¢ > 0.
(b) x(t) = [y (t+s)x(s)ds + 1,¢ € [0,1].

Solutie. a) Este o ecuatie integrala de tip Volterra. Derivam membru
cu membru, avem z’(t) = 2tz(t),t > 0. Considerand ¢t = 0 in ecuatia
integrala avem z(0) = 1. Rezolvand problema lui Cauchy astfel obtinuta,
giisim 2*(t) = e’ t € [0, 00].

(b) Este o ecuatie integrala Fredholm. Scriem succesiv:

x(t) = /01 (t+s)x(s)ds+ 1< x(t) = t/ol x(s)ds + /01 sz(s)ds + 1.

Notdm ¢ := folx(s)ds,@ = fol sz(s)ds. Atunci, forma solutiei este
x(t) = c1t + ¢o + 1. Inlocuind pe z(t) = ¢t + ¢ + 1 in sistemul for-

mat din cele doua notatii, obtinem:

= fol (c1s+ca+1)
Co :f013(01t+02+1).
Rezolvand sistemul algebric liniar in necunscutele ¢q, ¢ gasim ¢; =
—12, ¢y = —7. Astfel, unica solutie este z*(t) = —12t — 6.
B. Exercitii propuse.

1) Sa se determine solutiile nenegative ale ecuatiei:
t 2
x(t) = 2/ s*e™* x(s)ds, t € [0,4].
0

2) Fie ecuatia ' = —z. Sa se afle solutiile echilibru si sa se precizeze
sistemul dinamic generat, traiectoriile gi portretul fazic (in format de
multime si format grafic).

3) Sa se rezolve problema lui Cauchy 2/(t) = \/x(t), z(0) = 0.

4) Sa se rezolve ecuatiile integrale:

(a) 2(t) = [, (s> + x(s))ds, t > 0.
(b) z(t) = A [ cos(t + s)x(s)ds + cos 3t,t € [0,1], unde A este un

parametru real.
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Capitolul 7

Sisteme de ecuatii diferentiale

liniare

In acest capitol vom prezenta metode de rezolvare a sistemelor de
ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1. La aplicatii, vom studia doar

cazul sistemelor de doua ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1.

7.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

si omogene

Fie sistemul de ecuatii diferentiale liniare i omogene

) (t) = a1 (t)x1(t) + -+ + a1 (t)za(t)

(7.1)
z (1) = an1 () x1(t) + - - - + apn(t) s (t),
unde a;; € Cla, b] pentru i,5 € {1,--- ,n}, iar [a,b] C R.
Vectorial, putem scrie sistemul de mai sus in forma
X(t) = ABX (1) (7.2
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unde A = (a;5);jef1, ) este o matrice de functii continue, iar

$1(t>
X(t) := e ,

n(t)

este functia necunoscuta.
Sa notam cu Sy multimea tuturor solutiilor sistemului (7.2).
Scopul acestui capitol este sa rezolvam sistemul liniar i neomogen de

forma

X'(t) = AW X (t) + B(#), (7.3)

unde A = (a;5);jef1, n) este o matrice de functii continue, iar

este o functie vectoriala continua data (termenul liber al sistemului neo-
mogen).

Sa notam cu S multimea tuturor solutiilor sistemului (7.3).

Din teoremele de existenta si unicitate, stim ca, oricare ar fi ty € [a, b]
si oricare ar fi XY € R" existd i este unica o solutie X* : [a,b] — R" a

problemei lui Cauchy

{ X'(t) = A()X(t) + B(t) 74
X(tg) = XO. '

Conform teoriei sistemelor liniare, se stie ca
S =38+ {X},

unde X este o solutie oarecare a sistemului neomogen (7.3).
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In acest paragraf, vom studia sistemul omogen (7.2). Rezultatul teo-
retic principal cu privire la acest sistem este urmatorul.

Teorema (de structura a multimii solutiilor). Fie sistemul liniar
si omogen (7.2), unde A = (aij)ijef1,ny este o matrice de functii con-
tinue. Atunci multimea Sy a tuturor solutiilor sale este un spatiu liniar
de dimensiune n.

Demonstratie. Avem de aratat doua lucruri:

1) multimea Sy a solutiilor sistemului (7.2) este un spatiu liniar;

2) dimSy = n.

Pentru 1), observam ca au loc relatiile:

1)-a VXY €Sy = X+Y € Sp;
1)-b VX eSS, eR= XX €S,.

Pentru a demonstra 2) sa notam ca e suficient sa aratam ca exista un
izomorfism de spatiu liniar intre Sy si R™. Va rezulta concluzia 2). Fie
to € [a, b] oarecare, dar fixat. Definim 7' : Sp — R", X — T'(X) prin

T(X) = X(to).
Atunci:
2)-a T este liniara, i.e., T(AX + puY) = MNT(X) + uT(Y),VX,Y €
So, A\ 1 €R;
2)-b T este bijectivi, cici oricare ar fi X° € R™ exista si este unicd (din
teorema de existenta si unicitate a solutiei problemei lui Cauchy liniare)

o solutie X* € §y a problemei lui Cauchy
X'(t) = A(W)X (1), X (to) = X°
Cu aceasta, teorema e demonstrata. O
Observatie. Din Teorema anterioara rezulta ca Sy admite o baza

formata din n elemente, adica n elemente din Sy liniar independente. Fie

(X1, X2 ... X™) o bazd in S. Aceasta inseamna ca fiecare vector
x1(t) 21 (t)

2, (1) (1)
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este o solutie a sistemului omogen (7.2).

Observatie. Reamintesc cd un sistem (X!, X2 -+ X™) se numeste
liniar independent daca oricare ar fi ¢y, - - - , ¢, € R urmatoarea implicatie
are loc:

n
daca ZciXi =0 atuncic; =---=¢, = 0.
i=1

Definitie. Fie (X', X?,--- , X") o bazd in Sy. Atunci matricea
U:=(X'X%... X"

se numeste o matrice fundamentala de solutii pentru sistemul omogen
(7.2). In mod evident U € C*([a, b], M,,(R)).

Urmatoarele rezultate sunt importante pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii diferentiale liniare.

Lema. Fie sistemul liniar si omogen (7.2), unde A = (aij)ije{1, . n}
este o matrice de functii continue. Daca U = U(t) este o matrice funda-

mentala de solutii, atunct U verifica ecuatia matriceala
U'(t) = A(t)U(t). (7.5)

St reciproc.

Demonstratie. Avem de aritat ci
(XHOX(0) - X"(1) = A- (XX - X7)
ceea ce revine la
(X)X (X)) = A (XHOX(0) - X)),

adica la (X') = AX"Vi € {1,2,--- ,n}, ceea ce e adevarat. O
Observatie. Este ugor de vazut ca matricea fundamentala de solutii
nu este unicd. Daci C' este 0 matrice constanti nesingulard cu n linii si

n coloane, atunci Y (t) = U(t)C este o matrice fundamentali de solutii.



7.1. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE LINIARE SI OMOGENE93

Intr-adevar, din Lema precedenta stim ca U’ = AU. Intrebarea este daca

avem si Y’ = AY. Verificam acest lucru
(U(t)é) — A (U(t)é’) = (UY € =AUC

Daca inmultim la dreapta cu C~! avem U’ = AU, ceea ce este adevirat.
Mai mult, reciproc, orice solutie Y = Y(¢) a sistemului omogen (7.2)
poate fi reprezentata sub forma Y (¢) = U(¢)C, unde C' € R™. O

Definitie. Fie
U:=(X'X%.. X"
o matrice fundamentald de solutii pentru sistemul omogen (7.2). Atunci
Wronskianul asociat acesteia este functia W : [a,b] — R, definita de
W (t) := detU(t).

Pentru a verifica ca un sistem de solutii pentru (7.2) este liniar inde-
pendent, teorema urmatoare este importanta.

Teorema. Sistemul de solutii U := (X'X?..- X") formeazd o ma-
trice fundamentala de solutii daca $i numai dacd existd ty € |a,b] astfel
ca W (ty) # 0.

Aceasta teorema ne arata ca pentru a arata ca solutiile sistemu-
lui omogen (7.2) sunt liniar independente daca reugim sa aratam ca

Wrosnskianul nu se anuleaza in cel putin un punct ¢ € [a, b].

Concluzii. In acest paragraf, am aratat ca pentru a afla toate solutiile
sistemului liniar i omogen (7.2) este suficient sa gasim n solutii liniar
independente ale acestuia. Daca X!, X2, --- , X" sunt n solutii liniar in-
dependente ale sistemului (7.2) si notam U := (X'X?%... X"), atunci

multimea tuturor solutiilor sale este

So={X(t)=Ut)C|C € R"}.
Din pAcate, in cazul general in care A este o matrice oarecare de functii
continue nu avem o metoda generala de gasire a unei matrice funda-

mentale de solutii. Vom vedea ca putem face acest lucru doar in cazul

particular in care A este o matrice de numere reale.
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7.2 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

sl neomogene

Fie sistemul liniar i neomogen de ecuatii diferentiale de ordinul 1 de

forma

X'(t) = A()X () + B(t) (7.6)

Conform teoriei sistemelor liniare, se stie ca
S= '50 + {X}a

unde X este o solutie oarecare a sistemului neomogen (7.6) iar Sy este
multimea solutiilor sistemului liniar i omogen X'(t) = A(t)X(t). Din

paragraful precedent, stim ca
So = {X(t) =U@®)C|C € R"},

unde U este o matrice fundamentala de solutii pentru sistemul omogen.

Scopul acestui paragraf este si ardtdm cum se poate afla X daci
cunoastem pe Sy. Metoda este cunoscuta sub numele de metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange.

Cautdm pe X sub forma
X =U@t)®(t),

unde ® este o functie de clasi C*, deocamdats necunoscutd. ® se de-
termina din conditia ca X sa fie solutie a sistemului neomogen (7.6).

Inlocuin ind in (7.6) avem
U't)P(t) +U)P'(t) = A)U(t)®(t) + B(t).

Dar A(t)U(t) = U'(t) si astfel dupa reducerea celor doi termeni asemenea
gasim

Ut)®'(t) = B(t) adica @'(t) = U~ () B(t).
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t

In final ®(t) = [, U~'(s)B(s)ds si astfel am gasit

X(t) = U(®) /t U~1(s)B(s)ds.

In concluzie, multimea tuturor solutiilor sistemului liniar si neomeogen

(7.6) este

S:={U{t)C + / t U(HU~1(s)B(s)| C € R"}ds.

to
In particular, pentru problema lui Cauchy
X'(t) = A(t)X(t) + B(t) (7.7)
X(ty) = X°. '

unica sa solutie se reprezinta prin
t
X*(1) = UOU (1) X° + / U(H)U~ (s)B(s).
to

in care vectorul constant C' s-a determinat din conditia X (o) = X°.

Exemplu. Fie sistemul

2y (t) = 21 (t) cos®(t) + zo(t)(sint cost — 1)
{ ah(t) = o1 (t)(1 + sint cost) + zo(t) sin®(t). (7.8)

(a) Sa se arate ca

el cost —sint
X = 9 X - (7.9
e'sint cost
sunt solutii ale sistemului.
(b) Sa se arate c& sistemul { X', X?} este liniar independent.
(c) Sa se scrie solutia generala a sistemului dat.

(d) Sa se afle solutia problemei lui Cauchy corespunzatoare sistemului

dat si conditiei Cauchy x;(0) = 1,22(0) = 0.
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(e) Sa se afle solutia sistemului liniar §i neomogen

2h (1) = z1(t) cos®(t) + xo(t)(sint cost — 1) (7.10)
zh(t) = 21 (£)(1 + sint cost) + a5 (t) sin®(t) — -, ¢ €]0, 7. '
7.3 Exercitii rezolvate si propuse
A. Exercitii rezolvate.
1) Fie sistemul
P(1) = (1 + () — dalt) -
wh(t) = 22y (8) + ao(t), t> 1. .

(a) Sa se arate ca

X'(t) = ( ; ) . X(t) = ( Zz ) (7.12)

sunt solutii ale sistemului.

(b) S& se arate ca sistemul { X', X2} este liniar independent.

(c) Sa se scrie solutia generala a sistemului dat.

(d) Sa se afle solutia problemei lui Cauchy corespunzatoare sistemului
dat si conditiei Cauchy x;(2) = 1,22(2) = 4.

(e) Sa se afle solutia sistemului liniar §i neomogen

{ 2y (t) = (14 D (t) — Laa(t) + 1 (7.13)

ah(t) = 2z (t) + aa(t) + ¢, t > 1.

Solutie. a) se verifica direct (prin inlocuire in sistem) ca (z1,x9) =
(t,t%) respectiv (xy, x5) = (ef, e!) sunt solutii ale sistemului omogen dat.

b) se arata ca

t et

t? et

W(t) = det U(t) = det(X'(t) X?(t)) =
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este diferit de zero in cel putin un punct t €]1, 00| (de exemplu in t =
2). In consecintd, matricea U = U(t) = (X'(t) X?(t)) este o matrice
fundamentala de solutiii pentru sistemul omogen.

¢) Solutia generala a sistemului omogen este

So={X(t) = U®)C: C € R?}.

1 3
d) Din conditiile initiale date X (2) = ( ), rezulta C' = < 2 ) .
4 2

Deci, solutia unica a problemei lui Cauchy este X*(t) = U(t) 2
e
e) Folosind metoda variatiei constantelor, ca utam solutia particulara
a sistemului neomogen sub forma X (t) = U(t)®(t), unde ® este o fun’tie
de clasi C, deocamdati necunsoscuti. Ea se determing din conditia ca X

sa verifice sistemul neomogen. Prin inlocuire rezulta conditia U (t)®’(t) =

1
B(t), unde B(t) = . este neomogenitatea sistemului liniar. Dupa
Int . tnt + e
calcule rezulta ®(t) = N si astfel X(t) = M)
1 t?Int + €

consecinta, solutia generala sistemului liniar i neomogen este

S=8S+X={Xt)=Ut)C+X(t): C e R*.

2) Fie functiile

sy [T ) oy 0D
so-(20) v (10)

liniar independente. S se arate cd X, Y sunt solutii ale sistemului
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T
T T Y| = 0
Ty Ty Y2

-, (7.15)
Lo Ty Yo
T ?J1 =0

L (T2 T2 Y2

Solutie. Se verifica prin inlocuire directa.

3) Sa se construiasca sistemul liniar i omogen care are ca i sistem

fundamental de solutii matricea
U(t) = Cf)St —sint '
sint cost
Solutie. Se aplica problema 2).

B. Exercitii propuse.

1) Fie sistemul

2y (t) = (t — P2a(t) + (7 — Daa(t)
{ ah(t) = P (t) + (7 — ¢ (7.16)

(a) Sa se arate ca

X'(t) = ( t;? ) L X2(t) = ( 1 ) (7.17)

sunt solutii ale sistemului.

(b) S& se arate ca sistemul { X', X2} este liniar independent.

(c) Sa se scrie solutia generala a sistemului dat.

(d) Sa se afle solutia problemei lui Cauchy corespunzatoare sistemului
dat si conditiei Cauchy x(1) = 0, z9(1) = 2.

(e) Sa se afle solutia sistemului liniar §i neomogen
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21 (t) = (t = Poa(t) + (7 — Dwa(t) — ¢
{ i) — ¢ . (7.18)

2) Sa se construiasca sistemul liniar §i omogen care are ca i sistem

fundamental de solutii matricea

cost —elsint
sint e‘'cost
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Capitolul 8

Sisteme de ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti

8.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

si omogene cu coeficienti constanti

Consideram sistemul de doua ecuatii diferentiale liniare si omogene cu

coeficienti constanti, de forma

$/2<t) = CLQlfL‘l(t) + QQQZL‘Q(t), t € R,

11 a2
A= )
Q21 A2

este o matrice de numere reale. In forma vectoriala, sistemul (8.1) se scrie

{ z1(t) = anxi(t) + a122(t) (8.1)

unde

X'(t) = AX ().t € R.

Recunoastem un sistem liniar si omogen. Notam cu Sy multimea tuturor

solutiilor sale.

101
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Din teorema de structura a multimii solutiilor sistemelor liniare gtim
ca Sy este un spatiu liniar de dimensiune 2. Este deci suficient sa gasim
doua solutii liniar independente ale sistemului. Acestea vor determina
o matrice fundamentala de solutii pentru sistem (sa presupunem ca e

notata cu U = U(t)). Atunci solutia generala a sistemului va fi
So={X({t)=Ut)C:C € R?.

Caut solutii ale sistemului sub forma X (¢t) = €™V, unde r € R iar

v
V2
este din R?, cu V' # 0. Inlocuind in sistemul pe care-1 studiem

X'(t) = A- X(0),

obtinem
reV = A"V & (A—rL)V =0.

Sistemul
(A—rl)V =0 (8.2)

se numeste sistemul valorilor si functiilor proprii corespunzatoare matricei
A. Se stie de la disciplina de Algebra liniara ca r este valoare proprie iar
V' corespunzator este vector propriu.

Pentru ca noi cautam solutii V' nenule ale sistemului, stim ca pentru ca
un sistem omogen sa admita solutii nenule conditia este ca determinatul

sistemului sa fie zero, adica
det(A —rly) = 0. (8.3)

Ecuatia (8.3) este o ecuatie algebrica de gradul doi in necunoscuta r si
ea se numeste ecuatia caracteristica asociata sistemului (8.1). Explicitand

ecuatia de mai sus, obtinem

r? — (a11 + ag)r + (ar1a92 — ajpas) = 0. (8.4)
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Observand ca

(a11 + agg) = tr(A) (unde tr(A) noteaza urma matricei A)

a1109 — Q12091 = det(A),

ecuatia caracteristica se mai scrie
r? —tr(A)r + det(A) = 0. (8.5)

In functie de natura radacinilor, distingem trei cazuri:

Cazul I: radacini reale si distincte.

Fie ri,ro € R cu ry # ry.

Atunci pentru fiecare ry, ro determindm solutii nenule V1, V2 ale sis-

temului (8.2). Am obtinut doua solutii
Xl(t) — erltvl’ X2(t) — 67’2tv2

ale sistemului de ecuatii diferentiale (8.1). Mai mult, sistemul {X*!, X?}

este liniar independent, caci determinantul matricei U data de
Ut) = (X'(t) X*(1))

nu se anuleaza (de exemplu in t = 0).
In consecintd, U(t) = (X*(t) X?(t)) este o matrice fundamentald de

solutii, ceea ce arata ca
So={X({t)=Ut)C:C e R?*}

este multimea tuturor solutiilor in acest caz.

Exemplu. Si se rezolve in C''(R) sistemul:

{ T (t) = =22 (t) — das(t) (8.6)

h(t) = —21(t) + 2a(2).
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Cazul II: radacini reale egale.

Fie r1, 7o € R cu r; = ry. Notam valoarea comuna cu r, i.e., r :==r; =
ra.

Atunci, ca si la Cazul I, pentru r determinam vectorul propriu core-
spunzator, adica solutia nenula V' a sistemului (8.2). Astfel, obtinem
solutia sistemului sub forma X'(t) = V. Caut o a doua solutie (liniar

independenta in raport cu prima) sub forma
X2(t) ="tV + W), (8.7)

unde W este un vector necunoscut pe care-l determinam din conditia
ca X? sa verifice sistemul dat. Avem (X2(t)) = re™(tV + W) + "'V
Inlocuind in sistemul X’ = AX avem

re(tV + W) + "'V = Are™ (tV + W)
sau echivalent
tre™V +re"W + "V = tAe"V + " AW,
Tinand cont ca
AV = AX 5ire™V = (X(t))

obtinem

(A= rl)W =V. (8.8)

Acest sistem (in necunoscuta W) este compatibil caci rangul matricei
extinse (A — rly V) este egal cu rangul matricei A — rl; a sistemului
si este egal cu 1. Astfel se determina W, care induce a doua solutie
X2(t) = e"(tV + W) a sistemului liniar §i omogen. Mai mult, sistemul de
vectori { X', X2} este liniar independent. De aceea, sistemul de mai sus
determind o bazd in mul{imea solutiilor, si atunci U(t) = (X*(¢) X?(t))

este o matrice fundamentala de solutii, ceea ce arata ca

So={X(t)=Ut)C:CcR?*}
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este multimea tuturor solutiilor in acest caz.

Exemplu. Si se rezolve in C''(R) sistemul:

xh(t) = 3w (t) — xa(t). 8.9

Cazul III: radacini complexe conjugate.
Fie ri,ro € C\Rcury =a+if,ro=a— i, unde o, § € R.

Avem

{ 2 () = 521 (t) — 3wa(t)

X =V = et — e (cos Bt + isin ft) (V! 4+ iV?) =

e (Vl cos Bt — V?sin Bt) + e (V1 sin Bt + V2 cos Bt) ,

unde am scris V = V! + iV2. In mod evident, X e o solutie complexa a
sistemului. Dar sistemul nostru este unul liniar si omogen cu coeficienti

reali, deci

Re(X) = e (V' cos Bt — V?sin ft) := X' (t)
respectiv

Im(X) = e (V'sin Bt + V?cos ft) := X*(t)

sunt solutii reale ale sistemului si ele determina o matrice fundamentala
de solutii pentru sistem. Astfel, U(t) = (X'(t) X?(t)) este o matrice

fundamentala de solutii, ceea ce arata ca
So={X(t)=Ut)C:C e R?*}

este multimea tuturor solutiilor in acest caz.

Exemplu. Si se rezolve in C''(R) sistemul:

{ 2 (t) = 5a1(t) — 9wa(t) (8.10)
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8.2 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Fie sistemul:

xh(t) = 2x1(t) + 2(1).

{ 2 (t) = 21(t) + 24(t)

a) Sa se scrie sistemul in forma vectoriala X’ = AX, precizandu-se ma-
tricea A si vectorul necunoscut X;

b) Sa se afle o matrice fundamentala de solutii U si sa se scrie solutia
generala a sa.

c) Sa se rezolve sistemul neomogen X’ = AX + B unde

2e!
b= ( 3ett, )

d) Sa se rezolve problema lui Cauchy

X' =AX+B
21(0) =2, 22(0) = 0.

2) Fie sistemul:

{ 2, () = 221 (t) + 4o (t)
xh(t) = —xq(t) — 225(2).

Se se dea raspunsuri la aceleasi exigente ca si la problema 1), considerand

(1)

{ 7 (t) = 24 (t) — wa(t)

la ¢) i d) vectorul

3) Fie sistemul:
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Se se dea raspunsuri la aceleasi exigente ca si la problema 1), considerand

B:<C08t>.
0

B. Exercitii propuse.

la ¢) i d) vectorul

1) Fie sistemul:

) (t) = 31 (t) — xa(t)
{ xh(t) = 102y (t) — 4ao(t).
a) Sa se scrie sistemul in forma vectoriala X’ = AX, precizandu-se
matricea A si vectorul necunoscut X;
b) Sa se afle o matrice fundamentala de solutii U si sa se scrie solutia
generala a sa.

c) Sa se rezolve sistemul neomogen X’ = AX + B unde

d) Sa se rezolve problema lui Cauchy

X'=AX + B
21(0) = 0, 25(0) = 1.

2) Fie sistemul
{ ) (t) = a1 (t) — 5s(t)
xh(t) = 2w (t) — 22(t).
Se se dea raspunsuri la aceleagi exigente ca si la problema propusa

1), considerand la c) si d) vectorul

B:<Sint>'
cost

3) Fie sistemul:
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Se se dea raspunsuri la aceleasi exigente ca si la problema propusa 1),

considerand la ¢) si d) vectorul

B:<1+t>.
1—t



Capitolul 9

Ecuatii diferentiale liniare de

ordinul 2

In acest capitol vom considera cazul ecuatiilor diferentiale liniare de
ordinul al doilea. Vom considera mai intai cazul ecuatiilor diferentiale
liniare cu coeficienti functii continue gi apoi cazul particular in care
coeficientii ecuatiei liniare sunt constanti. Si intr-un caz si in celalalt

vom aborda si cazul ecuatiei diferentiale liniare neomogene.

9.1 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 2

Sa consideram in acest paragraf cazul uratoarei ecuatii diferentiale

ordinare de ordinul doi liniare si neomogene

"(t) + a(t)x'(t) + b(t)z(t) = g(¢),t € I, (9.1)

unde I C R este un interval al axei reale, iar a,b, g € C(I).

Printr-o solutie a ecuatiei (9.1) pe intervalul J C I intelegem o functie
x € C%(J) ce verifica ecuatia (9.1) pentru fiecare ¢t € J.

Observatie. Asa cum am mai precizat, orice ecuatie de ordinul al

doilea este echivalenta cu un sistem de doua ecuatii de ordinul intai.

109
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Intr-adevar, in cazul nostru, daca notam

1 =
To =12

atunci avem x} = x9 is x5y = —axe — bx; + g. Cu alte cuvinte, ecuatia

(9.1) este echivalenta cu sistemul
x) = x
3 i (92)
Ty = —bxry —axs + g.

Daca notam

si

atunci sistemul (9.2) se scrie vectorial
X' =AX + B.

Din capitolul anterior stim ca, daca S este multimea solutiilor sale,

atunci

S=38,+{X},

unde S, este multimea solutiilor sistemului omogen X’ = AX asociat,
jar X este o solutie oarecare a sistemului neomogen X’ = AX + B.

In consecinta, putem enunta urmatoarea teorema de structura a
multimii solutiilor ecuatiei (9.1) (prin adaptarea la acest caz particular

a teoremei de structura din cazul sistemelor liniare).
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Teorema. Fie ecuatia x"(t) + a(t)x'(t) + b(t)x(t) = g(t),t € I, unde
I C R este un interval al axei reale, iar a,b,g € C(I). Atunci, avem
urmatoarele concluzii:

(i) problema lui Cauchy

{ (1) +alha'(h) + blbja(t) = g(t).t € 1 (9.3)
=y

x(ty) = 2°, 2/ (to)

(unde to € T si 2°,4° € R sunt date) are solufie unicd;
(ii) Multimea Sy a tuturor solufiilor ecuatiei omogene asociate este
spatiu liniar de dimensiune 2;

(7ii) multimea S a tuturor solutiilor ecuatiei (9.1) are reprezentarea
S =8+ {7},

unde T este o solutie oarecare a ecuatiei neomogene (9.1).

In consecinta, si in acest caz, pe de o parte trebuie sa punem in
evidenta o baza in Sy (doua solutii liniar independente ale ecuatiei omo-
gene asociate z” + a(t)z'(t) + b(t)x(t) = 0,t € I), iar pe de alta parte
sa determinam (prin metoda variatiei constantelor) o solutie particulara
(oarecare) a ecuatiei neomogene x” + a(t)x’'(t) + b(t)x(t) = g(t),t € 1.

Precizam de asemenea ca metoda variatiei constantelor presupune in
acest caz, cautarea unei solutii particulare (oarecare) a ecuatiei neomo-

gene sub forma
2(t) = pr ()’ (t) + pa(t)2*(2),

2 sunt dous solutii liniar independente ale ecuatiei omogene

unde z',
asociate x” + a(t)x'(t) + b(t) = 0, iar @1, ¢y sunt doua functii de clasa
C? deocamdatd necunoscute. Ele se determind dintr-un sistem de dous
ecuatii in necunoscutele ¢} si ¢,. Mai precis, sistemul este format din

ecuatia

phat +phr® =0



112CAPITOLUL 9. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL 2

(rezultata din calculul lui ¥’ i impunerea conditiei ca suma termenilor

ce contin pe ¢} si ¢, sa fie zero), respectiv din ecuatia
Pi(@!) + ey(2?) = g(t),

rezultatd in urma inlocuirii Z(¢) in ecuatia neomogena z” + a(t)z'(t) +
b(t) = g(t) si identificarii celor doi membri. In consecinta, ¢1, 2 se obtin

din rezolvarea sistemului

e (x') + gh(2?) = g(t). '

9.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 2

cu coeficienti constanti

Sa consideram in acest paragraf cazul ecuatiilor diferentiale ordinare

de ordinul doi liniare cu coeficienti constant;.

2" (t) + ax'(t) + bx(t) = g(t),t € I, (9.5)

unde I C R este un interval al axei reale, iar a,b € R, iar g € C(I).
Printr-o solutie a ecuatiei (9.5) pe intervalul J C I intelegem o functjie
x € C?(J) ce verifica ecuatia (9.5) pentru fiecare ¢ € J.

Stim din paragraful precedent ca, daca notam

1 =
To =12

atunci ecuatia (9.5) este echivalenta cu sistemul

{ xil (t) = 2 (9.6)
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Din capitolul anterior stim ca, daca S este multimea solutiilor sale,
atunci

S =38+ {X},

unde &y este multimea solutiilor sistemului omogen asociat, iar X este o
solutie oarecare a sistemului neomogen.

Sa ne concentram pe sistemul omogen asociat

/ t —
710 2 (9.7)
xh(t) = —bxi(t) — axs(t).
Matricea A este in acest caz egala cu
0 1
—b —a
iar ecuatia caracteristica asociata ei este
det(A —rly) = 0.
Aceasta conduce la ecuatia de gradul doi
r? +ar+b=0. (9.8)

Dupa cum se observa ea se poate scrie direct din forma ecuatiei
diferentiale omogene de ordinul doi si se numeate ecuatia caracetristica

asociata ecuatiei diferentiale liniare si omogene de ordinul doi

z"(t) + ax'(t) + bx(t) = 0,t € I. (9.9)

In functie de discriminantul ecuatiei de gradul doi (9.8) distingem
urmatoarele cazuri:

Cazul I. radacini reale si distincte.

Fie 71,79 € R cu ry # ro. Atunci 2'(t) = e™* gi 2%(t) = €™ sunt doud
solutii liniar independente ale ecuatiei diferentiale (9.9). In consecinta,

solutia generala a ecuatiei este

So = {z(t) = c1e™" + cpe™" : 1,0 € R},
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Cazul II. radacini reale si egale.
Fie ri,7 € Rcury = ry := r. Atunci z'(t) = €™ si 2%(t) = te™
sunt doua solutii liniar independente ale ecuatiei diferentiale (9.9). In

consecinta, solutia generala a ecuatiei este
So = {x(t) = c1e” + cote™ i c1, e € R}.

Cazul I. radacini complexe nereale.

Fie ri,79 € C\R curmr = a+if,rs = a —if, a,f € R. Atunci
functiile 2! (t) = e* cos Bt si x*(t) = e sin Bt sunt doud solutii liniar in-
dependente ale ecuatiei diferentiale (9.9). In consecinta, solutia generala

a ecuatiei este

So = {x(t) = c1e™ cos Bt + cpe® sin Bt : ¢y, ¢y € R}.

Exemple. Sa se rezolve ecuatiile diferentiale de ordinul doi:
(a) 2”(t) — 2/(t) — 2z(t) = 0,t € R.

(b) a”(t) + 42'(t) + 4x(t) = 0,t € R.
(c) ”(t) + 62'(t) + 34x(t) = 0,t € R.
(d) 2" (t) — 2'(t) — 2x(t) = 6e’,t € R.

9.3 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Fie ecuatia
2,1 ! 1
t°2"(t) — 2t (t) 4+ 2x(t) = ;,t € [1,00][.

(a) Stiind c& x,(t) = t,x9(t) = t* sunt solutii ale ecuatjiei
22" (t) — 2ta’ (t) + 22(t) = 0,t € [1, 00|

sa se determine solutia generala a ecuatiei date;
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(b) Sa se rezolve problema Cauchy formata din ecuatia data si
conditiile initiale z(1) = 0,2'(1) = 2.

2) Sa se rezolve ecua@iile diferentiale de ordinul doi:
(a) 2"(t) — 2'(t) — 6x(t) = 0,t € R.

) 2”(t) — 62/ (t) + 9z(t) = 0,t € R.
(c) ”(t) + 42'(t) + bx(t) = 0,t € R.
(d) 2"(t) — 2'(t) — 6x(t) =te ", t € R.
3) Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
2 (t) + 42'(t) + bx(t) = sint — cost, cu conditiile initiale date de
0,2'(0) = 2.
2"(t) — 2/ (t) — 6x(t) = te™", cu conditiile z(0) = —1,2/(0) = 1.
B. Exercitii propuse.

1) Fie ecuatia
2" (t) + 22/ (t) — ta(t) = €', t > 0.

(a) Stiind ca z,(t) = &, 25(t) = ? sunt solutii ale ecuatjiei

2"(t) + 22/ (t) — tx(t) =0, > 0

sa se determine solutia generala a ecuatiei date;

(b) Sa se rezolve problema Cauchy formata din ecuatia data si
conditiile initiale z(1) = 0,2/(1) = 1.

2) Sa se rezolve ecuatiile diferentiale de ordinul doi:

(a) "(t) — 52/ (t) + 6x(t) = ™, t € R.

(b) 2"(t) — 22/ (t) + z(t) = * + 1,t € R.

(c) 2"(t) — 22'(t) + 17z(t) = cos 2t,t € R.

3) Sa se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:

(a) a:”(t) — 52/(t) + 6x(t) = €3, cu conditiile initiale date de z(0) =

/

—
==}
~—
O

(b) a:”(t) 22/ (t) + x(t) = t* + 1, cu conditiile z(0) = —1,2/(0) = 1.
(c) 2"(t) — 22'(t) + 17x(t) = cos 2t, cu conditiile 2(5) = 4,2'(5) = 0.
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Capitolul 10

Aspecte dinamice in teoria
sistemelor de doua ecuatii

diferentiale liniare

In acest capitol vom face consideratii asupra unor aspecte dinamice

din teoria sistemelor de doua ecuatii diferentiale liniare.

10.1 Notiunea de sistem dinamic

Fie sistemul autonom de ecuatii diferentiale de forma
X' = f(X),

unde f: R™ — R" este o functie de clasi C'. Atunci notiunea de sistem
dinamic asociat se defineste in felul urmator.
Presupunem ca oricare ar fi n = (n,---,1,) € R", problema lui
Cauchy
{ X'(t) = f(X(1)) 10,1
X(0)=n

117
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are solutie unica (pe care o notam cu X;) definita pe R. Consideram, de
asemenea, functia ¢ : R x R — R" definita de relatia ¢(t,n) = X, (t).

Atunci, prin definitie, tripletul (R™, R, ) se numeste sistemul dinamic
generat de sistemul autonom de ecuatii diferentiale X' = f(X).

In tripletul de mai sus, domeniul R™ de definitie al functiei f se
numeste spatiul fazelor (starilor), R este domeniul de definitie al solutiei
problemei lui Cauchy (10.1), iar ¢ este fluxul sistemului dinamic generat
de sistemul autonom de ecuatii diferentiale.

Traiectoria (sau orbita) sistemului dinamic ce trece prin 7 este
©(R,n), iar portretul fazic al sistemului dinamic este multimea traiec-
toriilor sistemului dinamic respectiv.

Aa cum s-a mai mentionat, solutiile echilibru (sau solutiile stationare)
ale sistemului X’ = f(X) sunt solutiile constante in timp, adica functiile

X ce se obtin rezolvand ecuatia f(X) = 0.

Vom discuta, in ceea ce urmeaza, cazul particular al sistemelor au-
tonome de doua ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constant;i.

Fie sistemul:

) (t) = ap1wq(t) + arpza(t)
{ xh(t) = a1 (t) + agxs(t), (10.2)

a1l a2
A= .
21 A22

este o matrice de numere reale. In forma vectoriala, sistemul (10.2) se

unde

scrie

X'(t) = AX(t),t € R,

unde

este functia necunoscuta.
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Printr-o solutie a sistemului (10.2) se intelege o functie X : R — R?
de clasa C* ce verifica sistemul pentru orice ¢ € R.

Sa ne concentram acum atentia asupra unei solutii X = (x, x2) a sis-
temului de mai sus. In teoria sistemelor dinamice, interesul este focalizat
asupra modului in care marimile x; i x5 variaza (fiecare in parte, dar si
una fata de cealaltd) in raport cu evolutia sistemului in timp (¢ — o).
Pentru aceasta, se pot reprezenta grafic cele doua functii z(t), z2(t) in
acelagi sistem de coordonate x10xs.

Un alt mod de reprezentare (preponderent folosit) este prin a

reprezenta in planul z,0z, curba de ecuatii parametrice

{ n =) (10.3)

To = :Eg(t),t S Ra

ceea ce Inseamna, de fapt, reprezentarea curbei descrise de punctul M de
coordonate M (z1(t),z2(t)), cand t — oo. Aceasta curba este traiectoria
(sau orbita) sistemului dinamic generat de sistemul de ecuatii diferentiale.
Planul x10z5 1n care facem reprezentarea de mai sus se numeste planul
fazelor (sau al starilor). In aceasta reprezentare, traiectoriilor li se adauga
si un sens de parcurgere, marcat printr-o sageata, care indica sensul par-
curgerii lor in evolutia timpului. Rezultatul reprezentarii in planul ;0w
a mai multor traiectorii (orbite) ale aceluiasi sistem este portet fazic core-

spunzator.

Exemplu. Fie sistemul

{ (1) = (1) (104
(t) |

Se cer:

a) solutia generala;

b) solutiile echilibru;

c¢) solutia problemei lui Cauchy formata din sistemul dat mai sus si

conditia initiala z1(0) = ny, 22(0) = n9;
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d) sistemul dinamic generat;

e) curbele integrale corespunzatoare solutiei sistemului de mai sus si
conditiei initiale de forma z1(0) = 0, 22(0) = 1;

f) traiectoriile gi portretul fazic.

Solutie. In acest caz, matricea sistemului are forma

=(50)

iar functia necunoscuta este

Pentru rezolvarea sistemului putem aplica metoda reducerii la o ecuatie
diferentiala de ordinul doi. Astfel, daca derivam (de exemplu) prima

ecuatie, avem x7(t) = x4(t). Folosind a doua ecuatie avem
2 (t) + z1(t) = 0,t € R.
Rezolvam aceasta ecuatie si obtinem
x1(t) = ¢y cost + cosint, Vi € R (unde ¢q, ¢ € R).

Inlocuind in relatia 2/ (t) = x2(t) gasim componenta a doua a solutiei

generale, anume
xo(t) = —cysint + ¢y cost, Vt € R.

In consecinta, daca notam cu U = U(t) matricea fundamentala de solutji,

cost sint
U(t) = . :
—sint cost

atunci solutia generala a sistemului de ecuatii este

unde

So={Xt)=U@t)C:C = ( “ ) € R?}.

Co
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b) Solutiile echilibru ale unui sistem de forma X’ = f(X) se obtin re-

zolvand ecuatia f(X) = 0. In cazul nostru

f(X)=<_x;1>-

Atunci, unica solutie echilibru este (0,0), obtinuta prin rezolvarea

(2)-()

¢) Impunand conditiile initiale z1(0) = 7y, 29(0) = 19 asupra solutjiei

()

si astfel unica solutie a problemei lui Cauchy este

ecuatiei

generale, gasim

X, @) =U(t)n,

n

=(n)

d) Sistemul dinamic generat de sistemul de ecuatii diferentiale este

unde

(R% R, ),
unde
¢ : R x R* = R, definit de ¢(t,n) := U(t)n,

este fluxul sistemului dinamic.
e) Pentru conditia initiala z1(0) = 0,22(0) = 1 gasim ¢; = 0,¢5 = 1.

Astfel, unica solutie a acestei probleme Cauchy este

o= %)
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sau, In scriere pe componente, avem
x1(t) = sint, x9(t) = cost, t € R.

Curbele integrale corespunzatoare sunt date in figura urmatoare

e | RS, T S| -l il e 1 n? I

f) Conform definitiei, traiectoriile ce trec prin punctul 7 sunt date de
©(R,n). Asa cum am mai precizat, acestea se obtin prin reprezentarea in

planul x10x5 a curbei de ecuatii parametrice

Ir1 = l’l(t)
Ty = l‘g(t),t € Ra
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ceea ce inseamna, de fapt, reprezentarea curbei descrise de punctul M
de coordonate M (x(t), x2(t)), cand t — oco. In cazul nostru, de exemplu
pentru 77 = (0,1) am obtinut

{ x1(t) = sint

xo(t) = cost,t € R,
Eliminand t intre cele doua relatii de mai sus obtinem curba
a2 =1

ceea ce reprezinta cercul unitate din planul x10Oxs. In cazul general, pen-

tru ) = (1, 72) obtinem
ot +xy =i+,

adica tot cercuri de raz& r = \/n? + n3. Deci, traiectoriile sunt familii
de cercuri. Portretul fazic, definit teoretic ca multimea traiectoriilor, este
dat de prima figura.

=

]
[ g=)

ZNN

h.sl

N

e\
W/

2
(=1
=
;'q
=
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In finalul acestei sectiuni sa enuntam urmatoarea lema, extrem de
utila in gasirea traiectoriilor unui sistem dinamic format din doua ecuatii.

Lema. Fie sistemul de ecuatii diferentiale

wy(t) = folw1, 72),
unde f1, f» € C'(D) cu fi(x1,22) # 0 pe D C R"
si fie ecuatia diferentiala
dry  fa
— ===, 10.6
dy J1 ( )

Atunci traiectoriile sistemului dinamic (10.5) i curbele integrale ale

ecuatiei (10.6) coincid.

10.2 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.
1) Folosind forma speciala a membrului drept, sa se rezolve ecuatiile
liniare i neomogene urmatoare:
a) 2(t) + T2/ (t) + 122(t) = 42te3;
b) a”(t) — 22/ (t) + 2z(t) = te' cost.
2) Sa se rezolve ecuatia de tip Euler t22” (t) +atx'(t)+bx(t) = g(t),t €
I :=]0,00][, unde a,b € R si g € C(I).
Indicatie. Metoda 1. Se face schimbarea de variabila s = Int gi se
obtine o ecuatie liniara in necunoscuta x = x(s); Metoda II. Se cauta
solutii sub forma x =", r € R.

3) Fie sistemul

Se cer:

a) solutia generala;
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b) solutiile echilibru;

c) solutia problemei lui Cauchy formata din sistemul dat mai sus si
conditia initiald z1(0) = ny, 22(0) = ny;

d) sistemul dinamic generat;

e) curbele integrale corespunzatoare solutiei sistemului de mai sus si
conditiei initiale de forma z1(0) = 1, 25(0) = 1;

f) traiectoriile si portretul fazic.

4) Fie sistemul

Se cer:
a) solutia generala;
b) solutiile echilibru;
c¢) solutia problemei lui Cauchy formata din sistemul dat mai sus si
conditia initiald z1(0) = ny, 22(0) = no;
d) sistemul dinamic generat;
e) curbele integrale corespunzatoare solutiei sistemului de mai sus si
conditiei initiale de forma z1(0) = 1, 25(0) = 1;
f) traiectoriile si portretul fazic.
A. Exercitii propuse.
1) Folosind forma speciala a membrului drept, sa se rezolve ecuatiile
liniare si neomogene urmatoare:
a) 2(t) + T2/ (t) + 12z(t) = 42te3;
b) 2 (t) + 42/ (t) + 5x(t) = t* cos 2t.
2) Sa se rezolve ecuatia de tip Euler 22" (¢) +5tx’ (t) +4x(t) = Int,t €
I :=]0, 00].

3) Fie sistemul
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Se cer:

a) solutia generala;

b) solutiile echilibru;

c¢) solutia problemei lui Cauchy formata din sistemul dat mai sus si
conditia initiald z1(0) = ny, 22(0) = n9;

d) sistemul dinamic generat;

e) curbele integrale corespunzatoare solutiei sistemului de mai sus si
conditiei initiale de forma z1(0) = 1, 25(0) = 1;

f) traiectoriile si portretul fazic.

4) Fie sistemul

Se cer:

a) solutia generala;

b) solutiile echilibru;

c¢) solutia problemei lui Cauchy formata din sistemul dat mai sus si
conditia initiald z1(0) = ny, 2(0) = n9;

d) sistemul dinamic generat;

e) curbele integrale corespunzatoare solutiei sistemului de mai sus si
conditiei initiale de forma z1(0) = 2, 22(0) = 0;

f) traiectoriile si portretul fazic.



Capitolul 11

Recapitularea notiunilor

fundamentale

In acest capitol vom recapitula cateva dintre chestiunile principale din

tematica cursului.

11.1 Cazul ecuatiilor diferentiale

A. Ecuatii rezolvabile efectiv

1) Ecuatii cu variabile separabile

Forma generala a unei ecuatii diferentiale cu variabile separabile este

unde (i) g e o functie continua pe intervalul |ti,#3] (unde ¢, =
—00,ts = +00 sunt acceptate);
(ii) h e o functie continua pe intervalul |z, z5[ (unde x; = —00, 9 = +00
sunt acceptate).

Necunoscuta ecuatiei este x = x(t),t € I (unde I Clty, 5] este un

interval al axei reale) si ea se cauta in clasa de functii C.
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Exemple.

a) 2'(t) = 2%(t), z(0) = n (Discutie dupa n € R).

b) Sa se determine curba plana ce trece prin punctul A(2,4) si are
proprietatea ca daca printr-un punct oarecare al curbei se duc doua par-
alele la axele de coordonate, atunci cele doua suprafete plane in care
curba imparte dreptunghiul format au proprietatea ca aria uneia este de

doua ori mai mare ca aria celeilalte.

2) Ecuatii liniare

Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 este
' (t) =pt)x(t) + q(t), t € I CR,

unde p, ¢ sunt functii continue pe un interval I al axei reale.

Multimea tuturor solutiilor ecuatiei notata cu & are reprezentarea
S=38,+{z},

unde Sy este multimea solutiilor ecuatiei omogene asociate (z'(t) =
p(t)x(t), t € I C R - o ecuatie cu variabile separabile), iar Z este o

solutie (oarecare) a ecuatiei neomogene date. Daca
So={x(t) =cl'(t),t € J:ceR}
atunci 7 se cauta sub forma

T = @(t)l(1),
unde ¢ € C*(J) se determina din conditia ca Z si verifice ecuatia neom-
pogena data.

Exemplu.
a) 2/ (t) — 2tz (t) = =2, 2(1) = e.
b) tz"(t) + 22'(t) = t*, ¢t > 0.

3) Ecuatii rezolvabile prin schimbari de variabila
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a) schimbarea variabilei dependente
Exemple.

i) Forma generala a unei ecuatii diferentiale de tip Bernoulli este
' (t) — p(t)x(t) = q(t)z(t), t € I C R,

unde p, g sunt functii continue pe un interval I al axei reale, iar a €

R\ {0,1}.

Daca facem schimbarea de variabila
y=x

se obtine o ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1 in necunoscuta y =

y(t) de forma
y'(t) = (1 —a)(p(t)y(t) +b(t)) .
ii) Sa se rezolve ecuatia

o' (t) = to(t) + 2*(t) + 2 — 6%, t € R

stiind ca ea admite o solutie de forma At.
Indicatie. Este o ecuatie Riccati, in general nerezolvabila efectiv.
Totusi, daca se stie o solutie a ecuatiei (s& zicem Z(t) = p(t),t € 1),

atunci prin schimbarea de variabila
z(t) = p(t) + —

se obtine o ecuatie diferentiala liniara de ordinul 1 in necunoscuta y(t).

b) schimbarea variabilei independente

Forma generala a unei ecuatii de tip Euler este
22" (t) + atz' (t) + ba(t) = g(t), t > 0,

unde g este o functie continua pe un interval I al axei reale, iar a,b € R.
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Prin schimbarea de variabila
s=1Int

se ob tine o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti constanti. Intr-

adevar
B dv dxr ds dx 1

riy =G =0 B2
dt ds dt ds t

vy = L (de _d (Lde) _d (1N de 1 od (dr)
TWE R\ ) T et \Fas) T at\t) s Tt at\ds)
i 1 d_x+1 A%z @__l d_x+1 A%z 1__1 dm+1 d%x
dt \t) ds t ds® dt 12 ds t ds® t 2 ds 2 ds?’

Inlocuind in ecuatia initiala obtinem
2(s) + (@ — 1)a/(s) + ba(s) = g(e").
Exemplu. t22"(t) + 2ta'(t) — 2x(t) = In*¢, t > 0.

B. Rezultate de existenta, unicitate si aproximare
1) Teorema globala

2) Teorema locala

forma

x(ty) = a°,

{ o(t) = f(t,x(t))

unde f: D := [to —a,to + a] x [1° — b,2° +b] C © — R este o functie
continud, (tg,2°) € Q, Q este un domeniu in R?, iar unde a,b > 0.

Fie 0 < h < a. Studiem existenta si unicitatea solutiei problema

J :=[to — h,to + h] si desemnam cu My > 0 numarul cu proprietatea

|f(t,u)| < My, oricare ar fi (t,u) € D.
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S& presupunem ci f este Lipschitz pe D in raport cu al doilea argument.

Teorema locala de existenta si unicitate pentru problema lui Cauchy
de mai sus spune ca daca f : 2 — R este o functie continua si f este
Lipschitz pe D := [to—a, to+a] x [x° —b, z°4-b] C Q in raport cu al doilea
argument, atunci problema lui Cauchy are solutie unica x* € B(xo; b) C
Clto — h,ty + h] definita cel putin pe intervalul J := [ty — h,to + h]
(unde h := min{a, Mif}, cu My > 0 avand proprietatea ca |f(t,u)| < My,

oricare ar fi (t,u) € D) si oricare ar fi o € B(z%;b) sirul {z, }nen din

B(z°%b) C C(J), definit recurent de relatia

t
o (t) = / F(5,0n(s))ds + 2%t € Jn €N
to

converge uniform la x*.

Exemplu. Fie problema lui Cauchy

2/ (t) = 2? 4 cos t?
z(0) = 0.

Sa se indice un interval al axei reale pe care problema admite solutie

unica §i sa se scrie girul aproximatiilor succesive corespunzator.

11.2 Cazul sistemelor de ecuatii

diferentiale

Consider sistemul

X'(t) = A®)X () + B(t),

unde A = (a;;); je1,2) este o matrice de functii continue, iar

0= )
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este o functie vectoriala continua data (termenul liber al sistemului neo-
mogen).

Printr-o solutie a sistemului intelegem un vector

_ [ =)
o= (20),

de clasd C! ce verifica sistemul dat.
Sa notam cu § multimea tuturor solutiilor sistemului dat si cu S
multimea tuturor solutiilor sistemului omogen asociat (fara B).
Atunci
S =8+ {X},

unde X = X (t) este o solutie oarecare a sistemului neomogen.

Pentru a afla Sy (toate solutiile sistemului liniar gi omogen) este su-
ficient sa gasim 2 solutii liniar independente ale acestuia. Daca X!, X2
sunt 2 solutii liniar independente ale sistemului si notam U := (X!1X?),

atunci multimea tuturor solutiilor sale este
So={X()=Ut)C|C € R*}.
Apoi, X = X (t) se poate gisi prin metoda variatiei constantelor ciutand
X(t) = U(t)®(t), iar ® se determini din conditia
U(t)®'(t) = B(t).

Exemplu.

Fie sistemul

ta (t) + 4z, (t) — 2xo(t) =t + 1
tay(t) — 3z1(t) — zo(t) = 2t, t > 0.

a)

(a) Sa
(b) Sa se rezolve sistemul obtinut la (a);
(c) Sé

)

(d) Sa se rezolve problema lui Cauchy corespunzatoare sistemului

se efectueze schimbarea de variabila t = e®;
se rezolve sistemul initial;

initial si conditiilor initiale x4 (1) = 0, 25(1) = 0.
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11.3 Exercitii rezolvate

1) Fie problema cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet

2"(t) + Ax(t) =0,t € [0, 7], T >0
z(0) = z(T) = 0.
Sa se determine solutiile sale (discutie dupa \). Sa se precizeze cazurile

in care problema admite solutii nenule.

2) Fie ecuatia
2" (t) + ax'(t) + bx(t) = 0,t € R,

unde a,b € R. Sa se determine a,b € R astfel incat:

i) toate solutiile ecuatiei sa fie marginite;

ii) toate solutiile ecuatjiei sa fie periodice.

3) Corpul unei victime a fost descoperit, intr-un mediu de temper-
atura constanta 7,, la ora t; cu temperatura corpului 77. La momemntul
ty > t; temperatura masurata a corpului era T5. Cunoscand ca temper-
atura corpului viu este Ty = 36.5 grade, sa se determine ora t, la care a
survenit decesul.

Indicatie. Legea lui Newton a transferului termic, stabilita
prin experimente, stipuleaza ca rata schimbarii de temperatura este
proportionala cu diferenta de temperatura dintre corp si mediul in care
acesta a fost plasat. Intr-adevar, daca T'(t) noteaza temperatura corpului
la momentul ¢, avem:

-daca T — T, > 0, atunci T\, T, si astfel trebuie ca 7" < 0;
-daca T — T, <0, atunci T" " T, i astfel trebuie ca 7" > 0.

Aceasta lege se scrie matematic In urmatoarea ecuatie diferentiala de

ordinul 1
T'(t) = —a(T(t) — T.),t > 1o

unde « > 0 este coeficientul de transfer termic. Acest coeficient depinde

de proprietatile termice ale corpului si se determina experimental.
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In plus, mai stim ca T'(ty) = Tp. Rezolvand problema lui Cauchy

T'(t) = —a(T(t) — Te),t > tg
T(ty) = To,
gasim
T(t) = T, + e )Ty — T0), t > t,.
Pentru t := t1,t := t5 gasim un sistem In necunoscutele « si ¢, care

dau prin calcul solutia

. tl In ’TQ — Te’ — t2 lIl|T1 — T€| + (tQ - tl) In ’Tg — Te’

t
0 In|Ty — T,| —In|T, — T,

4) Fie sistemul

X' = AX,

unde

iar

a) Sa se afle soluja sa generala,

b) Sa se scrie sistemul dinamic generat;

c) Sa se afle traiectoriile si portretul fazic.
Solutie.

a) Ecuatia caracteristica
2 +5r =0

are doua solutii reale distincte 1y, = —5,7y = 0. Vectorii proprii core-

spunzatori sunt
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si

Solutia generala este

So={X({t)=Ut)C:C € R?}.

Pe componente solutia se scrie

11(t) = 167 + 20y
1o(t) = —2c1e75 + co.

b) Sistemul dinamic generat este
<R27 R’ SO)’

unde ¢ : R x R? — R? unde ¢(t,7) este unica solutie X(t) a proble-
mei lui Cauchy formata din sistem gi conditia initiala X (0) = n. Dup a

calcule, rezulta

M — 2
-
c¢) Pentru gasirea traiectoriilor:

_ 2m + 12
—

(&1 (&)

Metoda I. Eliminam ¢ intre cele doua relatii ce definesc solutia gen-

erala

To(t) = —2c1e7° + ¢y

{ 11(t) = c1e™ + 2y
si obtinem

21]1 + To = 502,

ceea ce reprezinta o familie de drepte paralele (de panta —2).
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Metoda II. Traiectoriile coincid cu curbele integrale ale ecuatiei

dl’g . 21’1 — 4[E2

dl‘l n —Z9 + 21‘2’

ceea ce conduce la
dflfg 9
d.%’l ’

Prin integrare avem zo = —2z; +¢,c € R.
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