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Capitolul 0

Descrierea cursului

0.1 Tematica

Logica este studiul si folosirea rationamentelor valide. Logica are doud aspecte: informal, adica studiul argu-
mentelor in limbaj natural, si formal, adica studiul inferentelor din punct de vedere al formei, sau altfel spus,
studiul regulilor abstracte de deductie. Cele mai vechi studii de logica formald sunt datorate lui Aristotel. Atunci
cand folosim simboluri abstracte in studiul formal al inferentelor, vorbim de logicd simbolica; de obicei, aceasta
se imparte In logica propozitiilor si logica predicatelor.

Logica matematica este parte a Matematicii si a Logicii. Rolul ei este de a fundamenta riguros ideea de valoare
de adevar a unei afirmatii si de a explora aplicarea metodelor logicii formale (simbolice) in diferite ramuri ale
matematicii. De asemenea, logica matematica se ocupa cu aplicarea metodelor si tehnicilor matematice la studiul
logicii formale.

Dezvoltarea logicii matematice a fost puternic motivata de studiul fundamentelor matematicii, studiu inceput
in secolul 19, si are importante aplicatii in filozofie sau lingvistica, dar si in domenii mai recente precum informatica
(programare logica, inteligenta artificiald etc).

In zilele noastre, logica matematica este impartita in patru subdomenii, fiecare concentrandu-se asupra unor
aspecte distincte, dar evident, liniile de demarcatie nu sunt stricte:

e teoria multimilor, care studiaza colectii abstracte de obiecte si corespondentele intre ele, avand rol important
pentru fundamentele matematicii;

e teoria demonstratiei, care in esenta inseamna analiza formald a demonstratiilor matematice.

e teoria modelelor, care este studiul formal al structurilor matematice, avand stransa legatura cu algebra
abstracta;

e teoria recursiei (sau teoria calculabilitatii), care studiazd calculabilitatea efectivd a functiilor definite pe
multimea numerelor naturale, avand rol important pentru fundamentele informaticii;

In acest curs introductiv dedicat studentilor din anul I de la Facultatea de Matematica si Informaticd vom
atinge cate o mica parte din subiectele mentionate, de multe ori intr-o maniera informald. Sunt incluse gi cateva
teme elementare de Algebra, Aritmetica si Combinatorica strans legate de cele de mai sus, dar care in mod uzual
depéasgesc cadrul Logicii matematice.

0.2 Evaluare

Lucrari scrise, in total 2 ore de lucru efectiv. Nota se calculeaza la sfarsitul semestrului astfel:

1
N = ZU\” +N2+N3+N4)+S
unde N=nota, N1, N2, N3, Nd=notele obtinute pe fiecare subiect de lucrare scrisi, S=puncte acordate pe evalu-
area activitatii de la seminar.
(Vezi si syllabus-ul cursului pe website-ul FMI.)
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LOGICA PROPOZITIILOR

In limbajul comun, prin propozitie intelegem o afirmatie despre care putem decide daca e adevarata sau falsa.
Putem forma propozitii compuse, carora de asemenea le asociem o valoare de adevar, folosind cuvinte precum si,
sau, nu, daca si numai daca etc. Din punct de vedere matematic, o astfel de definitie nu este satisfacatoare, fiind
necesara o abordare formala.

1.1 Formulele logicii propozitiilor
Definitia 1.1.1 a) Simbolurile logicii propozitiilor sunt:
1. Parantezele: ( gi ).
2. Conectori (simbolurile operatiilor logice): —, A\, V, —, .
3. Formule atomice p,q,1,...,X1,X2,...
b) O formula propozitionala este un sir finit de simboluri ce satisface urmatoarele reguli:
1. Formulele atomice sunt formule.
2. Daca A si B sunt formule, atunci (—A), (AAB), (AV B), (A = B), (A & B) sunt de asemenea formule.

3. Alte formule decat cele descrise mai sus nu exista.

Observatii 1.1.2 a) In limbaj comun, conectorii —,/\,V, —, > se citesc non, si, sau, dacd ...atunci, dacd $i
numai daca.

b) Uzual, pentru simplificarea scrierii, unele paranteze pot fi omise prin adoptarea unei ordini de prioritate a
conectorilor: —, apoi /A si V, apoi — si ¢&. De asemenea, pot fi omise parantezele exterioare.

Exemplul 1.1.3 1) Urméitoarele giruri de simboluri sunt formule:
(quJ — (r e (7s)),
(pV(=q)) V)= (s /A (7s)),
((p—=q) =1V I(sAT),
(P Aq)V (7)) = (tVp),
(pVaq) = (pVT)) e ((Hg) Ap)).

2) Urmaétoarele giruri de simboluri nu sunt formule:
PA= 4, p =, PANL PAQVTPA(g— Ar), (pPg /A (T Ap—q).

Definitia 1.1.4 a) Spunem ca B subformula a formulei A dacid B este obtinut in cursul constructiei lui A.
b) Vorbim de substitutie, daca in formula A o formuld atomica p sau o subformuld B este inlocuita cu formula
C (notatie A(C/p) respectiv A(C/B)).

Exemplul 1.1.5 1) p/Aq, tVp sunt subformule ale formulei (—=((pAq)V (—1))) = (tVp), in timp ce p — (tVp)
nu este.
2) Daca A = (=((p/Aq)V(—1))) = (tVp), atunci pentru C = rAs avem A(C/p) = (—(((rAs)Aq)V(—T))) —
(tV (rAs)) st A(C,pAq) = (((rAs)V (71))) = (tVp).
5
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1.2 Interpretarea formulelor propozitionale

Definitia 1.2.1 Fie V = {0, 1} multimea valorilor de adevar. Aici O corespunde falsului, iar 1 corespunde
adevarului. O functie de n variabile f: V" — V se numeste functie de adevar.

O functie de adevar de n variabile poate fi data printr-un tabel de adevar, care are n + 1 coloane si 2™
linii. Primele n coloane contin toate combinatiile posibile ale variabilelor, iar ultima coloana contine valorile

corespunzatoare ale functiei.
De asemenea, o functie de adevar poate fi vizualizata cu ajutorul diagramelor Euler-Venn sau cu ajutorul

schemelor (circuitelor) cu contacte si relee.

Definitia 1.2.2 Cele mai frecvent utilizate functii de adevar sunt operatiile logice fundamentale cores-
punzatoare celor cinci conectori, pe care le definim mai jos cu ajutorul tabelelor de adevar:

a) Negatia (,,non”): —p, definita prin

P P
0 1
1 0
b) Conjunctia (,,si”): p /\ q, definita prin
Pl 9| pAg
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
¢) Disjunctia (,,sau”): p V q, definita prin
Pl g9 prVvVgq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
d) Implicatia (,,daca ... atunci”): p — q, definita prin
P—q

1

—_ — o o
— O = O|la

1
0
1

e) Echivalenta (,,daci si numai dacd”): p & ¢, definitd prin
P q peq
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Definitia 1.2.3 Daca A este o formula si A este multimea formulelor atomice din A, atunci o interpretare a
lui A este o functie v: A — V ={0,1}. Elementul v(p) € V se numegte valoarea de adevar a formulei atomice
P.

_ Fie A = A(p1,...,Pn) o formula ce contine atomii p1,...,pn, §i fie v o interpretare a lui A. Notam cu
A : V" — V functia de adevar corespunzatoare lui A, obtinuta folosind functiile logice fundamentale. Atunci
valoarea de adevar a formulei A corespunzatoare interpretarii v este data de:

HV(A) = A(V(p1 )a R )V(pn))~

Exemplul 1.2.4 in tabelul de mai jos avem interpretarile si valorile de adevar corespunzatoare pentru formula
A=Ap,q)=(pVq)A(—p)) — q (pundnd in evidenta si cateva subformule):

g | pVa | p | VAP |
0 0
1
0
1

— - o olJg

A
1
1
1
1

oo = .
o o = O

1
1
1
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Vom vedea mai tarziu c& din Teorema [6.4.6] rezultd urméatoarea teoremd, pe care o vom folosi in exercitiile de
mai jos.

Teorema 1.2.5 Orice functie de adevar de n > 1 variabile poate fi exprimatd numai cu ajutorul operatiilor logice
fundamentale.

Exemplul 1.2.6 In afard de operatiile logice fundamentale, mentiondm si urmatoarele functii de adevar:

1) Adunarea si inmultirea modulo 2, notate prin simbolurile @ respectiv ®.

2) Functia lui Sheffer (non si; not and): p| q=—(p/\ q). Este adevarat, daca cel mult unul din p sau
g este adevarat.

3) Functia lui Webb—Peirce (nici-nici; neither-nor; non sau; not or): p | q = (—p) A (—q). Este
adevarat, daca niciunul din p si q nu este adevarat.

4) Disjunctia exclusiva (sau-sau; xor): p® q = —(p < q). Este adevirat, daci exact unul din p sau q
este adevarat.

Exercitiul 1 Sa se intocmeasca tabelele de adevar pentru functiile din exemplul de mai sus.

Exercitiul 2 Sa se verifice cu ajutorul tabelelor de adevar urmatoarele egalitati intre functii:
H—p=1@p.
2)pANq=p@q.
3)pVag=paqepOq.
Hhp—-oq=18pspaq.
S5)peoq=10paq.

Exercitiul 3 1) Sa se scrie toate functiile de adevéar de 1 respectiv 2 variabile.
2) Cate functii de adevar de n variabile exista?

Exercitiul 4 Sa se arate ca orice functie de adevar de n > 1 variabile poate fi exprimatd numai cu ajutorul
negatiei gi conjunctiei (sau numai cu ajutorul negatiei si disjunctiei. Mai exact, si se verifice urmétoarele egalitati:
D pVag=—((—p)A(-q)).
2) pAq==((=p)V (=q)).
3p—=q=—(pA(=q))=—pVaq.
hpeq=CPA NN @A =P)).
Speq=pEVaA(-(pAg).

Exercitiul 5 Sa se arate ca orice functie de adevar de n > 1 variabile poate fi exprimata numai cu ajutorul
negatiei si implicatiei. Mai exact, sa se scrie conjunctia, disjunctia si echivalenta cu folosind doar negatia si
implicatia.

Exercitiul 6 Sa se arate ca orice functie de adevar de n > 1 variabile poate fi exprimata numai cu ajutorul
functiei lui Sheffer. Mai exact, sa se verifice urmatoarele egalitati:

)-p=plp.
2)pAgq=(pla)l(plq.
3)pVa=(plp)l(qlq)
hp—=q=plqlqg=plplq).

Exercitiul 7 Sa se arate ca orice functie de adevar poate fi exprimata numai cu ajutorul functiei lui Webb—Peirce.
Mai exact, sa se verifice urmatoarele egalitati:

0O)plg=—(pVaq.

—p=plp
2)pAq=(plp)l(qlq).
3)pVa=mlalpla.
Hp—=q=(plplallplp)lq.

Definitia 1.2.7 a) O formuld se numeste realizabila daca are o interpretare pentru care valoarea de adevar este
1.
b) Daci nu exista o astfel de interpretare formula se numegte contradictie (identic falsd) si o notdm cu 0.
¢) O formuld se numegte tautologie (identic adeviarata), daca pentru orice interpretare valoarea de adevar
este 1, si atunci o notam cu 1.
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Definitia 1.2.8 Introducem doua relatii intre formule:

a) Daca formula A — B este o tautologie, atunci spunem c& formula B rezultd din formula A i notam
A = B.

In teoremele din matematici folosim urmitoarele exprimari: dacd A, atunci B; A este conditie suficientd
pentru B; B este conditie necesard pentru A.

b) Daca formula A < B este o tautologie, atunci spunem ca A este echivalent cu B, si notdm A & B.

In teoremele din matematici folosim urmitoarele exprimari: A este condilie necesard si suficienta pentru B;
B daca si numai daca A; B exact atunci cand A; A este echivalent cu B.

Exemplul 1.2.9 1) Pentru orice formula A, formula (—A) V A este tautologie si (—A) /A A contradictie.

2) A este contradictie daca si numai daca —A este tautologie.

3) A este tautologie daca si numai dacd —A este contradictie.

4) Daca A=pA(—p),B=pV(7p),C=p—op,D=p—oq, E=(-p)Vq, F=p & (—p), atunci B si C
sunt tautologii, A si F sunt contradictii, D si E sunt realizabile. De asemenea, aceste perechi sunt echivalente.

Observatii 1.2.10 Fie A o tautologie, p o formula atomica si B o subformula a lui A. Atunci pentru orice
formula C, A(C/p) is tautologie. Daca C & B, atunci A(C/B) este tautologie.

Teorema 1.2.11 Enumeram céteva tautologii importante. Fie A, B, C formule propozitionale.

1) (AAB)ACESAANBAC), (AVB)VC &S AV (BVC) (asociativitate),
2) ANAB&BAA, AVB& BV A (comutativitate),

3) ANAVB)& A, AV (AAB) & A (absorbtie),

4) AA(BVC)& (AAB)V(AAC), AV(BAC)S (AVB)A(AVC) (distributivitate),
5 ANAES A, AVAS A (idempotentd),

6) ANTSA AVOSA,
N ANOEO0, AVI&ST,
9) AV (—A) & 1 (legea tertului exclus), A A (—A) & 0 (legea contradictiei),
10) =(AAB) & (A)V (=B), =(AVB) & (—A) A (—B) (legile lui De Morgan E[)
11) A= B & (A = B)A (B — A) (legea echivalentei),

12) A = B & (—A) V B (legea implicatiei),

13) A — B & (—B) — (—A) (legea contrapozitiei),

14) (AAB) = C& A — (B — C) (legea separarii/reunirii premiselor),

) (
)
)
)
)
)
)
8) —(—A) & A (legea dublei negatii),
)
)~
)
)
)
) (
15) A= (B— C)& B — (A — C) (legea permutérii premiselor),

Exercitiul 8 Si se verifice tautologiile (1) — (15) din teorema de mai sus cu ajutorul tabelelor de adevar.

1.3 Problema deciziei

Problema deciziei in logica propozitiilor inseamna gasirea unui algoritm care si stabileasca dacd o formula
propozitionala este tautologie, contradictie, sau realizabild precum si gasirea metodelor corecte de deductie. Vom
discuta trei metode, in principiu echivalente: a tabelelor de adevar, a formelor normale gi a deductiei formale
bazate pe scheme de deductie.

1.3.1 Metoda tabelului de adevar

Am vazut deja in paragraful precedent aceasta metoda, care este eficientd in cazul formulelor cu un numéar mic
de atomi.

L Augustus De Morgan (1806-1871), matematician si logician britanic.
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1.3.2 Metoda formelor normale

Definitia 1.3.1 Fie A = A(x1,%2,...,Xn) 0 formuld propozitionala.
a) A este o conjunctie elementara daca este o conjunctie ce are ca factori atomi sau negatii de atomi.
b) A este o disjunctie elementara daci este o disjunctie ce are ca termeni atomi sau negatii de atomi.

Exemplul 1.3.2 a) Formulele A = x; A —=x2 A—x3, B = x1 Ax2 Ax3z, C =—%x; A —x2/\ —x3 sunt conjunctii
elementare.
b) Formulele A = x7 V —x2 V =x3, B=%x1 Vx2 Vx3, C = —x1 V —x2 V —x3 sunt disjunctii elementare.

Definitia 1.3.3 a) Formula A = A(x1,X2,...,Xn) are forma normald conjunctivd (FNC), daca este o
conjunctie de disjunctii elementare, adica:

A=ATAAI A AAm,

unde subformula A; = Ai(x1,X2,...,Xn) este o disjunctie elementara, pentru orice 1 =1,2,...,m.
b) Spunem c& formula B = B(x1,x2,...,%Xn) are forma normala disjunctiva (FND), daci este o disjunctie
de conjunctii elementare, adica:

B=B; VB,V VB,
unde subformula B; = Bi(x1,%2,...,Xn) este o conjunctie elementara, pentru orice i =1,2,..., m.

Observatii 1.3.4 Orice formuld propozitionald A este logic echivalentd cu o FNC, respectiv cu o FND (nu
neapéarat unic determinati). Formula A se aduce la o FNC, respectiv la o FND, printr-un sir finit de echivalente
logice, utilizand legile fundamentale ale logicii propozitiilor, prezentate in Teorema [I.2.11] astfel:

1. Se exprima formula A numai cu conectorii —, /\, V, folosind legea implicatiei si legea echivalentei.
2. Se trece negatia numai asupra atomilor, utilizand legile lui De Morgan si legea dublei negatii.

3. Se obtin conjunctii de disjunctii (pentru FNC), respectiv disjunctii de conjunctii (pentru FND), folosindu-se
distributivitatea, absorbtia, idempotenta, comutativitatea sau asociativitatea.

Exemplul 1.3.5 Fie A = —x — x Ay. Aplicand cele de mai sus, obtinem
A=x—23xAy&——xV(xAy &xV(xAy)
si am ajuns astfel la o FND. Mai departe, avem
xVxAyYy) & xVx)AxVy)
si obtinem o FNC. Folosind acum idempotenta avem:
xVx)AxVy) & xAN(xVy)
si obtinem o altd FNC. Aplicand absorbtia, avem:
xA\(xVy) & x,
care este Inca o FNC, dar o putem considera si ca o FND.

Observatii 1.3.6 Metoda formelor normale se aplica astfel. Fie C = C(x1,%2,...,%n) 0 formuld propozitionald
sifie A=A ANAZA--- ANAy 0o FNC respectiv B=B; VB,V ---V By, o FND cu care C este logic echivalenta.
Atunci:

a) C este tautologie daca si numai dacd in FNC A, pentru orice i =1,2,...,m, A; contine cel putin un atom
impreuna cu negatia sa;

b) C este o contradictie dacé gi numai daci in FND B, pentru orice i = 1,2,..., m, B; contine cel putin un
atom Impreuna cu negatia sa.

Exemplul 1.3.7 Sa rezolvam problema deciziei prin metoda formelor normale.
a) Fie C =x /A=y — x. Aducem pe C la o forma normali:

C=xNAy—-xE& - xAYy)Vxs (xV-y)Vx&S (xVy) VxS =xVyVx.

Am obtinut formula A = —x V y V x, care poate fi privita si ca FNC, dar i ca FND. Considerand A ca FNC cu
un singur factor, x apare impreuna cu negatia sa —x, deci @ este o tautologie.
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b) Fie C =—x A (—xVy — x). Aducem C la o formé normala:

C=xA(xVy—=x)& xNA(~(xVy)lVx)ES xA((—xANy)Vx) &
E XN ((xANY)VxXx)E (xAxAY)V (—x Ax)

Am obtinut FND B = (=x AxA—y)V (—=x Ax). In fiecare termen al lui B, apare atomul x impreuns cu negatia
sa —x, deci C este o contradictie.
¢) Fie C=(x = y) A (y — z). Aducem C la o formé normala:

C=x2yNly—=2z2 & (—xVy A(—yVaz).
Am obtinut FNC A = (—x V y) A (—y V z), si vedem ca C nu este tautologie. Determinam si o FND:
A=(xVyA(tyVz) & (xA7y)V(xAz)V(yA—y)V(yAz).

Am obtinut FND B = (—x A—y) V (—xAz) V (yA—y) V (y Az), din care citim ca C nu este contradictie, deci C
este o formula realizabila.

Exercitiul 9 Sa se aduca la forma normala conjunctiva si la forma normala disjunctiva si sa se rezolve problema
deciziei pentru formulele:
)Ux%y) &Hﬁﬂ) ﬁyﬂﬁﬂ
2) (( XHU —x) = 7yY) = ~z) o z.
3) (x y—)z))—>((x—)ﬁz)—>(x—>ﬁy)).
4) (x = ﬂy) (yAz) = (xA2).
5) (x = y) = —x) = (x = (yAx)).
6) —( x/\y — = x)A=((x Ay) = —y).
7) (z—=x%x) = (—(yVz) =x).
8) —( x/\y = x)V (xAyVz).
9) ~(xA\(yVz)) = =((xAy)Vz).

1.3.3 Scheme de deductie

Definitia 1.3.8 Spunem ca formula propozitionald B este consecintad a multimii de formule £ = {Aq,..., A}
(unde n > 0), daca orice interpretare care face A1,..., A, adevirate, face si formula B adevarata.
Notam aceasta prin

Ay A
Al,..., AL EB sau SEB sau L B) n
gi o numim schema de deductie (inferentd). Formulele Aq,..., A, se numesc premise, iar B se numegte
concluzie.
Este evident din definitie cad avem Agq,...,A, = B exact cand formula

ArN---NAL—B

este tautologie, adica are loc relatia Ay A--- ANA, = B.
Mai general, daca I' ={B1,...,Bm} este o multime de formule, atunci notdm X |=T" daca X |= Bj pentru orice
j=1,...,m

Observatii 1.3.9 1) Daci in particular n = 0 (adicad £ = ), atunci inseamna c& B este tautologie (respectiv
fiecare formula din T este tautologie).

2) Are loc £ =T dacd gi numai dacd formula (A7 A--- AAyn) = (B1 A--- ABy) este tautologie.

3) Are loc proprietatea de reflezivitate A = A, deoarece formula A — A este tautologie, pe baza legii implicatiei
si a legii tertului exclus. Mai general, daca I' C £ sunt multimi de formule, atunci Z = T.

Exemplul 1.3.10 Prezentam mai jos cateva scheme de deductie ale logicii clasice (aristoteliceﬂ). Ele pot fi
verificate ugor cu ajutorul tabelelor de adevar gi sunt frecvent utilizate in demonstrarea teoremelor din matematica.
Sa observam ca unele variante se obtin din altele inlocuind o formula cu negatia ei.

1. Moduri clasice de argumentare.

(a) A 2=B  (modus ponendo ponens sau pe scurt modus ponens (MP)

2 Aristotel (384-322 BC), filosof grec. Contributiie sale la Logica sunt colectate in Organon.
3modul de a afirma prin afirmare
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(b) =4 —A=-8  (modus tollendo tollens)
(c) —A 2A2B - (modus tollendo ponens)
(d) AAZTB - (modus ponendo tollens)

2. Reductio ad absurdum.

B, “A>—B. —B, “A—B,. B, Au—B. —B, A>B

(a) A ) A ) —A A -
(b) (—A)—>B, (—A)—(—B) . A—B, A—(—B)
A ’ —A :

3. Contrapozitie.
A—B

—-B — —-A
4. Silogism ipotetic.

A—-B,B—-C

A—C

5. Silogism disjunctiv.

AV B, -A

B

6. Metoda analizei cazurilor.

BVC B—A C—oA
A

Exercitiul 10 Sa se verifice validitatea schemelor de deductie de mai sus cu ajutorul tabelelor de adevar, respectiv
folosind metoda formelor normale.

Observatii 1.3.11 Prezentam cateva proprietati generale ale schemelor de deductie, care sunt utile in demon-
strarea teoremelor din matematica:

1. Daca Aq,...,An = Bj (pentru orice j =1,...,m) si By,...,Bm = C, atunci Ay,..., A = C (aceasta este
proprietatea de tranzitivitate, care generalizeaza silogismul ipotetic).

2. Dacd A1 E Ag,...,An_1 E Ay, st Aq E Ay, atunci formulele Ay, ..., A, sunt echivalente (aceasta este
metoda demonstratiei ciclice).

3. LU{A} = B daca gi numai daca X = A — B.
Exercitiul 11 Sa se demonstreze proprietatile de mai sus.

Observatii 1.3.12 Multe demonstratii din matematica devin mai usoare daca inlocuim o schema data cu una
echivalenta.
. . <. 2 . A A.B s u . .
1. Demonstratie directa: inlocuim g% cu “&> (adica reunim premisele).

2. Demonstratie prin contrapozitie: inlocuim ici cu %.

3. Demonstratie indirecta (reducere la absurd): in loc de % aratam cad A /\ (—B) este contradictie.

Exercitiul 12 Sa se demonstreze echivalenta schemelor de deductie de mai sus.

4modul de a nega prin negare
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1.3.4 Deductie formala

O alta abordare a problemei deciziei se bazeaza pe manipularea simbolurilor pornind de la cateva axiome si scheme
de deductie gi nu face apel la interpretarea formulelor. Vom vedea ca metoda deductiei formale este echivalenta
cu cea bazata pe tabele de adevar.

1.3.13 Prezentam aici pe scurt calculul lui Hilbertﬂ (Exista gi alte abordari, cum ar fi calculul secvential al lui
Gentzen.) Aceastd metodd porneste cu urmatoarele date:

e cateva tautologii speciale, numite axiomele logicii propozitiilor.

Al: A—» (B— A)
A2: A= B—=C)—=((A—=B)—= (A—=0Q))
A3: ((—B) — (—A)) — (((—B) — A) — B)), unde A, B, C sunt formule arbitrare;

e schema de deductie Modus Ponens (MP), adicd 2:4=E.

Exercitiul 13 Sa se verifice ca formulele A1, A2 si A3 de mai sus sunt tautologii, folosind metoda tabelelor de
adevar, respectiv metoda formelor normale.

Definitia 1.3.14 Fie acum Aq,...,A, (n > 0) formule propozitionale. O deductie din formulele Aq,..., A
(numite premise sau ipoteze) este un sir finit Eq,..., Ex de formule astfel incat pentru orice i = 1,...,k avem:

(1) E; este axioma4, sau

(2) exista 1 astfel incat E; = Ay, sau

3) Ei se obtine din E;, Ey (j,1 < i) folosind schema (MP).
j

Definitia 1.3.15 a) Spunem ca formula B deductibila din formulele Aq,..., A, (notatie: Aq,...,A, F B),
daca B este ultimul termen al unei deductii din formulele Aq,...,A,. Dacd n =0, atunci notam F B.

Definitia se generalizeaza imediat la cazul a doua multimi de formule X si I'; notam X F T daca £ F B pentru
orice B €T

b) Spunem c& multimea de formule X este contradictorie, daca existd o formuld A, astfel ca Z - A gi X - —A.
Altfel, spunem ci X este consistenta.

Exemplul 1.3.16 a) Si se arate cd - A — A.

L.A=S(A-2A) A (A (A A) - (A—A) A2
2. A= ((A—-A)—=A) Al
3. A-(A=A) > (A= A) 1,2 MP
4. A= (A—A) Al
5. A=A 3,4 MP

b) Sa se arate ca A —- B, B—-CFA — C.

1. B=2C) = (A= (B—CQC) Al
2. B—C Ipoteza
3. A— (B—C(C) 1,2 MP
4. A= (B—=C)—=((A—=B)—=(A—=0C) A2
5. (A —=B)—= (A—CQC) 4,3 MP
6. A—B Ipoteza
7 A—-C 5,6 MP

c) S& se arate cd A, —A F B.

1. “A Ipoteza

5David Hilbert (1862-1943), matematician german. Intre multele sale contributii, a fost unul din fondatorii teoriei demonstratiei
si un sustinator al teoriei multimilor create de Georg Cantor.
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2. (A) = ((—B) = (—A)) Al
3. (-B) — (—A) 1,2 MP
4. A Ipoteza
5 A—=((—B) = A) Al
6. (—4B) = A 4,5 MP
7. ((-B) = (=A)) = (((-B) —» A) — B) A3
8. ((-B) > A) =B 3,7 MP
9. B 6,8 MP

Vedem ca aceasta metoda nu e foarte ugor de aplicat. Urmatoarele observatii simplifica oarecum lucrurile.

Observatii 1.3.17 a) Daca X+ B i £+ B — C, atunci X — C.
b) Dacd £ C Agi L+ B, atunci A+ B.
c) Daca LT i '+ B, atunci X F B.
d) Daca  + B A —B, atunci X F C pentru orice formuld C .
e) (Teorema lui Herbmncﬂ 1930): £+ B — C dacéa si numai daca X U{B}  C.

Exemplul 1.3.18 Pentru a arata ca A — B,B — CF A — C este suficient de aratat ca A, A —- B, B— CF C.
Pentru aceasta, avem:

1. A Ipoteza
2. A—B Ipoteza
3. B 1,2 MP
4. B—>C Ipoteza
5. C 3,4 MP.

Urmaétoarea teorema spune cd metoda de deductie bazati pe valorile de adevir (,,rezulta ” =, =) este echiva-
lenta cu deductia formald (F)). Prima implicatie este mai usor de demonstrat, a doua este dificila.

Teorema 1.3.19 (Frege—Lukasiewicz, de completitudine) Are loc X+ B dacd st numai dacd X = BD |§|

6 Jacques Herbrand (1908-1931), matematician francez.
7Gottlob Frege (1848-1925), matematician, logician si filosof german, unul din fondatorii logicii moderne.
8Jan Lukasiewicz (1878-1956), matematician, logician si filosof polonez.



Capitolul 2

LOGICA DE ORDINUL INTAI

Am vazut ca logica propozitiilor formalizeaza utilizarea operatiilor logice non, si, sau, dacd ... atunci, dacd si

numai dacd). Logica de ordinul intai merge mai departe introducand cuantificatori, pentru a formaliza notiunile
de pentru orice si exista. Astfel, logica de ordinul intai va fi utila pentru formalizarea a mult mai multe teorii
matematice.

In logica de ordinul I se cuantifici doar variabilele, in logica de ordinul II se cuantifici si predicatele (sau
multimile) etc.

2.1 Notiunea de predicat

Definitia 2.1.1 Fie M o multime nevida si fie n € N*. Un predicat n-ar pe multimea M este o submultime
a multimii M™ (adica o relatie n-ard pe M).

Observatii 2.1.2 In limbajul comun, un predicat n-ar pe multimea M este o afirmatie ,,deschisd” P(xq,...,Xn),
in care putem inlocui variabilele x1, ..., %n cu elementele a1, ... an € M pentru a obtine propozitia P(as, ..., an).
In acest caz,

{(ary...,an) € M™ | P(aj,...,an) adevarat }
este o relatie n-ara, deci un predicat n-ar pe M. Aceasta abordare nu este insa suficient de precisa.

Exemplul 2.1.3 a) ,x +y = 2z” predicat de 3 variabile pe M = R.
b) ,,x <y” este predicat binar pe M = N.
¢) ,,Ix| = 1" este un predicat unar pe M = C.

2.2 Limbaje de ordinul intai
Simbolurile si regulile de formare a formulelor date mai jos formeaza limbajul ordinul intai.
Definitia 2.2.1 Simbolurile unui limbajului de ordinul intai £ sunt urmaéatoarele:

1. Paranteze: ( si ).

2. Conectori: =, /\;V, —, <.

Cuantificatori: V (pentru orice) si 3 (existd).

£

LS

Simbolul de egalitate: =.

ot

Variabile: x,y,z,....
Constante: a,b,c,....

Functii (operatii): f,g,....

® N>

Predicate: P,Q,....

Presupunem in plus ci pentru fiecare functie si fiecare predicat se da aritatea > 1 (adicd numaérul variabilelor
sale). Cuantificatorii pot apdrea doar inaintea variabilelor.
Utilizarea simbolurilor depinde de teoria matematica pe care dorim sa o formalizam.

14
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Exemplul 2.2.2 1) Limbajul Ls al teoriei multimilor foloseste un singur predicat binar € (,,apartine”).

2) Limbajul L al teoriei grupurilor foloseste constanta 1 (simbolul elementului neutru), inversa este o functie
unara iar produsul este o functie binara.

3) Limbajul Ly al teoriei numerelor naturale folosegte constanta O si trei operatii s, +, -: functia succesor s este
unara, adunarea gi inmultirea sunt binare.

Definitia 2.2.3 a) Expresiile (termenii) limbajului £ de ordinul intai sunt siruri finite de simboluri ce satisfac
regulile:

1. Orice variabila este expresie.
2. Orice constanta este expresie.

3. Daca f este o functie de n variabile si ty,...,t, sunt expresii, atunci f(ty,...,t,) este expresie. (De multe
ori, in loc de f(x,y) notam xfy, de exemplu, x +y.)

4. Alte expresii nu exista.

b) Formulele limbajului £ de ordinul intai sunt siruri finite se simboluri ce satisfac regulile:
1. Daca P este un predicat n-ar gi tq,...,t, sunt expresii, atunci P(ty,...,tn) este formula.
2. Daca tq si tp sunt expresii, atunci (t; = t;) este formula.

3. Daca @,V sunt formule, atunci (—@), (@ V), (@ A1), (¢ = ¥), (¢ & P) sunt formule. (Dupa caz, vom
omite unele paranteze.)

4. Daca @ este formula gi x este o variabila, atunci Vx¢ si Ix¢@ sunt formule. In acest caz spunem ca x este
variabila cuantificata.

5. Alte formule nu exista.
Formulele de tip 1,2 sunt formule atomice.

Definitia 2.2.4 Fie x o variabild a limbajului £. Spunem ca x este variabila libera a formulei ¢ daca:
1. @ este formula atomica si x apare in @.

2. @ are forma (—a) si x este variabila liberd in «.

©w

@ este de forma (aV B) sau (/A B) sau (o« — B) sau (o« < ) si x este variabild liberd in « sau in 3.

W~

. @ este de forma Yy« sau Jyco, unde y este diferit de x, si x este variabila libera in «.

Spunem ca variabila x este legata, daca nu e libera. O formula in care orice variabila este legatd se numeste
formula inchisa.

Exemplul 2.2.5 1) In formula ,,Vx(x = y)” variabila x este legata, iar y este libera. Formula ,,VxVy(x Ay =
y /A x)” este inchisa.
2) Fie formula Vx((x = y) A (P(x) — Q(y))); atunci x =y, P(x) — Q(y), P(x) sunt subformule, dar ¥x(x =y)

nu este.

Definitia 2.2.6 a) Fie @ o formuld. Spunem ci variabila x este substituitd cu expresia t, dacd in ¢, orice
aparitie a lui x este inlocuita cu t, exceptand subformulele de forma Vx0 sau Ixd, care raméan neschimbate. Notam
noua formula prin @F.

b) Substitutia variabilei x cu expresia t este permisa in urmatoarele cazuri:

1. Daca ¢ este formuld atomica.

2. Daca ¢ are forma (—a) sau (oc/\B) sau («V B) sau (o« — ) sau (o < B) si substitutia lui x cu tin x si B
este permisa.

3. Daca @ are forma Yy sau Jyx si suntem in una din urmatoarele cazuri:

(i) x nu este liberd in @.

(ii) y nu apare in t gi substitutia lui x cu t in « este permisa.

¢) Printr-o generalizare a formulei ¢ intelegem o formuld de forma Vx1x; ...xn @.
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Exemplul 2.2.7 1) Evident, avem ¢} = ¢.
2) In formula Vy(x = y) substitutia lui x cu y nu e permisa.

Exercitiul 14 Fie f, g, h simboluri de functii de 1, 2 respectiv 3 variabile, si fie P, Q simboluri de predicate de
1 respectiv 3 variabile.

1. Sunt termeni urmatoarele cuvinte?

(a) flg(x,y)).
(b) g(f(z),h(x,y,z2)).
(c) f(g(x),h(x,y,z)).

2. Sunt formule urméatoarele cuvinte?

h(y>Z> z)).
( ) Yy)(Q(x,y,2) AP(g(x,y)))).
Q(P(x), f ) z).
f(h(x,y,z)).

Exercitiul 15 Sa se scrie toate subformulele formulei:

a) Q(f(x), g(x,y));
b) IxQ(x,y) — ~(P(g(x,y)) AVxP(z)).

Exercitiul 16 Si se descrie multimea termenilor (expresiilor) unui limbaj de ordinul I, daca se dau:
a) o variabild x gi un simbol de functie unara (de o variabild) f;
b) o variabila x i un simbol de functie binard (de doué variabile) f

(a
(b

(c

) Q
)
)
(d)

2.3 Structura unui limbaj de ordinul intai. Modele

Acum dam semnificatie si valori de adevar formulelor unui limbaj de ordinul intai.

Definitia 2.3.1 O structura a M a unui limbaj de ordinul intai £ consta din urmatoarele date:
1. O mul{ime nevida M, pe care o numim univers si o notadm cu [M].
2. Fiecdrei constante a ii corespunde un element a € M.
3. Fiecarui simbol de functie n-ara f 1i corespunde o functie f:M™ — M.

4. Fiecarui simbol de predicat n-ar P 1i corespunde un predicat n-ar P pe multimea M (adicd o submultime
P C MM).

5. Simbolului de egalitate 1i corespunde relatia de egalitate pe M.

De multe ori vom nota simplu a cu a, f cu f, P cu P. In continuare considerim fixat un limbaj de ordinul
intai £ si o structura M a lui £, cu M = |[M|.

Definitia 2.3.2 a) Dacad V este multimea variabilelor lui £, atunci o functie s : V — M se numeste interpretare
a structurii M.

b) Definim inductiv valoarea H)(t) € M a expresiei t, corespunzatoare interpretirii s, o definim inductiv
astfel:

1. Pentru fiecare variabild x, avem H)(x) = s(x).

2. Pentru fiecare constanta a, avem HM(a) = a.

3. Pentru fiecare functie n-ara f si expresii ty,...,t, avem

HM (F(t1y .oy ta) = FIHY (1), .o HY (1)),

¢) Definim inductiv valoarea H) (@) € V ={0, 1} a formulei ¢, corespunzitoare interpretarii s astfel:

1. pentru orice predicat P n-ar si orice expresii t1, ..., tn, H?¥(P(t1,...,tn)) = 1 daca (H?(t7),...,H)(t,)) €
P, altfel H)'(P(t,...,tn)) = 0.



2.8 Structura unui limbaj de ordinul intai. Modele 17

2. HM(ty =t2) =1, daca H)'(t1) = H}(t2), altfel H)'(t; =t,) = 0.
3. HM( @) =1, daca H) (@) = 0, altfel H) (—¢) = 0.

MoV ) =1, dacd H) (@) = 1 sau HM() =1, altfel H)' (@ V) = 0.
HM((p/\tl))—l dacad HM (@) = HM () = 1, altfel H (@ A1) = 0.
HM (@ — ) =0, daca H) (@) =1 si HX(V) =0, altfel H) (@ — ) =1.
HM (@ < ) =1, dacd H) (@) = HM (V) altfel H) (@ ¢ 1) = 0.

4. Consideram functia (interpretarea)

daca y # x

sim) ;v - M, s(xim)(y) = {iﬁy)’ oty x

Atunci:

HM(Vx@) = 1 daca si numai daci pentru orice m € M avem H (xlm) ((p) =1

HM(3x@) = 1 daci si numai daca existdi m € M astfel incat HS(X‘m) (p)=1.

Definitia 2.3.3 a) Spunem ci M este model al lui @ (sau ci M satisface @), daca H) (@) = 1 pentru orice
interpretare s a lui M. Notatie: M = .

Spunem cd M este model pentru multimea de formule T (sau c& M satisface pe I'), daci M |= y pentru orice
v € T. Notatie: M = T.

Prin inductie se arata:

Teorema 2.3.4 1) Dacd interpretarile s i v coincid pe variabilele ce apar in expresia t, atunci HY(t) = HM(t).
2) Dacd s si T coincid pe variabilele libere ce apar in formula @, atunci HY (@) = HM (o).

Corolar 2.3.5 Dacd o este o formuld inchisd, atunci M | o dacd $i numai dacd existd o interpretare s astfel
ca Hg‘/[(cr) = 1. (Deci valoarea unei formule inchise este independentd de interpretarea fixatd a structurii.)

Definitia 2.3.6 a) O formula ¢ este tautologie (identic adevaratd), daca orice structurda M este model al lui
@. Formula ¢ se numesgte contradictie, daca —@ este tautologie.

b) Daca formula ¢ — 1 este tautologie, atunci spunem ca P rezultd din @ si notam @ = .

¢) Daca formula @ < { este tautologie, atunci spunem cid @ este echivalent cu { si notam ¢ & 1.

Exemplul 2.3.7 1) Pentru orice formuld ¢ avem cd ¢ — ¢ tautologie, iar =(¢ — @) este contradictie.
2) Yy(y = y) este tautologie, in timp ce Fy(—(y =y)) este contradictie.
3) Daca @ este tautologie, atunci orice generalizare Vx; ... Vx, @ este tautologie.

Observatii 2.3.8 a) ¢ este contradictie daca si numai daca pentru orice structura M si interpretare s : V — [M],
avem HM(¢p) = 0.

b) Dacd ¢ este contradictie, atunci nu are model. Afirmatia inversd are loc doar pentru formule inchise.

¢) @ = P dacd si numai daca pentru orice structurda M si pentru orice interpretare s : V — |M|, daca s satisface
pe @, atunci satisface si pe .

d) Daca ¢ = 1, atunci orice model M al lui ¢ este gi model al lui {P. Afirmatia inversa are loc doar pentru
formule inchise.

e) @ & P dacd si numai daca pentru orice structurd M si pentru orice interpretare s : V — |M], s satisface pe
@ daca si numai daca satisface pe .

f) Daca @ & 1, atunci are @ exact aceleagi modele ca si . Afirmatia inversd are loc doar pentru formule
inchise.

2.3.9 Prezentam cateva tautologii importante, care vor fi folosite in demonstratiile din capitolele urmatoare. Fie
A, B si C formule ale limbajului £ ordinul intai astfel incat in C variabila x nu e libera.

1) WWyA & YyVxA, IxJyA & JyaxA

2) (Ix)(VY)A = (VyY)(Ix)A, VXA = IxA

(1)
@) (
(3) ¥x(AAB) & VXA AVxB
(4) Ix(AVB) & IxA V IxB
(5) VxA V VxB = ¥x(AV B)



18 2 Logica de ordinul intas

(6) Ix(AAB) = IxA A 3IXB
(7) =VxA & Ix(—A), —IxA & Vx(—A) (legile lui De Morgan)

(8) CAVXA & Vx(CAA),
CVVWxA & Vx(CVA),
CAIXA & IX(CAA),
CVIXA & Ix(CVA).

(9) C—= VxA & Vx(C — A),
C— IxA & Ix(C—= A),
VxA — C & Ix(A — C),
IxA — C & Vx(A — C).

(10) ¥x@ = @F si @F = Ixe (daca in formula ¢ inlocuirea variabilei libere x cu expresia t este permisa).

Exercitiul 17 a) S& se arate ca in (2), (5) si (6) implicatiile inverse nu sunt adevarate (ddnd contraexemple).
b) S& se demonstreze (9) folosind (8) si (7).

Exercitiul 18 Consideram structura M = (N,;S,P), unde S si P sunt predicate de 3 variabile definite astfel:
S(x,y,z) este adevarat daca si numai dacd x +y = z, iar P(x,y,z) este adevarat dacd gi numai dacd xy = z.

1. Sa se scrie o formula cu o variabila libera x, adevarata daca si numai daca:

(a) x=0;
(b) x=1;
(c) x=12;
(d) x este numar par;
(e) x este numér impar;
(f) x este numar prim.
2. Sa se scrie o formula cu doua variabile libere x,y, adevarata daca gi numai daca:
(a) x =
(b) x <
() x<y;
(d) x divide y;
(e) x siy sunt numere prime gemene (diferenta lor e 2).

3. Sa se scrie o formula cu trei variabile libere x,y, z, adevarata daca si numai daca:
(a) z este cel mai mic multiplu comun al lui x si y;
(b) z este cel mai mare divizor comun al lui x si y;
4. Sa se scrie propozitia (formula inchisd) care exprima:
(a
(b
(
(d

comutativitatea adunarii;
asociativitatea adunarii;
¢) comutativitatea Inmultirii;
asociativitatea Inmultirii;
(e) distributivitatea adunarii fata de inmultire;
(f

(g
(

pentru orice numar natural existd unul strict mai mare;
infinitatea multimii numerelor prime;

infinitatea multimii perechilor de numere prime gemene;
orice numar natural este suma a 4 patrate perfecte;

existenta celui mai mic multiplu comun si a celui mai mare divizor comun;

N AN NG SN N NG N N N

orice numar par > 2 este suma a doud numere prime.
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Exercitiul 19 (Hexagonul opozitiilor din logica aristotelici) Fie S si P doud proprietati referitoare la
elementele unei multimi M, astfel ca S corespunde unei submultimi nevide a lui M. Consideram urmatoarele
afirmatii in limbaj natural:
A: toti S sunt P;
E: niciun S nu e P (altfel formulat: toti S nu sunt P);
I: unii S sunt P;
O: unii S nu sunt P;
U: toti S sunt P sau niciun S nu e P;
Y: unii S sunt P si unii S nu sunt P.
a) Sa se scrie aceste afirmatii ca formule inchise ale unui limbaj de ordinul I.
b) Sa se giseasca cele Cé = 15 relatii intre propozitiile A, E, I, O, U si Y (sau negatiile acestora).

2.4 Problema deciziei in logica de ordinul intai

Fixam un limbaj £ de ordinul intai.

Definitia 2.4.1 a) Spunem ci a formula 1 este consecinta a formulelor @1, ..., ¢, dacd pentru orice structura
M si pentru orice interpretare s : V. — |M|, daca s satisface toate formulele @1, ..., @n, atunci satisface si formula
V.

Notatie: @1,...,0n E B sau ﬂ?ﬁp—“, si numim aceasta schema de deductie. Formulele ¢1,..., @ se

numesc premize (ipoteze), iar P este concluzie (consecinti).
Daca mai sus n = 0, atunci \{ este tautologie.
Mai general, pentru multimile de formule X, T e clar ce se intelege prin notatiile X = I' sau £ =T

Observatii 2.4.2 a) Vedem ca 1 este consecinta a lui @1,..., 9 (adicd @1,...,@n F V), daca si numai daca
P rezulta din @1 A -+ A @y (adicd @1 A --- A @n — ) este tautologie, adicd @1 /A --- /A @n = ).

b) Alonzo Church a demonstrat in 1936 c& pentru un limbaj de ordinul intdi nu se poate da o procedurd
generald de decizie.

2.4.1 Deductia formala in logica de ordinul intai

Ca si in logica propozitiilor, si in logica de ordinul intai se poate introduce o notiune de deductie formala inde-
pendenta de structuri, interpretari gi modele. Vom vedea in paragraful urmator ca in cazul formulelor inchise cele
doua abordari sunt echivalente.

2.4.3 Pentru a defini notiunea de deductie avem nevoie de:
1) Un set de tautologii speciale, numite axiome logice (axiomele (A7)-(A11) se numesc axiomele egalitatii).

Al) ¢ — (U — o).

A2) (¢ = (W —0)) = ((¢ =) = (¢ = 0))

A3 = (=) = (((FP) = @) = V), unde @,, o sunt formule arbitrare.

A4) Vx@ — @F, daca in ¢ inlocuirea lui x cu t este permisa.

A7) x =

A8 = (y=x)

(

(

(

(

(A5) ¥x(@ = VP) = (Vx@ — Vx), unde @, sunt formule arbitrare.
(

(

(

(A9

y) N\ (y =z)) = (x = z), unde x,y,z sunt variabile arbitrare.

(A10

)
) (
) |
)
)
A6) @ — Vx@, dacd x este variabild legatd in @.
)
) |
) (
) (x1 =y1) A Axn=yn)) = (P(x1,...,xn) = P(Y1,...,Yyn)), unde P este un predicat n-ar.
) |

(A11) ((x1 =yi) A A(xn=Yyn)) = (f(x1,---,xn) = f(Y1,...,Yn)), unde f este o functie n-ara.

2) schema de deductie Modus Ponens (MP), adica %7_“".

Definitia 2.4.4 Fie formulele @1,...,¢, (n>0) .
a) O deductie din formulele @1,..., @ este un gir de formule 81, ..., 6x astfel incit pentru oricei=1,...,k
avem:
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1. &; este axioma logica, sau
2. i =@ pentruun L =1,...,n, sau
3. & se obtine din 65,61 (unde j,1 < i) aplicAnd schema Modus Ponens (MP).

b) Spunem ci formula 1 este deductibila din formulele @q,..., @, (notatie: @1,...,@n F 1), dacd P este
ultimul termen al unei deductii din @1,..., @,. Formulele @1,..., @, sunt premizele (ipotezele deductiei.

Daca n = 0, atunci notam F {. Mai general, pentru multimile de formule £, T" folosim notatia £ - T.

¢) Spunem ca multimea de formule X este contradictorie, daci exista o formuld ¢ astfel ca X F @ A (—@).

Teorema 2.4.5 a) Dacd d1,...,0¢ este o deductie, atunci si 81,...,0; este o deductie pentru orice i =1,...,k.

b) Dacd L+ st LHP — o, atunci £ — ©.

¢) Daca L C A gi ZE, atunci A+ .

d) Dacd Z+T gi T, atunci L F1.

e) Daca L1 N (—)), atunci L+ o pentru orice formuld o.

f) Teorema deductiei (Herbrand, 1930): X -1 — o dacd si numai dacd XU {1} o.

g) Teorema generalizarii (GEN): Fie I' o multime de formule unde x este variabild legatd. Daca T+ @, atunci
' Vxo.

h) Generalizare pe constante: Fie I' o mulfime de formule unde constanta ¢ nu apare. Daca T'+ @, atunci
exista o variabila x care nu apare in @ astfel ca ' Vx@$. Mai mult, existd o deductie a lui Yx@$ din T, in care
c nu apare.

Exemplul 2.4.6 Aratam ca VxVyo F VyVvxe.

1. Wxvye Ipoteza
2. VxVyp — Yy A4
3. Yyo 1,2 MP
4. Yy — ¢ A4
5. ¢ 3,4 MP
6. Vxo@ 5 GEN
7. Yyvxe 6 GEN.

2.4.2 Teoremele principale ale teoriei modelelor

Fixdm un limbaj £ de ordinul intai. Fie £ o multime de formule inchise. Multimea formulelor deductibile din X
se numeste teorie, iar formulele din ¥ sunt axiome ale teoriei.

Teorema 2.4.7 (Teorema lui Godel de completitudine)ﬂ Fie @ o formula inchisda. Are loc £ = @ daca $i numai
daca L+ .

Teorema 2.4.8 (Teorema lui Godel de completitudine, varianta model-teoretica) Mulfimea X de formule nu este
contradictorie daca $i numai daca are model.

Teorema 2.4.9 (Teorema de compactitate)  are model dacd si numai dacd orice submulfime finitd a sa are.

2.4.3 Teorii formale

Sa degajam cateva idei generale din discutia de pana acum, idei care vor reveni gi in capitolele urmatoare. In
matematicd, un sistem formal consta din urmatoarele date: un alfabet, adicd o multime finitd de simboluri ce
pot fi folosite pentru a construi formaule (care sunt giruri finite de simboluri); o gramatica care spune cum se
construiesc corect formulele; o multime de axiome (fiecare axiomd e o formuld corect formata); o multime de
reguli de deductie (sau de inferentd). O teorie formald este un sistem formal impreuna cu toate teoremele,
adica toate formulele ce pot fi deduse din axiome aplicand regulile de deductie.

Sirul de formule deduse care conduce la o teorema se numeste demonstratie formald. Teoria demonstratiei este
ramura Logicii matematice care studiaza demonstratiile formale. Teoremele despre un sistem formal sunt numite
de obicei metateoreme.

TKurt Godel (1906-1978), logician, matematician si filosof austriac, cunoscut mai ales pentru teoremele sale de incompletitudine.
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Sistemul formal se numegte complet daca pentru pentru fiecare formula ¢, ¢ sau —d este deductibil. Sistemul
formal se numeste necontradictoriu daca odata cu o formula nu poate fi dedusa si negatia ei. Spunem ca avem
de a face cu un sistem logic, daca sistemului formal i se asociaza i o semantica (semnificatie), de obicei sub forma
unei interpretari model-teoretice, prin care fiecirei formule inchise (propozitii) i se d& o valoare de adevir. Sistemul
se numeste consistent (satisfiabil) dacd are model, adici fiecare teoremd (formuld dedusi) este adevirata in
interpretarea data. O teorie consistentd (semantic) este necontradictorie (sintactic), dar in general cele doua
aspecte nu sunt echivalente. (Vedem deci cd teoria demonstratiei se referd la sintaxa, iar teoria modelelor la
semantica.)

In mod uzual, teoriile matematice sunt doar semi-formalizate, efortul pentru o formalizare totala fiind prea
mare (gi chiar ar fi o pedanterie inutild). Demonstratiile matematice obignuite pot fi privite ca nisgte schite pe
baza carora pot fi construite, in principiu, demonstratii formale.

La formalizarea logicii au contribuit in mare masura Richard Dedekind, Gottlob Frege, Giuseppe Peano si
Bertrand Russell, iar teoria demonstratiei a fost motivata de programul lui David Hilbert (numit formalism) de
fundamentare a matematicii prin reducerea sa la sisteme formale finitiste (adicd de a da demonstratii formale
finite a consistentei tuturor teoriilor formale). Teoremele de completitudine mentionate mai sus au dat initial
suport acestui program. Mai tarziu insa, teoremele de incompletitudine ale lui Godel au aratat ca o teorie
formala suficient de largd incat si contind aritmetica lui Peano (pe care o vom discuta in Sectiunea nu
poate fi concomitent completa si consistenta, si astfel, programul lui Hilbert nu poate fi dus pana la capat.
Totusi, programul formalist a contribuit din plin la dezvoltarea nu doar a logicii, ci si a bazelor teoretice ale
calculatoarelor de catre Alonzo Church si Alan Turing.

2.5 Logica clasica si logici neclasice

Teoria discutata in cele doua capitole de mai sus apartine Logicii clasice, initiata de Aristotel in Organon, unde a
introdus silogismul. Aceasta se caracterizeaza prin: legea tertului exclus, legea dublei negatii, legea necontradictiei,
monotonia gi idempotenta implicatiei, comutativitatea conjunctiei, dualitatea De Morgan etc. Din punct de vedere
semantic, logica clasicd este bivalentd, propozitiile avand doud valori de adevar (mai general, valorile de adevar
sunt elemente ale unei algebre Boole). Reformularea algebrica a logicii a fost facutd de George Boole, iar logica
predicatelor de ordinul I a fost introdusa de Gottlob Frege.

Prin logici neclasice intelegem sisteme formale care difera de logica clasica sub diferite aspecte, scopul fiind de
a construi modele pentru alte tipuri de rationamente. Prezentam pe scurt cateva asfel de sisteme formale.

Logicile polivalente (sau multivalente), incluzand Logica fuzzy, renunta la legea tertului exclus si permit
si alte valori de adevér in afara lui 0 gi 1. Sunt studiate inca din anii 1920 de Jan Lukasiewicz si Alfred Tarski.

Logica intuitionista inlocuieste conceptul traditional de adevar cu cel de demonstrabilitate constructiva.
Altfel spus, o afirmatie este consideratd adevirata doar dacd avem o demonstratie efectiva a ei, si este falsa
daca din ea se poate deduce o contradictie. O afirmatie nedemonstrata nu are valoare de adevar. Demonstratia
constructiva existentei unui obiect poate fi transformatd Intr-un algoritm prin care se genereaza un exemplu
concret. Legea tertului exclus, legea dublei negatii si legile lui De Morgan nu sunt admise ca axiome, dar pot fi
demonstrate de la caz la caz. Logica intuitionista a fost formalizatd de Arend Heyting pornind de la programul
intuitionist al lui L.E.J. Brower de fundamentare a matematicii. Semantica logicii intuitioniste foloseste fie
aga-numitele algebre Heyting in locul algebrelor Boole din logica clasica, fie modelele Kripke, dezvoltate in anii
1950-1960 de Saul Kripke si André Joyal. Logica liniara este o varianta a logicii intuitioniste in care se renunta
si la idempotenta implicatiei, adica la regula FISCEEB. Are aplicatii importante in domenii precum limbaje de
programare, mecanica cuantica si lingvistica. Exista si alte dezvoltari mai recente ale acestor idei.

Logica modala este un tip de logica formala dezvoltata in anii 1960 care extinde logica clasica prin addugarea
unor operatori care exprima modalitatea. In lingvistica, modalitatea permite vorbitorului si ataseze unei afirmatii
expresia unei atitudini, credinte, obligatii etc. De exemplu, avem modalitdti aletice (p este posibil, este necesar,
este imposibil), temporale (a fost p, a fost intotdeauna p, va fi p, va fi intotdeauna p), deontice (p este obligatoriu,
notat Op, p este permis, notat Pp), epistemice (se stie ca p), ale credintei (se crede c& p). Operatorii modali se
reprezintd prin simboluri cum ar fi O pentru peste necesar sau { pentru este posibil. Astfel, de exemplu, au loc
tautologiile Op < —O—p; Op < —O0—P; Pp — —O—p (in limbaj natural spunem, de exemplu, ,,este posibil sa
ninga azi daca gi numai daca nu este necesar sa nu ninga azi”; ,,este necesar sa ninga azi daca si numai daca nu
este posibl sd nu ningd azi”; ,,daci p is permis, atunci non p nu este obligatoriu”). Logica modala este folosita in
stiinte umaniste precum teoria literara, estetica, istoria.




Capitolul 3

MULTIMI

3.1 Teoria naiva si teoria axiomatica a multimilor
incepem cu o recapitulare a cunogtintelor dobandite in liceu.

3.1.1 Prin multime integem o colectie de lucruri (obiecte, notiuni) bine determinate, numite elementele sale.
Faptul cid elementul a apartine multimii A se noteazd a € A; notatia b ¢ A Inseamna: b nu apartine lui A.
Aceste notiuni sunt primare, adica nu le definim.

O multime poate fi datd prin enumerarea elementelor, de exemplu A = {1,2,3,4}, B = {x,y,z} sau printr-o
proprietate (predicat) P(x):

A ={x|P(x)}
de exemplu A ={x |[x e Rgi 0 <x <3}
Multimile A si B sunt egale, A = B, daca au acelea si elemente.

Multimea vidi este unica multime care nu are niciun element. Notatie: ().

Definitia 3.1.2 a) O multime A este submultime a multimii B, daci orice elemeent al lui A este element al lui
B; notatie: A C B. Orice multime nevidd A are doud submultimi triviale: () si A.

Sa retinem ca A = B dacé si numai dacd A C B gi B C A. Daca A C B si exista x € B astfel incat x ¢ A,
atunci spunem ca A este submultime proprie a lui B. Notatiee: A C B.

b) Submultimile unei multimi U formeazi multimea partilor (multimea putere) a lui U:

PU)={AA C U}

adica A € P(U) & A C U.
Definitia 3.1.3 Intersectia multimilor A si B este multimea elementelor comune, adica

ANB={x|xe€AsixeB}L

Dacd AN B = (), atunci spunem c& A si B sunt disjuncte.
Reuniunea multimilor A gi B este multimea

AUB={x|x € A saux € B}.
Diferenta multimilor A \ B este multimea
A\B={x|xe€Asix¢B}L

Dacé B C A, atunci A \ B este complementara multimii A relativ la B. Notatie: Ca (B).
Diferenta simetrica a multimilor A si B este multimea

AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).
Produsul cartezian al multimilor Aq,A,,..., A, este multimea
Al XAz X+ X An ={(x1,%2,...,Xn) | X1 € A1y, X2 € Agy ...y Xn € Ant

Daca pentru un i, A; = 0, atunci A; x Ay x -+ x Ay = 0.
22
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Exercitiul 20 Fie A, B, C multimi incluse in universul U. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati de baza:
a) A C A (reflexivitate);
b) dacd A C B gi B C C, atunci A C C (tranzitivitate);
c) daci A C B gi B C A, atunci A = B (antisimetrie);
d) AUB=BUA, ANB=BnNA (comutativitate);
e)  AUBJUC=AU(BUCQC)), (ANB)NC =AnN(BNC)) (asociativitate);
fHHANA=A,ANA=A (zdempoten;fa)
g) AU(ANB)=A; AN (BUA) = A (absorbtie);
h) Au@ A; AND =0
i) AUCA =U; AnCA =0;
j) CCA = A;

Exercitiul 21 Fie A, B, C multimi. Sa se demonstreze:
a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivitate);
b) A\B=AnNCB;

) AN(BUC)=(A\B)N(A\NC)=(A\B)\C
d) A\(BNC)=(A\B)U(A\C);

e) (AUB)\C=(A\C)U(B\C);

f) (ANB)\C=AN(B\C)=(A\C)NB;

g) C(AuB)=CANCB; C(A f: B) = CA UCB (formulele lui De Morgan).

Exercitiul 22 Sa se arate ca pentru orice multimi A, B, C avem:
a) AAB = (ANCB)u (BNCA);
b) AAB =BAA;
c) (AAB)AC =AA(BAC);
d) AAD = A; CA = AAU; AAA = {);
e) AN(BAC)=(ANB)AANC);
f) AUB =AABA(ANB).

Exercitiul 23 Sa se arate ca pentru orice multimi A,B,C, daca ANC=BNCg AUC=BUC atunci A = B.

Exercitiul 24 Fie A, B, C multimi date. Sa se determine multimea X care satisface:
a) ANX=B,AUX=C;
b) AA\X=B,X\A=C.

Exercitiul 25 Daca A, B, C,D sunt multimi, atunci:
a) (ANB)x (CND)=(AxC)n (B xD);
b) afirmatia (AUB) x (CUD) = (A x C)U (B x D) nu e adevarata in general;
¢) (AUB)x C=(AxC)U(BxC);
d) (ANB)x C=(AxC)N(B x C);
e) (A\B)xC=(AxC)\(BxC).

3.1.4 Abordarea din acest paragraful tine de asa-numita teorie naiva a multimilor, dezvoltata de matema-
ticianul german Georg Cantor dupa 1870. S-a aratat mai tarziu ca aceasta teorie duce la contradictii, din cauza
faptului c& permite formarea de multimi ,,mari”, fara restrictii. Paradoxul lui Bertrand Russel (1902) este printre
cele mai cunoscute: consideram multimea R a tuturor multimilor care nu se contin ca element; atunci R € R
inseamna ca R ¢ R, iar R ¢ R inseamna ca R € R; 1n orice caz avem o contradictie care vine din faptul ca teoria
permite ca R sa fie considerata multime.

Teoria axiomatica a multimilor a fost creata pentru a elimina aceste contradictii. Cele mai utilizate sunt
axiomatizarile dezvoltate de Zermelo si Fraenkel (ZF), respectiv von Neumann, Bernays si Godel (NBG).

Din punctul de vedere al logicii predicatelor, axiomele ambelor teorii pot fi date prin formule inchise in limbajul
de ordinul intadi L£s, mentionat in capitolul anterior, care foloseste un singur predicat binar € (,,apartine”).
Kurt Godel a demonstrat in 1939 ca ambele sisteme axiomatice admit model, deci sunt necontradictorii.

3.2 Sistemul axiomatic von Neumann—Bernays—Godel

Vom prezenta pe scurt sistemul axiomatic NBG, evitand totusi o formalizare completa, iar axioma alegerii va fi
enuntata doar in capitolele urmatoare.
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Definitia 3.2.1 a) Limbajul Lg al teoriei axiomatice NBG foloseste pe 1angd simbolurile logice in singur predicat
de doua variabile notat €. Deci formulele atomice ale teoriei sunt x =y si x € y. Simbolurile de variabile x,y, z, ...
noteaza clase. Formula x € y se citegte clasa x apartine clasei y (sau y contine pe x), iar x = y se citeste:
clasa x este egala cu clasa y. Notiunile de clasa, respectiv apartine sunt considerate primare, nu se definesc.

b) O clasi x se numeste multime, dacd existd o clasd y, cireia i apartine (adicd existd y astfel incit x € y).
Daca o clasa nu e multime, atunci se numeste clasa proprie.

Se pune intrebarea daca exista multimi. Vom vedea mai jos ca raspunsul este afirmativ.

3.2.2 Prezentam in continuare axiomele.

1. Axioma extensionalitatii. Doua clase sunt egale exact cand au aceleasi elemente, adica

VAVB((A = B) ¢ Vx(x € A ¢ x € B)).

2. Axioma clasificarii. Daca P(x) este o formuld, in care variabila x este libera, atunci exista o clasa care
contine exact elementele satisfascand P(x). Formal, exprimam aceasta prin formula inchisa

YY1 ... VynIzVx((x € z) & (t(x € t) AP(x))).

Din axioma egalitatii rezulta ca clasa de mai sus este unica si o notam
{x [ P(x)}.

Folosind axioma clasificirii, definim clasa vida @) respectiv universul U, astfel:
0={x|x#x}, U={x|x=x}.

Vedem ca clasa vida nu are elemente, in timp ce toate multimile sunt elemente ale universului. Mai tarziu vom
vedea ca in timp ce clasa vida este multime, universul este clasa proprie.

3. Axioma perechii. Daci x si y sunt multimi, atunci clasa {z | (z =x) V (z = y)} este multime.

Vom nota aceastd multime prin {x,y} si o numim pereche neordonati. Dacd x = y, atunci perechea
neordonata {x,y} se noteaza {x} gi se numeste multime cu un element.

Definitia 3.2.3 a) Fie A si B clase. Reuniunea claselor A si B este
AUB={x|(xeA)V (x € B)},

iar intersectia claselor A si B este clasa
ANB={x|(xeA)A(x € B)}.

Mai general, AUBUC = (AUB)UC (respectiv ANBNC=(ANB)NC), ...
b) Reuniunea clasei A este clasa

UA={&13yllye AN (xew)),
iar intersectia clasei A este clasa
(A ={x1Vy(ly € A) = (x €y))k.

(Sa observam ca dacd A gi B sunt multimi, atunci A UB = [ J{A,B}, AnNB =({A,B} si {A}U{B} ={A,B}.)
¢) Complementara clasei A este clasa

CA={x|x¢A},

unde x ¢ A este negatia lui x € A.
d) Diferenta claselor A si B este clasa

A\B={x|(x€ A)A(x ¢ B)}=AnNCB.

e) Spunem ca clasa A este subclasa a clasei B, dacd pentru orice x € A avem si x € B. Notatie: A C B.
Daca A este multime si A C B, atunci spunem ca A este submultime a clasei B.
f) Clasa putere a clasei A este clasa

PA)={x|x C A}
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4. Axioma multimii putere. Pentru orice multime x exista o multime y, care contine exact subclasele
multimii x.

Observatii 3.2.4 1) Rezultd ca subclasele unei mul{imi sunt multimi, iar clasa putere a unei multimi este
multime.
2) Paradoxul lui Russell este eliminat in aceasta teorie. Mai exact, ardtam ca clasa Russell

R={x|x¢x}

este clasa proprie, nu e multime. Evident, daca R € R, atunci R este multime gi R ¢ R; invers, daca presupunem
ca R este multime, atunci din R ¢ R rezultd cd R € R. Deci avem contradictie in ambele cazuri, adicd R nu e
multime.

3) Universul U nu e multime, deoarece clasa Russell 1i este subclasa.

4) Intersectia si diferenta multimilor sunt multimi. Intr-adevar, fie A o clasd nevidd. Atunci NA este multime,
deoarece dacd a € A, atunci evident NA C a; dar a este mul{ime (deoarece a € A), deci i NA este multime (fiind
subclasd a unei multimi). In consecinti, A N B = N{A,B} si A\ B = A NCB sunt multimi.

5) Au loc egalitatile: NP = U; UD = 0; NU = @; uU = U; PP = {0}; P(U) = U.

5. Axioma reuniunii. Dacd A este multime, atunci UA este multime.

(in particular, dacd A gi B sunt multimi, atunci A UB = U{A, B} este multime.)

6. Axioma regularitatii. Dacd X o clasi nevida, atunci existd x € X astfel incat X Nx = ().

(Aceasta axioma elimind ,,anomalia” a € a pentru multimi. In consecinta, clasa Russell R coincide cu universul
u.)

Definitia 3.2.5 Fie x o multime. Atunci mul{imea x™ = x U {x} se numeste succesorul lui x.

7. Axioma infinitului. Existd o multime y pentru care §) € y si pentru orice x € y avem xt € y.

(In particular, clasa vidi () este multime.)

Pe baza axiomei infinitului se introduce multimea N a numerelor naturale. Vom face aceasta discutie in

Sectiunea [7.1]

Exercitiul 26 Si se arate c& multimile 0, {0}, {{0}},... sunt distincte dous cate doud. (Indicatie: folosim inductia
matematica.)

Definitia 3.2.6 a) Fie a si b multimi. Atunci multimea {{a},{a, b}} se noteaza prin (a, b) si se numegte pereche
ordonata cu prima componenta a si a doua componenta b.
b) Produsul cartezian al claselor A si B este clasa

AxB={t|IxFy((xe A)A(yeB)A(t=(xy)))}
Mai departe, A x B x C= (A x B) x C,...
Exercitiul 27 Daca a, b, ¢, d sunt mul{imi, atunci (a,b) = (¢, d) daca si numai dacd a =c gi b = d.
Observatii 3.2.7 1) Daca P(x,y) este o formuld in care x gi y sunt variabile libere, atunci notam
{64 y) [PO6 ) ={t [ IxFY(P(x,y) A (t = (x,y)))}
Deci
AxB={(xy)[(xeA)A(y €B)}

2) Dacd A si B sunt multimi, atunci si A x B este multime. intr-adevér, daca a € A si b € B, atunci
(a,b) C P(AUB), deci A x B C P(P(AUB)); dar P(P(A UB)) este multime, deci gsi A x B este multime.



Capitolul 4

RELATII SI FUNCTII

O relatie binara sau corespondenta intre elementele multimilor A si B este o multime de perechi din A x B. Acest
concept formalizeaza gi generalizeaza notiuni precum mai mare ca, egal cu, divide pe, apartine lui, este inclus in,
paralel cu, perpendicular pe, congruent cu, adiacent lui etc. Conceptul de functie este caz particular al celui de
relatie.

4.1 Relatii binare

Definitia 4.1.1 Fie n € N* gi fie A7, Ay, ..., A;, multimi.

a) Numim relatie n-ara sistemul p = (A1,A2,...,An,R), unde RC Ay X Ay X -+ X Ay.

Daca n = 2, atunci p = (A1, A2, R) este relatie binara (sau corespondenta) intre elementele multimilor
Ajq si Ay, unde R C Ay x Aj. In continuare ne ocupam doar de relatii binare, numite pe scurt relatii. De multe
ori identificam relatia cu graficul sau.

b) Fie p = (A,B,R),R C A x B o relatie. Multimea R se numeste graficul lui p si notam:

(a,b) € R & apb,

citind: a este in relatia p cu b. In caz contrar, (a,b) € R & a gb.
¢) Spunem ca p este relatie omogena, daca A = B.
d) p relatie vida, daci R = ); p este relatie universala, dacd R = A x B.
e) Pe multimea A definm relatia diagonala

1A:(A)A)AA)» AAZ{(G,G)‘QEA}
(unde alpb & a=D).

Exemplul 4.1.2 1) Fie A ={a,b,c,d}, B ={1,2} si p = (A,B,R), unde R ={(a, 1), (a,2), (b,2), (c, 1)}. Atunci
apl,ap2 si c g2.

2) Relatia de asemanare pe multimea triunghiurilor din plan.

3) Relatia de divizibilitate pe Z este urmatoarea relatie omogena: p = (Z,Z,R), unde

R={(a,b) € ZxZ|ab}={(a,b) €Z xZ|3ce€Z: b=ac}

4) Dacd A = () sau B = (), atunci existd o unici relatie p = (A, B, R), si anume relatia vidé, cu graficul R = ().

4.1.1 Operatii cu relatii

Definitia 4.1.3 a) Spunem ca p = (A, B,R) este subrelatie relatiei 0 = (A, B, S), notatie p C o, dacd R C S,
adicd, daca pentru orice (a,b) € A x B avem apb = aob.

Consideram relatiile p = (A, B,R),p’ = (A,B,R’),0 = (C,D,S).

b) Intersectia relatiilor p si p’ este relatia p N p’ = (A,B,RNR’), deci a(pNp’)b & apb A ap’b.

¢) Reuniunea relatiilor p si p’ este relatia pUp’ = (A, B,RUR’), deci a(pUp’)b & apbV ap’b.

d) Complementara relatiei p este relatia Cp = (A, B,CR), unde (R se ia relativ la A x B. Deci alpb & a gb.

e) Inversa relatiei p este relatia p~' = (B, A,R™") relatie, unde

R~ ={(b,a) eB x Al (a,b) € R}

Deci bp~'a & apb.
26
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f) Compunerea relatiilor p si o este relatia 0o p = (A, D,S o R), unde
SoR={(a,d) e AxD|3IxeBnNC|(a,x) €R, (x,d) € S}

adicd a(cop)b & Ix € BNC: apx si xpd. Notam p o p = p2.

Exemplul 4.1.4 1) Pe multimea Z, relatia de egalitate ,,=” este subrelatie a relatiei <. Relatia de divizibilitate

| nu este subrelatie a lui <, pentru ca de exemplu 2| — 6 gi 2 £ —6.

2) Pe R, intersectia lui < gi > este relatia de egalitate =; reuniunea relatiilor ,,=" si ,,<” este relatia ,,<—;
complementara lui < este >; inversa lui < este relatia >.

3) Compunerea relatiilor nu e comutativa, adica in general cop # poo. intr-adevér, fie relatiile ,,<” respectiv
»>" pe N. Atunci a(<o>)b& dceN:a>csic<b& abe N* x N adicd graficul lui < o > este multimea
N* x N*; pe de alta parte a(>o<)b& IceN:a<csic>b & a,be N XN, adicd > o < are graficul N x N.

Teorema 4.1.5 Fie p = (A,B,R), 0 = (C,D,S) si t=(E,FT) relatii. Atunci:
1) (too)op =1o(0op) (compunerea relatiilor este asociativa),
2) pola =15 0p=p (relatia de egalitate este element neutru fata de compunere).

Demonstratie. 1) Aratam asociativitatea compunerii. Avem too = (C,F,ToS), (too)op = (A,F(ToS)oR),
cop=(A,D,SoR)sito(ocop)=(A,FTo(SoR). Mai departe, pentru orice (a,f) € A x F avem:

(a,f) € (ToS)oR& a(too)opf& (notatie)
&S (Ix) x e BN Csi (apx g x(to0)f) & (Deﬁnigia f) )
& (Ix) x € BNCsi(apxsi (Fy) y e END si (xoy si ytf)) &  (Definitia [i.1.3] f)
& (Ix) (Jy)xeBNCsiy e END si (apx si xoy si ytf) & (tautologia [2.3.9] ( )
& (FYy)yeEnDsi((3Ix) x e BNCsiapx si xoy) siytf & (tautologiile [2.3.9] (1), (8) )
& (Jy)yc ENDsi (a(ooply si ytf) & (Deﬁmgla“ f))
S ato(ocop)f& (Deﬁm‘gla“ f))

& (a,f) €To(SoR) (notatie).
Am aratat astfel cd (ToS)oR=To(SoR). =

Exercitiul 28 Fie multimile A = {1,2}, B ={1,2,3}, C ={1,2,3,4}, Ry ={(1,2),(1,3),(2,3)} C A x B, R; =
{(1,4),(3,1),(3,4)} C B x C, p1 = (A, B,Ry), p2 = (B, C,Rz). Si se determine relatiile: py0p1, p10p2, p7", p7,
(prop2) ", py ' opy!

Exercitiul 29 Fie p = (N, N, <). Si se determine relatiile <2, <3, < o> si > o <.

Exercitiul 30 Fie A = {1,2,3,4} si R, S, S’ € A x A, unde R = {(1,2), (1,4),(2,3),(4,1),(4,3)}, S =

{(1,1),(2,4), (3,4)}, " ={(1,4), (4, 4)}.
Sa se determine relatiile (SNS’)oR, (SoR)N(S'oR), Ro(SNS’)si (RoS)N(RoS).

Exercitiul 31 Consideram relatiile p = (A,B,R), p’ = (A,B,R’), o = (C,D,S) si ¢/ = (C,D,S’). S& se
demonstreze (specificindu-se tautologiile din lista care au fost utilizate):

a) (07 =p; (Cp) ' =Cp;

b) (oo p) ]*pqu*];

) —1 1—1
) o

pNp ) =p'nNp !
) o
)

7] _ -
s(pup) T =ptup

a0

o(pUp’)=(cop)U(cop’); (GUG’)Opz(Goo)U(G’OQ);
(pﬂp) (cop)N(oop’); (o ’)opg(cop)ﬂ(ﬁ’
a0Co,pCp’ atuncuropCG op’.

R

dac
Definitia 4.1.6 Fie p = (A, B,R) o relatie si fie X C A. Multimea
p(X)={beB|Ix e X|xpb} CB

se numeste sectiunea relatiei p dupa submultimea X. Daca submultimea X = {x} are un singur element,
atunci notam:

p(x) = p({x}) ={b € B[ xpb}.

Exemplul 4.1.7 In exemplul [1.1.4 1) avem p({a,b}) = {1,2}, p({c,d}) = {1}, p(a) = {1,2}, p(d) = 0, p(A) =
{])2}» p71 (B) :{(l,b,C}.
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Teorema 4.1.8 Fie p = (A,B,R) si 0 = (C,D,S) relatii si fie X C A. Atunci avem
(00p)(X) =0o(p(X)NC);
daca in plus B = C, atunci (00 p)(X) = o(p(X)).

Demonstratie. Pentru orice d € D avem:

de(oop)X)& (Ix) xeXsgix(oop)d& (Deﬁni‘gia)
& (Ix) x€Xsi((Fz) ze BN C sixpz si zod) & (Definitia [£.1.3] f) )
& (Ix) (3z) (xeXsizeBNCsixpzsizods (tautologia [2.3.9] (8) )
& (z) ze BN Csi ((Ix) x € X ¢l xpz) ¢ zod & (tautologiile [2.3.9] (1), (8) )
& (Jdz) ze BNCsi (z € p(X) sizod) & (Definitia )
& (Fz)zep(X)NCsizoy & (deoarece p(X) C B )
S deo(p(X)NnC)), (Deﬁni@ia)

deci afirmatia e demonstrata. m

Exercitiul 32 Fie multimile A = {a1,az,a3,a4}, B = {b1,b2,b3,bs, b5}, X = {az,a4}, Y = {b1,b2, by, b5} si
considerdm relatia R = {(a, bz), (a3, bs), (ar,b3), (az,bsa)} € A X B. Sa se determine multimile R(X), R{ay),
R (Y), R (bs), R~ (B) si R(A).

Exercitiul 33 Fie 6 = (N,N,|) relatia de divizibilitate. Sa se determine multimile 5(1), §~'({4,9}), 6~ 1(N) si
5(N).

Exercitiul 34 Fie p = (A,B,R) si p’ = (A, B,R’) relatii. Si se arate ci urméatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) p S
(ii) (Vx € A) p(x) C p’(x);
(iii) (v X C A) p(X) C p"(X).

Exercitiul 35 Fie p = (A,B,R) si p’ = (A,B,R’) relatii i fie X, X’ C A. S& se demonstreze (specificAndu-se
tautologiile din lista care au fost utilizate):
a) daca X C X' gl p C p’, atunci p(X) C p’(X');
b) p(XUX') = p(X)Up(X); (pUp)(X) = p(X)Up'(X);
c) p(XNX") Cp(X)Np(X); (pnp")(X) C p(X)Np'(X);

Observatii 4.1.9 In c) egalitatea nu are loc in general. Fie de exemplu p = (A, A,R), unde A ={1,2,3},R =
{(1)1)) (LS)) (2,2), (3) 1 )(3)3)} gi fie X = {])2}»X/ = {2» 3}. Atunci p(X) QP(X') = {])2) 3} si p(XﬂX') = p<2> ={2}.

Exercitiul 36 Fie p = (A, B,R) o relatie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Vxe€ A,7R<x> # 0;

(
(iii) R=T(B) = A;

(iv) V A/ mulgime, V P7,P2 C A’ x A, daca (RoP7) N (RoPy) =0, atunci P; NP, = (;
(v) V A’ multime, VPCA’anvemROP 0= P=0

(vi) V X1, X2 C A, R(X7)NR(X2) =0 = X; N Xy = 0;

(vii) V X C A avem R(X) =0 = X =0.

Exercitiul 37 Fie p = (A, B, R) o relatie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Pentru orice x € A, [R(x)| < 1;
( ) RoR™! C Ag;
(iii) Pentru orice mulgime B’ gi pentru orice relatii S1,S2 € B x B’ avem (S1NS2) oR = (S10R)N(S2 0R);
(iv) Pentru orice multime B’ si pentru orice relatii S1,S2 € B x B’ avem S1NS; =0 = (S10R)N(Sz0R) = 0;
(v) Pentru orice multime B’ gi pentru orice S C B x B avem (SoR)N (CSoR) = 0;
(vi) Pentru orice Y7,Y2 C B avem YinN Yz =0=RT(Y))NR(Y2) =0;
(vii) Pentru orice Y C B avem R~ (Y) N R~'(CY) = §;
(viii) Pentru orice Y C B avem R™T(B) \ R_1 (Y) =R T(CY).

Exercitiul 38 Fie S C B x C. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) V Y1,Y2 © B, Y1 # Y2 = S(Y1) # S(Y2);
(ii) V A multime, ¥V R;,R; CA X B, SoR; =SoRy, = Ry =R,.
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Exercitiul 39 Fie R C A x B. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) VY1,Y2C B, Y1 # Y2 = R(Y1) #RT(Y2);
(ii) V C multime, V $1,S2 CB x C,S10oR=S,0R=S; =8S,.

Exercitiul 40 (Matricea booleana (de adiacentd) a unei relatii binare) FieB = {0, 1}. Definim urmé&toarele
operatii cu matrice booleene:

o dacid A,A" € My n(B), atunci —A = (—ay;), AANA" = (a Aafj) si AVA' = (a; V ajj);

e daca A = (ayj) € My n(B) si B = (byj) € My ,(B), atunci A o B = (cyj) € My p(B), unde prin definitie,
cij = Vi_1 bik A .

Fierelatia p = (A,B,R), unde A ={ai,...,am}, B ={b1,...,bn}. Asociem relatiei p matricea M, € M (B)
care are pe 1 pe pozitia (i,j) daca si numai daca (ay, bj) € R.

Fie p = (A,B,R), p’ = (A,B,R’) si 0 = (B, C,S), unde A, B, C sunt multimi finite. S& se demonstreze:

a) Mpup/ = Mp V Mp/, Mpmp/ = Mp VAN Mp/, M[}p = _‘Mp;

b) My—1 = MJ, Mgop = Mg o My,

4.2 Functii

Definitia 4.2.1 a) Relatia f = (A,B,F), unde F C A x B, se numesgte functie (relatie functionald), daca
pentru orice a € A, sectiunea f(a) are exact un element.

b) Daca f = (A, B, F) este o functie, atunci A se numegte domeniul de definitie al lui f, notatie A = dom f.

¢) Multimea B este codomeniul lui f, notatie B = codom f, iar sectiunea f(A) este domeniul valorilor sau
imaginea lui f, notatie f(A) = Im f.

d) Multimea F C A x B este graficul functiei f.

Daca f = (A, B, F) este functie, atunci folosim urmatoarea notatie:

f:A—B, ADLB.
Daca a € A, atunci elementul b € B determinat de egalitatea f(a) = {b} se noteazd b = f(a) sau a — b = f(a).

Observatii 4.2.2 a) Functiile f: A = B i f': A’ — B’ sunt egale (f = ') daci i numai dacd, A =A’,B =B’
gi f(a) = f(a’) pentru orice a € A.

b) Dacd A = (), atunci unica relatie p = (A, B, R) este relatia vida (R = (}); aceasta este functie pentru orice
multime B.

Dacd A # 0 si B = 0, atunci relatia vida p = (A, ®, ) nu e functie.

c) Daca f: A — B este o functie si X C A,Y C B,y €Y, atunci

fX)={beB|aIxeX:f(x)=b}={f(x) | x € X},
f_l(Y):{aEA\EIy6Y:af‘1y}:{aeA|EIy6Y:f(a):y}:{aeAlf(a)GY}

s
1y =f"y)={aecAlfla) =yl

iar graficul este F ={(a,f(a)) | a € A}.

Exemplul 4.2.3 1) In exemplul 1), relatia p nu e functie, pentru ca de exemplu p(a) = {1,2}. Relatia
p/ = (A) B, R/)» A= {Cl, b, c, d}) B = {])2}> R = {(Cl, 1 )) (b) 1 )) (C)Z)) (dyz)} este func@ie.

Teorema 4.2.4 1) Fie f = (A,B,F) i g=(C,D, G) functii.

Relatia compusd gof = (A, D, GoF) este functie dacd si numai daca f(A) C C, adicd Imf C Dom g, $i atunci
(gof)(a) =g(f(a)) pentru orice a € A.

2) Daca f: A — B,g:B — C,h:C — D sunt funciii, atunci folpa =Tgof=1Ff gi (hog)of=ho(gof).

Demonstratie. 1) ,,=” Presupunem ca g o f este functie si fie b € f(A). Aratam ca b € C, adica f(A) C C.
Intr-adevir, deoarece b € f(A), existd a € A astfel incat b = f(a). Fie d = (gof)(a) (unde g o f este functie),
adica a(g o f)d, de unde rezultéd ca exista ¢ € BN C astfel incat afc si cgd. De aici afc gi afb, deoarece f este
functie, deci b=c € BN C.

,,&" Presupunem acum ca f(A) C C, si fie a € A. Deoarece f este functie, exista b € f(A) astfel ca f(a) =b
(adica afb). Aici b € f(A) C C, si deoarece g este functie, existd d € D astfel ca g(b) = d (adicd bgd). De aici
a(gof)dsi (gof){(a) ={d}, adici go f este functie si (gof)(a) =d = g(b) = g(f(a)).
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Avem

(gof){a) = g(f(a)) = g(f(a)) = g(f(a)) ={g(f(a)),}

deci g o f este functie si (g o f)(a) = g(f(a)).
2) Rezultd din proprietatea referitoare la relatii, sau poate fi ugsor demonstrata direct. ®

Exercitiul 41 Fie p = (A, B, R) o relatie. Sa se arate ca p este functie daca gi numai daca
TACp 'op si  pop ' Clsg.

Exercitiul 42 Fie f: A — B o functie. Sa se arate ca:
a) Pentru orice X C A avem X C 1 (f(X));
b) Pentru orice Y C B avem Y D f(f~1(Y));
c)fof lof=f.

4.2.1 Diagrame comutative

Consideram functiile f: A — B, g: B — C si h: A — C, reprezentate prin urmatoarea diagrama:

A—"oB
gl/
h
C

Spunem c& aceasta este o diagrama comutativd dacd f =ho g. Avem gi alte situatii, de exemplu:

A_*,D A—"5D
fl lh fl Th
B 2> C B 9,

Acestea sunt diagrame comutative daca hok = go f, respectiv hogo f =k.

4.2.2 Familie de elemente si familie de multimi

Definitia 4.2.5 a) Fie f : I — A o functie, si fie F = {(i,f(i)) | i € I} graficul lui f. Identificam de multe
ori functia f cu F gi notdm (ai)ic1, unde a; = f(1); spunem céa (ai)ic1 este o familie de elemente, iar I este
multimea de indici.

Analog, dacd f: I — P(U) o functie, atunci spunem ci (Aj)ic1 familie de multimi, unde A; = f(1) C U.

b) Reuniunea familiei de multimi (A;)ic1 este multimea

U _Ai={acU|Jiel:acA
iel
¢) Intersectia familie de multimi (A;)ic1 este multimea
(). _Ai={acU|Viel:ac A
i€l

Observam ca daca I = (), atunci (J;c; A1 = 0, pentru ca atunci pentru niciun a € A nu e adevarat ca
Fiel:ac A i) At = A, pentru ca afirmatia 3i € [: a € A; este falsa pentru orice a € A, deci negatia ei
Vie l:a € Aj este adevarata pentru orice a € A.

Exercitiul 43 Sa se demonstreze urmatoarele identitati (specificandu-se tautologiile din lista care au fost
utilizate), unde Ajj, Aq, Bj, A € P(U) pentru oricei €I, j € J:
a) Uier Uje] Ayj = Uje] Uier A

—-

b) Nier ﬂjeJAii = mje] Mier Adjs
C) E(Uiel Ai) = ﬂiel C(Ai)§
d) C(ﬂiel Ai) = UieI C(Ai)§
€) (Uier A U (Uier Bi) = Uier (At UB3);
f) Uje](A n B]) =AN (Uje] Bi)§
g) mje](A UBj) =AU (ﬂje] B;);
};) Ule (ﬂje /-\1] < m'e ( LeIAii)v
j
)

.
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Exercitiul 44 Si se arate cid (specificandu-se tautologiile din lista care au fost utilizate):
a) (Mier Xo) X (Mier Yi) = Mier(Xi x Yi);
b) (Uier Xi) X (Ujer Vi) = Ui j)erxg (Xi x Y5).
Exercitiul 45 Fie A, € P(U), n € N. Si se demonstreze |J
unde By = Ao, Bn = An \ (UZ) Ad).

nenAn = Unen Bn st BN By =0, daca m # n,

Exercitiul 46 Fie f: A — B o functie i X; C A, Y; C B Vi€ L. Sa se arate ca(specificandu-se tautologiile din
lista [2.3.9| care au fost utilizate):

a) f(U‘LEIX ) = Ulelf(x );

ﬂlel Xi) € Ner f(Xi). Sa se dea un exemplu in care incluziunea este stricta;
~(Va);
—1

b) f
c) f UIEI Y =Uier 7 (V2
d) ﬂiel Yl) = mie (Y )

Exercitiul 47 Sa se arate ca P([;c; At) = iep P(AL).

Exercitiul 48 Fie relatiile p; = (A,B,Ry), 1 € I i 0 =(C,D,S). S& se arate cd (specificaindu-se tautologiile din
lista care au fost utilizate):
a) oo (Ulel i) = Uier(o 0 pil;
) UIGI pi)oo = Ulel(pl 0 0);
c) o ﬂlelpl Qﬂ [o‘op a
d) (NierPi) 00 S Nierlpioo

4.3 Functii injective, surjective si bijective

Definitia 4.3.1 Fie f: A — B o functie. Spunem ca

a) f este injectiva, dacd Vxi,x2 € A,x1 # x2 = f(x1) # f(x2), sau echivalent, Vx1,x2 € A, f(x1) = f(x2) =
X1 = X2;

b) f este surjectiva, dacd Yy € B 3x € A : f(x) =y, sau echivalent, f(A) = B;

c) f este bijectiva, dacd este injectiva si surjectiva, sau echivalent, dacd Yy € B existd unic x € A astfel ca
f(x) =vy.

Exemplul 4.3.2 1) Functia f : R — R, f(x) = x? nu e injectiva, pentru ci de exemplu —1 # 1 si f( 1)
f(1) = 1; nu e nici surjectiva, pentru ci de exemplu y = —1 € R, dar nu exista x € R astfel incat f(x) = x*> = —1.
Functia g : [0,00) — R, g(x) = x? este injectiva si nu e surjectiva, functia h : [0, 00) — [0, c0), h(x) x?

este injectiva si surjectiva, deci bijectiva.

2) Pentru orice multime A, relatia diagonala 1o = (A, A, Aa) este functie bijectiva.

3) Proiectia canonica pj : [ ;. Ai — Aj este surjectiva, si injectia canonica pj : Aj — [
injectiva.

ic1 Ai este functie

Teorema 4.3.3 (caracterizarea functiilor injective) Fie f : A — B o functie. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este injectiva

(ii) pentru orice multime A’ gi pentru orice functii o, 3 : A’ = A, dacd foo=Tfof, atunci x = B (adicd cu
f se poate simplifica la stinga);

(iii) (presupunem cd A # 0) f are inversd la stdnga (retractd), adicd existd o functie v : B — A astfel incat
rof= 1A-

Demonstratie. (i) = (ii) Dacd fo @ = f o 3, atunci pentru orice a € A’ avem f(x(a)) = f(f(a)); din
injectivitatea lui f rezulta o(a) = (a), deci & = .

(ii) = (i) Presupunem cé afirmatia (ii) este adevaratd si ca f nu e injectiv, adicd existd x1,x2 € A, x1 # X2
astfel incat f(x7) = f(x2).

Fie A’ = {x1,x2} si o, B : A" = A x(x1) = x1,0(x2) = x2,B(x1) = x1,B(x2) = x1. Atunci « # B, dar
foo=fof3, pentru ca

(foo)(x1) = flalx1)) =
(foo)(xz2) = flalxz)) = flx2) =

deci avem o contradictie.
(i) = (iii) Presupunem c& f injectiv si ap € A. Consideram functia

(B(x1)) = (fo B)(x1),
(x1) =f(B(x2)) = (fo B)(x2),

a, dacd b =f(a) € f(A)
ap, daca b e B\ f(A)

b

T:B— A, r(b)—{
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care este bine definitd, deoarece din injectivitatea lui f, pentru orice b € f(A), existd unic a pentru care f(a) = b.
Deci (rof)(a) =r(f(a)) =1(b) = a=1a(a) pentru orice a € A, adicA rof =14.

(iii) = (i) Daca exista o functie r : B — A astfel incat rof = 14 sidaca f(x1) = f(x2), atunci v(f(x1)) = r(f(x2)),
de unde x1 = x>.

Teorema 4.3.4 (caracterizarea functiilor surjective) Fie f: A — B o functie. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) f este surjectivd;

(i) pentru orice multime B’ si pentru orice functii o, 3 : B — B’ dacd oo f =B of, atunci « = B (adicd cu f
se poate simplifica la dreapta);

(iii) f are inversd la dreapta (sectiune), adicd existd o functie s: B — A pentru care fos =T1g.

Demonstratie. (i) = (ii) Presupunem ca oo f = o f, adica «(f(a)) = B(f(a)) pentru orice a € A. Din
surjectivitatea lui f avem ca pentru orice b € B, exista a € A astfel incat b = f(a); astfel x(b) = B(b), adica
o =f.
(ii) = (i) Presupunem ca afirmatia (ii) este adevarata gi ca f nu e surjectiv, adica existd by € B\ f(A). Fie
A # (,B’ = B si considerim functiile «, B : B — B, unde o« = 15 si
b daca b #b
ﬁ(b) — ), y 3& 0y
by, daca b= by,
unde bj € f(A). Atunci o # 3, pentru ca B(bg) = by # bo (bo ¢ f(A), by € f(A)), dar xof = o f, deoarece
(xof)(a) = a(f(a)) =f(a) = B(f(a)) = (B o f)(a) pentru orice a € A, ceea ce este o contradictie.
Dacd A = (), atunci fie B’ = {0,1}, o, : B — B’, a(b) = 0, B(b) = 1 pentru orice b € B. Atunci o« # B si
xof=pRof=40.
(i) = (iii) Presupunem c& functia f este surjectiva. Atunci pentru oriceb € B, f~1(b) ={a € A | f(a) = b} # (.
Pentru orice b alegem un element a € f~'(b); astfel obtinem o functie s : B — A, s(b) = a, si avem

(fos)(b) =1f(s(b)) =f(a) =b =1Tg(b),

adicd fos = 1p.
(iii) = (i) Fie s : B = A o functie pentru care fos = Tg. Atunci pentru orice b € B, b = 15(b) = f(s(b)),
astfel ca notand a = s(b) € A, avem f(a) = b; deci f este surjectiv.

Teorema 4.3.5 (caracterizarea functiilor bijective) Fie f : A — B o funcfie. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este functie bijectivd;

(ii) relatia inversd £~ este functie si avem £~ of =15, fof ! =1g;

(iii) f are inversd, adicd existd o functie g: B — A, astfel ca

gOf:1A, ng:1B.

Demonstratie. (i) & (ii) f este bijectiv & pentru orice b € B, multimea f~'(b) = {a € A | f(a) = b} are exact
un element & ! este functie si a(f 'of)a’ ©Ib € B:afbsibf 'a’ ©@Ib e B:f(a)=bsif(a’)=b&Sa=a’
(pentru ca f este functie injectivi) & alaa’, adica f~' of = 14.

Mai departe, b(fof~")b’ & Jac A:bf 'asiafb’ & 3JacA:f(a)=bsifla)=b' & b=>’ (pentru ca
f este surjectiv) & blgb’, adicd fof~! = 1p.

(i) = (iii) Daci f este bijectiv, atunci fie g = f~', despre care tocmai am aratat ci satisface conditia (iii).

(iii) = (i) Rezulta din implicatiile (iii) = (i) ale teoremelor de mai sus.

Observatii 4.3.6 Daca f este functie bijectiva, atunci si functia f~! este bijectivi, deorece (f~1)~1 = f.

Exercitiul 49 Fie f: A — B si g: B — C doua functii. Sa se arate ca:
a) Daca f si g este injectiv (surjectiv), atunci g o f este injectiv (surjectiv);
b) Dacé g o f este injectiv (surjectiv), atunci f este injectiv (g este surjectiv);
¢) Daca g o f este injectiv si f este surjectiv, atunci g este injectiv;
d) Daca g o f este surjectiv gi g este injectiv, atunci f este surjectiv.

Exercitiul 50 Fie f: A — B o functie, X7,X; C A, (Xj)
a) F1 (Y \Y2) = 1 () \ £ (Y2);
b) dacd f este injectiv, atunci
(1) f(X3 \ X2) = f(Xq) \ f(X2),
(2) f(miel Xi) = ﬂig f(Xi)-

ien Xi € A, 51 Yy, Y2 C B. Sé se arate ca:
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Exercitiul 51 Fie f: A — B o functie.
a) Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este injectiv;
(i) £ of=1a;
(iii) VX C A £ (f(X)) = X;
(iv) V X € A £(C(X)) € Cf(X);
(v) VX1,X2 CA f(X3 NXz) =f(Xy)NFXz).
b) S& se arate ca urméitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f este surjectiv;
(i) fof ! =1g;
(iii) YYC B f(f (V) =Y;
(iv) ¥ X C A Cf(X) € f(C(X)).

Exercitiul 52 Fie f: A — B o functie.

a) Presupunem cé f este surjectiv. Si se arate cd f este injectiv & f are exact o inversa la drepta.

b) Presupunem ca A # () si c& f este injectiv. Daca f este surjectiv, atunci si se arate ci f are exact o inversa
la stanga; afirmatia inversa nu e adevarata.

Exercitiul 53 Fie A # () si f: A — B o functie. Sa se demonstreze c& exista g: B — A astfel incat fogof =1.

4.3.1 Produsul direct al unei familii de multimi si al unei familii de functii

Fie (Ai)ier o familie de multimi. Prin definitie,

HAi:{f:IHUAi\ Viel: fi) e A=
iel iel
={(ai)ier | Viel: a3 € Ay}

este produsul cartezian generalizat al familiei (Ai)ic1. Functia

Pi: HAi — Ay, pjllai)ier) = g
iel

se numeste proiectia canonica, si perechea (] [;.; Ai, (pi)ie1) este produsul direct al familiei (A;)ier.
Mai departe, dacd (fi : Ay = Af)ier este o familie de functii, atunci

[Tt T1A = TTAL (Tl = (fila)ier

iel iel iel iel

produsul direct al familiei (fi)icr.
Observam cé [ [;c; Ai este nevidd daca si numai daca I # () si A; # () pentru orice 1 € I. Daca I = {1}, atunci
[Iict At = As; daca I = {1,2}, atunci []
fi: Ay = A{, i=1,2, atunci

ie1 A se identifica cu produsul cartezian A7 x Ay. In acest caz, daca

f1 xf2: A1 x Ay = Ap x Aj, (f1 x f2)(ar,az2) = (f1(aq), f2(az)).

Exercitiul 54 Fie functiile f: A - A’, g: B — B/, f": A’ - A” si ¢’ : B’ — B”. Sa se demonstreze:
a) Ta x 1g = TAxs;
b) (f'x g) o (f x g) = (f' o f) x (g’ 0 g);
c)VXCAgVYCB (fxg)(XxY)—f( ) x g(Y);
A)YX' CA'siVY CB' (fxg) (X' xY)=fT1(X")x g " (Y);
e) nu orice submultime M C A x B este de forma X x Y, unde X C A 5i Y C B, si nu orice functie ¢ : A x B —
" x B’ este de forma f x g.
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Exercit;iul 55 Fie (Ai)iEIa (A{)iEI §i (A{/)iEI familii de mult;imi, (fi AL — A{)iel §i (f{ N A{ — A{,)iel familii
de functii. Sa se demonstreze :
a) Urmadatoarea diagrama este comutativa pentru orice i € I:

[Lier A — s A

Mot | |%

!
’ Pi /
HiEIAi Ai

b) HiEI 1Ai = 11_[i61 At
c) (Hiel f{)o (Hiel fi) = Hiel(f{ ofi).

Exercitiul 56 Fie f: A — A’, g: B — B’ functii si (fi : Ay = A{)ic1 o familie de functii. Sa se arate ca:
a) f gi g sunt injective (surjective) & f x g este injectiv (surjectiv);
b) Daca f; injectiv (respectiv surjectiv) pentru orice i € I, atunci [ |

ic1 fi injectiv (respectiv surjectiv).

4.3.2 Suma directa a unei familii de multimi si a unei familii de functii

Fie (Ai)ier o familie de multimi. Prin definitie,

[TA=UJAix B ={layi)| €], aie A

iel iel

este reuniunea disjuncta a familiei (A{)icr . Functia

q]'IAj—)HAi) q;(aj) = (aj,3)
icl

se numeste injectia canonica, iar perechea (] [;c; Ai, (qi)ic1) este suma directa a familiei (A{)icr.
Mai departe, dacd (f; : A — A[)ie1 este o familie de functii, atunci

Hfi : HAi — HA{» (H fi)(ai, 1) = (fi(ai), 1)

iel icl icl iel

este suma directa a familiei (f;)ic;.

Observam ca | [;.; Ai este multimea vida dacd si numai dacd I = @) sau A; = () pentru orice i € L.

iel
Exercitiul 57 Fie functiile f: A - A’, g:B— B/, f": A’ - A” i ¢’ : B’ = B”. Sa se demonstreze:
a) TAll1s =Ta1rs;
b) (f'I1g") o (f11g) = (f"of)[1(g" o g).

Exercitiul 58 Fie (Ai)icr, (Al)icr si (A{)ier familii de multimi, (fi : Ay — Af)ier si (f] : A] — A{')ier familii
de functii. S& se demonstreze :
a) Urméitoarea diagrami este comutativa pentru orice i € I:

[lier A A

]_[ig[ fil J/ﬁl

’ qai ’
]_[iEI Ai Ai

b) Hiel Ta, = 111,‘&1 Ay
c) (Hiel f{) ° (Hiel fi) = Hiel(f{ o fy).

Exercitiul 59 Fie f: A — A’, g: B — B’ functii si (f; : Ay = A[)ier o familie de functii. S& se arate ca:
a) Daci f gi g sunt injective (surjective), atunci f IT g este injectiv (surjectiv);
b) Daca f; injectiv (respectiv surjectiv) pentru orice i € I, atunci [ |

ic1 i este injectiv (respectiv surjectiv).
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4.3.3 Multimea Hom(A, B) si functia Hom(f, g)

Dacia A gi B multimi, atunci notdm Hom(A, B) multimea functiilor f: A — B:
Hom(A,B) ={f|f: A — B}

Daca A = (), atunci Hom((, B) = {0}, si dacd A # 0, B = (), atunci Hom(A, 0) = 0.
Fie f: A’ — A, g: B — B’ functii; definim urm&toarea functie:

Hom(f, g) : Hom(A, B) — Hom(A’,B’), Hom(f,g)(x) = goaof,
deci urmatoarea diagrama este comutativa.

Al " A

(gr)(oc)l l‘x

B’ «+——— B
9
Folosim si notatiile Hom(A, B) = BA si Hom(f, g) = g".

Exercitiul 60 Fie functiile f: A’ - A, g:B— B/, f":A” -5 A’sig’: B’ — B”.

a) DacA A’ =B’ ={1,2,3}si A=B ={1,2}, f(1) =f(2) =1, f(3) = 2, g(1) = 2 si g(2) = 3, sa se determine
functia Hom(f, g).

Sa se demonstreze:

b) Hom(1A)1B) = 1Hom(}\,B);

¢) Hom(fo f’,g" o g) = Hom(f’,g") o Hom(f, g).

Exercitiul 61 Fie f: A’ — A gi g: B — B’ doud functii. S& se arate ci:
a) Daca f este surjectiv gi g este injectiv, atunci Hom(f, g) este injectiv;
b) Dacd A’ # (), g este surjectiv si  este injectiv, atunci Hom(f, g) este surjectiv;
c¢) g este injectiv dacd i numai dacd pentru orice multime A, Hom(1a,g) : Hom(A,B) — Hom(A,B’) este
injectiv;
d) f este surjectiv dacd gi numai dacd pentru orice multime B, Hom(f,1g) : Hom(A,B) — Hom(A',B) este
injectiv. [o]

4.3.4 Multimea partilor si functia caracteristica a unei submultimi

Amintim c& multimea partilor unei multimi A este multimea P(A) ={X | X C A}, adica avem X € P(A) & X C
A. O functie f: A — B induce functiile

f.: P(A) = P(B),  f.(X)=1(X),
*: P(B) — P(A), £(Y) = (V).

Exercitiul 62 Fie f: A — B i g: B — C functii. Sa se demonstreze:
a) Ta, =1A"=Tpay;
b) (gof)s =g.ofs; (gof) =f"og"
c) f*of,of* =f*
)daca(p—f*of sip="~,of* atunci po@ =@ sipop =1.

Exercitiul 63 Fie f: A — B o functie.
a) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) T este injectiv; 1) f, este injectiv; 111 ofy =lpa); v este surjectiv.
) £ este iniecti i) . este insecti G o f o) V) £ est ot
b) Urmé&toarele afirmatii sunt echivalente:

1) T este surjectiv; 1) T, este surjectiv; ul) fuof™ =lpmpy; v este 1njectiv.
g ot 5) f ot i) f, 0 F* = Tp(p) iv) £* este injecti

Exercitiul 64 Fie A si B doua multimi si definim functia
¢a,B : P(A x B) = Hom(A,P(B)),  ¢a,s(R)(a)=R{a),

pentru orice RC A x B giaeA.
a) S& se arate ca functia @ g este bijectiva.
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b) Fief: A — A’ gi g: B — B’ doud functii. Sa se arate ci urmatoarea diagrami este comutativi:

P(A x B) A% L Hom(A,P(B))

(fXQ)*T THom(ﬂg*]

P(A’ x B'Y) —————— Hom(A',P(B’))

PAr,B/

Observatie. Acest exercitiu spune ca o relatie p = (A, B, R) se identifica in mod canonic cu o functie multivocd
f:A — P(B).

Definitia 4.3.7 Fie A o multime gi X C A. Functia

Xt A S 0T, xxlx) = {; X

se numeste functia caracteristica a submultimii X. Astfel am definit functia
@ P(A) = Hom(A,{0,T}),  @a(X) =xx

Exercitiul 65 Fie A o multime. Sa se arate ca:

a) Functia @A este bijectiva gi avem (p;1 (x) =x~'(1), pentru orice functie x : A — {0, 1};
b) Fie f: A — B o functie. S& se arate cd urméatoarea diagrama este comutativi:

Hom(A,{0,1})

f*T THOm(fJ{o,U)

Hom(B,{0,1})

Exercitiul 66 Daca X,Y C A, atunci:
(1 )XCY(:>XX( ) <xv(x), Vx€A,
() xxlx) = 1 xx(x), Vx € A,
(3) Xme X) xx(x)xy(x), Vx €A,
(4) xxuv(x) = XX(X) +xv(x) = xx(x)xv(x), Yx€A,
(5) xx\v () =xx(¥)(T —xv(x)), Yx €A,
(6) xxav(x) XX(X) +xv(x) = 2xx(x)xv(x), Vx€A.

Observatii 4.3.8 Proprietatile de mai sus ale functiei caracteristice sunt utile la demonstrarea egalitatilor de
multimi. De exemplu, sa aratdm ca (XAY)AZ = XA(YAZ):

X(XAY)AZ = XXAY Xz — 2XxAvXz =
=Xx Xy — 2XxXy — 2(xx + Xy — 2XxXv)Xz =
=Xx Xy +Xz — 2(XxXy +XxXz + XvXz) + 4xXxXvXz- (*)

Calculand analog Xxa(vaz) obtinem aceeasi expresie (*). Altfel, din comutativitatea lui A si din (*) deducem

XXA(yaz) = X(yaz)AX =
=Xy +Xz +xx — 2(XyXz + XvyXx + XzXx) + 4XyXyXx =
=Xx Xy +Xz — 2(XxXy + XxXz + XvXz) + 4XxXvXz-

4.4 Relatii de echivalenta

4.4.1 Clase importante de relatii omogene

Definitia 4.4.1 Fie p = (A, A,R) o relatie omogena. Spunem ca
a) p este reflexiv, dacd pentru orice x € A, xpx, adica

(V x € A)(xpx);

p este ireflexiv dacd pentru orice a € A avem a g a, adica are loc —(apa);
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b) p este tranzitiv, daci pentru orice x,y,z € A, xpy si ypz implica xpz, adica
(V x,y,z € A)(xpy A\ ypz — xpz);

c) p este simetric, dacd pentru orice x,y € A, xpy implicd ypx, adica
(Vx,y € A)(xpy — ypx);

d) p este antisimetric, dacd pentru orice x,y € A, xpy si ypx implicd x =y, adica
(Vx,y € A)(xpy Aypx = x = y);

p este asimetric, daca pentru orice x,y € A, xpy implica y gx;

e) p este relatie de preordine, dacd p este reflexiv si tranzitiv. Atunci spunem cd (A, p) este multime
preordonat;

f) p este relatie de echivalentd, daci p este reflexiv, tranzitiv gi simetric. Notdm &(A) multimea relatiilor
de echivalenta definite pe A;

g) p este relatie de ordine, dacid p este reflexiv, tranzitiv si antisimetric. Atunci spunem cd (A, p) este
multime ordonata;

h) p este relatie de ordine strictd, daci p este ireflexiv gi tranzitiv.

Observatii 4.4.2 Sunt ugor de demonstrat urmatoarele afirmatii:
1) p este reflexiv & 1o C p;
2) p este tranzitiv & p? C p;

p este simetric & p =p~';

p este antisimetric & pNp~!' C 1x;

p este reflexiv gi antisimetric = p N p~

)

)

)

) 1
) p este ireflexiv & pNla =0;

)

)

)

)

3
4
5 =1a;

6

6) p este asimetric & pNp~ ' = 0;

7) p este relatie de preordine = p? = p;

8) p este relatie de echivalentd & 15 Cpsip=p>=p';
9) p este relatie de echivalenta si relatie de ordine & p =14.

Exemplul 4.4.3 1) Pe multimea numerelor intregi Z, relatia de divizibilitate este relatie de preordine, nu e
simetricd gi nu e antisimetrica, pentru ca de exemplu 3| — 3 si —3|3, dar —3 # 3.

2) Pe multimea numerelor naturale N relatia de divizibilitate este relatie de ordine, deci (N,|) este multime
ordonata.

3) Pe multimea numerelor intregi Z, relatia de congruenta definita prin a = b (mod n) & nla—b este relatie
de echivalenta.

4) Relatia universald (A, A, A x A) este relatie de echivalenta.

5) Restrictia la o submultime a unei relatii de echivalenta este relatie de echivalentd. Mai exact, dacd p =
(A, A, R) este relatie de echivalenta pe A, iar B C A, atunci (B,B,RN (B x B)) este relatie de echivalenta pe B.

4.4.2 Echivalente si partitii
Definitia 4.4.4 Daca p este relatie de echivalenta pe multimea A, atunci sectiunea

p(x) ={y € A | xpy}

dupa elementul x € A se numeste clasa de echivalenta. Multimea acestor clase se numeste multimea factor
modulo p:

A/p ={p(x) | x € AL

Exemplul 4.4.5 1) Pe multimea Z relatiei de congruentd a =b (mod n) (unde n # 0) 1i corespunde multimea
factor

Z/= (modn)=1{0,1,2,...,n—1},

k== (modn)(k)={x€Z|x=%k (modn)}=
={xeZ|nx—k}=
={x€Z|FHe€Z: x=jn+k}=
=nZ-+Xk

2) A/Ta ={{x}:x € A} si A/(A x A) = {A}.
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Lema 4.4.6 Daca p este o relatie de echivalenta multimea A si x,y € A, atunci sunt echivalente urmadatoarele
afirmatii:

(i) xpy; (i) yephy, (i) p(x) = p(y).
Demonstratie. (i) & (ii) este evident din definitie.

(i) = (iii) Fie xpy si fie z € p(x). Atunci xpy si xpz = zpx si xpy (pentru ci p simetric), deci zpy (pentru
cd p tranzitiv) = z € p(y), deci p(x) C p(y). Analog, p(y) C p(x), deci (iii) are loc.

(ili) = (i) Daca p(x) = p(y), atunci y € p(y) = p(x) = ypx = xpy.
Definitia 4.4.7 Fie A o multime nevida si © C P(A) \ {0}.

a) Spunem ca 7 este o partitie a lui A daca

(1) A=UgexB si
(2) VB1,B; € m, By # B2 = By N B, =), adica orice doud multimi distincte din 7t sunt disjuncte.

Dacd B € m i b € B, atunci spunem ca b este un reprezentant al lui B. Notdm prin P(A) multimea partitiilor
lui A.
b) Daca 71,7, € P(A), atunci 717 este mai fin ca 7, (notatie: 7 < 7y) daca

VB, € mydB, € iy : By C By,
adicd daca a orice submultime din partitia mai find 7t; este continuta de o submultime din partitia 7t,.
Relatiile de echivalenta si partitiile se determina reciproc.

Teorema 4.4.8 Fie A o multime nevidd .
1) Daca p relatie de echivalenta pe A, atunci mulfimea factor

A/p ={p(x) | x € A}

este partitie a lui A.
2) Fie m C P(A)\{0} p partitie a lui A si definim relatia

p?T:(A>A)R7'[)) Ry = U(B XB))
Ben

adicd xpry & IB € m:x,y € B.
Atunci pr este relatie de echivalenta pe A.
3) Consideram functiile

$:E(A) = P(A),  dlp) =A/p,

V:PA) = E(A), () = pn.

Atuncipod =Tga) st o =Tp(a).
4) Dacd p1 C pa, atunci b(p1) < §(pa). Tnvers, dacd m < 1, atunci W(m) C b(m).

Demonstratie. 1) Aratam ca A = |J, ., p(X). Incluziunea ,,D” este evidenta, pentru ca p(x) C A pentru orice
x € A. Mai departe, pentru orice y € A,y € p(y) (pentru ca p este reflexiv), deciy € (J,c» p(x), de unde rezulta
incluziunea ,,C”.

Presupunem acum cd p(x) N p{y) # 0, unde x,y € A. Aratadm c& atunci clasele p(x) si p(y) sunt egale.
Intr-adevir, din ipotezd Ju € p(x) N ply) = xpu si ypu = xpu si upy (pentru ca p este simetric) = xpy (p
tranzitiv) = p(x) = p{y) conform Lemei

2) pr este reflexiv, pentru ca Vx € A = Jg,B=IB e m:x € B = (x,x) € B x B = xpnx.

pr este tranzitiv, pentru ca Vx,y,z € A : xpny si yprz = IB,Cem:x,y € Bsiy,z€ C. Deciy € BNC, si
obtinem B = C (pentru c& B # C, conform definitiei B N C = ), contradictie). Deci x,z € B = C = xpnz.

Mai departe, p, este simetric, pentru ca Vx,y € A:xpry = IB € m: x,y € B = ypx.

Deci p este relatie de echivalenta.

3) Pentru orice p € E(A), (P o d)(p) =V (P(p)) = Pp(p) = PA/p- Ardtam ca pa,, = p. Intr-adevir,

xXpa oYy & IBEeA/p:ix,yecB &
S IzeA:B=plz) €eA/psi x,yeB=pz)&
S IzeA:xpzsiypz &
S3dzeA:xpz si zpy (p este simetric) &
Ex(poply & xpy (pentru ci p* = p).
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Deci (Yo d)(p) =p, adicd Yo b =Tg(a). )
Pentru orice w € P(A), (¢ o P)(r) = d(P(m)) = A/Pp(n) = A/pr. Aratam ca A/pr, = 7. Intr-adevar,
BeA/on & 3z€ A:B = pr(z). Aici z€ A =Jce, C, deci exista C € 7 astfel incat z € C si

B={xe€Alxprz}={x€AlxeCl=Cemn,

deci A/pr C .
Invers, pentru orice C € 7, exista z € C astfel incat

C={xeAlxpaz}=p(z) € A/pn,

de unde T C A/px. Deci (¢ op)(n) =m, adicd pop =Tp(a).
4) Fie p1 C p2. Atunci pentru orice pi(x) € A/p1 = d(p1), p1{x) C pa(x), unde pa(x) € A/p2 = d(p2), deci
d(p1) < d(p2).

Acum fie m; < 7, si aratdm ca P(m11) = pry C pr, = P(12). Intr-adevir, pentru orice X,y €A,

XPrx Y = dB; em XY €B; =
= 3B € :By CB2si x,y € By € Bz = xpn,y.

Exercitiul 67 Fie p = (A, B,R) o relatie. S& se demonstreze:
a) Daca p este reflexiv, simetric gi antisimetric, atunci p = 1x;
b) Daci p este reflexiv gi tranzitiv, atunci pZ =p.

Exercitiul 68 Fie A ={1,2,3,4}.
a) Daca p ={(1,1),...,(4,4),(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(1,3), (3, 1)}, s& se determine partitia corespunzitoare.
b) Dacd 7t = {{1, 2},{3},{4}}, s& se determine relatia de echivalentd corespunzatoare.

Exercitiul 69 Sa se determine toate relatiile de echivalenta pe o multime cu 1,2, 3, respectiv 4 elemente.

Exercitiul 70 Sa se arate ca:
a) (Z,|) este multime preordonati, ,,/” nu e simetric gi nu e antisimetric;
b) (N,]) este multime ordonaté;

Exercitiul 71 Pe multimea C a numerelor complexe consideram relatiile p; si p2, unde zpyw & |z| = [w] si
zpow & z=w =0 sau argz = argw. Sa se arate ca p1 §i p2 sunt relatii de echivalenta si sa se reprezinte grafic
clasele din C/pq si C/p3.

Exercitiul 72 Fie p; si p2 doua relatii de echivalenta pe multimea A. Sa se demonstreze:

a) p?1 si p1 Np2 sunt relatii de echivalenta. (Mai general, daca (pi);q sunt relatii de echivalenta pe A, atunci
(Nic1 Pi este relatie de echivalenta pe multimea A.)

b) Cp1 si p1 U p2 in general nu sunt relatii de echivalenta;

¢) p1 o p2 este relatie de echivalentd daci gi numai daca pq o p2 = p2 0 p7. In acest caz si se arate cd P10 P2
este cea mai mica relatie de echivalenta ce contine pe py si p2.

Exercitiul 73 Fie p; si p2 doua relatii pe multimea A.

a) Sa se arate ca (p1 U p2)? = p3 U p3 U (p1op2)U(p2opr).

b) Presupunem c& p1 si p2 sunt relatii de echivalenti. S& se arate ca p; U py relatie de echivalentd daca si
numai daca pj o p2 si p2 o p7 sunt subrelatii ale lui p; U p3.

Exercitiul 74 Fie p = (A, A,R) o relatie, p® =14, p" =po---0p (de nori), si fie p =1oUpUp~'. Si se

arate ca:
a) U, P™ este cea mai mica relatie tranzitiva ce contine pe p;
b) U,,>1 P™ este cea mai mica relatie de echivalenta ce contine pe p.

4.5 Teoreme de factorizare a functiilor

Definitia 4.5.1 a) Fie f: A — B o functie. Relatia ker f pe multimea A definita prin
arpaz & fla1) =f(az)

se numegte nucleul lui f.
b) Fie p o relatie de echivalentd pe multimea A. Functia

Po: A= A/p, Po(x) =p(x)

se numeste proiectia canonica a lui A in multimea factor A/p.
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Este ugor de aratat ca relatia ker f este relatie de echivalenta pe A, iar proiectia canonica p, : A — A/p este
functie surjectiva si avem kerp, = p.

Exercitiul 75 Daca f: A — B este o functie, atunci
1) ker f este relatie de echivalents pe A si kerf = ! of,
2) A/kerf={f""(b)|b € Imf},
3) f este injectiv & kerf =14,
4) f este surjectiv & Imf = B.
5) fof™! = A, unde Apy s ={(b,b) €Ax A|b € Imf}.

Exercitiul 76 Daca p este o relatie de echivalenta pe A, atunci proiectia canonica p, : A — A/p este surjectiva
si avem kerp, = p.

Teorema 4.5.2 (factorizare dupa o functie injectiva) Fie f : B — A o functie si g : C — A o functie
injectiva.

A~—B
|
QTT
vy on
C

1) Existd o functie h: B — C, astfel incat f = goh dacd si numai daca Imf C Img. Atunci:

2) h este unic determinat si dacd C # 0, atunci h =1 o f, unde v este o inversd la stanga a lui g,
3) h este surjectiv dacd si numai dacd Imf =Im g,

4) kerh = ker f. (In particular, h este injectiv <> f este injectiv.)

Demonstratie. 1) Presupunem ci existd o functie h: B — C astfel incat f = g o h. Atunci pentru orice a € A,
ac€lmf=3IbeB:a="F(b)=gh(b)) = aclmg, deci Imf C Img.

Invers, dacd C # () ¢i Imf C Im g, atunci fie r o inversa la stdnga a lui g, adici r: A — C,rog = 1¢, care
exista conform Teoremei m Fie h = r o f. Rezulta cd pentru orice b € B avem f(b) € Inf CImg= 3c € C:
f(b) = g(c), deci exista ¢ € C astfel incat

(goh)(b) = g(h(b)) = g(r(f(b))) = g(r(g(c))) = g((re g)(c)) = g(c) = f(b),

de unde goh =1f. Dacd C =), atunci ) =Im g =1Imf, deci B =), gi fie h = (.

2) unicitatea lui h: daci h,h’ : B — C sunt functii, astfel incit f = goh = goh’, atunci h = h’, conform
Teoremei [4.3.31

3) Trebuie s& aratam cd h este surjectiv & Img C Im f.

,»=" Presupunem ci h este surjectiv. Atunci Va € A, a€Img=3c€ C:a=g¢g(c)sidbeB:c=nh(b) =
JceCsidbeB:a=g(c) =g(h(b)) =f(b) = a €Imf.

,,<" Pentru orice ¢ € C, g(c) € Img C Imf = Jb € B: g(c) =f(b) = Ib € B: h(b) =r(f(b)) =r(g(c)) =
(rog)(c) =c, deci h este surjectiv.

4) Pentru orice by, bz € B, bykerf by & f(b1) = f(b2) & (goh)(by) = (goh)(b2) & h(by) = h(bz) (pentru
ca g injectiv) & brkerh by. =

Exercitiul 77 a) Fie f : R — R, f(x) = cosx, C = [-2,400) si g: C = R, g(x) = 2x + 1. Sa se determine o
functie h: R — C astfel incat f = goh.
b) Aceeasi problema daca f(x) =sinx, C = [0,+00) si g(x) = 2x + 1.

Teorema 4.5.3 (factorizare dupa o functie surjectiva) Fie f : A — B o functie si g : A — C o functie
surjectivd.

A_f_B
A 4
gl s
| h
C

1) Exista o functie h:C — B astfel incit f=hog, dacd si numai dacad ker g C ker f. Atunci:
2) h este unic determinat si h =fos, unde s este o inversd la drepta a lui g,

3) h este injectiv dacd gi numai daca ker f = ker g,

4) Imh = Imf. (In particular, h este surjectiv < f este surjectiv).
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Demonstratie. 1) Presupunem ci existd o functie h : C — B astfel incdt f = ho g. Atunci pentru orice
X1, X2 € A avem xjkerg x2 = g(x1) = g(x2) = h(g(x1)) = h(g(x2)) = f(x1) = f(x2) = x7kerf xz, deci
ker g C kerf.

Invers, daca kerg C ker f, atunci fie s o inversa la drepta a lui g, adicda s : C — A gos = 1¢, care exista
conform Teoremel Rezulta ca gosog = g, adica g(s(g(x))) = g(x) pentru orice x € A, = f(s(g(x))) = f(x)
(din ipoteza ker g gkerf) = fosog=f. Fieh=fos;atuncihog=fosog=".

2) unicitatea lui h: dacd h,h': C — B sunt functii astfel incat f = ho g = h’ o g, atunci h = h/; conform
Teoremei . 1.0

3) Trebuie sa aratam ca h este injectiv & ker f C ker g.

=" Presupunem c& h este injectiv. Atunci pentru orice x1,x2 € A, x ker f x; = f(x1) = f(x2) = h(g(x1)) =
h(g(x2)) = g(x1) = g(x2) = x1 ker g x3.

& Presupunem acum ca ker f C ker g. Atunci pentru orice z1,z2 € C, din h(z1) = h(z;) rezulta ca exista
x1,%2 € A astfel incat z; = g(x1),2z2 = g(x2),= Ix1,x2 € A : f(x1) = h(g(x1)) = h(g(x2)) = f(x2), deci
g(x1) = g(x2) (din ipoteza) = z1 = z3, deci h injectiv.

4) Pentru oricey € B,yeImh & 3ze C:y=h(z) &3z Cgi Ix € A:y=h(z) si z=g(x) (pentru cd g
este surjectiv) & Ix € Aty =h(g(x)) =f(x) &y € Imf. =

Exercitiul 78 a) Fie f : R — R, f(x) = cosx si g: R — R, g(x) = x?. Si se determine o functie h: R, — R
astfel incat f =hog.
b) Aceeasi problema dac# f(x) = sinx si g(x) = x?.

Corolar 4.5.4 (factorizare dupi o proiectie canonicd) Fie f: A — B o functie si p o relatie de echivalentd
pe mulfimea A.

A f

4
Pe f’

Alp

B

1) E:L’zsta o functie f' : A/p — B astfel incdt f =1 op, dacd si numai dacd p C ker f. Atunci:
2) f'(p{x)) = f(x) pentru orice x € A,

3) ' este injectiv dacd i numai dacd p = kerf,

4) Imf’ =Imf.

Demonstratie. In Teorema Jfieg=p, =

Teorema 4.5.5 (prima teorema3 de factorizare) Dacd f: A — B este o functie, atunci existd o unica functie
bijectiva f : A/kerf — Imf astfel incdt diagrama de mai jos este comutativd, adica f = iof o pyes, unde
i:Imf — B,i(y) =y. Pentru orice x € A avem f(ker f{x)) = f(x).

A B

pker’r’J/ Ti

A/kerf —_— Imf
f

Demonstratie. Aplicam Teorema [4.5.2| pentru functia f: A — B si functia injectivd g =1:Imf — B. Are loc
conditia Im g = Im f, deci conform teoremei, exista functia h: A — Im f astfel incat f =ioh si kerh = kerf.
Acum aplicim Corolarul 4.5.4 - pentru functia h si relatia p = ker f € E(A). Deoarece ker f = ker h, exista o
functie f : A/ ker f — Imf astfel incat h = f o Py r; dar f este injectiv si Im f = Im f, adici f este surjectiv, deci
este bijectiv.
Rezulti ca f =10 fopyert si f(ker f(x)) = f(x) pentru orice x € A, de unde rezulta unicitatea lui f. m

Exercitiul 79 Sa se aplice prima teorema de factorizare in urmatoarele cazuri:

a) f, g: R—-R, f(X) = Xza g(X) = X4;

b) f,g:C — C, f(z) = 2%, g(z) = z*.
Exercitiul 80 Fie A si B multimi, p o relatie de echivalenta pe A si 0 € £(B). Pe produsul cartezian A x B
definim relatia p x o astfel: (a,b)p x o(a’,b’) & apa’ si bob’.

a) Sa se arate ca p X o este relatie de echivalenti si exista functia bijectiva canonica

@:AXxB/pxo— A/pxB/o.

b) Dacd f: A — A’ gl g: B — B’ sunt functii, atunci ker(f x g) =kerf x kerg gi Im (f x g) = Imf x Imm g.
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Exercitiul 81 Fie A o multime si fie B C A. Pe multimea partilor P(A) definim relatia p astfel: pentru orice
X, Y € P(A), XpY & XNB =YNB. Sa se arate ca p este relatie de echivalenta si existd functia bijectiva canonica
¢ :P(A)/p — P(B).

Exercitiul 82 Fie A si B multimi, ap € A si fie A’ C A. Pe multimea Hom(A, B) definim urmatoarele relatii:
pentru orice f, g € Hom(A, B), fpg & f(ao) = g(aop) si fog & f(x) =g(x) V x € A’. Sa se arate ca:

a) p este relatie de echivalentd si exista o functie bijectivd ¢ : Hom(A,B)/p — B;

b) o este relatie de echivalenti si existd o functie bijectivd { : Hom(A, B)/0 — Hom(A’, B);

¢) S& observam ci a) precum si exercitiul anterior sunt cazuri particulare ale lui b).

Exercitiul 83 Fie A si B doud multimi si fie Homguj(A,B) ={f : A — B | f este surjectiv}. Consideram functia
@ : Homgyj(A,B) = E(A), @(f) = kerf. Sa se arate ca:

a) Dacd f, g € Homg,,j(A, B), atunci fker ¢g & 3 : B — B functie bijectiva astfel incat g = x o f;

b) Ime ={p € &(A) | Ja: A/p — B functie bijectiva }.

Teorema 4.5.6 (a doua teorema de factorizare) Fie o relatie de echivalentd pe A, B C A gi fie 0 = (B X
B)np, t=(p(B) x p(B)) Np, adicd o si T sunt restrictiile lui p la B, respectiv la p(B).

Atunci ezistd o unica functie bijectiva F: B/o — p(B)/T astfel incdt a urmatoarea diagramd este comutativa,
adicd pr oi=Fopgs. Pentru orice x € B avem F(o(x)) = t(x).

B —" p(B)

P |-

B/o T} p(B)/T

Demonstratie. Avem B C p(B)sii:B — p(B), i(b)="b, pentruoriceb € B. Fie f:B — p(B)/1, f=7p-oi,
deci f(x) = pr(x) = T(x), ¥x € B. Functia f este surjectiva. Intr-adevar, V1(y) € p(B)/7, unde y € p(B) = Ix €
B C p(B) : xpy = x1y, deci f(x) = t(x) = t(y). Deci Imf = p(B)/t. Mai departe, pentru orice x,y € B avem

xker fy & f(x) = fly) & 1(x) = t(y) & x1y & x0Y.
Aplicam Corolarul functiei f si relatiei o = ker f. Rezulta ca exista o functie injectiva
F:B/o —p(B)/1,  F(o(x)) =1(x)

astfel incadt f =Fops si ImF=Imf = p(B)/t. Deci Fops =proi, Festebijectiv si F(o(x)) =1(x),Vx € B,
de unde rezulta unicitatea lui F. m

Exercitiul 84 Fie A=C,B={x e R|x>1}CC, pC A XA gizpw & |z| = [w|. Sa se aplice a doua teorema
de factorizare si sd se reprezinte grafic functiile ce apar in diagrama.

Teorema 4.5.7 (a treia teorema de factorizare) Fie p si 0 doud relatii de echivalentd pe mulfimea A astfel
incat p C 0. Atunci existd o unicd functie surjectiva g : A/p — A/0 i existd o unica functie bijectiva g :
(A/p)/(0/p) = A/o, unde o/p = ker g, astfel incit a urmatoarea diagramd este comutativa:

P Po/e A
A —"=Afp 5 400
Ng
’ v 9

A/o
Demonstratie. Aplicim de doud ori Corolarul intai pentru py, apoi pentru g. =

Exercitiul 85 Sa se aplice a treia teorema de factorizare in urmatoarele cazuri:
a’) A= {])2)3>4,5}7 p1 =A4Aa U{“)z)) (2>])} sip2=p1 U{“>3)) (3)1)) (2,3)) (3)2)> (4)5)) (5)4)}
b) A=7Z, p1 == (mod 4) si p == (mod 2).
¢)A=2Z,p1 == (mod 9) gi p == (mod 3).



Capitolul 5

MULTIMI ORDONATE

Notiunea de multime ordonata formalizeaza si generalizeaza ideea intuitiva de ordonare, aranjare sau ingiruire a
obiectelor unei colectii.

5.1 Relatii de ordine

Fie p = (A, A,R) o relatie omogena. Amintim ci p este relatie de ordine si (A, p) este multime ordonata
daca p este reflexiv, tranzitiv si antisimetric. Daca p este o relatie de ordine, atunci in loc de xpy deseori notam
x <y. Notam O(A) ={p = (A, A,R) | p relatie de ordine } multimea relatiilor de ordine pe A.

Amintim ca p este relatie de ordine stricta daca p este ireflexiv si tranzitiv. Notatii: x <y, daca x <y si
x #y (strict mai mic); x >y, dacd y < x etc.

Definitia 5.1.1 Spunem ca (A, p) este multime total ordonata (sau lant) daca :

pentru orice x,y € A areloc xpy sau ypx

1

(altfel spus, pUp~' = A X A este relatia universala, adica orice doud elemente ale lui A sunt comparabile relativ

la relatia p).

Exemplul 5.1.2 1) (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) sunt multimi total ordonate.

2) (N, ), (unde ,,|” este relatia de divizibilitate) este multime ordonata si nu e total ordonata, pentru ca de
exemplu 2 i 3 nu sunt comparabile.

3) Daca A este o multime, atunci (P(A), C) este multime ordonata. Daca A are mai mult de un element,
atunci (P(A), C) nu e total ordonata.

4) Daca (A, p) este o multime ordonata (total ordonata) si B C A, atunci (B, pN (B x B)) este ordonata (total
ordonatd).

Exercitiul 86 Fie A # D sifie p,p’ € O(A). SA se arate ci:
a)pnp’ ,p* € O(A).

b) Ep ¢ O(A

c) In general pU p' & O(A).

d) Daca o este o relatie de ordine strictd pe A, atunci o este asimetric, iar cU 1o € O(A).

e) 0:=p\ 14 este relatie de ordine stricta pe A.

f) Relatia de ordine p este totald <= p satisface proprietatea de trihotomie, adici pentru orice x,y € A,
exact una din urmatoarele trei afirmatii este adevarata: (1) aob; (2) a=b; (3) aoc~'b.

O multime ordonata finita poate fi reprezentata grafic cu ajutorul unei diagrame Hasse, conform urmatoarei
reguli: daca x <y si dacd nu exista z € A astfel incat x < z <y, atunci agezam punctul y mai sus decat punctul
X gi le unim cu un segment.

Exemplul 5.1.3 Fie A ={x,y, z,t} si consideram relatiile de ordine pe multimea A avand graficele

R ={(x,x),(y,9), (z,2), (1, 1], (x,y), (x,2), (x, 1), (y,1), (z, D)},

respectiv

R = {(X) X)) (y?y)) (Z’) Z’)) (t) t)) (X)y)’ (X) Z)) (X) t)) (y’z)7 (y)t)$ (Z) t)}'
43
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Atunci diagramele Hasse sunt;:

t
ot

X

In urmatoarea diagrama x < y,x < z, y si z nu sunt comparabile, mai departe t nu e comparabil cu x,y, z.

x ot

Exercitiul 87 Sa se intocmeasca diagramele Hasse ale urmatoarelor multimi ordonate:
a) (P({a,b,c, d}), ©);
b) Multimea divizorilor lui 60, ordonatd de relatia de divizibilitate;
¢) Multimea partitiilor multimii {a, b, ¢, d}, ordonatd de relatia ,,mai fin” <.

Definitia 5.1.4 Fie (A, <) ¢i (B, <) doua multimi ordonate si f: A — B o functie.
a) Spunem ca f este crescator (descrescator), dacd pentru orice x,y € A,

x <y = f(x) < fly) (fly < f(x));
mai departe f este izomorfism de ordine (sau asemanare), daci f este crescator, bijectiv si ! este crescitor;

Exemplul 5.1.5 1) Multimile ordonate N ={1,2,3,...}5i 2N ={2,4,6, ...} sunt asemenea, pentruca f : N — 2N,
f(n) = 2n este o aseméanare.

2) Multimile ordonate (N,]|) gi (N, <) nu sunt asemenea. Intr-adevir, dacd ar exista o aseménare f : (N,|) —
(N, <), atunci fie f(2) = n si f(3) = m, unde n # m. Daci n < m, atunci f~'(n) = 2|3 = f'(m), iar daci
m < n, atunci f~'(m) = 3|2 = f~'(n), deci avem contradictie in ambele cazuri.

Exercitiul 88 Si se determine toate relatiile de ordine pe multimea A = {a, b, c} (folosind diagrame Hasse). S&
se Imparta aceste ordonari in clase de asemanare.

Exercitiul 89 Fie (A, <), (B, <) si (C, <) multimi ordonate gi fie f: A — B, g: B — C doua functii.
a) Daci f gi g sunt crescatoare (descrescétoare), atunci g o f este functie crescétoare.
b) Daca f este crescitoare (descrescatoare) si g este descrescatoare (crescatoare), atunci gof este descrescétoare.

Exercitiul 90 Fie (A, <) si (B, <) multimi ordonate si f: A — B functie bijectiva si crescatoare.
a) Daca A este total ordonata, atunci f~' este cresciitoare si B este total ordonata.
b) Sa se arate ca Ty« : (N*,]) — (N*, <) este bijectiva, crescatoare si nu e izomorfism de ordine.

Exercitiul 91 Fie (A, <) si (B, <) mul{imi ordonate si fie f : A — B, g : B — A functii crescitoare. Fie
M ={a € Alg(f(a)) =a}si N={beB|f(g(b)) =b}.

Sa se arate ca (M, <) ~ (N, <).
Teorema 5.1.6 (preordine, echivalenta si ordine) Fie p = (A, A,R) o relatie de preordine si fie o = pNp~".
Atunci:

1) o este relatie de echivalentd pe A;

2) pe multimea factor A/o definim relatia ,,<” prin: o(x) < o(y) & xpy. Atunci (A/0, <) multime ordonatd.

Demonstratie. 1) Relatia o este reflexiva (evident), tranzitiva: Vx,y,z € A : xoy si yoz = x(pNp~ "y si
y(pnp Nz = (xpy sixp~'y) si (ypzsiyp~'z) = (xpy siypz) si (xp~ 'y siyp~'z) = xpz si xp~ 'z (pentru ca p
si p~ ! sunt tranzitive) = x(pNp~")z = x0z, si simetrici: Vx,y € A :xoy = x(pNp "y = xpy si xp~ 'y = ypx
siyp~'x = ylpnp ')x = yox.

2) Definitia relatiei < nu depinde de alegerea reprezentantilor x si y: dacd o(x) = o(x’), o{y) = o{y’) si daca
xpy, atunci x’py’. Intr-adevir, pe baza ipotezelor avem: xox’ si yoy’ si xpy = (xpx’ si xp~'x’) si (ypy’ si
yp 'y’ si xpy = x/px si xpy si ypy’ = x'py’ (pentru ca p este tranzitiv).

Relatia < este reflexiva, tranzitiva i antisimetricd. Verificim ultima proprietate. Pentru orice o(x), o{y) €
A/o, o(x) < oly) si o(y) < o(x) = xpy si ypx = xpy sixp 'y = x(pNp "y = xoy = o(x) = o(y). =
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Exercitiul 92 Sa se aplice Teorema in cazul multimii preordonate (Z, ).

Definitia 5.1.7 Fie (A, <) o multime ordonata si fie x € A. Spunem ca x este cel mai mic element sau
minimum (cel mai mare element sau maximum) al lui A daci pentru orice a € A, x < a (respectiv pentru
orice a € A, a < x).

Notatie: x = min A (respectiv x = max A).

Observatii 5.1.8 Daci exista cel mai mic element (cel mai mare element), atunci el este unic. Intr-adevar, daca
de exemplu x gi x’ sunt ambele cele mai mic elemente, atunci x < x’ (pentru cd x este cel mai mic element) si
x’ < x (pentru c& x’ este cel mai mic element), astfel din antisimetrie avem x = x’.

Exemplul 5.1.9 1) In (N, <) x = 0 este cel mai mic element $i nu exista cel mai mare element.
2) In (N,|) T este cel mai mic element si a 0 este cel mai mare element, pentru ci 1|a si al0 pentru orice a € N.
3) In (N\ {0,1},]) nu existd cel mai mic element si nu existii cel mai mare element.
4) In (P(A),C) min P(A) = 0 si maxP(A) = A.

Definitia 5.1.10 In multimea ordonati (A, <) x este element minimal (element maximal), daca Va € A :
a<x= a=x (respectivVae A:x <a= a=x). Altfel spus, x € A este element minimal (element maximal),
dacd A nu are niciun element a astfel incat a < x (respectiv a > x).

Exemplul 5.1.11 1) In (N, <), numarul 0 este element minimal i nu exista elemente maximale.

2) In (N,]), numérul 1 este element minimal si O este element maximal.

3) In (N\ {0, 1}, |) numerele prime sunt elemente minimale gi nu exista elemente maximale.

4) Din definitii este evident ca daca existd cel mai mic (cel mai mare) element, atunci el este unicul element
minimal (maximal). Afirmatia reciproci nu e adevarati; de exemplu daca A = {2¥ | k € N} U{3,9}, atunci in
multimea ordonata (A,]) a = 9 este unicul element maximal gi nu exista cel mai mare element.

5) Daca (A, <) este o multime total ordonata, atunci notiunile de element minimal (element maximal) si cel
mai mic element (respectiv cel mai mare element) sunt echivalente.

Exercitiul 93 Fie (A, <) o multime ordonata. Sa se arate ca daca existd a = min A, atunci a este unicul element
minimal al lui A, iar afirmatia reciproca nu e adevarata.

5.2 Latici

Definitia 5.2.1 Fie (A, <) o multime ordonaté, x € A gi fie B C A.

a) Spunem ci x este minorant (majorant) al lui B, daca pentru orice b € B avem x < b (respectiv pentru
orice b € B avem b < x).

b) Spunem ca x este infimum sau (respectiv supremum) al lui B, daca x este cel mai mare minorant al lui
B (respectiv x este cel mai mic majorant al lui B). Notatie: x = inf B sau x = infa B (respectiv x = sup B sau
X =supp B).

Exemplul 5.2.2 1) In (N\{0,1},]), submultimea B = {2k + 1 | k € N} are un unic minorant, pe x = 1, deci
inf B = 1; mai departe, B nu are majoranti si nu are supremum.

2) In (R, <) intervalul B = (1, 3] are ca minorant orice x < 1 gi majorant orice x > 3; mai departe, inf B =1 ¢ B,
supB =3 € B.

3) Dacd (A, <) este o mul{ime ordonatd, atunci orice element al lui A este minorant si majorant al lui B = (.
Mai departe Jinf() & ImaxA & JsupA, Isupld & IminA & FJinf A si atunci inf@ = maxA = supA,
sup () = min A = inf A.

4) Orice submultime B C A are cel mult un infimum si cel mult un supremum; mai departe, daca B are
minorant x (majorant y) ce apartine lui B, atunci x = inf B (respectiv y = sup B).

Exercitiul 94 Fie (A, <) o multime ordonata si fie X C B C A.
a) Dacd exista infg X gi inf o X, atunci infg X > infa X.
b) Daci existd supg X si sup X, atunci supg X < sup, X.

Definitia 5.2.3 a) Multimea ordonatd (A, <) se numeste latice, daca orice submultime cu doud elemente a lui
A are infimum si supremum (pentru orice a,b € A, a # b, Jinf{a, b} si Isup{a, b}).

b) (A, <) este latice completa, daci orice submultime a lui A are infimum si supremum (pentru orice B C A,
Jinf B si Isup B).
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Exemplul 5.2.4 1) (N,]) este latice. Intr-adevir, pentru orice a,b € N, inf{a, b} = cmmdec(a, b) iar sup{a, b} =
cmmmce(a, b).

2) Daca (A, <) este total ordonata, atunci (A, <) este latice: Va,b € A : inf{a, b} = min{a, b} si sup{a, b} =
max{a, b}.

3) (R, <) nu e latice completd, pentru ci de exemplu a B = (—o00,0) nu are minorant deci nu are supremum
in (R, <).

4) (P(A), C) este latice completa. Daca X ={X; |1 € I} C P(A), atunci inf X = (;; X si sup X = [J; ¢ Xi.

i€l
Exercitiul 95 Sa se determine, abstractie ficdnd de izomorfisme (aseméaniri), toate laticile cu 1, 2, 3, 4, 5 i
respectiv 6 elemente (folosind diagrame Hasse).

Exercitiul 96 Fie A o multime si (B, <) o multime ordonatd. Pe multimea Hom(A,B) definim urmatoarea
relatie: f < g < f(a) < g(a) pentru orice a € A.

Sa se arate ca:

a) ,,<” este relatie de ordine.

b) Daca B este latice, atunci si Hom(A, B) este latice.

Teorema 5.2.5 (caracterizarea laticilor complete) Fie (A, <) o mulfime ordonatd. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) (A, <) este latice completd;

(ii) orice submulfime a lui A are infimum;

(iii) orice submultime a lui A are supremum.

Demonstratie. (i) = (ii) si (i) = (iii) sunt evidente din definitie.

(ii) = (i) Trebuie sa aratam ca orice submultime B a lui A are supremum. Notdm cu C multimea majorantilor
lui B. Avem C # 0, pentru ca conform lui (ii), existd inf() = maxA € C. Fie x = inf C, care existd conform
ipotezei. Aritdm ci x = sup B. Intr-adevir, pentru orice b € B si c € C avem b < ¢ (din definitia lui C), deci
orice b € B este minorant al lui C; rezulta cad Vb € B: b < x (pentru ca x = inf C), deci x este majorant al lui B.

Mai departe, fie x” € A un majorant al lui B, adicd avem b < x’,Vb € B. Atunci x" € C (conform definitiei
lui C), de unde x < x’ (pentru c& x = inf C), deci x este cel mai mic majorant al lui B, adicid x = sup B.

Similar se arata ca (iii) = (i). =

Exercitiul 97 Fie (A, <) o latice completa gi fie f: A — A o functie crescatoare. S se arate ci exista a € A
astfel incat f(a) = a. (Spunem ci a este punct fix al lui f.)

5.3 Multimi bine ordonate si multimi artiniene

Definitia 5.3.1 Fie (A, <) o multime ordonata. Spunem ca A este bine ordonata daci orice submultime nevida
a lui A are cel mai mic element (adicd, pentru orice B C A, B # ), 3min B € B).

Exemplul 5.3.2 a) (N, <) multime bine ordonata.

b) Daci (A, <) este bine ordonatd, atunci (A, <) este total ordonata. Invers nu e adevarat, de exemplu (R, <)
nu e bine ordonata, pentru cd de exemplu intervalul (0,1) nu are cel mai mic element. De asemenea, (Z, <) este
total ordonata dar nu e bine ordonata.

¢) Orice multime finitd total ordonata bine ordonata.

Intr-adevir, trebuie si ardtdm c¢& VB C A, B # @, 3 minB. Fie B C A, B # @. Deoarece A finita = B este
finita, deci fie B = {b1,bs,...,bn}. Deoarece (A, <) este total ordonata, rezultd cd orice doud elemente din A
(deci si din B) sunt comparabile. Comparam primele doud elemente ale lui B, pastram pe cel mai mic dintre ele,
si apoi il comparam cu al treilea element al lui B gi pastram pe cel mai mic dintre ele. Continuand, prin inductie,
dupa n pasi am gasit elementul min B.

Urmatoarea teorema arata ca pe multimile bine ordonate se poate aplica metoda inductiei matematice.

Teorema 5.3.3 (caracterizarea multimilor bine ordonate) Dacd (A, <) este o multime ordonatd nevidd,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) (A, <) este bine ordonatd,
(ii) A este total ordonatd, existd ap = min A i pentru orice B C A, dacd B satisface proprietdtile:
a) ap € B,
b) pentru oricea € A, {x e A|x<a}CB= aecB,
atunci B = A.
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Demonstratie. (i) = (ii) Presupunem ci (A, <) este bine ordonatia. Atunci A este total ordonaté, si exista
ao = min A. Presupunem ca a doua conditie din (ii) nu e adevarata, adica existd B C A, astfel incat au loc a) si
b) si B # A.

Deci A\ B # ) si din ipoteza existd x = min A \ B.  Aici x € A\ B, adicd x ¢ B. Mai departe Vy € A:y <
x =y € B (pentru ci dacd y € A\ B, atunci contrazice definitia lui x), deci {y € A |y < x} C B, gi de aici x € B,
conform lui b), ceea ce e o contradictie.

(ii) = (i) Presupunem ca (ii) este adevarat si presupunem prin absurd ci A nu e bine ordonaté, adicd exista
B C A,B # 0, care nu are cel mai mic element. Atunci

«) ap € A\ B, pentru ca daca ap = min A € B, atunci ap = min B, contradictie.

) Pentru orice a e A, {x e A|x<a}CA\B=aeA\B. Intr-adevir, dacd nu ar fi aga, atunci a € B, gi
deoarece A este total ordonata, elementele x mai mici ca a sunt in A \ B, deci obtinem ca a = min B, contradictie.

Din « si f deducem ca submultimea A \ B satisface ipotezele a) i b, si astfel A\ B = A, adicd B = 0,
contradictie. m

Corolar 5.3.4 Fie (A, <) o mulfime nevidd bine ordonatd, ag = min A gi fie P un predicat de o variabila definita
pe A. Presupunem ca

1. P(ag) este adevirat,
2. Pentru orice a € A, dacd P(x) este adevdrat pentru orice x < a, atunci P(a) este adevdrat.
Atunci P(a) este adevdrat pentru orice a € A.
Demonstratie. Fie
B ={a € A | P(a) este adevarat} C A,
care satisface ipotezele a) si b) ale teoremei precedente, deci B=A. ®

Exercitiul 98 a) Si se arate ca:

1) Dacd (A, <) este o multime bine ordonatd si f : A — A este o aplicatie strict crescitoare, atunci pentru
orice a € A avem a < f(a).

2) Intre doud multimi bine ordonate existi cel mult un izomorfism.

Urmitoarea teoremi generalizeazi Teorema la, cazul multimilor care nu sunt total ordonate.

Definitia 5.3.5 O multime ordonatd (A, <) se numesgte artiniand sau bine fondata daci satisface conditiile
echivalete de mai jos.
Notiunea duala este cea de multime noetheriana.

Teorema 5.3.6 (caracterizarea multimilor artiniene) Fie (A, <) o mulfime ordonata. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) (conditia minimalitatii) Orice submultime nevida B C A are elemente minimale.

(ii) (conditia inductivititii) Pentru orice B C A, dacd B satisface proprietdtile:

(1) B contine toate elementele minimale ale lui A;

(2) dacd a € A si{x € A|x < a} C B, atunci a € B,
atunci B = A.

(iii) (conditia lanturilor descrescitoare) Orice gir strict descrescdtor a3 > az > -+ > an > --- de
elemente din A este finit.

Demonstratie. (i)=(ii). Presupunem ci& B C A satisface conditiile (1) gi (2), dar B # A. Fie x € A\ B

un element minimal. Atunci x nu e minimal in A, pentru cd B contine toate elementele minimale ale lui. Din

minimalitatea lui x rezultd ca dacd y € A, y < x, atunci y € B. Atunci din (2) rezulta ca x € B, contradictie.
(ii)=(iii). Consideram multimea

B :={a € A | pentru orice gir finit a > a; >az >... }L

Daca a € A este un element minimal, atunci e evident, ca a € B. Fie b € A astfel incat orice x € A cu x < b
apartine lui B. Atunci avem b € B, deci B = A.

(iii)=(i). Presupunem cd B C A, B # (J, si c& B nu contine elemente minimale. Atunci pentru orice a; € B,
exista ap € B, ap < ay, si prin inductie construim un gir strict descrescator a7 > a; > --- > a, > ---, ceea ce
contrazice ipoteza. m

Exemplul 5.3.7 O multime total ordonata artiniana este bine ordonata. Dam cateva exemple de multimi arti-
niene care nu sunt bine ordonate.

1) Multimea (N,|) a numerelor naturale ordonata de relatia de divizibilitate.

2) Multimea (P¢(M), C) a submultimilor finite ale unei multimi M.

3) Multimea (N x N, <) a perechilor de numere naturale, unde (a,b) < (a’,b’) & a<a’sib<b’

4) Multimea MM a sirurilor finite de elemente din multimea M, unde s < s’ & s este subsir al sirului s’.
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5.4 Axioma alegerii

b

De multe ori in matematica ne intalnim cu propozitia: ,,alegem un element din multimea ...” sau mai precis:

(Ay) Pentru orice multime X # ) existd un element x € X, deci {x} C X.

Aceasta este cea mai simpld formulare a axiomei alegerii. La prima vedere, propozitia (Ag) pare evidenta,
pentru ca X # () inseamnd ci existd cel putin un element x € X. Se pune insd intrebarea ce inseamnd expresia
,,exista un element x € X”7. Sa dam doua exemple:

a) Fie f: [a,b] — R o functie continud astfel incat f(a) - f(b) < 0. Definim multimea

X ={x € la,b] ]| f(x) = 0}

Teorema lui Darboux aratd ca exista xo € [a,b] astfel incat f(xp) = 0. Una din demonstratiile teoremei da o
metoda care determind cea mai mica valoare xg € [a, b] astfel incat f(xo) = 0.
b) Fie P(x) polinom cu coeficienti complecsi. Considerdm multimea

X = {x | x numéar complex astfel ca P(x) = 0}.

Teorema lui Gauss-d’Alembert afirma ca multimea X este nevida si finitd, dar nicio demonstratie nu da o metoda
de a gasi radacinile unui polinom arbitrar. Teorema este una de existenta pura.

In aceste exemple, vedem cé expresia ,,existd un element x € X” are un sens restrans (se dd o metoda pentru
gasirea elementului x) si un sens larg.

5.4.1 Forma generala a axiomei alegerii este urmadatoarea:
(A) Fie F £ 0 o multime de muliimi nevide disjuncte doud cdte doud. Atunci existd o mulfime A cu
urmatoarele proprietati:

(1) Ac|JX;

XeF
(2) pentru orice X € F, A(\X contine exact un element.

Multimea A se numegte multime selectiva pentru F. Observam ca (Ao) este caz particular al lui (A).

Axioma alegerii a fost formulatd de Ernst Zermelo in 1904. Ea este independenta de celelalte axiome, si are
diferite formulari echivalente, dupa cum vom vedea mai jos. Considerand teoria multimilor fira axioma alegerii
si privind aceast enunt ca o formuld inchisa, Kurt Gédel a construit un model pentru teoria multimilor in care
axioma alegerii este adevaratd. Pe de altd parte, Paul Cohen a construit in 1963 un alt model pentru teoria
multimilor in care axioma alegerii nu este adevarata. Altfel spus, teoria multimilor fara axioma alegerii este
nedecidabila.

Multe rezultate din matematica folosesc efectiv axioma alegerii, adica nu s-au descoperit demonstratii care sa
nu facd apel la ea. Deoarece axioma alegerii duce la unele rezultate surprinzatoare (de exemplu, paradoxurile lui
Hausdorff, Banach-Tarski, von Neumann), existd in matematicd orientari filozofice ,,constructiviste” care evita
utilizarea ei.

Teorema 5.4.2 Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Azioma alegerii (A).
2) Pentru orice mulfime nevidd F de multimi nevide existd o functie f: F — U X astfel incat f(X) € X pentru

XeF
orice X € F.

3) Pentru orice multime X # () existd o functie T : P(X) \ {0} — X astfel incdt pentru orice A € P(X) \ {0},
f(A) € A (f se numeste functie selectiva).

4) Dacd (Xi)ie1 este o familie de multimi astfel incat 1#£ 0 si Xi # 0 pentru orice 1 € 1, atunci produsul direct
[ [ic1 Xi este nevid (adica, evista o functie f: 1 — ;o Xi astfel incat pentru orice i € I avem (i) € X;).

5) (Lema lui Zorn) Fie (A, <) o multime nevidd ordonatd. Dacd orice lant (submultime total ordonatd)
L C A are majorant, atunci pentru orice a € A exista un element mazimal m € A astfel ca a < m.

6) (Axioma lui Hausdorff) Dacd (A, <) este o multime ordonatd si L C A este un lang, atunci existd un
lant mazimal L' C A astfel ca L C L',

7) (Teorema lui Zermelo) Pentru orice multime A, existd o relatie de ordine ,,<” astfel ca (A,<) este
multime bine ordonatd.

8) Orice functie surjectivd are cel putin o sectiune (inversd la dreapta).

Exercitiul 99 Fie A o multime si consideram multimea ordonata (O(A), C) a relatiilor de ordine pe A. Folosind
lema lui Zorn, sa se demonstreze:

a) p este element maximal al lui O(A) dac& si numai daci p este ordonare totali.

b) Pentru orice p € O(A) exista o ordonare totald p € O(A) astfel incat p C p.



5.4 Axioma alegerii 49

Exercitiul 100 Spunem ca o multime F de multimi este de caracter finit daca satisface urmatoarea proprietate:
(*) Daca A este o multime, atunci A € ¥, daca gi numai daca orice submultime finita a lui A apartine lui F.
Folosind lema lui Zorn, sa se demonstreze:

a) Daca F este de caracter finit si A € F, atunci orice submultime a lui A apartine lui F
b) (Lema lui Tukey) Orice multime nevidd F de multimi de caracter finit are cel putin un element maximal
relativ la incluziune.



Capitolul 6

LATICI SI ALGEBRE BOOLE

6.1 Laticea ca structura algebrica

In capitolul anterior am definit laticea ca fiind o multime ordonata cu proprietati aditionale. Existenta infimumului
si a supremumului a oricarei perechi de elemente permite definirea a doua operatii pe multimea respectiva.

Definitia 6.1.1 a) Structura algebrica (A,/\,V) cu doud operatii binare ,,/\” si ,,V” se numeste latice, daca
sunt satisfacute axiomele:

1. ambele operatii sunt asociative,
2. ambele operatii sunt comutative,
3. pentru orice x,y € A avem x A\ (x Vy) =x i xV (x A\y) = x (absorbtie).

b) Spunem ca A are element unitate 1, daca 1 este element neutru fata de /\, adicd x /A 1 = x pentru orice
X € A. Spunem ca A are element nul 0, daca 0 este element neutru fatd de V, adica x V 0 = x pentru orice
x € A.

b) Fie (A,/\,V) i (A’,/\,V) latici. Functia f: A — A’ se numegte morfism de latici dacd pentru orice
a,b € A avem

flaVb) =f(a)V f(b), fla Ab) = f(a) A f(b).
Mai departe, f este izomorfism de latici, daca este morfism bijectiv de latici.
Teorema 6.1.2 a) Daca multimea ordonata (A, <) este o latice, atunci operatiile
a A'b = inf{a, b}, aVb=sup{a,b}, Va,beA

definesc pe mulfimea A o structurd de latice (A,/\,\V).
b) Invers, dacd structura algebrica (A,/\,V) este o latice, atunci relafia

a<b&=aAb=a VabeA

definita pe multimea A este o relatia de ordine astfel incat (A, <) este latice; mai mult, pentru orice a,b € A
avem

aVb =sup{a,b}, aAb=inf{a,b}.

Demonstratie. a) Comutativitatea operatiilor A gi V este evidentd din definitie. Demonstram ci V este
asociativa: fiex = (aVb)Vey=aV (bVe). AvemaVb<x,c<x=a<x,b<x,c<x=a<x,bVe<
x= aV (bVc) <x, de unde y < x. Analog obtinem cd x <y, deci x =y.

Fie acum v = aV (a/Ab). De aici a < v, pe de altd parte aAb<aq,a<a=— aV(aAb)<a=—=v<a=—
v=a.

b) Observam ca avem

(%) aVb=b& aAb=a.

Intr-adevir, pe baza proprietatii de absorbtie, avem aVb =b = a = a/A (aV b) = a /A b; mai departe,
aAb=a=b=bV(bAa)=bV(aAb)=bVa=aVb.
50
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Mai departe, sa observam ca cele doua operatii sunt idempotente, adica avem
(%) aVa=aANAa=a.

intr—adevér, pe baza proprietatii de absorbtie, pentru orice a € A avem a = a /A (aV a) si apoi aV a =
aV(a/A(aV a)) =a. Analog se verifica proprietatea duala.

Aratam ca < este relatie de ordine. Am vazut cd aV a = a, de unde a < a, deci relatia este reflexiva.

Antisimetria: fie a < b,b < a. Rezulta cda aVb=b,bVa=a= a=b.

Tranzitivitatea: pentru orice a,b,c € Aavema <b,b<c= aVb=b,bVc=c= aVc=aV(bVc)=
(aVb)Ve=bVec=c=a<c.

Aratam ca aV'b = sup{a, b}. Intr-adevir, putem scrie aV (aVb) = (aVa)Vb=aVb, de unde a < a\V b;
analog avem b < a Vb, deci a Vb este majoranta a lui a si b. Daca ¢ este o majoranta, adicd a < ¢,b < c,
atunci aVe=c,bVec=c= (aVb)Vc=aV(bVc)=aVc= aVb<c, deci aVb este cea mai mica
majoranta.

Egalitatea a /A'b = inf{a, b} rezulta din (*). =

Exemplul 6.1.3 1) (N, /\,V) este o latice cu element nul gi element unitate, unde x Ay = (x,y), este cel mai
mare divizor comun al lui x §i y, iar x V y = [x,y] este cel mai mic multiplu comun al lui x si y. Elementul nul
este numarul natural 1, deoarece x V' 1 = [x, 1] = x pentru orice x. Elementul unitate este numéarul natural 0,
deoarece x /A0 = (x,0) = x pentru orice x. Aceasta latice corespunde mul{imii ordonate (N, |).

2) Dacd M este o multime, atunci (P(M), N, U) este o latice cu element nul i element unitate. Elementul nul
este multimea vid& (), iar elementul unitate este M. Aceastd latice corespunde multimii ordonate (P(M), C).

Exercitiul 101 Sa se arate ca:
a) Daca f: A — B, atunci f* : P(B) — P(A), f*(Y) = f~1(Y) este morfism de latici.
b) Functia f, : P(A) — P(B), f.(X) = f(X) este morfism de latici daca si numai daca f este injectiva.

Exercitiul 102 Fie multimile A ={1,2,3} si B ={d > 0| d|30}. S& se determine toate izomorfismele de latici
f:(P(A),S) = (B, ).

Exercitiul 103 Fie (A, <,/A\, V) si (B, <,/\, V) doua latici si fie f : A — B o functie. S& se arate ca:
a) Daca f este morfism de latici, atunci f este crescitor.
b) Afirmatia reciprocd nu e adevarata, adica existd functii crescitoare care nu sunt morfisme de latici.
c¢) Daca A este total ordonata si f este crescator, atunci f este morfism de latici.
d) Daci f este morfism bijectiv de latici, atunci f~' : B — A este de asemenea morfism de latici.
e) f este izomorfism de latici < f este izomorfism de ordine.

Definitia 6.1.4 a) Laticea (A, /\,V) este distributiva, daca pentru orice a,b,c € A,
(aVb)Ac=(aAc)V(bAc).
b) Laticea (A, /\,V) este modulara, dacd pentru orice a,b,c € A,
a<c=aV(bAc)=(aVb)Ac.

Observatii 6.1.5 1) Se poate arita ci laticea (A, /\, V) este distributivd dacé gi numai daca pentru orice a, b, c €
A, (aAb)Ve=(aVc)A(bVe)

2) Laticile din exemplele de mai sus sunt distributive.

3) Orice latice distributiva este modulara. intr—adevér, pentru orice a,b,c € A;a < ¢, avem aV ¢ = ¢ si
aV(bAc)=(aVb)A(aVc)=(aVDb)Ac.

Afirmatia reciproca nu este adevarata, exista latici modulare, care nu sunt distributive.

Exercitiul 104 Sa se demonstreze :

a) In laticea (A, \,ZW)avem a<a’,b<b’' = aVb<a' Vb siaAb<a Ab’.

b) Latice (A, /\,V) este distributiva daca si numai daca pentru orice a,b,c € A avem (aAb)Ve=(aVec)A
(bVe)

c¢) Daca A este distributiva, atunci pentru orice a,b,c € A avem

aVe=bVe, aANc=bAc=a=b.
d) Daca A este modulara, atunci pentru orice a,b,c € A avem

a<b,aVc=bVc, aNc=bAc=a=hb.
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e) Laticea (1) nu e modulara (deci nici distributiva); laticea (2) este modulara, dar nu e distributiva:

(M ! (2)

0

Exercitiul 105 Sa se arate ca :
a) Daci (A, <) este total ordonatd, atunci A este latice distributiva.
b) (N,]|) este latice distributiva.

6.2 Latici Boole si inele Boole

Definitia 6.2.1 Laticea A se numeste latice Boole (sau algebra Boole) dacia A este distributiva, exista cel
mai mic element 0 = min A, exista cel mai mare element 1 = max A si pentru orice a € A exista un complement
a’ € A astfel incat aAa’ =0sgi aV a’ =1. Vom nota aceastd structurd algebrica prin (A,V,/A\,0,1,7).

Exemplul 6.2.2 (P(M),N,U) este latice Boole, unde min P(M) = ), maxP(M) = M, iar complementul lui
X C M este CyX =M\ X.

Teorema 6.2.3 Daca A este o latice Boole, atunci
a) Pentru orice a € A existd un unic complement a’ € A astfel incit aNa’' =0 giaVa' =1.
b)0'=1, 1"=0, (a') =agq,
¢) Pentru orice a,b € A,

(aAb) =a’' Vb’ (aVb) =a"Ab’
(formulele lui de Morgan).
Demonstratie. a) Daci aVa’'=aVa=1giaNa"=aAa=0, atunci
a'=d'Vo=dV(aAa)=(a’'Va)A(a'Va) =
=(aVa)A(a’Va)=aV(aAad)=aV0o=a.

b) Avem 0V 1=1, 0A1=0,deci 0’ =15gi 1" =0. Mai departe, a’ ANa=0, a’Va=1,dec (a/) = a.
¢) (aVDB)V(a'Ab)=(aVdVa)A(aVDIVD)=TVD)A(IVa)=TAT=1gi (aVDb)A(a'Ab’) =
(aNd AD )V (BAd AD)=0V0=0,deci (aVDb) =a’/Ab’; analog se aratd c& (aAb)' =a’'VDb'. =

2

Definitia 6.2.4 Inelul asociativ cu unitate (A,+,-) se numeste inel Boole dacd x~ = x pentru orice x € A

(adica orice element al lui A este idempotent).

Teorema 6.2.5 Dacd (A,+,-) este un inel Boole, atunci
a) 1+1=0 (deci x +x =0 pentru orice x € A).
b) A este comutativ.

Demonstratie. a) 1+1=(1+1)2=1+1+1+1,deci 1 +1=0.
b) Daci x,y € A, atunci

xX+y= (x+y)2 :x2+xy +yx+y2 =x+yY+xy +yx,

deci xy = —yx; deoarece 1 = —1, rezulta cd xy =yx. m

Urmaétoarea teoremé descoperitd de Marshall H. Stone (1903 — 1989) spune ci notiunile de latice Boole si de
inel Boole sunt echivalente.
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Teorema 6.2.6 (Stone) a) Fie (A,V,/\;0,1,) o latice Boole si definim operatiile:

a+b=(aAb)V(a’Ab)=(aVDb)A(a' VD)
a-b=aAb.

Atunci (A, +,-) este inel Boole cu element nul 0 $i element unitate 1.
b) Fie (A,+,+,0,1) un inel Boole si definim operatiile:

aVb=a+b+ ab, a/Ab = ab.

Atunci (A, V,-) este latice Boole, in care a’ =1+ a, minA =0 si maxA = 1.

c) Corespondentele definite de a) gi b) sunt inverse una alteia.

d) Dacd f : A — A’ este un morfism de latici Boole, atunci f este si morfism de inele Boole, iar dacd
g: B — B’ este un morfism de inele Boole, atunci g este gi morfism de latici Boole.

Demonstratie. a) Evident, ,,4” este comutativ. Daci a,b,c € A, atunci

+(b+c) = IV (@' Afb+e)) =
)V AV (& ABACY (6 Acl) =
//\(

Ac) )V (e’ AbAc )V (a’ Ab'Ac) =

b+c)
(bAc’
b/\c)
b'Ve)A(BV))V (A" AbAC)V (a’ Ab' Ac) =
b’'Ac )V (aAbAc)V (a’AbAC )V (a' Ab' Ac).

(aA(
= (a/N(
= (a/(
=(aN
=(aN

Rezultd ca (a+b) +c¢ + (a+b) =a+ (b+c); mai departe

a+0=(aN0)
a+a=(aAda’)

V({a’AN0)=aV0=a
Via"Aa)=0V0=0,
deci —a = a pentru orice a € A

Operatia ,,-” este comutativi si asociativa, a-1=a/A1=a, a?

= a/\ a = q; verificam distributivitatea:

alb+c)=aA((b’Ac)V (bAC)) =
a/Ab'Ac)V(aAbAc)

= (
ab+ac=((aAb)A(aAc))V ((aAb) AlaAc)) =
=(abA(a’'Vc))V((a"Vb)AaAc) =
=(aAbAd)V(aAbAC)V(a’ANaAc)V (b ' ANaAc) =
=(a@aAbA)V (b ANaAc);

rezultd ca (A, +,-,0,1) este inel Boole.

b) Se arata usgor ci ,,V’ i ,,/\” sunt comutative si asociative, au loc proprietitile de distributivitate si si
absorbtie, si pentru orice a € A, aV0 == a+0+a-0 = a; aAl = a-1 = a; aA(1+a) = a(1+a) = a+a? = a+a =0
siaV(l+a)=a+T+a+a(l+a)=1+a+a’?=1.

¢) Fie (A,V,/\,0,1,') o latice Boole, (A, +,-,0,1) inelul Boole corespunzitor, si fie aUb = a+b+ab, anb =
a-b, a=a+1. Atunci se aratd ca aUb=aVb, anb=aAbsia =a.

Invers, fie (A, +,-,0,1) un inel Boole, (A,V,/\,0,1,’) laticea Boole corespunzatoare, si fie a®b = (a/Ab’)V
(a’Ab)y, a®@b=aAb. Atuncia®b=a+bsia®b=ab.

d) Afirmatia referitoare la morfisme este lasatd pe seama cititorului. ®

Exemplul 6.2.7 1) (Z,,+,-) este un inel Boole, iar laticea Boole corespunzétoare este datd de

IVARR ) Al 0 T !
0] 0 1 0] 0 0 0] 1
7T 1 710 17 T 0

2) A (P(M),U,n, B, M, () este o latice Boole careia ii corespunde inelul Boole (P(M),A,N), unde AAB =
(A\B)U (B\ A) este diferenta simetrica a lui A si B.

Exercitiul 106 a) Daca By,...,B;, sunt inele Boole, atunci By x --- x B;, este inel Boole.
b) Daci M o multime si B este un inel Boole, atunci BM = Hom(M, B) este inel Boole.
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Exercitiul 107 a) Sa se completeze demonstratia teoremei lui Stone.
b) Daca A este o latice Boole i a,b € A, atunci

a<be=bv <ad & aAb =0 d' Vb=1.

Exercitiul 108 Folosind structura de inel Boole a lui P(U), sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii, unde
A,B,C € P(U) sunt date, iar X € P(U) este necunoscuta:

a) ANX=B,AuX=C.

b) A\X =B, X\A=C.

Exercitiul 109 Sa se demonstreze ca functiile de mai jos sunt izomorfisme de inele Boole:
a) P(M) = ZM, X xx (unde xx este functia caracteristica a lui X).
b) P(IMUN) ~ P(M) x P(N), daca M NN = 2.
c) Daca N C M, atunci P(N) < P(M) si P(M)/P(N) ~ P(CN).

Exercitiul 110 Fie A este un inel comutativ. Notdm Idemp(A) :={e € A | e = e} multimea idempotentilor lui
A. Pentru orice e, f € Idemp(A) definim e & f = e + f — 2ef.

a) Sa se arate cd (Idemp(A),®,-) este un inel Boole.

b) S& se intocmeasca diagrama Hasse a laticii Boole (Idemp(A),V,A), dacd A = Zy4, respectiv A = Zjso0.

6.3 Algebra Lyndenbaum—Tarski

Logica propozitiilor furnizeaza un exemplu important de latice Boole.

Definitia 6.3.1 a) Fie F multimea formulelor propozitionale peste o multime data de formule atomice. Con-
sideram structura algebrica (F,/\,V, 7). In Capitolul 1 am definit pe F relatiile ,,=” (rezultd) respectiv ,,&”
(echivalent). Este evident ci = este o relatie de preordine, in timp ce &= (= N =7") este o relatie de echivalenta
pe F, compatibila cu operatiile /A, V si ~
b) Construim multimea factor F = F/ &, deci F ={A | A € F}, unde
A={A"eFIA& A
Pe multimea ¥ definim operatiile

ANB=AAB, AVBE=AVB, A=A.

Aceste definitii nu depind de alegerea reprezentantilor.
¢) Clasa tautologiilor se noteaza cu 1, iar clasa contradictiilor cu 0. Deci avem

1 ={A € F| A tautologie}, 0 ={A € F| A contradictie}.

d) Conform Teoremei pe multimea factor F se poate defini o relatie de ordine prin A = B daci si numai
daca A = B.

Demonstratia urmatoarei teoreme este lasata cititorului.

Teorema 6.3.2 a) Structura algebrica (F,A,V, 7,0,1) este o latice Boole.
b) Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
()A=8B;, (G)AAB=A; (i) AVB=8.

Structura algebrica (f‘\F, A,V 7,0, 1) se numeste algebra Lyndenbaum—Tarski. Teorema de mai sus da posibili-
tatea utilizarii metodelor algebrei in logica matematica.

Exercitiul 111 a) Sa se arate ca relatiile ,,=” si ,,&” sunt compatibile cu operatiile A, V i ~
b) Sa se demonstreze Teoremam

6.4 Formule si functii Boole. Forme normale

Fie B o multime finita.

Definitia 6.4.1 a) Numim formule (polinoame) Boole (peste B) sirurile de simboluri construite astfel:

1. Daca x € B, atunci x este formula Boole;
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2. Daca x,y sunt formule Boole, atunci urmatoarele sirurile de simboluri sunt formule Boole
(xVy), (xAy), st (x);

3. Nu existd alte formule Boole in afara celor construite la (1) si (2).

b) Daca x este o formula Boole, atunci duala lui x (notatie: x*) se obtine schimbénd intre ele simbolurile ,,/\”
§1 ’7\/” N

¢) Vom folosi uneori gi simbolurile ,,—” si ,,«3”, dar acestea se reduc la cele de mai sus conform formulelor
cunoscute deja din logica propozitiilor.

Observatii 6.4.2 a) Presupunem cé B este chiar o latice Boole, deci daci x este o formula Boole peste B, atunci
lui x 1i corespunde un unic element din B, pe care il notam tot x. Deoarece axiomele laticii Boole sunt simetrice
rezulta imediat principiul dualitatii:

(%) Daca x siy sunt formule Boole si x =y in B, atunci avem gi egalitatea x* =y* in B.

b) O formulad Boole se poate transforma in multe alte formule echivalente folosind axiomele laticii Boole.
Exista insa cateva formule mai importante, numite forme normale.

Introducem Intai cateva notatii:

x, daca a=1,

e Dacd v € V={0, 1}, fie x* = y
X, daca o =0.

e Dacd o= (0t1,...,0n) € V™, atunci formulele
X1 X2 [0 4 : X1 X2 X
XTTAXSTZE A AR sl XTI VXSV VX

se numesc conjunctii elementare, respectiv disjunctii elementare .

Definitia 6.4.3 a) Daci cy,...,cy,n sunt conjunctii elementare, atunci formula \/111 ck se numeste forma nor-
mala disjunctiva.
b) Daci dy,..., dn, disjunctii elementare, atunci formula /\1“:] dk se numeste forma normald conjunctiva.

Nu e greu de demonstrat ca orice formuld Boole are o forma normala disjunctivd (conjunctiva) echivalenta cu
ea. Aceste forme normale nu sunt unice.

Exemplul 6.4.4 Consideram formula X1 — (x1 /A x2) i o aducem la forma normala disjunctiva respectiv con-
Junctiva:

X1 = (x1 Ax2) =x1 V (x1 Ax2) =x1 V (x1 Ax2) =x1 =
= (X] \/X])/\(X] \/Xz) =X1 A(X] \/Xz).

Definitia 6.4.5 a) Considerdm acum laticea Boole B =V ={0, 1}. Daca x = x(x1,...,%) este o formuld Boole,
atunci atribuind valori x; € V, formulei x ii corespunde o unica functie x : V" — V. O functie obtinuta in acest
fel se numeste functie Boole.
b) Fie f: V* — V o functie si definim multimile T¢ (true) si F¢ (false) astfel:
T¢ :{“: (thnwan) evnh ‘ f(cxh'-'a(xn) = ]}a
Fr={ax=1(t1,...,0tn) € V" | f(at1,..., 1) = O}

In continuare aratam ca orice formula Boole are forma normala disjunctiva sau conjunctiva speciala, pe care
o numim perfectd. Obtinem de asemenea ca orice functie f: V™ — V este o functie Boole.

Teorema 6.4.6 Fie f: V" — V o functie Boole.
1) Dacd Ts # 0, atunci

f(X1y.0eyXn) = \/ /\xf“.

xeTy i=1

2) Dacd F¢ # 0, atunci

f(X1y.00yXn) = /\ \/xf"‘.

«€F;i=1
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Demonstratie. 1) Dacd («1,..., ) € T, atunci f(aq,...,aq) = 1si AiL; & = 1; daci (B1,...,Bn) #
(0t1y. ..y 0n), atunci Ai_; B =1, deoarece B = 0 dacd P # o; rezultd cd Ve, Al x{ =1,

Tnvers, dacd \/ o, Ai_; X{" = 1, atunci existd « € Tr, astfel incat A{_; x{* =1, deci x{" = 1 pentru orice
i=1,...,n. Rezultd ca x; = o, i =1,...,m, deci (X1y...,%Xn) = (X1,...,0n) € Tp g1 f(x1,...,%n) = 1.

Analog se demonstreaza 2). =

Definitia 6.4.7 Formula de la punctul 1) (respectiv 2)) se numeste normalad disjunctiva perfecta (FNDP)
(respectiv normald conjunctiva perfecta (FNCP) ).
Sa retinem ca functia constantd 0 nu are FNDP, iar functia constantd 1 nu are FNCP.

Exemplul 6.4.8 Fie f(xq,%x2) = X1 — x3; atunci avem Ty = {(0,0), (0, 1), (1, 1)} si Fr ={(1,0)}, deci
f(x1,x2) = (x? /\xg) Vv (x? /\x}) Vv (x} /\x;) = (X1 AX2)V (%1 Ax2) V (x1 Ax2); (FNDP)
f(x1,x2) = x1 \/xg =xX1 Vxa. (FNCP)

Exercitiul 112 Sa se arate ca f(xq,x2) = %1 Axy — (X1 V X32) este egala cu functia constanta 1, folosind:
a) tabele de adevir ;  b) inele Boole.

Exercitiul 113 Sa se determine FNDP gi FNCP pentru f(x1,%x2,x3) = X1 — (x2 A X3).

Exercitiul 114 Fie f: V3 — V astfel incat Ty = {(1,1,1),(1,1,0), (1,0, 1), (1,0,0)}.
a) Sa se determine FNDP gi FNCP pentru f(x7,x2,%x3).
b) Sa se arate ca f(x1,x2,X3) = X1.
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MULTIMI DE NUMERE

7.1 Multimea numerelor naturale

7.1.1 Axiomele lui Peano

Definitia 7.1.1 Axioma infinitului spune ci existd o multime y astfel incat ) € y si x € y, x™ € y, unde
xT =xU{x}.
Fie A clasa multilor satisfacand proprietatea de mai sus, numita clasa multimilor inductive, adica

A={A|0€A; daci x € A, atunci x* € A}.

Avem ca [ A este multime, care se numegte multimea numerelor naturale. Notatii: N, 0:=0, 1:= 0" = {0},
2:=1"={0,1}, 3:= 2" ={0,1,2},.... Elementul s(n) = n" se numeste succesorul lui n. Notdm prin mai
departe N* = N\ {0}.

Teorema 7.1.2 (Axiomele lui Peano) Tripletul format din mulfimea numerelor naturale N, elementul 0 si
functia succesor s : N — N satisface axiomele lui Peano:

1) 0 eN.

2) Dacan € N, atunci nt € N (adicd s este bine definita).

3) (Principiul inductiei matematice) Dacd S C N, 0€ S sine S, nt € S, atunci S = N (adicd orice
submultime inductiva a lui N coincide cu N).

4) Daca n € N, atunci n™ # 0.

5) Daca n,m € N, atunci din n* = m™" rezultd n = m.

Demonstratie. 1), 2) si 3) sunt imediate din definitia lui N. Pentru 4) vedem c& n™ este nevida.

Pentru 5) este suficient de aritat ci pentru orice n € N avem Un' = n. Este evident c& n C Unt. Invers,
dacd x € Un™, atunci x € n, sau existd y € n astfel ca x € y. Dacd ardtdm cd din y € n rezultd y= C n, atunci
am terminat. Fie

S=nlmeN)Avy(lyen)— [y~ Cn))k

Evident S C N, 0 € S si daci n € S, atunci n™ = nU{n} € S. Intr-adevir, din y € n* avem y € n sau y = n.
Daca y € n, atunci din n € S obtinem y* C n C n', iar dacd y = n, atunci evident y* = n". Folosind 3) vedem
caS=N. m

Observatii 7.1.3 a) Observam c& n # nt, deoarece axioma regularititii exclude anomalia n € n.

b) Folosind principiul inductiei matematice vedem usor ci orice numéir natural nenul este succesorul unui
numar natural, adicad Vn € N*, I3m € N astfel ca n = m™.

¢) Axiomele 2), 4) si 5) respectiv observatia de mai sus spun ca functia succesor

s:N— N, s(n) =nt
este bine definita, este injectiva, dar nu este surjectiva, pentru ca avem Ims = N*,

d) Am vizut cd y € n implicd y* C n, adicd y C n. Si invers este adevarat: dacd y C n, atunci y € n.
Intr-adevar, consideram multimea

S={nlmeN)AVY(lycn)—(yen)h

Evident, S € N, 0 € S, deci este suficient de aratat ca daca n € S, atunci n™ =nu{n} € S. Fien € S si
ycnt =nu{n}. Dacd n €y, atunci n™ C y, ceea ce contrazice y C n*. Deci n ¢ y, adici y C n. Avem doua
cazuri: daci y C n, atunci din faptul c& n € S obtinem y € n C n*; daci y = n, atunci evident y € n'*.

57
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e) Dacd n € N, atunci n C N. intr—adevér, fieS={n|neNAnCN}. Evident, 0 € S si daca n € S, atunci
nt=nu{n}es.

Urmatoarea teoremé creeazi posibilitatea definitiilor recursive (inductive).

Teorema 7.1.4 (Teorema recurentei) Dacd X este o multime, a € X un element fixat i f: X — X o functie,
atunci existd o unicd functie w: N — X astfel incdt w(0) = a si w(nt) = f(u(n)) pentru orice n € N.

Demonstratie. Consideram relatiile p € N x X gi definim clasa
C={plpCNxX; (0,a) € p; daci (n,x) € p, atunci (n*,f(x)) € p}.

Deoarece C nevida (cici N x X € C), rezultd cd u := [ C este o relatie satisfdcand proprietitile de mai sus. Este
suficient de ardtat ca u este functie, adica pentru orice n € N exista unic x € X astfel incat (n,x) € u. Fie

S=meN|IxeX:(nx) euh.

Vom ardta cad 0 € Sgsin € S, nt € S, de unde din principiul inductiei matematice rezultd cd S = N, adicd u este
functie.

Daca presupunem ca 0 ¢ S, atunci ar exista b # a in X astfel incat (0,b) € u. Dar atunci avem u\{(0,b)} € C,
contradictie.

Fie acum n € S gi aratdm cd nt € S. Deoarece n € S, existd unic x € X astfel ca (n,x) € u, dar atunci
(n",f(x)) € u. Presupunem acum c& existd y # f(x) in X astfel ca (n*,y) € u. Atunci u\{(n*,y)} € C,
contradictie. Rezulta pe de o parte ca (0, a) € u\{(n'*,y)}, iar pe de alta parte daci (m,t) € u\{(nt,y)}, atunci
(m*,f(t)) € u\{(nt,y)}, pentru ca (m*,f(t)) = (nT,y), m =n, deci t = x, adica f(t) = f(x) =y, ceea ce e
imposibil (deoarece f(x) #y). ®

Corolarul de mai jos spune ca axiomele lui Peano determina tripletul (N, 0,s) in mod unic, abstractie facand
de un unic izomorfism.

Corolar 7.1.5 Dacd tripletul (N’,0',s’) satisface axiomele lui Peano, atunci este izomorf cu tripletul (N,0,s),
adicd existd o unicd functie w: N — N’ care satisface proprietdtile:
(1) u(0) =07, (2) uos=s'ou, (3) u este bijectiv.

Exercitiul 115 S& se demonstreze Corolarul [7.1.5]

7.1.2 Operatii si relatia de ordine pe multimea numerelor naturale

Definitia 7.1.6 (operatii cu numere naturale) a) Pe baza teoremei recurentei, pentru orice m € N exista
unic s,y : N — N astfel incit s, (0) = m si sm(M™) = s(sim(n)) = (sim(n))* pentru orice n € N. Valoarea sy (n)
se numegte suma lui m gi n, i notdm s, (n) = m + n. Deci adunarea numerelor naturale se definegte inductiv
prin

m+0=m, m+s(n)=s(m+mn).

S& observam ci s(n) =t =n+1.

b) Pe baza teoremei recurentei, pentru orice m € N existd unic pyn : N — N astfel incat py,(0) = 0
si pm(MT) = pm(n) + m pentru orice n € N. Valoarea p(n) se numeste produsul lui m si n, gi notam
Pm(n) = mn. Deci inmultirea numerelor naturale se definegte inductiv prin

m-0=0, ms(n) = mn -+ m.
S& observam can-1=mn.

Teorema 7.1.7 (proprietitile de baza ale operatiilor) Dacd m,n,p € N, atunci
Hm+n)+p=m+ n+p);
2)m+0=0+m;
3)
) m+n=n+m;
) Dacd m+p =n+p, atunci m =n. In particular, dacd m + P =m, atunci p =0.
) Daca m+n =0, atunci m =n = 0;
) (Trihotomie) Din urmdtoarele trei afirmatii exact una este adevdratd:
(i) m=n, (ii) Ip € N* astfel incit m=n+p, (iii) Ip € N* astfel incit n = m+ p;
8) (m+n)p =mp +np; p(m+n) =pm+pn;
9) m(np) = (mn)p;
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10) 0 - 0;

1) 1-m=m;

12) mn =nm;

13) Daca mn =0, atunci m =0 sau n = 0;
14) Daca mp =np si p # 0, atunci m =n;
15) Daca mn =1, atunci m=n=1.
Exercitiul 116 Si se demonstreze Teorema

Definitia 7.1.8 (ordonarea numerelor naturale) Fie m,n € N. Spunem ci m este mai mic decat n,
notatie m < m, daca exista p € N* astfel incit m +p = n. Daca m = n sau m < n, atunci spunem ca m mai
mic decat sau egal cu n si notam m < n.

Propozitia 7.1.9 (caracterizarea relatiei ,,<”) Pentru orice numere naturale m gi 1 urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:
(i) m<mn; (ii) m € n; (iii) m C n.

Demonstratie. Am vazut ci men & m Cn. Aratam ca m <n = m € n. Fie
S=n|neN)AVm((m<n)— (men))}

Evident 0 € S, deci prin inductie este suficient de ardtat cin e S=n’eS. Intr-adevir, daci n € S sim<n/,
atunci existd p € N* astfel ca n™ = m + p, adici n™ = m + 1", unde p = r*. Dar atunci n* = (m + )™, deci
n=m+r1,deunde m <n. Daci m <1, atunci din n € S rezulti m € n C n", deci m € NT. Daci m = n,
atunci evident m € n't.

Aratdm ca m € n = m < n. Fie

S=nineN)AVMm((men) = (m<n))}h

Evident 0 € S, deci prin inductie este suficient de aritat ci n € S = n’ € S. Intr-adevir, dacin € S si m € n’/,
atuncim e nsaum=mn. Daci me€n, atuncidinn € Savem m<n<n* =n+1, deci m <nt. Dacdi m =n,
atunci evident m<nt=n+1. =

Teorema 7.1.10 (proprietatile de baza ale relatiei de ordine) Fie m,n,p € N. Atunci

1) ,,<7” este relatie de ordine totald;

2) 0 <mn;

3) Dacan # 0, atunci 1 <n;

4) m < n dacd i numai dacd mt < n;

5) m <n dacd gt numai dacd m < n't;

6) Nu emsta n € N astfel incat m <n <mt;
7) (N, <) este bine ordonata;

8) (pr1n01p1u1 inductiei matematice, varianta 2: inductie completd sau tare) Dacd P(n) este un

predicat pe mulfimea numerelor naturale astfel ca P(0) este adevdrat si P(k) adevdrat pentru orice k < n, atunci
si P(n) este adevarat;

9) Dacd m <n, atunci m+p <n-+p;

10) Daca m <n gi p # 0, atunci mp < np

11) (axioma lui Arhimede) Dacd m € N gi n € N*, atunci exista p € N astfel incat pn > m;

12) (teorema impartirii cu rest) Daca m € N gin € N*, atunci ezista unic q,r € N astfel incat m = nq+r
§iT <M.

Demonstratie. 7) Presupunem ci (N, <) nu e bine ordonata, adica existd o submul{ime A # ) care nu are cel
mai mic element. Fie S multimea minorantilor stricti ai lui A, adica

S=meN|n<aVaeAl
Atunci evident 0 € S, deoarece A nu are cel mai mic element. Daci n € S, atunci n™ < a pentru orice a € A.
Dar n* ¢ A (deoarece in caz contrar ar fi cel mai mic element din A), deci nt < a pentru orice a € A, adici

n* € S. Prin inductie rezulti c& S =N, deci A = (), contradictie. ®

Exercitiul 117 Si se demonstreze Teorema [7.1.10]
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7.1.3 Sistemul formal al aritmeticii. Teorema lui Godel de incompletitudine

Din punctul de vedere al logicii predicatelor, axiomele lui Peano, respectiv definitiile adunarii si inmultire se pot
scrie ca formule inchise in limbajul Ly introdus in Exemplul Amintim ca limbajul Ly foloseste, in afara de
simbolurile logicii, simbolul de constanta 0 si trei simboluri de functii: s de o variabila, adunarea ,,+” de doua
variabile gi inmultirea ,,-” de doud variabile. Axiomele lui Peano sunt:

(N1) Daca ¢ este o formula in Ly, atunci (@ /\Vy( — ‘Ps )) — Vx .

Aici o3, ©y» (p’s‘(y) inseamna cd in @, variabila x se inlocuiegte cu expresiile 0, y, s(y), respectiv.

x) #0)
iy ((s(x) = s(y)) = (x =)

N2
N3
Vx(x +0=x)

N5) Vxvy(x +s(y) = s(x +y))

Vx(x-0=0)

(
(
(N4
(
(N6
(

) v
)
)
)
)
)

N7) ¥xVy(xs(y) =xy +x)

Conform definitiei ,,teoriei” date in paragraful putem spune ci teoria numerelor (aritmetica) este
multimea formulelor inchise deductibile din axiomele lui Peano. Teorema si definitiile ulterioare spun ca
multimea N a numerelor naturale (cu elementul 0 € N, functia succesor s : N — N, definitiile inductive ale
adunarii i inmultirii) este un model al teoriei numerelor. Corolarul spune ca oricare doua modele ale teoriei
numerelor sunt izomorfe.

Urmatoarea teorema este una din rezultatele surprinzatoare ale logicii matematice.

Teorema 7.1.11 (teorema de incompletitudine a lui Gédel) Sistemul aziomatic al teoriei numerelor nu
este complet, adica exista o formulad inchisa care nu este deductibild si nict negatia ei nu este deductibild.

Mai general, daca un sistem azxiomatic necontradictoriu este suficient de larg incat sa contind teoria numerelor
si este ,,suficient de reqular”, atunci exista o formula inchisd care nu este deductibild si nici negatia ei nu este
deductibila.

7.2 Multimea numerelor intregi

Teoremele si spun ca structura (N, +,-, <) este un semiinel asociativ, comutativ, cu unitate, fara
divizori ai lui zero, bine ordonat si arhimedian. Una din probleme e ca (N;+) nu e grup. Rezolvam asta prin
largirea multimii N. Vom construi mai jos multimea numerelor intregi pornind de la multimea numerelor naturale,
respectiv definim adunarea, inmultirea si ordonarea numerelor intregi.

Definitia 7.2.1 a) Pe multimea N x N definim relatia omogena

(m,n) ~ (p,q) dacd m+q =n+p,

—_~—

care este o relatie de echivalentd. Notam prin (m,n) clasd de echivalenta a perechii (m,n), deci

(myn) ={(p,q) e NxN|(p,q) ~ (m,n)}
Multimea factor Z := Nx N/ ~= {(m,n) | m,n € N} se numesgte multimea numerelor intregi, iar clasele (m,n)
se numesc numere intregi.
b) Adunare gi inmultirea numerelor intregi se definesc astfel:

—~— e~ e~ e~~~ e~

(m,n)+(p,q):==(m+p,n+q), (mn)p,q):=(mp+ng,np+mq).

Aceste definitii nu depind de alegerea reprezentantilor.

Teorema 7.2.2 (Z,+,-) este domeniu de integritate, in care elementul nul este 0 := (0 0) = {(m, m) | m e N},

elementul unitate este 1 := (1 0) ={(m+1,m) | m € N} si opusul unwi numdr intreg (m, ) este —(m, n):=(n,m).

Exercitiul 118 a) Sa se arate ca relatia ,,~” este o relatie de echivalenta.
b) Sa se arate ci definitiile adunarii gi inmultirii nu depind de alegerea reprezentantilor.
¢) S& se demonstreze Teorema [7.2.2
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Definitia 7.2.3 Numerele intregi se ordoneaza prin relatia:

(m,n) < (p,q) daca si numai daca q+m < p +n.

Teorema 7.2.4 1) Definitia relatiei ,,<” nu depinde de alegerea reprezentantilor.
2) (Z,<) este total ordonatd.

3) Funclia « : N = Z,, a(n) = (n,0) este bine definitd, strict crescatoare si este izomorfism de semiinele.
4) Ordonarea numerelor intregi este compatibild cu adunarea gi inmulfirea, adicd pentru orice a,b,c,d € Z
avem

a<b,c<d=a+c<b+d, a<b, c>0= ac < bc, a<b, c<0= ac> bc.

5) (Axioma lui Arhimede) Pentru orice a € Z% si b € Z existan € N astfel ca na > b.

Observatii 7.2.5 Vom identifica: n cu «(n) = (n,0), N cu Z., unde

—_~

Zy ={a€Z|a>0}={mmn)|m>n}

Tinand cont de aceste identificari, pentru orice m,n € N avem

—_~—

m—n=m-+ (—Tl) = (m,O) + (—(TL,O)) = (m,O) + (O,Tl) = (m)n)'

e~

Exercitiul 119 Si se demonstreze Teorema [7.2.4]

7.3 Elemente de aritmetica numerelor intregi

Aritmetica este partea elemntara a teoriei numerelor si studiaza in special proprietatile operaiilor de baza. Cele
mai vechi dovezi ale utilizarii operatiilor aritmetice au aproape 400 de ani si provin de la egipteni si babilonieni.
Sistemul de numeratie al babilonienilor era in baza 60 si folosea notatia pozitionala. Civilizatia Greciei antice a
inceput dezvoltarea aritmeticii moderne chiar inainte de publicarea Flementelor lui Euclid in jurul anului 300 1.e.n.
Grecii antici au considerat probleme privind divizibilitatea, numerele prime si rezolvarea ecuatiilor in numere in
tregi. Numeralele hindu-arabe au inceput sa fie folosite din secolul 6 e.n. Introducerea cifrei 0, notatia pozitionala
si ideea de valoare dependenta de pozitie au dus la dezvoltarea unor metode simple de calcul in baza 10.

7.3.1 Teorema impartirii cu rest

Stim ca inelul (Z, 4, -) al numerelor intregi este domeniu de integritate. Vom formula teorema impéartirii cu rest
in acest context. Am vazut la 12) c& aceastd teoremé poate fi demonstratd in semiinelul (N, +,-) doar pe
baza axiomelor lui Peano.

Amintim ca orice numar real x € R poate fi scris in mod unic sub forma x =n+¢, unden € Z i ¢ € [0,1).
Notatie: n =: [x] este partea intreaga a lui x, iar € =: {x} este partea fractionarda a lui x. Asadar, [x] € Z,
Xl=x—[Kxelo,1),six] <x<[x]+1.

Teorema 7.3.1 (Teorema impartirii cu rest, varianta I) Fie a,b € Z, b # 0. Atunci existd numerele
q,T € Z unic determinate astfel incat
a=bq+r, 0<r<lbl, q= [%} €7, r:b{%}.

Spunem ca 1 a cel mai mic rest pozitiv.

Demonstratie. Fie r:=min({a —kb |k € Z} NN), si fie q:= (a —1)/b, deci q si  exista.
Dacd a =bq+1r=bqy + 11, unde 0 < r, 17 < |b|, atunci |bllq — q1| = [r — 1| < |b], deci q — q1 =0, si de aici
T=711. N

Corolar 7.3.2 (Teorema impadrtirii cu rest, varianta I) Fie a,b € Z, b # 0. Atunci existd numerele ,T €
Z unic determinate astfel incat

B bl bl
a=bq+r, —7<r§7.

Mai mult, v > 0 & {%} < %, sir<0& {%} > 15 Spunem ca r az cel mai mic rest in modul.
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De exemplu, daca b > 3 este un numar impar, atunci resturile sunt 0, £1,+£2,..., i%; daca b > 2 este un

numar par, atunci resturile sunt 0, +1,+2, ..., :l:(g —1), %

Exercitiul 120 Sa se arate ca
a) patratul oricarui numar intreg este de forma 3k sau 3k + T;
b) patratul oricirui numar intreg este de forma 5k sau 5k 4+ 1 sau 5k — 1;
¢) patratul oricArui numar intreg este de forma 7k sau 7k + 1 sau 7k — 1.

Corolar 7.3.3 (sistem de numeratie in baza b) Fie b € N, b > 1. Atunci orice numar n € N* se scrie in
mod unic sub forma

n:Ckbk‘FCk_]bki] +---4+c1b+co,

undeci €N, 0 < ¢y <a—T1,ie€{1,2,...,klycx # 0. (Numerele c; sunt cifrele lui n.) Numdarul cifrelor este
k = [log,nl+1.

Demonstratie. Conform Teoremei [7.3.1] avem

n=bqo+co, 0<co<b—-1
qo=bqi+ci, 0<ci<b-1,
g1 =bqz+c2, 0<c2<b—1,

§i gi, ¢i in mod unic determinate. Aici go > ¢1 > q2 > ..., si daca qx = 0 este primul cat nul, atunci qx—1 = cx,
0 < cx <b—1. Inlocuind obtinem

n="b(bqs +c1) +co =b(b(bgz +c2) +c1)+co ="+ =ckb* +cx_1b* T+ +cib+co.
Observam ci deoarece 0 < ¢ < b, avem b* <n < b**! deci k<logyn<k+1. =

Exercitiul 121 Sa se scrie numarul:
1) 30910y in bazele 7, 2, 16;
2) 2147 in bazele 10, 2, 16;

Exercitiul 122 Sa se arate ca pentru orice m > n, numarul
123...n—1)n(n—1)...321

scris in baza m este patrat perfect.

7.3.2 Divizibilitate. Cel mai mare divizor comun

Definitia 7.3.4 Fie a si b numere intregi.
a) Spunem ci a divide pe b-nek (notatie: alb) daca existd x € Z astfel incat b = ax.
b) Un numér d € N este cel mai mare divizor comun al lui a si b (notatie: d = (a,b) ) daca

1. dla si dlb;

2. daca d’ € Z, d’|a i d’|b, atunci d’|d.

¢) Un numér m € N este cel mai mic multiplu comun al lui a i b (notatie: m = [a,b] ) daca
1. alm si bjm;

2. daca m’ € Z, ajm’ gi bjm’, atunci m/m’.

d) a ¢i b sunt relativ prime daci (a,b) = 1.

Exercitiul 123 a) 0 este divizibil cu orice numar; orice numar este divizibil cu 1.
b) alb, alc = ab +c.
¢) a/b = ax|bx pentru orice x € Z. Invers, daci ax|bx, x # 0, atunci a/b.
d) xly = (v y) =x = Kyl =y.
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Exercitiul 124 a) Fie a,b € Z. Sa se arate ca (a,b) exista, si mai mult, exista u,v € Z astfel incat (a,b) =
au + bv. Mai exact, dacd a =b = 0, atunci evident (a,b) = 0. In caz contrar, fie

d ;= min{ax + by | x,y € Z, ax + by > 0}

si sa se arate ca d = (a, b).
b) (a,b) =1 & existd u,v € Z astfel incat au+bv=1.

Definitia 7.3.5 Urmatorul sir de calcule se numegte algoritmul lui Euclid aplicat numerelor a si b.

a=bqo+T10, 0<T19<]bJ;
b=1oq1+11, 0<T2<T7;
To=T1q2+712, 0<T3<71y;
T =T2q3+713, 0<T3<Ty;

Th—3 =Th—2qn—-1 + Tn_1, 0< Ty <Tn-2;
Tn—2 :Tnflqn'}'rn) 0<Tn < Tn—1,
Tho1l = Tndnt1 T Tnyty, 0 <Tryt <Tn;

Tn =Tnt1qn+2 +Tnt2, Tny2 =0.

Algoritmul se termina, deoarece sirul (ri)k>o este strict descrescétor, deci exista n astfel incat 141 = 0.
Spunem ca 1y, este ultimul rest nenul.

Teorema 7.3.6 1) Cel mai mare divizor comun d ol lui a $i b este egal cu ultimul rest nenul, adicd d := (a,b) =

Tl
2) Stim ca exista w,v € Z astfel incat d = (a,b) = au+bv. Numerele u siv pot fi calculate folosind algoritmul

lui Fuclid.
Demonstratie. 1) Se aratd usor ci dacd a = bq + r, atunci (a,b) = (b, 1); rezulta ci
(a,b) = (b,10) = (ro,m1) = ... = (Tn—1,Tn) = (Tn, Tn41) = Tni1.
2) Avem urmatorul si de calcule ce extinde algoritmul lui Euclid:

(a)b) =Tntl =Tn—1 —Tnqdnt+1 =
=Tn—1— (T‘nfz — Th-1 qn)qn+1 =
=Tn-1 (1 + dngn+t1 ) —Th—20n—-1 =

=Tn—1Un—1 +Th_2Vn_1,
si continuam prin inductie. m

Exercitiul 125 Si se aplice algoritmul extins al lui Euclid in urmétoarele cazuri (sa se determine d, u, v):
(1) a=19, b =26.
(2) a=-187, b =34.
(3) a =—-841, b = —160.
(4) a=2613, b =-2171.

Exercitiul 126 a) Dacd x € N, atunci (ax, bx) = (a,b)x.
b) Dacd d = (a,b), a = da’ si b = db’, atunci (a’,b’) =1.
c) Fie a,b,c € Z astfel incat (a,b) = 1. S& se arate ca :
(1) (a,bc) = (a,c);  (2) (a,c)=1=(a,bc) =T, (3) albec = alc; (4) alc si blec = ablc.
d) Dacd d = (a,b), a=da’ si b =db’, atunci

ab
[a,b} - a/b/d - F
Definitia 7.3.7 Fie x1,...,X, numere intregi, unde n € N*  si fie d,m € N. Prin definitie,
dixq,...,d|x
a) d=(X1y...,%n) b o o
daca d’|xq,...,d’|xn, atunci d’|d.

X1 |m) . -)Xn‘m)

daca x7/m/,...,xn|m’, atunci m/m’.

b) m=1[x1,...,%n] <:>{
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Exercitiul 127 Fie xq,...,xy numere intregi. Sa se arate ca:
a) (X1yee oy Xn-1,Xn) = ((X1y .o oy Xn—1)y Xn )5 X1y ey Xno1, X0l = [[Xl) oy Xn—1l,Xnl.
b) (x1,...,%n) = min{x € N* | Ju; € Z astfel incat x =Y ; uixik In particular, (x1,...,xn) =d = Ju; € Z
astfel ca Z _puixi =d.
) (X1,...,xn) =1 & Ju; € Z astfel incat ) | uixi = 1.
d) (x1%,...yXnX) = (x1,...,xn)x pentru orice x € N.
e) Daca xxl)—1 i=1,...,n, atunci (x,X7...xXn) = 1.
f) Daca ( xl,x]) =1loricei,j=1,...,n,1#j, atunci [x1,...,Xn] = X1 ... Xn. (in acest caz spunem ci numerele
xi, i=1,...,n sunt relativ prime doud cdte doud.)

Exercitiul 128 Fie a,b € Z si n € N*. Atunci
1)a—bla™—Db",
2) daca n este impar, atunci a+b | a™ +b™,
3) daca n este par, atunci a+b | a™ —b™.

Exercitiul 129 Sa se arate ca:
1) pentru orice n € N, n® —n este divizibil 30;
2) 712™ — 1 daci si numai dacd 3 | n, unde n € N;
3) pentru orice numar impar m € N* avem 240 | m® —m.

Exercitiul 130 Fie a,b,c € Z. Sa se arate ca
1) (a,[b,cl) = [(a,b), (a,c)], I[a,(b,c)] = ([a,b],[a,c]);
2) daca (a,b) = (a,c) si [a,b] =[a,c], atunci b =c.
3) la,b,cl(a,b)(b,c)(c,a) = abe(a,b,c).

Exercitiul 131 Fie a,m,n € N*, a > 2. Si se arate ca
D (am—1,a™—=1)=alm™mm 1.
2) Daci (a,b) =1, atunci (a™ —b™,a™ —b") = a4 — b4,
3) Dacid m > n, atunci a®” +1[a?” —1.

7.3.3 Numere prime. Teorema fundamentala a aritmeticii

Definitia 7.3.8 Numarul p € N se numeste prim, daca p # 1, si daca a € Z, alp, atunci a = £1 sau a = £p
(adicd p nu are divizori proprii).

Observatii 7.3.9 Un algoritm ce enumera toate numerele prime mai mici decat un numar natural dat n este
sita lui Eratostene (aprox. 200 i.e.n). Pagii sunt urméatorii:

(1) Se scriu toate numerele de la 2 la n.

(2) Initial, fie p := 2.

(3) Marcam in listd toti multipli lui p cu exceptia lui p (adica pe 2p, 3p, ...).

(4) Cautam in lista primul numdar nemarcat q > p. Daca un astfel de q nu existd, am terminat; altfel fie
p := q sl mergem din nou la pasul (3).

Algoritmul evident se terming, iar numerele nemarcate sunt toate numerele prime mai mici decat n.

Exercitiul 132 Dacid n € N este numér compus, atunci cel mai mic divizor prim al lui n este < /1.

Lema 7.3.10 Fiep € N, p > 1. Sd se arate cd p numdr prim & pentru orice a,b € Z, dacd plab, atunci pla
sau plb.

Demonstratie. Fie p € N prim. Atunci p # 0, p + 1, si presupunem ca plab, p 1 a. Trebuie si ardtam ci pb.
Deoarece plab, rezultd c& (ab,p) = p, dar p t a de aceea (a,p) = 1. Mai departe

(p,b) = (p, (a,p)b) = (p, (ab,pb)) = ((p, ap), ab) = (p,ab) =p,

deci p|b. Invers, presupunem ci p = ab; atunci p|ab si din ipoteza putem presupune ca p|a; dar alp, deci a = £p;
rezulta ca p nu are divizori proprii. m

Teorema 7.3.11 (Teorema fundamentald a aritmeticii) Orice numdr intreg a # 0,+1 se descompune in
mod unic (abstractie facand de ordinea factorilor) in produs de numere prime sub forma:

a= :tp]f’ L

unde pi sunt numere prime distincte $i ki € N*, 1 <i<r.
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Demonstratie. FEzistenta descompunerii: Putem lua a € N, a # 0, a # 1. Daci a este prim, atunci a = a.
Daca a nu e prim, atunci din a = ajaj rezultd cd ajla si a; # a. Daca a; nu e prim, atunci a; = azaj
rezulta cd azla; si az # a7 (adicd az < a7). Continuand procedura, am obtine sirul infinit strict descrescétor
a> a; > az > az > ... de numere naturale, ceea ce e imposibil, deci procedura se incheie dupa un numar finit
de pasi, adicid a are o descompunere in produs de numere prime.

Unicitatea descompunerii: presupunem ca @ = Pi1...Pn = (1...qm, unde pi, q; sunt prime. Deoarece
P1lq1...qm si p1 este prim, putem presupune ca pilqy, dar q; este prim deci p1 = q1; rezultd cd py...pn =
q1...qm, deci p2...Pn = g2...qm. Continuand prin inductie, obtinem cd n = m si p; = i pentru orice
ie{l,...,n}. =m

Corolar 7.3.12 Daci a = +p}'...p* sib =+p| ...pl, unde ki, l; >0, 1 <i<r, atunci

alb & ki < i pentru orice i € {1,...,1}
a==b & ki = 1; pentru oriceic{l,...,1}

((1, b) _ pr]nin{m st} o rTnin{sr,tr}
[a, b = pr]nax{m vt} - .prrnax{sr,t,}.

Teorema 7.3.13 (Euclid) FEzistd o infinitate de numere prime.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca afirmatia nu e adevarata si fie p1,p2, ..., pr toate numerele prime.
Consideram numarul N =p1p2...pr+ 1, care eviden nu e divizibil cu nuciunul din numerele p1,p2,...,pr. Dar
N are un divizor prim q care nu e in sirul p71,p2,...,Pr, cee a ce este o contradictie. m

Exercitiul 133 Sa se arate ca dacd p numéar prim, atunci p | C‘g, pentru orice k, 1 <k <p—1.

Exercitiul 134 Sa se arate ca:
1) Daca 2™ + 1 numér prim, atunci n este o putere a lui 2, adici este de forma n = 2¥, unde k € N.
2) Daca 2™ — 1 numdr prim, atunci n este numér prim.

Observatii 7.3.14 1) Numerele de forma F, = 22" +1,n € N se numesc numere Fermat. Avem ci Fo = 3,
Fi =5, F, = 17, F3 = 257, F4 = 65537 sunt prime; Euler a aratat ci Fs este divizibil cu 641, deci reciproca
afirmatiei 1) de mai sus este falsa. Se stie ca Fy, este compus dacd 5 < n < 32. Nu se stie dacd exista o infinitate
de numere Fermat prime, respectiv compuse.

2) Numerele prime de forma M, = 2P — 1, unde p prim, se numesc numere prime ale lui Mersenne. Avem ca
My =2"" —1 =23-89 nu e prim, deci reciproca afirmatiei 2) de mai sus este falsi. Nu se stie care din numerele
M, sunt prime si de asemenea, nu se stie daca exista o infinitate de numere prime ale lui Mersenne.

7.3.4 Congruente. Inelul Z, al claselor de resturi modulo n

Definitia 7.3.15 Fie n € N un numaér natural.
a) Congruenta modulo 1 este relatia pe Z definita astfel: dacd a,b € Z, atunci

a=b (modn) %:e)fnlb—a(:)bfaenZ@ElkeZ:b:a+nk(¢>amodn:bmodn.

Notatie: @ = [a], ={a+nk |k € Z} = a + nZ este clasa lui a modulo n.
b) Consideram, conform Definitiei multimea factor

Zn ={Q]aecZ}

atunci Z,, este un inel comutativ cu unitate, numit inelul claselor de resturi modulo n, unde operatiile sunt
definite astfel (vezi Teorema [8.3.3)):

def 3=

a+ba+ro, ab¥ av.

Observatii 7.3.16 1) In inelul Z,, elementul nul este 0 = nZ, iar elementul unitate este T =1+ nZ.
2) Distingem urmatoarele cazuri particulare:

en=0avema=b (mod0) &b—a=0&b=aqa;atunci @ = [a],, ={a}, deci Zo ={{a}| a € Z} ~ Z;

en=1 avem cd a =b (mod 1) este adevarat pentru orice a,b, deci @ = Z; rezulta ca inelul Z; = {0} are
un singur element;



66 7 Multimi de numere

e n > 2: din teorema impartirii cu rest [7.3.1] exista unic g, € Z astfel incat
a=nq+7, 0<r<n

Aici ¢ = [2], r=a—n[2] = a (mod n); rezultd ca & =7, deci |Zy| < n; dacd 0 < v < s <n-—1, atunci

nts—r, deci [Zn| =n.
Exercitiul 135 Dacid a =b (mod n), atunci (a,n) = (b,n).

Exercitiul 136 (proprietatile de baza ale congruentelor) Fie a,b,c,d € Z si m, my, my,k € N*. S§ se
arate ca:

1) dacd a =b (mod m) gi ¢ =d (mod m), atunci a+c =b+d (mod m) si ac = bd (mod m);

2) daca f € Z[X] este un polinom gi a =b (mod m)), atunci f(a) = f(b) (mod m);
3) daca a =b (mod m) si d | a,b, m, atunci § = % (mod 3 );
4) dacd ac = bc (mod m) i (¢, m) =1, atunci a =b (mod m);
5) dacd a =b (mod m;) si a =b (mod my), atunci a =b (mod [my, my])).
Exercitiul 137 (criterii de divizibilitate) Fie

NG ama=ax- 105+ a7 - 10"+ +a; - 10+ a

un numar scris in sistemul cu baza 10. S& se arate ca:
1) N=aqap (mod 2), (mod5), (mod 10).
2) N=ajap (mod 4), (mod 25).
) N=aarao (mod 8), (mod 125).
JN=ao+aj+---+ax (mod 3), (mod9).
)N=Y¥ (~Dia; (mod 11).
)N=majao + ax...az (mod 27), (mod 37). (Folosim faptul ca 27 - 37 = 999.)
)N=mmajap—akg..-a3 (mod 7), (mod 11), (mod 13). (Folosim faptul ca 7-11-37 =1001.)

7.3.5 Grupul U(Z,). Teoremele lui Euler si Fermat

Consideram grupul multiplicativ (U(Zy,),-) al elementelor inversabile din Z, .

Lema 7.3.17 Fie a € Z. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) @ € U(Zn);
(ii) a nu este divizor al lui 0 in Zyn (adica ab=0=16=0);
(iii) (a,n) =1.

Demonstratie. (i)=(ii). ab = 0. Inmultind cu @' obtinem b = 0. R
(ii)=(iii) & (iii) = (ii). Presupunem ca (a,n)=d > 1. Fie a = a’d, n =n'd, deci (a’,n’) = 1. In acest caz
@ este divizor al lui 0. Intr-adevar,

an’ =an’ =d'dn’ =a'n=a'fi =0.
(iii)=(i). Dacd (a,n) =1, atunci 3 u,v € Z astfel ca au+nv = 1. De aici T = a0 + A9, deci ' =1Q. m

Teorema 7.3.18 Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Zn este corp (orice element nenul este inversabil);
(ii) Zn este domeniu de integritate;

(iii) n este numar prim.

Demonstratie. (i)&(ii). Evident, orice corp comutativ este domeniu de integritate; invers, se aratd usor ca
orice domeniu de integritate finit este corp.
(i)&(iii). Zn este corp & pentru orice 0 < a < n avem (a,n) =1 & n este prim. W

Observatii 7.3.19 Consideram grupul (U(Zy, ). Am vazut ca
U(Zn) ={a@ € Zn | (a,n) =1},

deci | U(Zy,) |= @(n), unde @ : N* — C este functia aritmeticd a lui Euler.

Corolar 7.3.20 a) (teorema lui Euler) Pentru orice a € Z, (a,n) =1 avem a®™ =1 in W(Z,), adicd
a®™ =1 (modn).

b) (mica teorema a lui Fermat) Pentru orice a € Z i pentru orice numdr prim p, avem a? = a (mod p).
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Demonstratie. a) Rezulta din Teorema lui Lagrange din teoria grupurilor.

b) Daci p  a atunci (p,a) =1 iﬁ aP~" =1 (mod p) = a?~ ! = a (mod p). Daca p | a, atunci p | aP, deci
plaP —a, de unde aP = a (mod p). m

Exercitiul 138 Sa se calculeze cel mai mic rest pozitiv:
a) 21000000 1104 77; b) 3*°° mod 100 ¢) 3100000 164 101.

Exercitiul 139 Si se arate ¢ 42 |n” —nsi2-3-5-7-13|n'3 —n pentru orice n € N.

7.3.6 Rezolvarea congruentelor si a ecuatiilor diofantice de gradul I
A. Congruenta ax =b (mod n)

Fie a,b € Z, n € N*, n > 2 date si fie x € Z necunoscuta. Fie d := (a,n), a =a’d, n =n'd, deci (a’,n’) =1.

e Daca x este solutie = b — ax =nk cu k € Z = b = ax + nk, este divizibil cu d, deoarece ad si n:d. Deci
daca d 1 b atunci nu exista solutie.

e Presupunem ca d|b si fie b =b’d. Atunci ax=b (mod n) & a’x =b’ (mod n’) (1).

PN -~ . . ~,—1 ~—1
Congruenta (1) este echivalentd cu ecuatia a’x = b’ in Z,. Din (a/,n') =1 = 3 a’ € W(Z,/) (@’  se
~ ~A—1
determina cu algoritmul lui Euclid). Deci in Z,,+ avem solutie unica ® = b’a’ . Fie cel mai mica solutie pozitiva
xo a lui (1) (0 < xp < n'). Atunci cele d solutii distincte (adicd necongruente modulo n) ale congruentei (A)

sunt: xgp, xo + 1’y ..., xo + (d—1)n’ (mai exact, acestea sunt cele mai mici solutii pozitive).

Exercitiul 140 Sa se rezolve congruentele:
a) x =2 (mod 3); b) 9x =12 (mod 21); ¢) 27x =72 (mod 900); d) 68x =16 (mod 72).

Exercitiul 141 Sa se rezolve in Z1g ecuatiile:
a) 7x = 15; b) 8x = 11; ¢) 10x = T6.

B. Ecuatia diofantica aix; + - -+ anxn =c¢

1) Fie n = 2. Consideram ecuatia
ax + by =g,

unde a,b,c € Z, a #0, b # 0 sunt date, x,y € Z sunt necunoscute.

Fie d = (a,b). Daca 3 (x,y) solutie, atunci d | c. Deci, dacd d 1 ¢ atunci nu exista solutie.

Presupunem deci cd d | c. Fie a = a’d, b = b’d. Cdutam o solutie particulard. Fie u,v € Z astfel incat
d = au+ bv (folosim algoritmul lui Euclid). Inmultim cu ¢’: = ¢ = ac’u+ be/v. Fie xo == c'u, y = c¢’v, deci
(x0,Yo) este solutie particular.

Cautam acum soluta generald. Avem

ax+by=c&= ax+by=axo+byp &= a(x—x0) +b(y—yo) =0 & a’(x —xo) +b'(y —yo) = 0.

Presupunem c& (x,y) € Z este solutie. Rezultd, c& a’ | b’ (y —yo), b’ | a’ (x —x0) Dar (a’,b’) = 1, deci
a’|y—yo, b’ | x—x0. Rezultd, cd y —yo = a’t, unde t € Z. De aici a’ (x —xo) + b’a’t =0, deci x —xp = —b't.
Deci solutia este:

x =% —b't
y=yo+a't

b

unde t € Z. Invers, este evident ca pentru orice t € Z avem ci (x = xo —b’t,y = yo + a’t) este intr-adevar solutie
a ecuatiei ax + by =c.

2) In general, ardtam cécuatia aijxy + azxz + ...+ anXxn = ¢ are solutie daca si numai daca (a,...,an) | c.
Intr-adevar, daca ecuatia a;x; +azxz + ...+ anxn = ¢ are solutie, atunci (aj,..., ay) divide membrul stang,
deci si pe cel drept. Invers, presupunem cd ¢ = (aj, ..., an)c’. Existd numerele intregi x1,...,x], astfel ca
arx] + axx) 4+ ...+ anx, = (ary...,an).

Inmultim cu ¢’ sia obtinem:

x1 =c¢'x], xa=¢'%5, ..oy xn =%,
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Observatii 7.3.21 Observam ca ecuatia ax + by = c¢ este echivalentd cu congruenta ax = ¢ (mod b) sau cu
by =c¢ (mod a).
Fie d = (a,b), atunci a = a;d, b =b1d si ¢ = c¢1d, unde (a;,by) = 1. Atunci in inelulZy,, avem

ax+biy=cy & aixfc; (mod by) & &%y =¢j.
Dar (a1,b1) =1= 361_1 de underezulta ca X = 61_] c1 este unica solutie.

Exemplul 7.3.22 Consideram ecuatia 18x + 28y = 10. Deoarece (18,28) = 2 | 10 rezulta ci exista solutie.
Consideram ecuatia redusa 9x + 14y = 5. Rezolvam congruenta 9x =5 (mod 14), adica ecuatia 9% = 51n Z4.
Avem (9,14)=1=Fu ,ve Z: 9u+14v =1. Deoarece 14 =9-1+5,9=5-14+4,5=4-14+1, obtinem u = —3,
v=2. Deci £ = 11 -5 1n inelul Zq4, adici x = 13 (mod 14).

Exemplul 7.3.23 (Rezolvarea prin micgorarea modulului coeficientilor) 1) Consideram ecuatia 25x +
7y = 4. Deoarece |25| > |7|, exprimam pe y:

_4—-25x 44 3x

y= > =— —4dxeZ &S A4+ 3x =7z, |3] <7

x:7Z3_4:6Z+Z;3_1:2271+%€Z(:)271:3t(:)z:3t+1
x:21t3+3:7t+1,yzﬂ:—%t—.’), teZ.

2) Sa se rezolve ecuatia 16x — 23y + 9z = 15. Este util sd incepem cu cel mai mic coeficient in modul:

z:]5_]gx+23:1—2x+2y+6+27;+5y.

Notam 6”4’;*55 = t. De aici 2x + 5y — 9t = —6. Continudm ca mai sus:

—6— 5y + 9t —y+t
x:%:_3—2y+4t+ y; .

Notam ﬂ;—t =1u, de unde y =t —2u. Inlocuim in X, apoi in z. Atunci obtinem

x = —3+ 2t + 5u, y=t-—2u, z=7—1t—14u, t,u e Z.
Verificam ca acestea sunt solutii:

16(—3+2t+5u) —23(t —2u) + 9(7 —t —14u) =25+ (32 - 23 — 9)t + (80 + 46 — 126)u = 25.
Exercitiul 142 Sa se rezolve:

1) 12x+31ly =23;  2)25x— 13y —7z=4;

3) 25x—13y+72=4
x+4y—2z4+3t=2

7.3.7 Teorema chineza a resturilor. Sisteme de congruente

Teorema 7.3.24 (Teorema chinezi a resturilor) Fie ny,...,n, € N*, (ny,n;) =1, 1 < i,j <1 # .
Atunci

Iy X o+ X L, =2 Linyeoom, -

Demonstratie. Fie functia f:Z — Zn, X --- X Zn, f(a) = ([aln,,-..,[aln,). Aratam ca f este omomorfism de
inele:
fla+b) = (l[a+bln,,...,[a+bln,) = ([aln, + b, ],...,[aln, +[bln,) =
= (lany,- .oy [aln,) + (bln,y .. [bln, ) = f(a) + f(b)
flab) = ([abln,, ..., labln,) = ([aln, [bn,],.. ., [a]n, [b]n,) =
= ([aln,y..., [a]n, ) ([b]n,y. .., [bln,) = f(a)f(b)

Determinam pe Ker f:
Kerf={aeZ]|f(a) = (laln,y..-,[an,) = ([0ln,y...,[0ln,)} =
={a€Z|niyb, i=1,...,1} =
={ae€Z|n...nsa}=nq...n.Z.
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Din Teorema I de izomorfism [8.3.4] rezulta ca avem izomorfismul de inele
f:Z/Kerf — Imf, f(laln,...m,) = f(a) = ([aln,,--.,[aln,),
unde Z/ Kerf =Zy, .., silmf CZy, X -+ X Zy,. Aratdm prin doud metode ca f este surjectiv.
(1) Deoarece |Zn,..n,| =mn1...n, si f este bijectiv, rezultd ca [Im fl =n;...n,. Dar Imf C Zn, X -+ X Zn,
§11Zn, X+ X Zn,l=m1...1y, deci Imf=Zn, X+ X Zn,.

(2) Bijectivitatea lui f este echivalenta cu afirmatia c& pentru orice aj,...,a, € Z sistemul de congruente

x=a; (modmny)

x=a, (modn,)

are solutie In Z i mai mult, orice doua solutii sunt congruente modulo ny ---n,. Pentru exprimarea solutiei

introducem notatiile: N = nq.--n,, M; = nﬁ Aici (My,ni) = 1 deoarece (ni,nj) = 1 pentru orice i # j.

Rezulta ca exista u; € Z astfel incat
Miui =1 (mod Tli)

(amintim c& wy se calculeazi cu algoritmul lui Euclid). Fie

T
X = Z aiMiui.
i=1
Atunci x = a; (mod ny), deoarece Mj = 0 (mod ny), daca j # i. Deci x este unica solutie modulo N. m

Exercitiul 143 Sa se rezolve sistemele de congruente:

=2 d3

x =2 (mod 3) x =3 (mod 4) x 4 Emod 5%

x =4 (mo
a) < x=3 (mod5) ; b){x=4 (mod5) ; c)

X =6 (mod 7)

x =5 (mod 7) X =6 (mod 7)
x =8 (mod 16)

Corolar 7.3.25 Presupunem cd ni,...,n,. € N* relativ prime doud cdte doua. Atunci avem izomorfismul de

Grupurs
W(Znyooom,) 2 W(Zn, ) X oo X W(Zg, ).
Demonstratie. Din Teorema chineza a resturilor |7.3.24] rezulta ca

(U(Zny oo, )y ) = (UW(Zny X X Zn, )y o) = (W(Ziny ) X X W (Zi ). u

Corolar 7.3.26 Daca (m,n) =1, atunci o(mn) = @(m)e(n), adica functia @ a lui Euler este functie aritmetica

multiplicativa. In general, daca (ni,n;) =1,1 <1 <j <7, atunci (ny -----ny) = @(ng)---@(ny).
Corolar 7.3.27 Fien =7pj' ...p&", unde p; numere prime distincte si a; € N*. Atunci
1 1
(p(n):n(l —> <1 —)
P1 Pr
Demonstratie. Avem @(n) = @(p7') - - @(pf). Conform definitiei lui ¢, trebuie si gisim numerele mai

mici decat p® si relativ prime cu p®. Dintre numerele 1,...,p—1,p,p+1,...,2p—1,p,2p+ 1,...,p* — 1,p¢
fiecare al p-lea este divizibil cu p, iar celelalte sunt relativ prime cu p, deci

1
0 (pt)=p—p= " =pe (1- 7).
P P

De aici afirmatia rezulta imediat. m
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7.4 Multimea numerelor rationale

Am vazut ca (Z,+,, <) este domeniu de integritate total ordonat arhimedian. Vom extinde aceastd structura
pentru a obtine un corp comutativ total ordonat.

Definitia 7.4.1 a) Pe multimea Z x Z* definim relatia omogena

(a,b) ~ (c,d), daca ad = bc,

si se verifica usor ca este o relatie de echivalenta. Notam prin (a,b) clasa de echivalentd a perechii (a,b), deci

(a,b) ={(c,d) € Zx Z" | (c,d) ~ (a,b)}.

Multimea factor

Q=Zx7Z")~={(a,b) | (a,b) € Z x Z*}

se numeste multimea numere rationale. Un numar rational se noteaza de obicei sub forma de fractie, adica

a
(a,b) = E.
a a

Observam ca pentru a € Z si b,c € Z* avem ¢ = - In particular, ¢ = =, deci putem intotdeauna alege un

reprezentant cu numitor pozitiv, adica putem presupune ca b € N*.
b) Adunarea si Inmultirea numerelor rationale se definesc astfel:

—_ —~

(a,b) + (c,d) := (ad + bc, bd), (a,b)(c,d) := (ac, bd),

adica

a ¢ ad + bc ac ac

b4 bd ' bd bd

Aceste definitii nu depind de alegerea reprezentantilor.

Teorema 7.4.2 Structura algebricd (Q,+,-) este un corp comutativ, in care elementul nul este

—~

0:=(0,1)={0,b) |beZ*}=—, acZ

Qo

elementul unitate este

—~—

1 (1,1):{(a,a)|an*}:§, aez”,

opusul numarului ragional (a,b) este

—(a,b):=(—a,b) = (a,—b), adici — % ——4_ @

§i daca a,b € Z*, atunci inversul lui (a,b) este

(,b) = (b,q), adici (f) .
b a
Exercitiul 144 a) Sa se arate ca relatia ,,~” este o relatie de echivalenta.
b) Sa se arate ca definitiile adunarii si inmultirii nu depind de alegerea reprezentantilor.
¢) S& se demonstreze Teorema [7.4.2

Definitia 7.4.3 Numerele rationale se ordoneaza prin relatia:

a

<2, daci (bc—ad)bd> 0.

o
alo

dacd a >0
b) Valoarea absolutd (modulul) numarului rational a € Q este |a| := b aczj a="
—a, dacaa<0
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Teorema de mai jos spune ca structura (Q, +, -, <) este un corp comutativ total ordonat arhimedian, in
care se scufunda domeniul de integritate total ordonat al numerelor intregi.

Teorema 7.4.4 1) Definifia relatiei ,,<” nu depinde de alegerea reprezentantilor.

2) (Q, <) este total ordonat.

3) Functia « : Z — Q, a(a) = (a,1) = ¢ este bine definita, strict crescatoare (deci injectiva) si este morfism
unital de inele.

4) Ordonarea numerelor rationale este compatibild cu adunarea i inmullirea, adicd dacd x,y,z,t € Q, atunci

x<yz<t=x+z<y-+t, x <Y,z >0=xz<yz, x <Y,z < 0=xz>yz.
5) (Axioma lui Arhimede) Vx € Q% , Vy € Q, 3n € N astfel ca nx > y.
Observatii 7.4.5 Vom identifica numarul intreg a cu «(a) = § si astfel Z C Q. Observam ca ¢ = o(a)ax(b)~ 1.
Exercitiul 145 Sa se demonstreze Teorema [7.4.4
Exercitiul 146 Sa se arate ca pentru orice x,y € Q

x| =|—xl, Ixyl = Iy, x +yl < x|+ lyl, x| =yl < [x —yl.

7.5 Multimea numerelor reale

7.5.1 Fie K un corp comutativ total ordonat. Din analiza matematica stim ca umatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:
(i) Orice gir monoton si marginit de elemente din K este convergent.
(ii) Orice submultime nevida gi marginitd inferior (superior) a lui K are infimum (supremum).
(iii) Corpul K satisface axioma lui Arhimede si orice sir Cauchy de elemente din K este convergent.
(iv) Corpul K satisface axioma lui Dedekind (adica orice t&ieturd Dedekind a lui K este generata de un element
al lui K).

Nu este greu de vazut ca numerele rationale fomeaza un corp comutativ total ordonat care nu este complet in
sensul de mai sus. Pornind de la corpul QQ al numerelor rationale, vom construi o extindere a sa care este un corp
comutativ total ordonat gi complet, numit corpul numerelor reale.

Definitia 7.5.2 a) Consideram multimea girurilor de numere rationale, pe care o notam

@N ={(an) | an € Q}

acesta este un inel comutativ cu operatiile (a,) + (bn) = (an + by ), respectiv (an)(bn) = (anbn); elementul nul
este girul constant (0), iar elementul unitate este sirul constant (1). In general notdm prin (a) girul constant in
care fiecare termen este egal cu a. Consideram urmatoarele submultimi ale lui QN:

b) multimea girurilor marginite

B={(an) Q¥ |Ibe Q) astfel ca vn € N:|an| < b}.
¢) multimea sirurilor Cauchy

C={(an) € QV|Ve e Q7% In. € N astfel ca Vm,n > ne :lam — anl < €}.
d) multimea sirurilor convergente la zero

N ={(an) € QY| Ve Q7% Ine € N astfel ca Vn > ne @ lan| < €}.

Se aratd ugor ca N C € C B, mai mult, € este subinel unital al lui QV-nek, iar N este ideal al Iui B (deci si al lui
C.

e) Consideram relatia de echivalenta ,,~” pe € definita prin

(an) ~ (bn) daca (an —byn) €N,
Notam prin (/(_1:1/) clasa de echivalenta a sirului (a,) € €, deci
(an) = (an) + N ={(an +bn) [ (bn) € N}

e

f) Multimea factor R := €/ ~={(an) = (an) + N| (an) € C} se numeste multimea numerelor reale.
g) Adunarea si inmultirea numerelor reale se definesc astfel:

—_—  —— e~ ——

(an) + (bn) = (an +bn), (an)(bn) = (anbn).
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Teorema 7.5.3 (R,+,-) este un corp comutativ in care elementul nul este 0 = (/(\)/) = (0) + N, idar elementul
unitate este 1:= (1) = (1) + N.

Exercitiul 147 a ) Sa se arate ca (QY, +,-) este un inel comutativ, N C € C B, € si B sunt subinele unitale ale
lui QV, iar N este un ideal al lui B.

b) Sa se arate ca ,,~” este relatie de echivalenta pe C.

¢) S& se arate ca definitiile operatiilor ,,4+” i ,,-” nu depind de alegerea reprezentantilor.

d) Sa se demonstreze Teorema |7.5.3

Definitia 7.5.4 a) Introducem submultimile:

—

R% :={(an) € R|3Ir e Q) IN € N astfel ca Vn > N:an > 1},

—_—

R* :={(an) € R|3Ir € Q) IN € N astfel ca Vn > N:an < -1}

b) Spunem c& a < B, daca p — o« € R%. Ordon&m numerele reale prin relatia
o < B dacd ov < 3 sau o = f3.

Teorema 7.5.5 1) x € R} &= —a € R*.
2) Submultimile R, {0}, R formeazd o partitie a lui Z (adica sunt disjuncte doud cdte doud si avem R =

R% U{0}URX ).

3) (R, <) este o multime total ordonatd.

4) Functia @ : Q =5 R, @o(a) = (a) = (a) +N este strict crescatoare (deci injectivd) i este morfism de corpuri.
Vom identifica numdrul rational a cu @(a) si astfel Q C R.

5) Ordonarea numere reale este compatibild cu adunarea i inmullirea, adicd dacd «, ,v,0 € R, atunci

a<P,y<d=a+y<pP+y, o< B,y >0= ay <Py, o< B,y <0= oy > py.

6) (Axioma lui Arhimede) Vo € R* , V3 € R, 3n € N astfel ca nax > f3.

7) Dacd o, p € R gi o« < B, atunci Ir € Q astfel ca o« < 17 < B. (Spunem ci Q este submultime densa a lui
R)
8) Dacd (an) € RN este un sir Cauchy de numere reale, atunci 3limn_oo xn € R. In particular, dacd
(an) € €, atunci limn_,00 an = (an) +N.

Exercitiul 148 a) Sa se arate ca definitia relatiei ,,<” nu depinde de alegerea reprezentantilor.
b) S& se demonstreze Teorema [7.5.5

Teorema spune ca (R, 4+, -, <) este un corp comutativ total ordonat arhimedian si complet in sensul lui
Cauchy (sau echivalent, conform corp comutativ total ordonat complet in sensul lui Dedekind. Aceste
proprietati determina unic corpul numerelor reale pana la un (unic) izomorfism.

Teorema 7.5.6 (unicitatea corpului numerelor reale) Dacd K este un corp comutativ total ordonat complet,
atunci existd un unic izomorfism de corpuri ordonate de la K la R.

Exercitiul 149 Si se demonstreze Teorema [7.5.6]



Capitolul 8

ALGEBRE UNIVERSALE

O structurd matematicd este o multime (sau mai multe multimi) dotatd cu operatii (de obicei finitare), relatii,
topologii etc. care satisfac anumite conditii de compatibilitate. O structura algebrica este o multime dotata
cu operatii ce satisfac a listd de axiome, care de obicei se scriu sub forma unor identitati polinomiale (sau legi
ecuationale). Exemplele cele mai cunoscute sunt axiomele de asociativitate si comutativitate pentru o operatie
binara. O clasa de structuri algebrice definita prin identitati se numeste varietate sau clasa ecuationald. Exemplele
uzuale de structuri algebrice formeaza varietati: grupuri, inele, latice. Clasa corpurilor nu este o varietate deoarece
nu toate axiomele corpului pot fi exprimate ca ecuatii. Exemple mai complexe de structuri algebrice sunt spatiile
vectoriale peste un corp, modulele peste un inel si algebrele peste un inel comutativ. Uneori sunt permise si
operatii infinitare, astfel putdnd fi inclus aici si studiul laticelor complete. Corpurile ordonate sau grupurile
topologice sunt exemple de structuri mixte. Alte exemple de structuri sunt grafurile (sau retelele), bazele de date
relationale gi universurile din teoria multimilor.

In cadrul algebrei abstracte se studiaza proprietatile unor structuri particulare, punctul de vedere fiind acela
ca structurile izomorfe sunt considerate identice. Algebra universala este studiul structurilor algebrice generale.

Teoria categoriilor studiaza legaturile dintre diferite structuri. De exemplu, teoria lui Galois stabilegte o
conexiune Intre anumite corpuri comutative si grupuri. Structurile algebrice pot fi definite in orice categorie ce
are produse directe finite. De exemplu, un grup topologic este un grup in categoria spatiilor topologice. Intr-o
categorie, notiunile pot fi dualizate, obtinandu-se astfel noi structuri, cum ar fi cogrupurile sau coalgebrele peste
un inel comutativ.

Teoria modelelor, ca domeniu interdisciplinar ce leaga matematica, logica, filosofia si informatica, este inves-
tigarea claselor de structuri matematice din perspectiva logicii matematice. Ca obiecte de studiu sunt modelele
teoriilor intr-un limbaj formal. O teorie este o multime de propozitii intr-un limbaj formal (de exemplu, logica de
ordinul I); un model al teoriei este o structura (adica o interpretare) ce satisface propozitiile (axiomele) teoriei.
Teoria modelelor examineazd semantica (semnificatie si adevar) prin intermediul sintaxei limbajului respectiv
(formule si demonstratii).

8.1 (-algebre si omomorfisme

Definitia 8.1.1 a) Fie A o multime gi n € N. O functie w : A™ — A se numeste operatie pe multimea A.
Spunem ca n = t(w) este tipul sau aritatea lui w.

b) Fie Q o multime de operatii pe multimea A. Perechea (A, Q) se numeste algebra universald sau Q-
algebra.

Algebra universala (A, Q) determina o functie T: Q — N, unde t(w) este tipul lui w. Spunem ca T este tipul
lui (A, Q).

Exemplul 8.1.2 1) Daca n = 0, atunci A™ = {}}, deci w : A® — A este unic determinat, daca se di u elementul
w(@) € A. De exemplu, in R, elementele 0 si 1 pot fi cosiderate operatii nulare.
2) Daca n = 1, atunci A™ = A, deci orice functie w : A — A este operatie unara. De exemplu, w : R —
R, w(x) = —x este operatie unara pe R.
y . : N Co untCoM™
3) Dacia M este o multime, atunci (P(M),U, N, C, ), M) este algebra universala de tip T = 2 210 o)
4) Dacad Ry;(M) = {p = (M, M,R) | R € M x M} este multimea relatiilor binnare pe multimea M, atunci
—1
(R2(M),U,N,0,C, 1) este algebri universald de tip T = (LZJ 2 ; ? 1 )

Exercitiul 150 Fie A o multime cu m elemente si fie n € N. Cate operatii n-are exista pe A?
73
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Definitia 8.1.3 Fie (A, Q), (A’,Q’) algebre universale gi 0 : Q — Q' o functie astfel incat t/(0(w)) = T(w).
a) Functia f : A — A’ se numegte 0-omomorfism, daci pentru orice w € Q si pentru orice ay,...,a, € A
(unde n = T(w)) avem

f((l)((l],. [ES) an)) = G(w)(f(al )) . wf(an))-

b) Spunem ca f este 0-izomorfism, dac f si © sunt functii bijective, f 0-omomorfism si f~! este 8~ '-izomorfism.
¢) Daca (A,Q) = (A, Q') i 6 = 1q, atunci f se numegte endomorfism, respectiv automorfism.

Observatii 8.1.4 1) Functia identicd 1 : (A, Q) — (A, Q) este automorfism al lui (A, Q).
2) In general, pentru simplificare, vom nota pe Q' prin Q-val si pe 6(w) prin w.
3) f: (A, Q) = (A, Q) este izomorfism daca gi numai dacd f omomorfism bijectiv.

Intr-adevér, presupunem ci f omomorfism bijectiv h si aratim ci si ! este omomorfism. Fie w € Q, T(w) =
n, by,...,bp €A’sia; =f"(b;),i=1,...,n. Atunci
= {w(bry...,bn)) = (w(f(ar)y.., flan))) = 7 (Flw(ar, ..., an))) =

=w(a,...,an) = w(f ' (b1),...,f ' (bn)).

Exercitiul 151 S& se arate ci : (A, Q) — (A’, Q) este 0-omomorfism daca gi numai dacd pentru orice w € Q,
notand fT(@) = f x ... x f: AT@) A’T(w), urmatoarea diagrama este comutativa:

AT(w) Frie) A/T(w)

o e

A " A

Exemplul 8.1.5 (Produs direct de algebre universale) Fie (Ai, Q)ic1 o familie de Q-algebre si consideram
a produsul direct (] T;c; At, (Pi)ier)-
Fie T tip algebrelor. Daci w € Q i (a¥)ic1 € P, k=1,...,n, n = 1(w), atunci fie

w((al)iety - (@Mier) = (w(al,...,al))ier

Astfel am definit pe J;;
surjectiv pentru orice j € 1. intr—adevér,

Aji o structura de (Q-algebra, iar proiectia canonica p; : P — A; este omomorfism

pj(w((ag)iely-'w(a?)iel)) :pj((w(ag)nwa?))iel) = w(aj-])---»a]ﬁ) =
= w(pj((al)iet)y- -, pj((aM)ic1)).

Daca w’ este o altd operatie de tip T(w) definitd pe P astfel incat

1 T(w)

pi(@’((a] ety -+ (a7 Nien)) = w(ps ((al)ier)y -, ps((aF “icr),

atunci w = w’, deoarece avem cé

(w) (w)

w((ail)ieb---)(a: )iel)zw/((ai])iehm,(af )iel)-

Mai departe, daca fi : (Ai, Q) — (A{, Q) sunt omomorfisme, i € I, atunci

Hfi : HAi - HA{» Hfi((ai)iel) = (filai))ier

iel iel iel iel

este de asemenea omomorfism.

8.2 Subalgebre

Definitia 8.2.1 Fie (A,Q) o algebra universald si B C A. Spunem ci B este subalgebrd a lui A (notatie:
B < (A, Q)), daca

YweQ, 1(w)=n, Va,...,an € B, w(aj,...,an) € B.

Vom nota multimea subalgebrelor lui A prin §(A, Q).
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Observatii 8.2.2 1) Daca B € §(A, Q), atunci orice w € Q induce o operatie pe submultimea B, deci si (B, Q)
este algebra universala.
2) Multimea vida () este subalgebra daca si numai dacd Q nu contine operatii nulare.

Exemplul 8.2.3 1) Fie M o multime i N C M. Atunci P(N) este subalgebra a algebrei (P,U,N) dar nu si a lui
(P,u,N,0).

3)FieFM) ={f|f: M- M}, FM)={f:M — M| f injectiva}, F(M) ={f : M — M | f surjectiv},
Fp(M) ={f: M — M | f bijectiv}. Atunci F;(M),TFs(M) si Fp(M) sunt subalgebre ale lui (F(M), o).

Exercitiul 152 Fie (A, Q), (B,Q), (C, Q) algebre universale. Spunem ca p = (A, B, R) este relatie omomorfa,
daca R este subalgebra a produsului direct (A x B, Q).

Sa se arate ca :

a) Daca f = (A, B, F) egy functie, atunci f omomorfism &f este relatie omomorfa;

b) Daca p = (A,B,R) si 0 = (B, C,S) sunt relatii omomorfe, atunci si oo p si p~! sunt relatii omomorfe;

c) Daca p = (A,B,R) este relatie omomorfa si X € 8§(A,Q), atunci p(X) € §(B, Q). (in particular, daca
f: A — B este omomorfism, atunci f(X) € $(B,Q).)

Lema 8.2.4 Daca (A, Q) este o algebrda universala si 8 C 8(A,Q), atunci

[ B€S(A Q).

Bes
Demonstratie. Fie w € Q, n = t(w) si by,...,bn € [zcg B; rezulta ca pentru orice B € §, by,..., by € B,
deci w(b1,...,bn) € Ngeg B; rezulta ca w(bi,...,bn) €NgesB. =

Corolar 8.2.5 (8(A,Q), C) este latice completd. Daca 8 C §(A, Q), atunci

inf 8= |{B|B&S$§ sup S=[ {Ce8(A,Q)|CDOBVYBcS.
L s =BIBEs),  swp s=[Ces(A,0)IC2 }

)

Demonstratie. Rezulta din lema gi din Teorema de caracterizare a laticilor complete. m

Definitia 8.2.6 Fie (A, Q) algebrd universala si X C A. Din Lema rezulta ca
(X) =B € S(A,Q) | X C B} € §(A, Q).
Spunem cé (X) este subalgebra generata de submultimea X.

Observatii 8.2.7 Evident, (X) este cea mai micd subalgebra de contine pe X, deci urmatoarele proprietati
caracterizeazd pe (X):

(1) X € (X);

(2) (X) € 8(A,Q);

(3) Daca X C B si B € §(A,Q), atunci (X) C B.

Observam ca ((X)) = (X), i X € §(A, Q) &X = (X).

Teorema 8.2.8 (caracterizarea subalgebrei generate) Fie (A, Q) o algebra universald si X C A. Atunci
<X> = U Xiy
ieN
unde Xo = X, Xi11 = X3 U{w(X1,...,XT(w)) lw e Q, X1yeoosyXq(w) € Xil

Demonstratie. FieY =/
(1) X CY;
(2) Y € 8(A,0)
(3) Dacd B € §(A,Q) i XC B, atunci YCB. m

ien Xi- Se vede usor ca

Exercitiul 153 a) Fie M o multime si A C M. S& se determine subalgebra lui (P(M), U, N, C) generata de {A} .
b) Fie R, (M) multimea relatiilor binare pe M si fie p € R2(M) o relatie reflexiv a gi simetrica. S& se determine
subalgebra lui (R2(M),U, N, 0, ') generats de {p}. Cine este aceata subalgebra daci p este tranzitiv?

Exercitiul 154 Fie A o Q-algebra si Xo ={w(?) | w € Q, t(w) = 0}. S& se arate ci (Xp) = (D) si (Xo) este cel
mai mic element al lui az (§(A, Q), C).
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Exercitiul 155 Fie A si B doua Q-algebre si fie f : A — B un omomorfism. Sa se arate ca:
a) Dacd X C A, atunci f((X)) = (f(X)).
b) Daca g: A — B este un omomorfism, (X) = A si g;x = f|x, atunci g = f.

Exercitiul 156 Fie A o Q-algebra. Elementul a € A se numeste non-generator, daca pentru orice X C A
avem

(XUlal) =A = (X) = A,
Subalgebra M < (A, Q) se numeste maximala, dacd M # A gi pentru orice subalgebra B a lui A avem
MCB=—B=Mgsau B =A.
Sa se arate ca :
a) Submultimea N(A) :={a € a | a non-generator} este subalgebra a lui (A, Q);

b) Pentru orice automorfism f: A — A avem f(N(A)) C N(A);
c) N(A) coincide cu subalgebra Frattini ®(A) := (), subalgebra maximals V1 @ 1ul A.

8.3 Congruente. Algebre factor. Teoreme de izomorfism
Definitia 8.3.1 Fie (A, Q) o algebra universala si p = (A, A, R) o relatie pe A. Spunem ci p este congruenta
pe (A, Q) (notatie: p € C(A,Q)), dacad p este relatie de echivalenta si este compatibila cu operatiile, adica:
YVwe Q, \4 Cl],...,GT(w),bh...,bT(w) €A

a P bi) i= ],...,T((,U) == w(ah---)a”r(w)) P w(bh---»b’r(w))-

Exemplul 8.3.2 1) Relatia = (mod n) definitd pe Z este relatie de congruenta pe algebra (Z,+,-,0,1,—).
2) Relatia diagonald 1o = (A, A, Aa) si relatia universald (A, A, A X A) sunt congruente pe A.

Teorema 8.3.3 Fie (A, Q) o algebrd universala gi p € C(A,Q) o congruentd. Pe mulfimea factor
Alp={px) [ x € A}
exista o unicd structurda de (-algebra astfel incat proiectia canonica pp : A — A/p sa fie omomorfism.
Demonstratie. Fie w € Q i p(x1),...,p{xn), unde n = t(w). Definim
w(p(x1)y...yp(xn)) = p{w(xi, ... xn)).
Aratdm c& definitia nu depinde de alegerea reprezentantilor. Intr-adevir, fie x{ € p(xi), 1 = 1,...,n. Atunci

xipx{, i=1,...,m, deci w(x1,...,%n) p W(X],...,X,), deoarece p este congruenta.
Aratam ca p, este omomorfism. Pentru orice w € Q si x1,...,%Xn € A avem

pp(w(Xh'--)Xn)) = p(w(x1,...,xn)> = w(p<x1>,...,p<xn)) = W(Pp(Xl)»---)Pp(Xn))-
Presupunem acum ci w’ este o operatie n-ard pe multimea factor A/p astfel incat
Polw(xi, ..., xn)) = w'(pp(x1),.. o, Polxn))

pentru orice X1,...,Xn € A. Atunci

w(p(x1>,...,p<xn>) = w(Pp(X1)»---)pp(Xn)) :pp(w(xh--‘)xn)) =
:wl(pp(x1))-~-)pp(xn)) :w/(p<x1>>---»p<xn>))

deciw=w’. m

Exercitiul 157 Fie A o Q-algebra. Sa se arate ca Aa si A x A sunt congruente pe (A, Q) si algebra factor
(A/AA, Q) este izomorfa cu (A, Q). Cate elemente are algebra factor A/A x A?

Teorema 8.3.4 (teorema I de izomorfism) Fie: (A, Q) — (B, Q) un omomorfism. Atunci:
a) ker f ={(x1,x2) € A x A | f(x7) =f(x2)} congruentd pe algebra (A, Q).
b) Imf = f(A) € 8(B, Q).
c) A/ker f ~Imf.
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Demonstratie. a) Fie w € Q, t(w) = n si fie x1,...,Xn,X],...,x,, € A astfel ca x; kerf x/, pentru
i=1,...,m; rezultd ca f(x;) = f(x{), i=1,...,n, deci

w(f(x1),.., flxn)) = w(f(x7), ..., flxp)).

Deoarece f este omomorfism, f(w(x1,...,%xn)) = flw(x],...,x})), adicd w(x1,...,%xn) kerf w(x],...,x.).
b) Fie w € Q, 1(w) =nsiys; =f(x1),...,Yyn = f(xn) € f(A). Atunci

W(Y1y-eoyYn) = wW(f(x1), ..., f(xn)) = flw(xg,...,xn)) € f(A).
¢) Din teorema I de factorizare rezulta ca
f:A/kerf — Imf, f(p(x))=f(x)
este functie bijectivd. Ardtim ci f este omomorfism. Intr-adevir, pentru orice w € Q avem

flwlp(x1), ..oy p(xn))) = Flp{w (X1, .oy %)) = Flw(x1, .0y xn)) =

Teorema 8.3.5 (teorema II de izomorfism) Fie (A, Q) o algebrd universald, B € $(A,Q) si p € C(A, Q).
Atunci:

a) p(B) € 8(A,Q);

b) o:=pN (B xB) € €(B,Q) siT:=pN(p(B) x p(B)) € Clp(B), Q);

¢) (B/0,Q) ~ (p(B)/T,Q).

Demonstratie. a) Fie w € Q, T(w) =n §i y1,...,Yyn € p(B), deci existd by,...,b, € B astfel incat nipyj,
i=1,...,n. Deoarece p € C(A,Q)), rezultad cd w(by,...,bn)pw(yi,...,Yyn), si deoarece B € §(A,Q), rezulta
cd w(by,...,bn) € B, deci w(y1,...,yn) € p(B).

b) Fie w € Q, t(w) =n gi by,...,bn,b},...,b] € B astfel incat bjob/, i =1,...,n; rezultd ca bipb{, i =
1,...,m, deci w(by,...,bn)pw(b],...,b}). Deoarece B € §(A, Q), rezultd ca w(by,...,by),w(by,...,b,) € B,
deci w(by,...,bn) o w(by,...,b}). La fel se arata cd T € C(p(B), Q).

¢) Din Teorema II de factorizare rezulti ca f : B/o — p(B)/1, f(o(b)) = T((b)) este functie bijectiva.
Deoarece f este omomorfism, se vede usor ci f este de asemenea omomorfism. m

Teorema 8.3.6 (teorema III de izomorfism) Fie (A,Q) o algebra universald si fie p,o € C(A,Q), p C o.
Atunci existd o/p € C(A/p, Q) astfel incdt

A—/p ~ A/o.

o/p
Demonstratie. Din Teorema III de factorizare rezultd ca

g:A/p—= A/o, g(p({a)) =o(a)

este functie surjectivd gi se verificd usor ca g este omomorfism. Din Teorema I de izomorfism [8.3.4] rezulta c&
0/p = ker g este congruenta pe algebra (A/p, Q) si are loc izomorfismul %/g ~A/o. m

Exercitiul 158 (laticea congruentelor) Fie (A, Q) o algebrd universala si p € E(A) o relatie de echivalenta
pe A.

a) Sa se arate ca p este congruenta & p este relatie omomorfa.

b) Sa se arate ca multimea (C(A, Q), C) a congruentelor pe A este latice completa.

c) Fie € C €(A). Si se arate ca

sup € = U P1 O+ 0pPn
e(A) neN, pi1,...,pn€C

(adica, daca q = supg(a)C, atunci xqy &3Ix = X0,X1,...,Xn = Yy € A si Ip1,...,pn € E(A) astfel incat
XoP1XTyevvy Xn—1 Pan-)

d) Daca € C C(A,Q), atunci supg Ay C = supe(a,0) €

e) Fie p1,p2 € C(A, Q). S& se arate ca

p1op2 € C(A,Q) & pr1op2=p20p]

si In acest caz supe(a,0){P1, P2} = p1 0 2.
f) Presupunem ca pentru orice p1, p2 € C(A, Q) avem P1op2 = p2op7. Sa se arate ca pentru orice p1, P2, P3 €
C(A,Q) avem p; C p3 = p1o(p2Np3) = (p1op2)Np3. (In acest caz spunem ci C(A, Q) este latice modulara.)



Capitolul 9

NUMERE CARDINALE

Rezultatele prezentate in urmatoarele doua capitole au fost descoperite de matematicianul german Georg Cantor
(1845 — 1918). El este creatorul teoriei multimilor gi a aratat importanta functiilor bijective. Cantor a definit
multimile infinite i multimile bine ordonate, gi a aratat ca exista o ,,ierarhie” a multimilor infinite. Tot el a
introdus numerele cardinale gi numerele ordinale si a studiat aritmetica acestora.

9.1 Numar cardinal. Operatii cu numere cardinale

Definitia 9.1.1 Spunem ci multimile A gi B sunt echipotente (notatie: A ~ B), daci exista o functie bijectiva
f:A— B.

Observatii 9.1.2 | ~” este o relatie de echivalenta pe clasa multimilor, deci obtinem o partitie a acestei clase.
Intr-adevir, daci A o multime, atunci Ta : A — A este bijectiv, deci ,,~" este reflexiv. Daca A ~B gi B~ C

atunci exista functiile bijective f : A — B §i g : B — C. Deoarece gof: A — C este bijectiv, rezulta ca A ~ C

deci ,,~” este tranzitiv. Daca f: A — B este bijectiv, atunci si f~' : B — A este bijectiv, deci ,,~” este simetric.

Definitia 9.1.3 a) Cardinalul multimii A este clasa de echipotenta A. Notatie: |A|, deci A ~ B daci gi numai
dacd |A| = B, si spunem ca multimea A este reprezentant al numarului cardinal o« = |A|. (Deoarece constructia
axiomatica precisa a lui |A| este dificila, o vom face doar dupa introducerea si a numerelor ordinale in capitolul
urmator. )

b) Adunarea, inmultirea si exponentierea numerelor cardinale de definesc astfel:

LY ieroa =I]Tier Adls
2. [Ticr v =T Lier Ails
3. B* =|B”| =|Hom(A, B)|.

Observatii 9.1.4 Definitiile de mai sus nu depind de alegerea reprezentantilor. intr—adevér, daca o = |A4] =
IA{l, si fi : A — A{ este bijectiv pentru orice i € I, atunci [ [ fi : [TA1 = [licr Af si [Ticr it [Lier AL —
[ [ic1 A{ sunt functii bijective. Daca f: A’ — A si g: B — B’ sunt bijective, atunci si Hom(f, g) : Hom(A,B) —
Hom(A’, B’) este bijectiv.

Teorema 9.1.5 Fie (Ai)ic1 o familie de mulfima.

a) & : Jlici A = Uier Aty dlai,i) = aq este functie surjectiva, si ¢ este injectiva dacd si numai dacd
Ai N Ay =0 pentru orice i,j € I, i #j.

b) [A1 UAz|+ A1 NA2| = [A1] +]A2].

Demonstratie. a) Daca a € |J;.; Ay, atunci existd i € I astfel incdt a € A; si $(a,i) = a, deci ¢ este
surjectiva.

Presupunem ca ¢ este injectiva si ca exista i,j € I si a € A;j N Aj. Deoarece ¢(a,i) = $(a,j) = a, rezulta ca
(a,1) = (a,j), deci i =]j.

Invers, presupunem ca pentru orice i # j, A; N Aj = 0, si fie (ai, 1), (a;,j) € [ ;o1 At astfel incat ¢p(ai,i) =
d(aj,j); rezulta ca ay = a; € Ay N A;, deci i =7 si (ai,1) = (aj,j).

b) Daca A7 NA; =0, atunci din a) rezulta cd A; UA; ~ A7 ][ Az, deci [A1 UAZ| =|A1]+ Azl

In general, AJUA, = A1U(A2\A1) si Az = (A2\A1)U(A1NA,), unde A1N(A\A1) = 05i (A2\A1)NAINA,) =
0: rezulta ca

iel

A7 UA2+ AT NAL = AT+ AT\ Azl + A N A2l = [Aq] + A2

78
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Teorema 9.1.6 Au loc urmatoarele identitati cu numere cardinale:
a) o+ =+ o Xy = ;
b) (a1 4+ ax2) + o3 = o1 + (o2 + 3); (@r02) 3 = g (0203);

c) Z Iocl Z]EI B )= Z(I,J)EIX] “1[51'7'
d) BZ‘EI = Hiel B

e) HIEI 0(1 )P = Hiel (X{s;

)Y

Demonstratie. a) Fie o1 =|A1], 0z = |A2| sl sd observam ca functiile
d) A1HAZHA2HAH ah (01,2), d)(aZaz):(aZ)]))
YA x Ay — Ay X Ay, ﬂ)(ahaz):(az,aﬂ

sunt bijective.

b) Observam c& multimile (A1 [TA2) [[ A3 ={((a1,1),17), ((a2,2),17),(a3,2') | a; € Ai}si AT [J(A2 ] A3) =
{((11 )1 /)) ((a2> ])32/)) (((13,2),2/) | ai € Ay} sunt echipotente.

c) Daca o = [Aif i B; = [Bjl, atunci

b ([JA < (I8 — I (AcxBj)  ((ai,1),(b5,3) = (@i, i), (i,5))

i€l j€] (i,j)elx]

este functie bijectiva.
d) Fie oy =|Ail, 1€ I si p =|B|. Atunci

¢ : Hom(] JAi,B) = [ [Hom(A,B), (&) = (o qi)icr

iel icl

este functie bijectiva, unde qi : A — [];c; Ai este injectia canonica a sumei directe.

e) Cu notatiile de mai sus avem ca functia

b Hom(B,HAi) — HHOIH(B,AJ, P(a) = (pi o aier
el iel

este bijectiva, unde pi : [ [;c; Ai — A este proiectia canonica a produsului direct.
f) Fie « = |Al, p = [B|, v =|C| si consideram functiile

¢ : Hom(A x B,C) — Hom(A, Hom(B, C)), ¢ (f)(a)(b) = f(a,b),

Y : Hom(A, Hom(B, C)) — Hom(A x B,C),  (g)(a,b) = g(a)(b),

undea € AsibeB. Searatausorca p=¢d~'. m
Teorema 9.1.7 (Cantor) Pentru orice mulfime A are loc |P(A)| = 2/AL
Demonstratie. Fie @a : P(A) = Hom(A,{0,1}), @ (X) = xx, unde

1, dacaaeX

A = {0,1), -
XX {0,1} xx(a) {O, dack a ¢ X

este functia caracteristica a submultimii X. Observam ca @ este bijectiva, pentru ca

oA ) =x"1), VYx:A—={01}

este inversa lui pa. =

9.2 Ordonarea numerelor cardinale

Definitia 9.2.1 Fie o = |A| si f = |B| doud numere cardinale. Spunem ca « < 3 daca existd o functie injectiva
¢:A — B.

S& ardtdm cd definitia nu depinde de alegerea reprezentantilor. Intr-adevir, dacd o = |A| = |A/], f: A’ — A
bijectiv,  =|B| = [B’|, g: B — B’ bijectiv, atunci Hom(f,g)(¢) =godof: A’ — B’ este functie injectiva.
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Exercitiul 159 Daca oy < 4, Vi€ I, atunci:
a) D ier i < 2 ieq Bis
b) [Tier i < ITicr Bis

c) dacid 0 # o < o’ si B < B, atunci B* < B’* .
Pentru a arata ca ,,<” este relatie de ordine, avem nevoie de urmatoarea lema.
Lema 9.2.2 (Cantor—Bernstein—Schréder) Dacd Ay C Ay C Ap g1 Ag ~ Az, atunci Ag ~ Aq.

Demonstratie. Fie f: Ay — A, o functie bijectiva si definim familia de multimi (An)n>o prin formula de
recurentd A, 2 = f(An). Deoarece Ay C A7 C Ay, se arata prin inductie cA An, D An41 pentru orice n > 0.

Fie B = N, cnAn; atunci A = BU [, cn(An \ Ant1) st (AN A1) N (A \ Aj1) = 0 daca i # j. Deoarece
Ani2 = f(Ay), rezulta ca functia

neN

frn (A N Ang1) = (Ani2 \ Ang3), fn(x) = f(x)

este bijectiva pentru orice n > 0. Functia bijectiva cautata g: Ag — Ay se defineste astfel:

X, daca x € B,
g(x) = f(X), daca x € AZn \ A2n+1> ne N»
X, daca x € Aon_1 \Aan, n€N. [

Teorema 9.2.3 Relatia ,,<” este relatie de ordine totald. (fn particular, are loc trihotomia: daca o« si B sunt
numere cardinale, atunci sau « < f sau x = f sau & > f3.)

Demonstratie. Daca o = |A|, atunci « < «, pentru ca 15 : A — A este functie injectiva.

Dacd o« = |Al, B =|B], y =IC| si « < B, B < 7y, atunci existd functiile injective f: A - Bsgig: B — C;
deoarece gi go f: A — C este injectiva, rezulta ca o« <.

Fie acum oo = |A], p = |B| astfel incat o < B si B < «, deci existd functiile injective f: A — B gi g: B — A.
Fie Ao = A, A; = ¢(B), By =f(A) si A; = g(By). Deoarece By C B, rezulta cd A; C Ay C Ap. Mai departe, gof
este functie injectiva si (gof)(Ap) = g(f(A)) = g(B1) = Az, deci Ap ~ Az. Din Lema Cantor—Bernstein—Schroder
rezulta ca Ap ~ Ay, deci A ~ B pentru ca A; ~ B.

Fie o« = |A|, B = |B| si pentru orice X C A, Y C B, fie

BX,Y)={f: X = Y| bijectiv},

B — U B(X,Y).
(X,Y)EP(A)xP(B)

Pe multimea B-n definim relatia ,,<” astfel: daca f: X — Y i f': X’ = Y’ atunci f < f’ daca si numai daci
X C X’ si f este restrictia lui f’ la X. Se verifica usor ca (B, <) este o multime nevida ordonata.

Fie L ={f; : Xy =2 Y; |1 € I} C B o submultime total ordonaté, si aratdm ci £ are majoranta in B. Intr-
adevar, fie X = [J;c; Xi, Y = Ui Yi si fie f: X = Y, f(x) = fi(x) daca x € X;. Este ugor de aratat ca f este
functie bine definita, bijectiva, si f; < f pentru orice i € L.

Din lema lui Zorn rezulta ca in B existd un element maximal fo : Xo — Yo, deci este suficient de demonstrat
ca Xo = A sau Yo = B. Presupunem ca Xo # A, Yo # B si fie ag € A\ Xp si bg € B\ Yp. Observam ca functia

fo(x daca x € X
£ Xo Ufdo} — Yo Ufbol, £/(x) = 4 0¥ ) o
bo, daca x = ap
este bijectiva si fo < f’, ceea ce contrazice maximalitatea lui fo. =

Teorema 9.2.4 (Cantor) Pentru orice numar cardinal o avem x < 2%.

Demonstratie. Fie « = |A|. Deoarece A — P(A), a — {a} este functie injectiva, rezulta ca « < 2%.
Presupunem ca ¢ : A — P(A) este bijectiv, si fie

X={acAla¢ d(a)}

Atunci exista x € A astfel incat ¢(x) = X. Dacd x € X, atunci x € ¢(x), deci x ¢ X; dacd x ¢ X, atunci x ¢ ¢(x),
deci x € X. In ambele cazuri ajungem la o contradictie, deci x < 2%. m



9.3 Multimi finite, infinite gi numarabile 81

9.3 Multimi finite, infinite si numarabile

Definitia 9.3.1 a) Spunem ca A este multime finita, daci este echipotentd cu un numar natural, adicad In € N
astfel ca A ~n. Multimea A este infinita, daca nu este finita.

b) Spunem c& A este multime infinitd numadarabila, daci este echipotentd cu multimea numerelor naturale,
adica A ~N. Notam cu Ny cardinalul lui N.

¢) Spunem ci A este multime numarabila (sau cel mult numarabild), daca este finitd sau infinit numarabila.

d) Notam cu ¢ cardinalul multimii R a numerelor reale, si spunem ci R are puterea continuului.

Teorema 9.3.2 a) Orice submulfime a unei mulfimi finite este finitd.
b) Dacd n,m € N gi exista f: n — m funcie injectivd, atunci n C m. In particular, dacd n ~ m, atunci
n =m, adica orice multime finitd este echipotentd cu un singur numdr natural.

Demonstratie. a) Este suficient de ardtat c& pentru orice numar natural n, orice submultime a lui n este
finita. Deoarece multimea

S:={n € N| orice submultime a lui n este finita}

satisface ) € Ssin € S = nt € S, din principiul inductiei matematice obtinem S = N.
b) Consideram multimea

T ={n € N| pentru orice m € N, daca exista f : n — m injectiva, atunci n C m}.

Este evident ca () € T. Fien € T, si presupunem ci f : nt — m este o functie injectivd, unde m € N.
Deoarece n" # (), rezulta ca m # (), si conform axiomelor lui Peano existd p € N astfel incat m = p™, deci avem
f:nt=nu{n} > m=p" =pU{p} Dacid p & f(n), atunci g : n — p, g(x) = f(x) este functie bine definita si
injectiva. Daca p € f(n), atunci fie p = f(u), f(n) =v, unde u € n si v € p (intr-adevar, deoarece daci v ¢ p,
atunci f(n) =p = f(u), deci n = u € n, contradictie). Atunci functia

gin—p, glx)= {f(x), daca x # u,

v, daca x =u

este injectiva. Deci in ambele cazuri avem o functie injectiva g : n — p. Deoarece n € T, rezulta ca n C p. Daca
n C p, atunci n € p, deci n™ C p™ = m. Dacd n = p, atunci avem n* = p* = m. Deci in orice caz n™ € m,
adicd n* € T. Din principiul inductiei rezultd T=N. =

Observatii 9.3.3 a) In capitolul urmator vom da definitia axiomatica a numarului cardinal. Vom vedea ca daca
A este multime finita, adica existd unic n € N astfel ca A ~ n, atunci |A| = |n| = n. Deci orice numar natural
este gi numér cardinal (este chiar propriul cardinal).

b) Adunarea numerelor naturale definitd in capitolul anterior coincide cu adunarea lor ca numere cardinale.
Intr-adevir, daci notdm pentru moment cu + adunarea numerelor cardinale, atunci avem nt = n*| = nu{n}| =
n|+{n} = n+1.

Teorema 9.3.4 Fie A o multime. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) A este multime infinitd;
(2) Existd o functie injectiva f: N — A;
(3) A are o submultime proprie echipotentd cu A.

Demonstratie. (1)=(2) Observam ci dacd A infinit gi a € A, atunci si A \ {a} este infinit (pentru ca daca
A\{a} ~n, atunci A ~nt =n+1). Demonstratia ,,naivd” decurge astfel. Prin inductie definim un gir (An)nen,
unde a, € A si o familie de multimi (An)nen, unde A,, € A. Deoarece A este infinit, este evident nevid (cici
altfel am avea A ~ 0), deci existd ap € A. Fie Ag = A\ {ao}, care este de asemenea infinit. Presupunem cid an
si An sunt definite. Atunci A,, este infinit, deci exista any1 € An, gl dacd Ani1 = An \{an+1}, atunci si Anqq
este infinit. Fie f: N — A, f(n) = an, deci f este functie injectiva.

Mai exact, trebuie sa folosim axioma alegerii. Fie N, ={0,1,...,n — 1}. Prin inductie (ca mai sus) se arata
ca pentru orice n € N exista o functie injectiva ¢ : N, — A. Daca n € N, fie

Mn ={¢ : N, = A | ¢ injectivi},

deci My # 0, si avem My NM,,, = 0, dacd m # n. Din axioma alegerii rezultd ci existd o multime M astfel incét
pentru orice n € N, M;; N M are exact un element. Vedem ci dacé definim multimea B := pem Im ¢, atunci
exista o functie bijectiva f: N — B.
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(2)=(1) Presupunem ca A este finitd. Deoarece f: N — A este injectiv, rezultd cd N ~ f(N) C A. Dar atunci
N este finitd, adica existd n € N gi o functie bijectivd g : N — n. Fie h = g|,+ : n™ — n restrictia functiei g la
nt C N. Evident h este injectiv, deci n™ =n U{n} C n, contradictie.

(3)=(2) Fie B C A sifie f: A — B o functie bijectivd. Mai departe, fie ap € A \ B, si prin inductie definim
sirul (an)nen, any1 = flan). Fie ¢ : N — A ¢(n) = an, ¢ prin inductie dupa n ardtdm ci din n # m
rezulta ¢(n) # d(m). Intr-adevir, daci n = 1, atunci m # 1, de unde ¢(1) = a7 si ¢(m) = f(am_1) € B;
deoarece a7 ¢ B, rezulta ca &(1) # d(m). Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru n, i fie m £ n + 1.
Daca m = 1, atunci ¢(m) = a; € B si p(n+1) = flan) € B, deci p(n+ 1) # d(m). Dacd m # 1, atunci
d(m) =f(am—1) si d(n+1) =f(an). Deoarece m — 1 # n, rezulta cd am_1 # an, si deoarece f este injectiva,
rezultd cd f(am_1) # f(an), deci d(m) # p(n+1).

(2)=(3) Consideram functia

a, daca x ¢ f(N),
f(n+1), dacadx="f(n)

b

¢:A = AN{(0)),  &(a) :{

si aratam ca ¢ este bijectiva. Intr-adevir, fie a,b € A astfel incat ¢(a) = ¢(b). Atunci sau a,b € f(N), sau
a,b € A\ f(N). Daca a,b ¢ f(N), atunci este evident cd a = b. Daca a,b € f(N), atunci ¢p(a) = f(k+ 1)
si &(b) = f(L+ 1), unde a = f(k) si b = f(1). Deoarece f este injectiva, rezultd cda k+1 = 1+ 1, de unde
k =1sgi a =b. Deci ¢ este injectivd. Fie acum b € A\ {f(0)}. Dacd b = f(n) € f(N), atunci n # 0 si
b=fn—1+4+1)=¢(f(n—1)); daca b ¢ f(N), atunci b = f(b), deci ¢ este surjectiva. m

Corolar 9.3.5 a) Multimea N a numerelor naturale este infinita, mai mult, IN| =: Ko este cel mai mic numar
cardinal infinit (sau transfinit ).
b) Fie A o multime. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) A este finitd;
(2) Daca f:N — A, atunci f nu este injectiv;
(3) Daca B C A i |B| =|A|, atunci B = A.
¢) Reuniunea a doud multimi finite este finitd.

Demonstratie. c) Fie A si B doud multimi finite. Deoarece |A | [ Bl = |A|+|B| si suma a dou& numere naturale
este numar natural, rezultd cd A B este finitd. Deoarece existd o functie injectivd f: AUB — A]]B, rezulti
ca A UB este finitd. m

Exercitiul 160 Fie A o multime. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) A este multime finité;
(ii) Daca f: A — A este injectiv, atunci f este surjectiv;
(iii) Daca f: A — A este surjectiv, atunci f este injectiv.

Exercitiul 161 Fie A o multime infinita. Sa se arate ca :
a) [Al[+n=JAVneN;
b) [Al+ Ro = |A].

Exercitiul 162 Sa se demonstreze :

a) No + Ng = Np; Np - Ny = Np;

b) Daca A, ~ N pentru orice n € N, atunci (J,. y An ~ N (adica, o reuniune numarabila de multimi
numarabile este numarabild);

¢) Multimea P¢(N) = {X C N | X este finita } a partilor finite ale lui N este numarabilé;

d) Multimea numerelor rationale este numaérabila;

e) Multimea Q[X] a polinoamelor cu coeficienti rationali este numarabila;
f) Multimea A :={z € C| (3)P € Q[X] \ {0}, P(z) = 0} a numerelor algebrice este numarabila.

Teorema 9.3.6 a) Mullimea R a numerelor reale este nenumarabild, adica ¢ > No;
b) ¢ = 2%,

Demonstratie. a) Folosim metoda diagonala a lui Cantor. Fie o functie
f:N*—[0,1), fn) =0,an1an2 ... Ann---,
unde an; € {0,...,9}. Fie a, €{0,...,9} astfel incat a,, ¢ {0,9,ann}, si a =0,a7,az,...0an.... Atunci evident

f(n) # a pentru orice n € N, deci functia f nu este surjectivd. Astfel am aratat ca nu exista o functie bijectiva
f:N* = R.
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b) Stim ca are loc egalitatea
ZNO = ‘HOIH(N*,{O, 1})|a

de aceea vom folosi reprezentarea numerelor reale ca fractii binare infinite. Fie a € [0,1), a =0,a7az ... (in baza
de numeratie 2), unde a,, € {0,1}. Presupunem ca 1 nu este perioada a fractiei. Fie functia

¢ :[0,1) — Hom(N*,{0, 1}), $(a) =f,unde f(n) =a, Vn>1.

Atunci funtia ¢ este injectiva, pentru ca exprimarea numarului real a ca fractii binare infinita fara perioada 1
este unica. In plus, avem ca

COm¢) ={f:N* = {0,1}| I np astfel incat f(n) =1 ¥V n > ngl

Dar un numér real de forma 0,byb,...bn 111... este rational, deci ((Im ¢) (adicd multimea numerelor ce pot
fi reprezentate cu perioada 1) este o multime numarabild. Deoarece avem

Hom(N*,{0,1}) = Im ¢ U C(Im o),
rezultd ca 25¥0 = ¢4+ N, deci ¢ =250, m

Exercitiul 163 Sa se demonstreze :

a) Orice interval de numere reale are puterea continuului, adicd R ~ (0,1) ~ (a,b) ~ [a,b) ~ [a,b] ~ (a,b]
pentru orice a,b € R astfel ca a < b;

b) Multimea R \ Q a numerelor irationale are puterea continuului (adicad R ~R\ Q).

Exercitiul 164 Sa se demonstreze :
a) 2 = %o =
b) c+ec=c-Ny=Ny¥ =¢.

2

Teorema 9.3.7 Dacd o este un numdr cardinal infinit, atunci o« = ¢« = ' pentru orice o', unde 0 # &’ < «.

Demonstratie. Fie o = |A| i ardtam ca exista o functie bijectiva f : A — A X A. Pentru aceasta vom folosi
Lema lui Zorn. Fie

R={(M,f) | M C A, M este infinit i f: M — M x M este bijectiv}.

Deoarece A este infinit, existi M C A astfel incat M ~ N. Atunci M ~ M x M, deci R # (). Pe multimea R
definim relatia de ordine

(M, f) < (M f") &= M C M’ és f'|m =T

Aratam ca in R orice lant are majoranta. Intr-adevir, fie £ C R un lant, i fie perechea (Mg, fp), unde Mgy =
U(M’f)eL M si fo: Mo — Mo X My, fo(x) = f(x), daca (M, f) € £ gi x € M. Atunci fy este bine definita, pentru
ca L este lant, gi fo este injectiva, pentru ca dacd (M,f) € £, atunci f injectiva. Din egalitatea My x Mo =
Uim,res (M x M) rezulta ca fo este surjectiva, deci (Mo, fo) € R. Evident ca (Mo, fo) este majoranta pentru £.

Conform lemei lui Zorn, existd un element maximal (B, f) € R, si fie = |B|, deci 2 = p. Daci p = «, atunci
o? = a, deci putem presupune ca B < «. Deoarece p < B + B = 2p < B2, rezulti ca 2 = B, si prin inductie,
np = P pentru orice n € N.

Daci |A \ B|] < B, atunci deoarece A = (A \ B) UB, rezultda ca o« = [A\ B|+ f < B + p = B, contradictie.
Rezultd ca f < |A\ B, si existd o multime C C A \ B astfel incat |C| = 3, deci B ~ C. Atunci

2

(BUC)x (BUC)=(BxB)U(BxC)U(CxB)U(CxC),
si avem

(BxC)U(CxB)U(CxC)=p*+p>+p>=3p=0.
Rezultd ci existd o functie bijectivd g : (B x C) U (C x B) U (C x C) — C. Considersm functia

h:BUC— (BUC) x (BUC), h(x)_{f(xJ» daca x € B,

g(x), dacixeC '

Atunci h este bijectiva, deci (BU C,h) € R, contradictie, pentru ca (B, f) < (BU C,h). Rezulta ca ipoteza p < «
este fals, deci = si &’ = x. m
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9.4 Elemente de combinatorica

Discutam cateva aspecte privind calculul numarului de elemente al unor multimi finite.

9.4.1 Aranjamente, permutari, combinari

Definitia 9.4.1 Fie A si B doua multimi finite, |A| = k si [B] = n. Fixam cate o ordonare totala a acestor
multimi astfel: A ={a; <ay <---<ax}siB={b; <by<---<bp}

a) Un gir de lungime k de elemente din B se numeste k-aranjament cu repetitie de n elemente. Numarul
k-aranjamentelor cu repetitie de n elemente se noteaza AK.

b) Un gir de lungime k de elemente din B, in care fiecare element apare cel mult o data, se numesgte k-
aranjament de n elemente. Numairul k-aranjamentelor de n elemente se noteaza AX.

¢) Un sir de lungime n de elemente din B, in care fiecare element apare exact o datd, se numeste permutare
de n elemente. Numarul permutarilor de n elemente se noteaza P, .

d) O submultime cu k elemente a lui B (unde k < n) se numeste k-combinare de n elemente. Numéarul
k-combinarilor de n elemente se noteaza (E) sau CK.

e) Un sir crescitor de lungime k de elemente din B se numeste k-combinare cu repetitie de n elemente.
(Un astfel de sir se mai numeste multiset cu k elemente, adica elementele se pot repeta, dar nu conteaza ordinea
lor.) Numaérul k-combinarilor cu repetitie de n elemente se noteaza ((E)) sau Ck.

Observatii 9.4.2 Deoarece sirurile sunt de fapt functii, definitiile de mai sus se pot reformula astfel:

a) Numairul k-aranjamentelor cu repetitie de n elemente este egal cu numéarul functiilor f: A — B.

b) Numarul k-aranjamentelor de n elemente este egal cu numaérul functiilor injective f: A — B.

¢) Numarul permutarilor de n elemente este egal cu numérul functiilor bijective f: A — B.

d) Numarul k-combindrilor de n elemente este egal cu numarul functiilor strict crescatoare f : A — B, sau
altfel spus, cu numarul sirurilor strict crescatoare de lungime k de elemente din B.

e) Numaérul k-combinérilor cu repetitie de n elemente este egal cu numarul functiilor crescitoare f: A — B.

Exercitiul 165 Pentru n =5 si k = 2 sa se enumere toate
a) k-aranjamentele cu repetitie de n elemente.
b) k-aranjamentele de n elemente.
¢) permutarile de n elemente.
d) k-combindrile de n elemente.
e) k-combindrile cu repetitie de n elemente.

Exercitiul 166 Sa se demonstreze :

o) Ak =
b) Daca k < n, atunci Ak = (nT_L!k)y
c) Pn=nl

d) Dacd k < n, atunci CX = (}) = k(“i'

n—k)!
¢) Ch = (1) = -

Exercitiul 167 Sa se demonstreze :
)Ck Cn k. Ck+Ck+1 Ck+1

n+1-

b) (X+Y)" Zk o CRX™RYX (formula binomulus).
¢) Y p_o CK =2" (in doud moduri!).

Exercitiul 168 a) In cite moduri poate fi scris n ca suma de k numere naturale nenule, dacd tinem cont de
ordinea termenilor?
b) In cate moduri poate fi scris n ca suma de k numere naturale, daca tinem cont de ordinea termenilor?

Exercitiul 169 Fie |A| =k, |B|=nygifie f: A — B.
a) Daca f este injectiv, cate inverse la stanga are f?
b) Daca f este surjectiv, cite inverse la dreapta are f?
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9.4.2 Principiul includerii si al excluderii

Propozitia 9.4.3 (Principiul includerii si al excluderii) Dacd Aq,...,An sunt multimi finite, atunci car-
dinalul reuniunii lor este dat de formula

n n
JAI=D) 1A= Y 1AL NALI+ D) AL NAL DAL
i=1 i=1

1§i1<12§n 1Si]<iz<i3§n

n
e (DTS AL A N A ST ) Al
i=1

]S‘i.] <---<ig<n

Demonstratie. 1. Dacd AN B = @, atunci |A U B| = |A| + |B|. In general, [A7 U Az| = |A7] +1A2 \ Aq] si
|A2l =[A2 \ A1l + A1 N A3 |, deci

A1 UAZ = A+ ]A2l — 1A N A,

Continuam prin inductie. Presupunem ca afirmatia este adevaratid pentru n multimi, si fie Ay,..., AL, Ant
multimi finite. Atunci

n+1

UA|—|UA uAn+1|f\UA|+|AnH|—|UA NAnsil =
i=1 i=1 i=1 i=1

n+1 n n

=) Ad= > AGNAL+ A EDMTT ) AdF JAN Ann)l =
i=1 1<iy<ir<n i=1 i=1
n+l n+1

=) Ad= ) AL DAL+ (D) A
i=1 i=1

1<ii<iz<n+1

deci formula are loc pe baza principiului inductiei matematice. m
Demonstratie. 2. A doua demonstratie se bazeaza pe proprietatile functiei caracteristice, date in Exercitiul

Presupunem ca Aq,...,A, C A. Observam in plus ca pentru o submultime finitda X C A, avem
XI= 3 xx(x)
XEA

Avem AjU---UA, =C(CA;n---NCA,) (De Morgan), deci

XA U-UA, = 1 — (1 *XAJ (1 *XAn) =

n
XAc— D XA Xag, +oo+ (DT xay exay o+ EDMT [ ] xal =
i

n
i=1 11<12 i1<"'<ik
n
= Z Z XAy NAy, T+ (=1 Z XAy, nnAg, T T (—])nHXm‘:] A
i=1 i1 <iy <o <ig

Insuménd dupi valorile in x € A ale functiilor din ambii membri, obtinem formula din enunt. m

Exercitiul 170 Aplicatii ale principiului includerii si al excluderii.
a) Fie m = plf‘ ...pkn € N. Si se calculeze numarul lui Euler ¢(m), unde prin definitie,

¢é(m)={aeN|1<a<m, (a,m)=1}.

b) Fie 0 € S;, o permutare de grad n. Spunem ca elementul i € {1,...,n} este punct fix al lui o, daca
o(1) = 1. Cate permutéri de grad n nu au puncte fixe? (Astfel de permutéri se mai numesc deranjamente.)

Exercitiul 171 Fie A si B doua multimi finite, [A| = k si |B| = n. Daca k > n, atunci numéarul functiilor
surjective f: A — B este notat s(k,n) si sa se arate cd are loc egalitatea

s(k,n) :nk_Cll(n—”k-i-Ci(n—Z)k_y..._,_ (_1)n71C2—1]k_
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9.4.3 Partitii. Numerele lui Stirling si Bell. Permutari cu repetitie

Am intalnit relatiile de echivalenta si partitiile in Sectiunea Determinam numarul lor in cazul multimilor
finite.

Definitia 9.4.4 Notam cu &(A) multimea tuturor relatiilor de echivalenta pe A. Daca 1 < n <k, unde |A| =k
atunci notam cu €, (A) ={p € E(A) | |A/p| = n} multimea relatiilor de echivalenta pe A pentru care multimea
factor (adicd partitia corespunzitoare) are n clase.

a) Numarul |€,, (A)| se numeste numdirul Stirling de speta a II-a si se noteazd {l‘l} sau S(k,n).

b) Numarul [€(A)] al relatiilor de echivalenta pe A se numegte numarul lui Bell, notat By.

Exercitiul 172 Sa se enumere toate partitiile multimii A = {aj, az, as, aq, as}.

Exercitiul 173 Folosind legatura dintre functii surjective si relatii de echivalenta, sa se arate ca:
a) S(k,n) = {5} = =5,

b) Numarul partitiilor multimii A coincide cu numé&rul lui Bell By si mai mult, avem By = Zi:]

S(k,n).

Definitia 9.4.5 Fie A ={a1,...,ax}si B={by,...,bs} doud multimi ca mai sus, si fie f : A — B o functie. Fie
(K1,...,kn) € N™ astfel incat ) i ; ki =k.

a) Daca [f~1(by)| = ki, pentru 1 < i < n, atunci spunem c& (f~'(by),...,f ' (b)) este o partitie ordonati
de tip (k1,...,kn) a multimii A. (S& observim ci este permis aici ca unele din clasele partitiei sa fie vide.)

b) O permutare cu repetitie de tip (ki,...,kn) a celor n elemente ale multimii B este un sir de lungime
k de elemente din B astfel incat elementul b; apare exact de ki ori, pentru 1 < i < n. Numaérul permutarilor cu
repetitie de tip (kq,...,kn) se noteaza cu PE‘ okn gan (k] .]ikn>’

Exercitiul 174 a) Sa se enumere toate partitiile ordonate de tip (2,1,2) ale multimii A ={as, az, az, as, as}.
b) Sa se enumere toate 5-permutérile cu repetitie de tip (2,1,2) ale elementelor multimii B = {by, bz, bs}.

Exercitiul 175 a) S& se demonstreze ca numérul partitiilor ordonate de tip (k1,...,kq) ale multimii A coincide

cu numarul P}Z"""k“ al permutarilor cu repetitie de tip (ki,...,kn) ale elementelor lui B; mai mult, are loc

egalitatea

Ko\ K
Kiookn)  Kilooknl

b) Sa se interpreteze aranjamentele, permutarile si combinérile in termeni de permutéri cu repetitie.

Exercitiul 176 Sa se demonstreze formula polinomului:

k
k § k kn
(X1 Xn) (k]...kn)X1l.”Xn )



Capitolul 10

NUMERE ORDINALE

Numerele ordinale, introduse de Georg Cantor in 1883, reprezinta clase de izomorfism de multimi bine ordonate
si sunt o generalizare a numerelor naturale. Ele pot fi privite ca niste etichete sau indici pe care le folosim cand
vrem s& punem in ordine (enumeriim) elementele unei multimi nu neapérat finite.

10.1 Notiunea de numar ordinal

Definitia 10.1.1 a) Spunem c& multimile ordonate (A, <) si (B,<) sunt asemenea (notatie: A ~ B), daca
existd o functie crescitoare, bijectiva f : A — B astfel ca f~! este crescitoare. (Aseminarea se mai numeste
izomorfism de ordine.)

b) O multime « se numeste numar ordinal daca satisface urméatoarele proprietati:

l.yywveEx=u€evsauveEeusauu=yv;
2. u€eaxa=>uC«

¢) Dacd o este un numér ordinal, atunci definim pe « relatia “<” astfel:
u=<vdacauevsauu=v

Exercitiul 177 Sa se arate ca:
1) Asemanarea este relatie de echivalentd pe clasa multimilor ordonate.
2) Daca (A, <) este bine ordonatd gi (B, <) este asemenea cu A, atunci si B este bine ordonata.
3) Daci o este un numdr ordinal, atunci relatia “<” este o relatie de buné ordonare pe o.

Definitia 10.1.2 a) Fie (A, <) o multime bine ordonatd. Se poate arita ca existd unic numar ordinal « astfel
ca (A, <) este asemenea cu (&, <). In acest caz o se numegte numarul ordinal al multimii bine ordonate
(A, <) si notam o = (A, <). (De multe ori vom nota doar prin A numaérul ordinal al multimii bine ordonate
(A, <))

b) Din e) si 1),2) rezulta cd numerele naturale, respectiv multimea (bine ordonatd) N a numerelor
naturale sunt numere ordinale. In acest context vom nota

N=N=w

¢) Numar ordinal al unei multimi bine ordonate infinite se numeste numér ordinal transfinit. In particular,
N = w este numar ordinal transfinit.

Exercitiul 178 Sa se arate ca: o
1) Dacd A, B sunt multimi bine ordonate, atunci A ~ B daca su numai daci A = B.
2) Daca o este un numar ordinal gi a € «, atunci gi a este numaér ordinal.

Definitia 10.1.3 (ordonarea numerelor ordinale) Fie o = A si § = B numere ordinale.
a) Spunem c& o este mai mic decidt  (notatie: o < f3), daca existd b € B, astfel incit A ~ By, unde
submultimea

By:={y€Bly<b}

se numeste segment initial al lui B.
b) Spunem ca o < 3 daca o < B sau o = .
87
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Teorema 10.1.4 Definitiile relatiilor ,,<” si ,,<” nu depind de alegerea reprezentantilor si sunt adevarate urmatoarele
afirmatii:
1) Daca o, sunt numere ordinale, atunci x < & 3 & a C B
2) Dacd B este un numar ordinal, atunci B ={o| o < B};
3) o &£ o pentru orice numar ordinal &;
4) Daca o < B, atunci £ o
) Relatia ,,<” este tranzitivd;
)
)
)

D

,, <7 este relatie de ordine;

7) Daca M este o mulfime ale carei elemente sunt numere ordinale, atunci (M, <) este bine ordonatd;

8) Daca « si 3 sunt numere ordinale, atunci din urmdtoarele trei afirmatii exact una este adevarata:

(&) =B,  (b)ax<P; ()P <e

Demonstratie. Fie « = A, B = B si presupunem cd A ~ By,. Dacd A’ si B sunt multimi bine ordonate astfe
ca A~ A’si BB/, atunci exista o asemanare g: B — B’. Fie b’ = g(b); atunci By, ~ B{,, deci A’ ~ By ,, deci
definitia lui ,,<” nu depinde de alegerea reprezentantiloe.

3), 4) Este suficient de ardtat cd dacd A este bine ordonati si a € A, atunci A % Aq.

intr-adevér, presupunem ca f: A — A, este o0 asemanare. Atunci f(a) < a, deci multimea

C={xe A|f(x) <x}

este nevida. Fie ap = min C; rezulta cd f(ap) < ao, si f(f(ap)) < f(ap), deci f(ag) € C. Dar f(ap) < ap, deci
avem o contradictie.

5) (Tranzitivitea) Fie o« = A, B = B si vy = C. Deoarece o« < B si B < 7y, existda b € B si ¢ € C astfel incat
A ~ By, gi B ~ C.. Mai departe, fie g: B — C. o asemanare, si fie ¢’ = g(b). Atunci By ~ C./, deci A ~ C.: si
a<y. m

Exercitiul 179 Sa se arate ca:
a) Dacél A este o multime bine ordonata si a,a’ € A, a # a’, atunci Aq % Aq/;
b) Daca A si B sunt multimi bine ordonate si f,g: A — B sunt doud asemanari, atunci f = g.

Exercitiul 180 Sa se completeze demonstratia Teoremei
Definitia 10.1.5 Din definitia numarului ordinal rezulta ca dacd « este un numaér ordinal, atunci succesorul
at = auU{a}

al lui « este de asemenea numar ordinal.
a) Un numar ordinal 3 se numeste de speta I, daci existd un numar ordinal « astfel incat f = ™.
b) Un numaér ordinal 3 se numeste de speta II sau ordinal limita, dacd nu este de speta I si scriem
p=Ilm «.
x<p

Observatii 10.1.6 Vedem cd numar ordinal 3 eset de speta I dacd 5 = A, unde A este o multime bine ordonata
care are cel mai mare element (adicd existd max A). In particular, w este de speta II.

Din Corolarul obtinem urmétoarea teorema.

Teorema 10.1.7 (Principiul inductiei transfinite) Fie P un predicat de o variabila definit pe numerele or-
dinale. Presupunem cd dacd pentru orice & < (3 propozitia P(x) este adevdratd, atunci si P() este adevdratd.
Atunci P(o) este propozifie adevdratd pentru orice numdr ordinal .

Pentru a generaliza Teorema cu scopul de a da definitii prin recurenta transfiniti, avem nevoie de cateva
notiuni.

Definitia 10.1.8 Fie A bine ordonata si fie X o multime oarecare.

a) Fie a € A. Un sir de tip a din X este o functie h: A, ={x e A|x < a} = X.

De exemplu, un sir de tip w este chiar un sir obignuit h: N — X de elemente din X. Evident, daca g: A — X
este o funtie oarecare, atunci restrictia gla, : Aq — X functiei g la A, este un sir de tip a din X.

b) Un sir de tip A din X este o functie

f:{g| g este sir de tip a din X, a € A} = X.

Teorema 10.1.9 (teorema recurentei transfinite) Dacd A bine ordonata si f este un gir de tip A din X,
atunci existd o unicd functie g : A — X astfel incat g(a) = f(gla,) pentru orice a € A.



10.2 Operatii cu numere ordinale 89

10.2 Operatii cu numere ordinale

Definitia 10.2.1 (adunarea numerelor ordinale) a) Fie Ay si Ay doud mulfimi bine ordonate. Pe reuniunea
disjuncta

AT Az = (A x 1D U (AT x {2})
definim urmdtoarea relatie:
e (aj,1) <(af,1) dacd a1 < aj;
o (az,2) <(a},2) dacd a; < aj;
e (a7,1) < (az,2) pentru orice a3 € A7, az € Aj.

Atunci (A4 HA2>§) multime bine ordonata si se numeste reuniunea disjuncta ordonata a lui Ay gi A .
b) Dacd oty = Ay si o = Ay sunt numere ordinale, atunci prin definitie,

x + oo = Ay HAZ.

In general, fie («xi)ie1 o familie de numere ordinale, unde 1 eset o multime bine ordonatd si oy = A;. Suma

[e]
familiei (o )ier este numarul ordinal 3 ;. o = H Aj.
iel
Se aratd usor cd )_;.; o« nu depinde de alegerea reprezentantilor Ai, unde Aj = o.

Teorema 10.2.2 Adunarea numerelor ordinale are urmdtoarele proprietafi:
a) (asociativitatea) (o1 + x2) + oz = o1 + (o2 + 3);
b) Dacd o1 < B si o2 < B2, atunci oy + ota < P14+ B2. In general, dacd o < Bi, pentru orice 1 € 1, atunci

ZMSZL’H;

iel iel

c) a < B dacd gi numai dacd existd un numdr ordinal y # 0 astfel incat p = x+y;
d) Dacd o < B, atunci pentru orice numdr ordinal y avem

ILy+a<y+B;

e) Dacd « este un numdr ordinal, atunci «™ = o+ 1. In particular, adunarea numerelor naturale ca numere
ordinale coincide cu adunarea definitd recursiv.

Demonstratie. b) Fie a; = A; si By = By, i = 1,2. Deoarece o; < B, existi functiile injective crescatoare
fi : Ay — By astfel incat f(Ai) este egal cu By sau cu un segment al lui B;. Atunci functia

f] Hfz:A1 HAZ %B] HBZ

este injectiva, crescitoare si Im (fq []f2) este egal cu By [[ B2 sau cu un segment al lui By ][ By; rezultd ca
o + o < By + P2 B

c) Fie « = A g1 p = B. Deoarece & < f3, existd b € B astfel incat A ~ By,. Fie y = B\ By; deoarece
By, N B\ By = 0 si fiecare element al lui By, este mai mic decit fiecare element al lui B \ By, rezulti ci B ~
By [I(B\ By), deci B = o+ .

Invers, fie p = x4+ v, unde x = A, B = B si y = C. Putem presupune ca ANC =0 si B= A UC, deci fiecare
element al lui A este mai mic decat fiecare element al lui C. Daca ¢, :=min C, atunci A = B, deci a < 3.

d) (1) Din ¢) rezultd cd f = a+ 0, unde 6 #0; atunci y+pf =y + (c+8) = (v + &) + 5, deci y + ax <y + .

(2) este caz particular al lui b).

e) Fie o« = A si ap un element astfel incat ap ¢ A. Ca reprezentant al lui o + 1 putem alege multimea bine
ordonata C := A U{ao} ordonata astfel: dacd x, y € C, atunci x <y daca x <y gi x,y € A, si x < ap pentru
orice x € C.

Atunci A = Cq, si deci &« < ae+ 1. Daci a < 3, unde p = B, atunci A ~ By, (b € B).

Dacd b := maxB, atunci C ~ B; in caz contrar existd un succesor b’ al lui b. In acest caz C ~ By/. In
consecinta &« + 1 < 3, deci o« + 1 este succesor al lui . =
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Exercitiul 181 Sa se arate ca:

a) daca (A1,<) si (A2, <) sunt multimi bine ordonate, atunci si (A [ [ Az, <) este multime bine ordonatg;

b) definitia sumei & + 2 nu depinde de alegerea reprezentantilor;

¢) adunareaa numerelor ordinale este asociativé;

d) daca n # 0 este un numér natural, atunci n+ w = w si w < w + n (in particular, adunarea numerelor
ordinale nu e comutativi);

e) daca Aj,Az,B1,B; sunt multimi bine ordonate si f1 : A7 — By i f2 : Ay — By sunt functii crescétoare,
atunci si functia f; [[f2: A; [ A2 — By [ [ B2 este crescatoare.

Exercitiul 182 Fie «, 3,v,8 numere ordinale. Sa se arate ca:
(I)daca y+a<vy+psauax+vy <P+, atunci o < f3;
(2) dacd vy + =7y + B, atunci o = f3;
(3) dacA y + x =6+ P si o < B, atunci y > 6.

Definitia 10.2.3 (inmultirea numerelor ordinale) a) Fie A gi B doud multimi bine ordonate. Pe produsul
cartezian

AxB={(a,b)|acA, beB)
definim relatia:
(a,b) < (a/,b') &= (a<a’sau (a=a’si b<b’)).

Atunci (A x B, <) este multime bine ordonaté, si relatia ,,<” se numeste ordonarea lexicografica. Notatie:
A x B. - -
b) Daca o« = A si 3 = B sunt numere ordinale, atunci prin definitie

ap =B x A.

Observatii 10.2.4 Verificam ca (A x B, <) este multime bine ordonata.

Reflexivitatea gi antisimetria sunt evidente. Mai departe, fie (a,b), (a’,b’), (a”,b”) € A x B astfel incat
(a,b) < (a’,b") si (a’,b’) < (a”,0").

Cazul I. a< a’ ¢l a’ < a”. Atunci a < a”, deci (a,b) < (a”,b").

Cazul II. a < a’ ¢i a’ = a”. Atunci a < a”, deci (a,b) < (a”,b").

La fel tratam Cazul II'. a=a’ si a’ < a”.

Cazul III. a=a’ sia’ =a”. Atuncib<b’sib’ <b”, decib<b”si(ab)<(a”,b”).

Fie MC A XB, M #0,sifiepa:AxB— A, pp:A X B — B proiectiile canonice. Atunci pa(M) # 0, si
fie ap = minpa (M). Mai departe, fie B’ ={b € B | (ap,b) € M}; deoarece B’ # (J, existd bp = min B’. Atunci e
evident ca (ap, bo) = min M.

Exercitiul 183 4. Sa se arate ca daca f: A — A’ g1 g: B — B’ sunt asemandri, atunci si funtia
fxg:AxB—=A"xB, (ab)~ (f(a),g(b))
este asemanare. (in particular, definitia produsului «ff nu depinde de alegerea reprezentantilor.)

Teorema 10.2.5 fnmul;irea numerelor ordinale are urmatoarele proprietati:

a) (asociativitate) a(By) = («f)y;

b) (distributivitate la stanga) «(f1 + B2) = af1 + «f2. In general, daca (Bi)ic1 este o familie de numere
ordinale, atunci &(} ;o1 Bi) = 2 _jc1 ¥Bi;

¢) Daca o < B, iy #0, atunci yo < yp;

d) Daca « < B, atunci xy < py.

Demonstratie. a) Consideram functia bijectiva
d:(AxB)xC—-Ax(BxC), ((a,b),c)— (a,(b,c)).
Este suficient de aratat ca
((a,b),¢) < ((a’,b'),¢) &= (a, (b,c)) < (a’, (b',c")).
intr-adevér,

((Cl.,b),C) < ((a/)bl)’c/) — (a < al) Vv (Cl a/) b < b/) \/(Cl.: C]./, b= b/) c< C/) —
(
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b) Fie
P (A [JA2) xB—= (A xB) ] J(A2 xB), ((a,i),b) = ((a,b),1),
unde a € A;, 1 € {1,2}, si b € B. Evidentca 1 este bijectiv, si este suficient de aratat ca
((a,1),b) < ((a',i"),b') = ((q,b),1) < ((a’,b"),1").
intr—adevér,

((a,1),b) < ((a’,1),b") &= ((a,1) < (a’,1)) V ((a,1) = (a’,i"), b < b') &=
= (a<ad,i=i{)V({i<i
Via=ad,b<b, i=1i)
& ((a,b) < (a’,b’), i=1'
& ((a,b),1)) < ((a’,b"),i’

c¢) Fie B = o+ 6, unde 6 # 0. Atunci yp =vy(x+8) =ya+v8, si deoarece y6 # 0, rezultd ca yo < yp.
d) Rezultd din definitii. m

Observatii 10.2.6 a) inmul‘girea numerelor ordinale nu e comutativa. De exemplu, sa aratam ca 2- w # w - 2.
Avem 2 - w =N x {1,2}, unde

Nx{1,2}={0,1) < (0,2) < (I, ) < (,2) < - < (1) < (,2) < --- }.

Se verifica usor ca funtia

n+l 4 v .
fIN—>N><{1,2}) f(n):{( 7 ), daca n este impar,

(%,2), daca n este par

este asemanare, deci 2- w = w.
Pe de alta parte, w-2=w-(1+1)=w+w > w, deci 2- w # w - 2.
b) Distributivitatea la dreapta nu are loc in general, deoarece de exemplu,

(W+1)2=(w+1)(1+1)=
=(w+D+(w+1)=
=w+(T+w)+1=
=wt+w+l=w-2+1=
Fw- 242
Exercitiul 184 Fie «, 3,7V, numere ordinale. Sa se arate ca :
a) dacd yo < v, atunci o < f3;

b) dacd yo =y, atunci o = B;
c¢) dacd ya =8f #0 ¢l o < B, atunci y > 6.

Definitia 10.2.7 (Exponentierea numerelor ordinale) Fie « si  doud numere ordinale si definim numarul
ordinal aP. Prin recursie transfinita definim functia f pe multimea {A | A < p + 1} astfel:

1. f(0)=1;
2. Presupunem ca f(p) este definita pentru orice p <A, (A < p + 1), si fie

f(A—1) - «, dacad A este de speta I,
lim f(p), daca A este de speta II.
pP<A

Prin definitie, af = f(p).

De exemplu, daca f = w, atunci «® = lim «™.
n<w
Teorema 10.2.8 Dacd «, [, Y sunt numer ordinale, atunci
2) (“B)v = B,
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Demonstratie. Ardtam 1) i 2) prin inductie transfinitd dupd y. Dacd y = 0, atunci 1) gi 2) au loc. Presupunem
ca 1) si 2) au loc pentru orice numar ordinalr p < y. Avem doud cazuri:
a) y este de speta I. Atunci din definitie avem

af o =)= (&f YT =P = P

(aP)Y = (aB)Y 1. P = oPy=1)af _ (BY—B . 4B _ BV,
b) v este de speta II. Atunci

oaf ¥ =P lim a* = lim (af - M) =

<y <y
= lim a(aP™) = lim (aM) = «P*Y,
pn<y n<p-+vy
()Y = lim («P)* = lim (aP*) = lim (a¥) =P,
u<vy u<vy v<pB-y

Deci 1) si 2) unt adevarate. m

Observatii 10.2.9 In general, (o-B)Y # o¥-BY. Intr-adevir, fie p =y = 3 sio=w. In acest caz oY -BY = w327,
si

(a-B)Y =(w-3°=(w-3)(w-3)(w-3)=wB w3 w)-3=

=w-w-w-3=w>-3#w27.

10.3 Definitia axiomatica a numarului cardinal

Fie A o multime. Conform teoremei lui Zermelo 7), A se poate bine ordona (nu in mod unic), deci multimea
N(A) ={« | « numar ordinal gi o ~ A}

este nevida. Atunci din rezultd cd N(A) are cel mai mic element relativ la ordonarea numerelor ordinale.

Definitia 10.3.1 (von Neumann) Cel mai mic numér ordinal din N(A) se numeste cardinalul multimii A.
Notatie: |A].

Observatii 10.3.2 1) Definitia clasici numarului cardinal data de Cantor si pe care am utilizat-o in capitolul
anterior nu funtioneaza in sistemele axomatice uzuale ale teoriei multimilor, cum ar fi Zermelo—Fraenkel sau von
Neumann—Bernays—Godel. Vedem ca definitia de mai sus presupune ca acceptam axioma alegerii.

2) Tot din rezultd ca |A] = NN(A).

3) Este evident ca |A| = |B| daci si numai daca A ~ B. Intr-adevir, dacd |A| = |B|, atunci A ~ |A| = |B| ~ B,
deci A ~ B. Invers, dacd presupunem ca A ~ B, atunci |A| ~ B, deci |A| € N(B), de unde |A| < |B] (relativ la la
ordonarea numerelor ordinale). Analog se arata ci |A] > |B|.

4) Dacd A este o multime finitd, atunci am vazut cd existd unic n € N astfel ca A ~n. De aici gi din definitia
de mai sus deducem ca |A| = n. Afirmatia reciproca este de asemenea adevarata: daca |A| = n, atunci evident
A ~mn, deci A este finita.

10.4 Alefuri si problema continuului

Definitia 10.4.1 a) Cardinalul unei multimi bine ordonate se numeste alef. Dacd o« = A este un numar or-
dinal (unde A este bine ordonatd), atunci notam || = |A|. Evident, numér cardinal |«| nu depinde de alegerea
reprezentantului A al numarului ordinal «.

b) Daca multimea este infinita, atunci aleful se numeste transfinit.

Din Teorema lui Zermelo 7) rezulta imediat:
Teorema 10.4.2 Orice numdar cardinal este un alef.

Teorema 10.4.3 Fie « i B doud numere ordinale.
1) Daca || < B, atunci « < B;
2) Daca o < B, atunci |«| < |B].

Demonstratie. 1) Fie o = A si p = B. Daca A ~ B, atunci A ~ B, deci || = |B], contradictie.
Dacd B ~ A, unde a € A, atunci |B| < |A[, adica |B] < |«f, contradictie. Deci A ~ By, unde b € B, deci
x<f. m
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Teorema 10.4.4 1) Daca (& )ier este o familie de numere ordinale, atunci |3 ;o ol =3 i oq [l
2) Daca «, B sunt doud numere ordinale, atunci |- | = |e - |B].

Observatii 10.4.5 Dacéa («y)ic1 este o familie de numere ordinale, unde multimea de indici I este bine ordonata,
atunci in general | [ic; ol # [ Ticq lexil-

De exemplu, fie I = N si a; = 2, pentru orice i € I. Deoarece [ [;c; & = w, rezulta ca [ [;o; & = No. Pe de
altd parte, [Ticqlay =250 = ¢ > No.

Folosind recursia transfinita, stabilim un sistem de notatii pentru alefii transfiniti.

Definitia 10.4.6 a) Fie Xy cardinalul unei multimi bine ordonate numarabile.

b) Fie acum oo un numér ordinal arbitrar i presupunem c& pentru orice p < o, este definit numéarul cardinal
Ng.

e Daca «x este de speta I, atunci N, este succesorul numarului cardinal Ny_1.

e Dacad o este de speta II, atunci N este succesorul multimii bine ordonate W ={Ng | 3 < od.

Observatii 10.4.7 1) X; este succesorul lui Xy, X, este succesorul lui Ny etec; N, este succesorul multimii bine
ordonate {X,, | n numéar natural}.
2) Evident, dacad « < f3, atunci Ny < Ng.

Teorema 10.4.8 Orice cardinal transfinit este de forma Xy, pentru un un numar o.
Demonstratie. Fie m un cardinal transfinit si fie
M :={x | x cardinal transfinit, x < m}.

Multimea M este bine ordonati si fie oc := M. Ariitdm prin inductie transfinitd dupi « ca m = N.

Dacd o« = 0, atunci M = (3, deci m = Ny. Presupunem ci pentru orice f < «, afirmatia are loc.

Dacd « este de speta I, adica o« =  + 1, atunci avem Ng =n, unde 3 = Nsi N ={x|x<mn, x transfinit}.
Evident ca n < m si N = M,,. Deoarece o = 3 + 1, rezulta ca m este succesorul lui n, adici m este succesorul
lui Npg; rezultd cd m = N.

Presupunem ci « este de speta II. Pentru orice B < o avem ci Ng = ng, unde p = N i Ng = {x | x <
ng, x transzfinit}. Evident cd pentru orice f < o avem ng < m. Deoarece & = limp.« 3, rezultd cd m este
succesorul multimii {ng}p<q, adicd m este succesorul multimii {Nglg<y. ®

Fie ¢ = 2¥° cardinalul multimii R a numerelor reale. Din teorema de mai sus rezulti ci putem scrie ¢ = N,
unde « este un numar ordinal. Problema determinarii numarului ordinal « se numeste problema continuului.
Ipoteza continuului, formulata de Georg Cantor, afirma ca o = 1.

In 1938, Kurt Godel a construit un model al teoriei multimilor in care ipoteza continuului este adevarata. Deci
ipoteza continuului este compatibila cu sistemul axiomatic NBG. Se pune mai departe intrebarea daca nu cumva
ipoteza continuului rezulta din axiomele NBG. In 1963, Paul Cohen a dat un raspuns negativ, construind un alt
model al teoriei multimilor in care ipoteza continuului nu este adevarata. Aceasta arata ca ipoteza continuului
este independenta de axiomele NBG, la fel ca axioma alegerii.
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INDICATII SI SOLUTII

[ Logica propozitiilor
Exercitiul [I} Tabelul de adevar este:

q | plg | p

— — O O|T

|
1
1
1
0

Exercitiul b) Consideram sirul de formule (A )m>1 definit prin Aniyi = Ay pentru orice k € N gi orice
i=1,...,n. Vedem ca acest gir este periodic gi are perioada n. Este suficient sa aratadm ca A; = Aiix pentru
orice i,k € N*. Folosim inductie dupa k. Cazul k = 1 este adevarat conform ipotezei. Presupunem ca avem
Ai E Aiik; din ipoteza avem A E Aiiki1; din proprietatea de tranzitivitate deducem cd A; = Ajfki1-

2. Logica de ordinul intai

Exercitiul a) A=Vx(S—2 P E=WS > P I=xSAP); 0O=SA-P); U=AVE Y=IAO0.
b) Urmatoarele 15 relatii se verifica usor folosind tautologiile precum si ipoteza, care spune ca propozitia
IxS este adevarata:

e ASTLE=>0; A=W E=U; Y=1IL Y= O (spunem ci aceste perechi sunt subalterne).
e A& —0; ES —I; U& —Y (spunem ci ceste perechi sunt contradictorii).

e A = —E (sau echivalent, E = —A, adichk AAE & 0); Y = —A; Y = —E (spunem ci aceste perechi sunt
contrare, adicd nu pot fi ambele adevarate, dar pot fi ambele false).

e =1 = O (sau echivalent, ~O = [, adica IV O & 1); =U = I; =U = O (spunem ca aceste perechi sunt
subcontrare, adica nu pot fi ambele false, dar pot fi ambele adevarate).

3. Multimi

Exercitiul Aratam ca orice element al membrului stang apartine membrului drept si invers. De exemplu:
a) Pentru orice x € U avem

xEAN(BUC)&xcAAXEBUCESxecAAN(xeBVxe(O) &
SxeANxEB)V(xeAAxec ()&
SxeANBVxeANCsSxe (ANB)U(ANC);

d) Pentru orice x € U avem

x€EA\BNC)&xeAAxg(BNC)xeAANXxE€BVXx¢(C) &
SxeANxEB)VxeAAx¢ () &
SxeA\BVxe A\C&Sxe (A\B)U(A\C).
94
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Exercitiul a) Deoarece ANA=B\B=g,5i A\B=ANCB, B\ A=BnNCA, obtinem c#

AAB =(AUB)\(ANB)=(A\(ANB))U(B\(ANB)) =
=((ANA)U(A\B)U((B\A)U(B\B))=(A\B)U(B\A)=(ANCB)U(BNCA).

b) AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=BAA;
c) Aratam intai ca C(A \ B) = CA U B: pentru orice x € U avem

xcl(A\B)ex¢A\Be (x¢AVxeB)exclAVxecBexeclAUB;
revenim la afirmatia de demonstrat:

(AAB)AC = ((AAB)NCC)uU (CNC(AAB)) =
=(((AnCBYU(BNCA)YNCC)U(CN(C(AUB)U(ANB))) =
=(ANCBNCCQ)u(BNCANCC)U(CNCANCBYU(ANBNC);

deoarece ultima expresie este simetrica in A, B, C, din b) rezulta ca
(AAB)AC = (BAC)AA = AA(BAC).

d) AAG = (A\ @)U (@\A)=AUZ =A, AAA = (AUA)\ (ANA)=A\A =g;
e) AN(BAC)=AN((B\NCU(C\B))=(ANn(B\NC))U(AN(C\B))=((ANB)\CJU((ANC)\B) =
((ANB)\(ANC)HU(ANC)\(ANB))=(ANB)A(ANC).

Exercitiul 23] A =((AUC)\C)U(ANC)=((BUC)\C)U(BNC)=B.

Exercitiul a) Folosind exercitiul anterior, avem X = (AUX)\A)U (ANX)=(C\A)UB;
b) ANX=A\(A\X)=A\B=X=(X\A)UANX)=CU(A\B).

Exercitiul a) Din definitii rezulta ca

(ANB)x (CND)={(x,y) | xe(ANB)siye (CND)}=
={(x,y)Ix€eAsixeBAyeCsiyeD}=
={(x,y) Ixe Asiy e CIn{(x,y) IxeBsiy e D}
=

AxC)Nn (B x D).

b) Daci presupunem cd A\ B # &, D\ C # @, x € A\ B,y € D\ C, atunci (x,y) € (AUB) x (CUD)
de (x,y) ¢ (A x C)U (B x D), deoarece (x,y) ¢ (A x C)(y ¢ C) si (x,y) ¢ (B x D)(x ¢ B); deci incluziunea
(AxC)U(BxD)C (AUB) x (CUD) nu e in general egalitate.

Exercitiul Not&m Ag = 0 si Ay, ={...{0}...} (n perechi de acolade) pentru n € N*. Avem deci relatia de
recurentd Ay = {Ay} pentru orice k € N.

Evident, Ag # Ay pentru orice n € N*. Fie 0 < m < n gi presupunem prin absurd ca A;, = A,. Atunci este
evident ca A1 = An—1. Prin inductie obtinem Ay = A,,_x, contradictie.

Observatie. Se poate da gi o demonstratie directd. Fie n € N*. Din Ay # A, rezulta A7 = {Ao} # {An} =
An+1. Prin inductie obtinem Ay # A,k pentru orice k € N.

Exercitiul Presupunem ca {{a},{a, b}} = {{c},{c, d}}.
Cazul 1. Presupunem {a} ={c}. Atunci a = c, deci {{a},{a, b}} = {{a},{a, d}}. R
Cazul 1.1. Presupunem a = b. Atunci {{a}} = {{a},{a, d}}, de unde rezulta a = d. In acest caz avem

(a,b) = {{a}}
Cazul 1.2. Presupunem a # b. Atunci avem si a # d, de unde rezulta {a, b}} ={a, d}, deci b = d.
Implicatia inversa este evidenta.

4. Relatii si functii

Exercitiul R, oRy ={(a,c) |db € B:(a,b) € Ry, (b,c) € Ry} ={(1,1),(1,4),(2,1
R] ORZ :{(b1)b2) €BxB ‘ JdJae ANC: (bha) € RZ)(a)bZ) S R1}:{(3)2))(3)3)}7
RyT={(b,a) €Bx Al (a,b) e Ri}={(2,1),(3,1),(3,2)};

Ry' ={(c,b) € C x B (b,c) € Ry} ={(1,3),(4,1),(4,3)}
(R1 oR2)™" ={(b2,b1) € B x B| (b1,b2) € Ry oR2} =1{(2,3),(3,3)};
R, oR;" ={(b1,b) €BxB|3acANC:(b1,a) €R;',(a,b2) € Ry} =1{(2,3),(3,3)} = (R1 o R2) .

Exercigiul x<?y& JzeNix<zsiz<yex+l<y (z=x+1);
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x<Byex<o<lys JzeN:ix+tl<zgsiz<y&x+2<y;
x<o>y& JzeN:x>zgiz<yé& Fze N:z < min(x,y), deci graficul relatiei < o > este

(NA{0}) x (N\{0});

x>o<y& FzeN:ix<zgiz>y& JzeN:z>max(x,y), deci graficul relatiei > o < estea N x N.

ExerCitiUI (SQS/)OR = 4 (SOR)G(S/OR) :{(])4))(2)4)) (4)1))(4)4)}0{“>4))(4)4)}:{(])4))(4)4)} 7é g,
deci (SNS')C (SoR)N(S'oR); Ro(SNS')=a; (RoS)N(RoS’) ={(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(3,1),(3,3)} N
{(1,1),(1,3),(4,1),(4,3)} =2, deci Ro (SNS’) = (RoS) N (RoS’).
Exercitiul b) (oo p)f1 = (D,A,(So R)q) sip'oo ' =(D,A,RT0S "), deci mai este de demonstrat
egalitatea (S o R)f1 =R oS~ !: pentru orice (z,x) € D x A avem

(z,x)e(SoR)_1 (:)z(crop)_1x(:)xcopz &S dyeBNC: xpysiyoz &

& JyeBNC: zo lysiyp™! !

x & zp oo 'x& (z,x) eR7ToS™,

c) (too)op=(A,F(ToS)oR)sgito(oop) = (A,FTo(SoR)), deci mai este de demonstrat egalitatea
(ToS)oR =To(SoR): pentru orice (x,t) € A x F avem

(x,t) € (ToS)oR& x(To0o)opt&s FyeBNCixpysiytoot &
& JyeBNnC: xpysidzeEND: yozsiztt &
& JyeBnCsidzeEND: xpysiyozAztt &
& JzeEND: zitsidyeBNC: xpy siyoz &
& dzeEND: zttsixoopz&s dze END: xoopzsiztit &
S xto(0op)t s (x,t) € To(SoR);

e) Avem oo (pnp’)=(A,D,So(RNR'))si(cop)n(cop’)=(A,D,(SoR)N(SoR’)). Trebuie si aratdm
incluziunea So (RN R’) C (SoR) N (SoR’): pentru orice (x,z) € A x D avem

(x,z) €So (RNR) & xoo(pnp’lz&s FyeBNC: xpNp'ysiyoz s
& JyeBnC: xpysixp'ysiyozs
& dyeBnC: (xpysiyoz) A (xp'y siyoz)=
= 3yi(=y) €BNC: xpy1 siyrozsi Jya(=y) € BNC: xp'yz siyaoz &
S xcopzsixocop'z&x(oop)N(ocop)ze (x,z) € (SoR)N(SoR').

Exercitiul R(X) = {bs}; R(az) = {ba}; R7I(Y) = {a1,az2,a3}; R"(bs) = {az}; R7'(B) = {a1,az,a3};
R(A) = {bZ)b3)b4)b5}-

Exercitiul 5(1) = {numere naturale divizibile cu 1} = N;
57 1({4,9}) = {numere naturale ce divid pe 4 sau 9 } ={1,2,3,4,9};
5 1(N) = N*; §(N) = N.

Exercitiul c¢) Pentru orice b € B avem

becpXNX)& JaceXNX': apb& JacXsiae X' : apb =
= Jaj(=a)eX: aipbsiTay(=a) e X' : azpb &b cp(X)NpX');

Pentru orice b € B avem

be(pnp)(X)& FacX: apNp’b&e JaecX: apbsiap’b =
= Jaj(=a)eX:ajpbIaz(=a)eX: azp’b&becpX)np'(X);

d) Pentru orice d € D avem

de(oop)X)& FaeX:acopds FaceX: IbeBNC:apbsgibod &
& dbeBNC: (JaeX:apb)sibods IbeBNC: bep(X)sibods
&S dbepX)NC: bod & d e o(p(X)NC).

Exercitiul ()=(ii) V (x,x) € Apa avem x € A= R(x) #9 = JyeB:xRy= JyeB: xRysiyR 'x =
(x,x) € R"ToR;

(ii)=(iii) Vx €A = (x,x) €EAxA = (x,x) ERTToR= FyeB: xRy=xec R (B), deci A C R (B), si de
aici rezultd cd& A = R~ (B), deoarece R™1(B) C A;
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(iii)=(iv) implicatia din (iv) este echivalentd cu implicatia Py NPy # & = (RoPy) N (Ro Py) # &, pe
care o demonstram in continuare: Py NP2 # & = 3 (x1,x2) € P1 NPy C A’ XA = x3 € A (conform (iii))
= IxeA: (xo,x) ER= Ixa €A (x1,x2) € Prsi(x2,x) ERsgi Ixy €A (x1,%x2) € P2l (x2,x) ER=
(X],X) € RoPysi (X],X) €RoPy = (X],X) € (RoP;)N(RoPy3)= (RoPy)N(RoP3) #+ O,

(iv)=(v) in (iv) fie Py =P, = P;

(v)=(vi) Deoarece R(X7 N X3) C R(X1) NR(X2) rezulta ca (R(X7) NR(X2) =@ = R(X; NX3) = &), deci daca
P={(x,x) | x € X;NXz}, atunci RoP =@ (din (v)) = P=20=>X1NX; =g

(vi)=(vii) in (vi) fie X3 = X3 =X;

(vii)=(i) consideram multimea X = {x}, unde x € A. Daca R(X) = R(x) = @, atunci din (vii) rezulta ca X = &,
ceea ce este o contradictie (deoarece X = {x}); deci V x € A R{x) # @.

Exercitiul |37] . (i) ¥ (y1,y2) €RoR™T Ixc A: y1R "xsixRy = Ix € A: xRyrsixRy, = Ix¢
A {yny2b € R< > (dm() ) = Y1 =Y2 = (Y1,Y2) € Ap;

(ii)=(iii) Deoarece in general (S;MNS2)oR C (S70R)N (S20R), este suficient de demonstrat incluziunea
(S1oR)N(S20R) C (S1NS,)oR: pentru orice (x,z) avem (x,z) € (S1oR)N(S20R) = (x,z) € S;oR sl (x,z) €
S20R= Jy e Bxy) € Rsi(yz) € S15idy" €B: (x,y') € Rsi(y',bz) €S2 = Ixe A (yx) €
R 'si (x,y’) € R= (y,y’) € RoR! (din (ii)) = (y,y) €Ap =y =y’ = FyecB:(xy) €Rsi(yz) €
S1¢i(y,z2) €S,= Iy B:(x,y) €Rsi(y,z2) €S1NS2= (x,2) € (S1NS2)0R;

(111):>(1V) S$iNS;, == (SyNS;)oR=FoR=y (dln (111)) = (§570R)N(S20R)=(S1NS3)oR =g;

(iv)=(v) in (iv) fie S =S si S2 = [(S);

(v)=(vi) ardtam ca —(vi)= —(v): —(vi)= IYL,Y2CB:YiNY, =g AR (Y)NRT (V) #0= Ixc

“TY)D)NR(Y2) = Fyr €Yy :xRyrsi Jyz € Y21 xRy, (deoarece Y1 NY, = @) = yj # yz = daca
S = {(y1,y2)}, atunci (y2,y2) € C(S) = Fyr1 € Y1 : (x,y1) € Rsi(y1,y2) € SA Fyz € Y2 : (x,y2) €
Rsi (y2,Y2) € B(S) = (x,y2) € SoRA(x,y2) € B(S) = (SoR) N (C(S) oR) # & = —(v);

(vi)=(vii) in (vi) fie Y1 =Y si Y2 = C(Y);

(vii)=>(viii) R="(Y) URTT(C(Y)) = R (YUCL(Y)) = R™ (B) = R7'(B) si (din (vii)) R7'(Y) nR7T(C(Y)) =
@ =R T(B)\R(Y) =R T(Y)URT(C(Y)\R (V) =R 1 (C(Y));

(viii)=(vii) deoarece R™'(B) = R™T(Y)UR(C(Y)) si din (viii) avem R™T(B) \ R (Y) = R (((Y)) =
RT(Y)NRT(C(Y)) = 2;

(vil)=(i) aratam ca —(i)= —(vii): —@{)=
Rsi(x,y2) ER=x € R N (y1)six e R_1 Y2
(decarece y1 # y2) = @ # R (y1) NR Ny
RT(Y)NRTT(C(Y)) # @ = —(vii).

Exercitiul [38} (i)=(ii) Presupunem SoR; = SoRy; atunci V x € A: (SoRy)(x) = (SoR2)(x) = S(Ri(x)) =
S(R2(x)); din 1p0teza (i) rezultd ca V x € A avem Ry (x) = Ra(x), deci Ry = Ry;

(il)=(i) Fie Y1,Y2 C B astfel ca S(Y7) = S(Y2); alegem R; ={(x,y1) [ x € A, y1 € i} = A x Yy si
R> Z{(X/,yz) | x' e A, Yo € Yz} = A X Y3; atunci S(Y]) = S(Yz) = VxeA: S(R] <y>) = S(R2<y>) = VxeA:
(SOR1)<y>=(SOR2)<y>=>SOR1 =SoR;, =R =R, =Y; =Y,

) €
(Y
B

dx € A: |R<>|22é3y1,y268:y1#yzs&(xy]
) = R” <U> <1J2>7’5®:>dacéY:{y1}7 atunci y, € C
2) = R ﬂR y2) SRTITY)ARTE(Y) = 3YC

-1

Exercitiul 39 . Rezulta imediat dm Exercitiul schimband pur si simplu notatiile: scriem R~ in loc de S,
A in loc de C Cinloc de A, S in loc de R; (i = 1,2) si tinand cont ci (Si o R)™' = R™" 0 S, respectiv
S1=51&S57 =5 ' Dim totu§1 si o demonstratie independenta de Exercrglul .

(11):>ﬁ() Presupunem I ex1sta $1,S2 € B x C astfel ca S oR =S, 0R g1 S7 # S,. Aratdm ca exista
Y1,Y2 C B astfel ca Y7 # Y, si R71(Yq) =R71(Y2).

Din Sy # S, rezultd cd existd y € B astfel ca S1(y) = Sz2(y), deci putem presupune ci existd z € C astfel ca
ySizsiy 3oz

Fie Y; ;=B s Y2 := B\ {y}, deci Y5 & S Yy. Evident, R1(Y,) C R'(Y7). Invers, fie x € R7'(Y;) = R7'(B);
trebuie analizat cazul x € R™"(y), adica xRy; atunci din xRy si yS1z obtinem xS; oRz. Din ipoteza avem xS; o Rz,
deci existd y7 € B astfel ca xRy7 si Y1522, deci y1 #y. Obtinem x € R~ (y;) CR7'(B\ {y}) = R7'(Y2).

—(i)=—(ii) Presupunem c# exista Y7,Y> C B astfel ca Y7 # Y2 si R7T(Yq) = R7T(Y;) = X. Aratam ca exista
$1,S2 € B x C astfel ca S;oR=S30R i S; #8S,.

Fie C := A, S] = Y] X X7 SZ = Yz X X, deci S] 7& Sz. Aratam ca S] oR = Sz oR.

Fie (a,c) € AxA. Aven aS;oR, deci existd y; € B astfel ca aRy; siyiSqc; atuncic € X =R (Y1) =R (Y3)
siyr € V9. Mai mult, a € R71(Yq) = R71(Y2), deci exista y» € Y, astfel ca aRy,; atunci (y2,c) € Y2 x X =S,
deci avem aRy; si y2Szc, adica aS; o Rce.

Am obtinut astfel cd S; o R C S, o R. Analog se aratd cd S; o R C S;oR.

Exercitiul .. Daca relatia p = (A, B,R) este functie, atunci: V x E A= 3)lyeB:xpy= JyebB:
Xpy §i Yp X = xp o py —> T4 Cplopsi Vyiys€B: yipop "yo= IxeA: yip 'xsidepyr =
Ix € A: xpyy si xpyz (dar p este functie) = y; =y,==pop~' C 1.
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Daci 1o Cp 'opsipop ' C1p,atunci: Vx € A= xp~! opx (deoarece 1o Cp~'op)= IyecB: xpy
sidacd Ix €A, Jy1,y2 €B:xpyr sixpyz = Ix€A: yip "xsixpy2 = yipop 'y2 = y1 =y2 (deoarece
pop ! C1p);deci ¥xe€ A= (IMy e B:xpy= p=(A,B,R) este functie.

Exercitiul a), b) Deoarece f: A — B este functie, din Exercitiul 41javem: 1o Cf 'ofsifof ' C1g =
VXCA VYCB=X=T1AX)C(fTof)(X) g (fof M)(Y)C1g=Y=XCf(f(X),f(f(Y) CY.

¢) Deoarece f : A — B este functie, din Exercitiul avem: 15 Cf lof gifo f=1Cl1g = fola C
fo(f'of)si(fof M) ofClgof=fCfo(f'of)gi(fof ofCf=>f=fo(f'of)j=fof 'of

La toate punctele se poate argumenta si independent de Exercitiul 1]

Exercitiul f) Pentru orice x € U avem:

er(AmBjM:) dje]: xeANBj& Jje]: xcAsi dxeBj &
je]
&xecAsi Jje]: xeBjaxecAsi xe|JBj & xe An((JBy).
jeJ jeJ

h) Pentru orice x € U avem:

X € U(m(Au))(:} E'iEIZXEﬂ(Ai]')® diel: VjGJIXEAij =

i€l jej je]
= Vie] xeJAyexe(JAy).
iel jeJ iel

Exercitiul a) Pentru orice (x,y) avem: (x,y) € ([Nier Xi) X (i1 Yi) ©@x €N Xisiy €N Vi & Vie
I:xeXisiyeYis Viel: (x,y) € (XixYi) & (x,Y) € Nier(Xi x Yi);

b) Pentru orice (x,y) avem: (x,y) € (Ujeq Xi) X (UjEIYj) SxeclUeXigiy € Ujele &S Jiel: xe
Xisi 3jefyeYje FG0))elx]i(xy) €XixY; & (Y) € Uy ey Xi x V).

Exercitiul Pentru n € N* fixat avem: B, = A, \ (ﬂ?:_o1 Ai) = U?:_Ol (An \ Ay); rezulta ca:

n—1
UBn=20u J (JA\A)) =
neN neN* 1=0
=AoU(AT\A))U---UAL\A) UAR\NATU---U(Ar\ A q)U--- =
=AgUAJUA U ---UA U - = UAn

neN

(am folosit faptul cd AU(B\A) = AUB); daca presupunem cad 3 m,n € N, m # n, astfel incit, de exemplu, m <n
si B, N By, # @, atunci Ix € U astfel incat x € By, és x € By rezulta cd Ix € U: x € Ay, \ (ﬂ{i? Ai)si x €
An\ (ﬂ?;o] JAL) = U?;()] (AL \ Aj), deci deoarece m<n, IdxeU: x€ Ay si x € Ax \ A, contradictie.
Exercitiul b) Consideram multimile X;, = (—%, %) ,m € N* si functia sgn; atunci sgn((),,cy- Xn) = {0} C
mneN* sgn Xn = {_] ) O) +1}7

d) Pentru orice x € A avem:

xef (Y ef eV Viel: fx)eYie Viel:ixef (Vi) &xe (V).
i€l iel iel

Exercitiul Pentru orice X avem:

XeP((MA)EXC(NALe Viel: XCA & Viel: XeP(A) & Xe[|PA.

iel iel iel
Exercitiul a) Pentru orice (x,z) € A x D avem:

xoo(Upi)z(:) JyeBnC: xUpiy siyoz& dyeBNC: Jiel: xpiy siyozs
iel iel
& diel: dyeBnNC: xpiysiyozs Jiel: xcopizﬁxU(Gopi)z.
iel
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¢) Pentru orice (x,z) € A x D avem:

xco(ﬂpi)z(:) dyeBnNnC: xﬂpiy siyoz& JyeBNC: Viel:xpiysiyoz=
iel iel
= Viel: JyeBnNC: xpiysiyozs Viel: xcropiz(:)xm(cfopi)z.
iel

Exercitiul a) Injectivitatea: deoarece V x1,x2 € A avem (go f)(x1) = (go f)(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2))
(deoarece g este injectiv)= f(x1) = f(x2) (deoarece f este injectiv) = x; = x;=>g o f este injectiv;

surjectivitatea: Vz € C: 3y € B: g(y) =z (deoarece g este surjectiv) si Yy Ix € A: f(x) =y (deoarece
f este surjectiv)= Vze C: Ix € A:g(f(x)) =zdeci gof este surjectiv;

b) dacd g o f este injectiv, atunci V x7,x2 € A avem f(x7) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = (gof)(x1) =
(gof)(x2) = x =y, deci f intr-adevar este injectiv;

dacd g o f este surjectiv, atunci Vz € Cavem Ix € A:(gof)(x)=z= Ixe€A:g(fx))=z= FJy=
f(x) € B: g(y) = z, deci g este intr-adevar surjectiv;

c) Yyi,y2 € B:g(y1) = g(yz) (deoarece f este surjectiv) = Ix; € A:f(x1) =y7 si Ix2 € A: f(x2) =y2
= = g(f(x1)) = g(f(x2)) = (gof)(x1) = (gof)(x2) (gof este injectiv)= x1 =x2 = y1 =f(x1) =f(x2) =y,
deci g intr-adevar este injectiv;

d) Yy € B (gof este surjectiv)= g(y) € C-re Ix € A:(gof)(x) =gly) = g(f(x)) = g(y) (deoarece g
este injectiv)= f(x) =y, deci Yy €B: Ix € A:f(x) =y, adicd f este surjectiv.

Observatie: Putem demonstra proprietatile de mai sus folosind inversele la stanga sau dreapta. De exemplu
in d): gof este surjectiv, deci gof are inversa la drepta s, adica (gof)os = 1¢. Analog, deoarece g este injectiv,
rezultd ca 3 inversa la stdnga r, decirog=1g = ro(gof)=f=ro0((goflos)=fos=>r=fos=1g =
rog="fo(sog)= sog este inversa la drepta pentru f, deci f este surjectiv.

Exercitiul a) Pentru orice x € A avem:

xef '\ Y2) &f(x) eI\ Y2 & f(x) e VT Af(x) ¢ Y2 &
sSxef T (YDAxE 1 (Y) e xef 1 (Y)\f(Ys).

b) Pentru orice y € B avem y € f(X; \ X2) (deoarece f este injectiv) & Flx € X1\ Xz : f(x) =y & y=1~f(x) €
f(Xq) siy =f(x) € f(X2) & y € f(Xq) \ f(X2).

Deoarece f([;c; Xi) € [ier f(Xi), este suficient de demonstrat incluziunea ;o f(Xi) € ([ Xi): intr-
adevar, pentru orice y € B avem: y € ;o f(Xi) = Viel:y € f(Xi) (deoarece f este injectiv) Jlx: xe€
Xi Vielsif(x)=y= IxeNi Xi:f(x) =y =y e f(Nic Xi)-

Exercitiul a) (i)=(ii) deoarece 15 C f~!of (deoarece f este functie), este suficient de demonstrat incluziunea
f~1 o f C 14: intr-adevir, pentru orice x1,%x; € A avem:

x1f Tofxa= JyeB: xifyAyf 'x; = JyeB: f(x;) =yAf(x2) =y =
= f(x1) =f(x2) =y = x1 =x2 = x11ax2.

(ii)=(iii) Din (ii) rezulta ca f 1 of=T1a = VX CA:f 1(f(X)) =1A(X) = X;
(iii)=(iv) deoarece f(X; N Xz) C f(X3) N f(X32), este suficient de demonstrat incluziunea f(X;) N f(Xz) C

f(X7 N X3): intr-adevar, pentru orice y € B avem:

yefXy)Nf(Xz)= Ix1€Xy: flx1)=ysi Ix2€Xz: f(x2) =y=

= () =) =0alst £ ({y) =1 (f({x2)) ={x2} =
>x1=x2=xcX7NXoa= IxeXiNXy: f(X) =y=y Ef(X] ﬂXz).

(iv)=(v) in (iv) fie X; = X si Xz = C(X); rezulti ca f(X) N f(C(X)) = @, deci £(C(X)) € C(f(X)).

(v)=(i) Pentru orice x1,x2 € A, dacd x7 # x2 = siin (v) X = {x1}, atunci x; € C(X) = f(x2) € C(f(x1)) =
f(x1) # f(x2), deci este injectiv;

b) (i)=(ii) deoarece fof~! C 1p (deoarece f functie), este suficient de demonstrat incluziunea 1g C fo f~';
intr-adevir deoarece din (i) f este surjectiv, rezultd cd pentru orice Vy € B Ix € A: f(x) =y= Ix€A:
xfy = 3 1yf "x Axfy = yfofly.

(ii)=(iii) deoarece din (ii) avem fof ! =1p = VY CB: (fof 1) (Y)=15(Y) =Y és f(f (V) =Y.

(iii)= (i) deoarece din (iii) pentru orice Y C B avem f(f~1(Y)) = Y, rezulta ca pentru orice y € B f(f~'(y)) =
y= VyeB:yfof ly= VyeB: 3xcA:xfy== VyeB: I3xcA:f(x) =y, deci f este surjectiv.

(1)=(iv) Vy e L(f(X)) = Vx e X:f(x) #y, dar din (i) avem ci f este surjectiv, deci I xy € C(X) : f(xy) =
y =1y e f(C(X).
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(iv)=(i) fie in (iv) X = A = C(f(A)) C f(CA) = C(f(A)) = @ = B =f(A), deci f este surjectiv.

Exercitiul [52] .. ) Presupunem cé f este injectiv; dacd presupunem ci existd sj,s2 : B — A astfel incat
fosy =fosy; = 13 = VyeB: f(si1(y)) =f(s2(y)) =y (deoarece f este injectiv) = = Vy e B:si(y) =
s2(y) = s1 =s2 = (3!) s: B — A astfel incat fos = 1g; presupunem ca f are exact o inversa la dreapta: daca
presupunem ci exista x1 # x2 € A astfel incat y = f(x1) = f(x2) (adici, f nu este injectiv), atunci putem construi
doud inverse la dreapta distincte s7,s; : B — A pentru f, astfel incat s1(y) = x7 si s2(y) = x2, contradictie, deci
f este injectiv;
b) Fie f surjectiv: dacd presupunem ca existd r1, 72 : B — A astfel incit 1y of =120f =14 = Vx €
A (rpof)(x) = (r20f)(x) = x, dar pentru orice y € B 3 x € A : f(x) = y (deoarece f este surjectiv)=
Yy e B:ri(y) = r2y) = r1 = ra, deci f intr-adevar are o inversa la stdnga; reciproca intr-adevar nu e
adevarata: daca f: {1} — {1 ,2}, f(1) = 2, atunci f este injectiv, nu este surjectiv gi are exact o inversa la stanga
{12} > {1hr(2)=1,r(1) =1.
Exercit;iul Fie g = sor, unde s este inversa la drepta a functiei surjective f' : A — f(A), Vx € A f'(x) = f(x),
iar r este inversd la stanga a functiei injective canonice i: f(A) — B, i(y) =y Vy € f(A).
Exercigiul a) TAxTg:AXB—oAXB, (1A x1)(x,y) =(1a(x),18(y)) = (x,y), deci TA X 15 =T ax8;
b) (f"xg')o(fxg):AxB—A”xB" (f'of)x(g’og):AxB— A” x B” si pentru orice (x,y) € A x B

avemn:
(" x g") o (fxg))xy) = (" x g (fx g)x,y)) = (f' x g')(f(x),9(y)) = (f'(f(x)),9'(g(y))) =
= ((f'of)(x),(g" 0 g)(y)) = ((f"of) x (g’ 0 g))(x,y),

deci (f' x g’)o (fx g) = (f'of) x (g’ 0 g).
¢) Pentru orice X C A és Y C B avem:

(fx g)(XxY)=(fxg)({(a,b) [aeX, be Y} ={(f(a),f(b)) [ a X, beY}=7f(X)xf(Y).
d) Pentru orice (x,y) € X x Y avem

(5y) € (Fxg) (X' xY) & (fxg)lxy) €X' x Y & f(x),gy) eX' xY' &
Sfx)eX, gy eY exef '(X),yeg (V)&
& (xy) e f 1(X) xg (Y.
e) Contraexemplu: fie A=B =A"=B' ={1,2}, M ={(1,2),(2,1)}si fie o : Ax B — A’ x B’, 9((1,1)) =
(2»1))(9((])2)) = (1)2))(9((2) 1)) = (]) ])a @((2,2)) = (2)2)

Exercitiul a) ,,=” este lasat pe seama cititorului.

,&" injectivitatea: pentru orice xj,x2 € A avem f(x;) = f(x2) = pentru un b € B fixat: (f(x1),g(b)) =
(f(x2),9(b)) = (fx g)(x1,b) = (fx g)(x2,b) (deoarece f x g este injectiv) rezulta ca (x1,b) = (x2,b) = x1 = x2,
deci f este Intr-adevar injectiv (injectivitatea lui g se face analog);

surjectivitatea: deoarece f X g este surjectiv rezultd cd pentru orice (x’,y’) € A’ x B’ 3 (x,y) € A X B :
(fxglxy=x,Hy)= IxecA:f(x) =x"\ IyeB:g(y) =y’, deci f i g sunt surjective.

Exercitiul [57] .. ) 1A[]1s : A]IB — ALIB, (a]l1s)(0,x1) = (1,Ta(x1)) = (1,x1) Vx1 € A, si
(1A Ll7s) ZXz) (2,18(x2)) = (2,x2) Vx2 € B, deC11AH1B—1A]_[B7
b) (f'T1g ) o (f]1]g),(f' o f)[J(g’og): A]IB—=A"][B” si Vx7 €A:

(7 TTa" o (]9 (1,xa) = (" T T 91, £x0)) = (1, (F 0 D)xa)) = (£ 0 ) ] J(9” © 9))(1,x1),

respectiv analog pentru orice x; € B avem

(F]JgN o (f ] JoN2x2) = ((F o )] (g" © 9))(2,%2),
deci (f'[Tg") o (f[1g) = (f"of)]](g’ o g).

Exercitiul E. a) Trebuie sé aratam ca (]_[1L€I i)oqi = q{ofi, Vie I, intr-adeviir, pentru orice i € I avem
(Iier fi) o qi : Ai = [ i1 Ay qiofi:Ai — [[;c1 A{ si pentru orice a; € A; avem:

(] ] eau(a) = (I ] fo(qila)) = (] ] (i, a) = (i, filai)) = qi(fi(as)) = (q{ o fi)(ai).
iel iel iel

b) Avem ]—IIEI Ai - ]_[ieIA'l — L[ieIAi’ (]_[ie11Ai)(i) ai) = (i)1Ai(ai)) = (i) ai)7 deci ]—[iEI1Ai =
1
[licr As ;
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¢) Avem ([Tic; i) o (Ilier fi) : Tict At = Tlict AL Tier(fi o fi) @ [ier Av — [ier A{’ si pentru orice
(i,ai) € [1ijc; Ai avem

QT ([T a0 = [ [0 fila) = Gy (7 o f)(ar)) = ([ [(F 0 f)), a),
iel iel iel iel

deci ([Tier 1) © (Lier fi) = Lier (f{ o fo).
Exercitiul b) stim ca o functie f: A — B este injectivees I 1: B — A functie astfel incat rof = 14; in cazul
nostru Vi€ I:fjesteinjectivey Viel: Iri: Al w5 Ajiriofi =14 = ([icrmi) o (e fi) = [Hier(riofi) =
Hici 1A, = 1]_[i€IAi) deci exista [ [ic;mi : [lict A{ — [ier At astfel incat ([ ;o) o ([Lier fi) = 1]_1161;\”
adica [ [ fi este injectiv.

Analog demonstram surjectivitatea lui ]_[iel fi.
Exercit;iul a) Avem Hom(f, g) : Hom(A,B) — Hom(A’,B’) Hom(f, g)(«) = gowof, gi [Hom(A, B)| = !BA’ =
B[ =22 = 4, deci Hom(A,B) = {1, a2, &3, &a}, unde: op(1) = 1, 001(2) = T, 002(1) = 1,002(2) = 2, 03(1) =
2,3(2) = 1, a4 (1) = 2, 4(2) = 2; notdm Py := Hom(f, g) (o), k = 1,2,3,4; atunci B1(1) = 2,B1(2) = 2,B:(3) =
2,B2(1) =2, B2(2) =2,B2(3) =3, B3(1) = 3,B3(2) = 3,B3(3) =2, PBa(1) = 3,B4(2) =3,B4(3) =3.

b) Hom(1a,1g) : Hom(A,B) — Hom(A,B), Hom(1a,15)(x) = T oxo1a = «, deci Hom(14,15) =
1Hom(A‘B)-

¢) Hom(f o f’, g’ o g),Hom(f’,g’) o Hom(f, g) : Hom(A,B) — Hom(A”,B”), si pentru orice « € Hom(A, B)
avem:

Hom(fof' g’ og)(a) =g’ ogoaofof =g’ o(goxof)of =g’oHom(f,g)(x)of =
= Hom(f’, g’) (Hom(f, g)(«)) = (Hom(f’, g') o Hom(f, g))(«)

deci Hom(f o f’; g’ o g) = Hom(f’, g’) o Hom(f, g).
Exercit;iul a) Daca f este surjectiv gi g este injectiv, atunci 3s: A — A’ astfel incat fos =151 Ir: B’ — B
astfel incat r o g = 1g; rezulta ca Hom(s,r) o Hom(f,g) = Hom(f o s,r 0 g) = Hom(Ta,18) = Trom(a,B), deci
existd Hom(s, 1) : Hom(A’,B’) — Hom(A, B) astfel incat Hom(s, ) o Hom(f, g) = Tpom(a,s), deci Hom(f, g) este
injectiv;

b) este analog cu a);

c) ,,=" deoarece 15 este surjectiv si g este injectiv, din a) rezultd cd Hom(1 4, g) este injectiv;

& deoarece Hom(14, g) este injectiv, rezultd ca pentru orice &1, x; € Hom(A,B) avem go o = go aa =
x1 = ay, adica putem simplifica cu gla stdnga=—> g este injectiv;

d) este analog cu c).
Exercitiul a) Deoarece 1a, : P(A) — P(A), Ta,(X) =14(X) =X pentru orice X € P(A), si TA™ : P(A) —
?(A), 1A*(Y) = ]A(Y) = Y, rezulta ca 1A* = 1A* = 1(})(A),

b) Pentru orice X C A avem

(gof),(X)=(gof)(X)=g(f(X)) = g(fi(X)) = gu(fx (X)) = (gu o f,)(X),
deci (gof), =g.of,.
Pentru orice Z € C avem
(gof)"(Z)=(gof) (Z)=(F"og N)Z)=1"(g7"(2) =1 "(g"(2)) = f"(g"(2) = (f* 0 g")(Z),
deci (go f)* =f*og*.
¢) Pentru orice Y C B avem

(F* o fu o f)(Y) =f 1 (fF(f ' (V) =f " ((Fof )(Y)) = (f o f)(f (V)

si, deoarece f: A — B este functie, dintr-un exercitiu anterior rezultd ca 1o C f~'of si fof~! C 1g; obtinem ca
pentru orice Y € B avem ' (Y) C (f~"of)(f1(Y)) = (f*of,of*)(Y) si (f*of,of*)(Y) = f~'((fof 1) (Y)) € £ (V),
deci (f* o f, o F*)(Y) = f1(Y) = *(Y) = f* o f, o f* = *.

d) o = (f*of,)o(f*of,) = (f*of,of *)of, = f*of, = @; Pporp = (f.of*)o(f.of*) = f.o(f*of ,of*) = f.of* =1.
Exercitiul a) (1)=(ii) deoarece f este injectiv, existd v : B — A astfel incdt rof = 14; atunci r. o f, =
(rof), =Ta. =1pa), deci exista r, : P(B) — P(A) astfel incét r, o f, = Tp(a), deci f, este injectiv;

(ii)=(iii) deoarece f este functie, avem 14 C f~! o f, deci pentru orice X C A avem X C (f~' o f)(X) =
f1 (X)) = f*(f. (X)) = (f* o f,)(X); fie X C A; atunci pentru orice x € A avem

x € (f o £ )(X) = 1 (f(X)) = f(x) € f(X) =
=3x eX: fx) =f(x') =
= () =f. (XD = ="} =
sx=x'"=xeX
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deci pentru orice X C A avem (f* o f,)(X) C X.

(ili)=(i) deoarece f* o f, = Tp(a), exista r:= f* : P(B) — P(A) astfel incat ro f, = Ta, deci f, este injectiv,
deci pentru orice x,x’ € A, din {f(x)} = f,({x}) = f.({x’}) = {f(x)} rezultd x = x’, de unde obtinem ci f este
injectiv;

(ili)=(iv) din ipoteza avem ca exista s := f, : P(A) — P(B) astfel incat f* o s = 1p(a), deci f* este surjectiv;

(iv)=(iii) f* o f, o f* = f* i din surjectivitatea lui f* 3 s: P(A) — P(B) astfel incat f* os = 15 (a); atunci
rezultd ca f*of, of*os =f"os = f*of, =1p(a).

b) este analog cu a).

Exercitiul a) Deoarece p reflexiv=> 14 C p; este trebuie demonstrata incluziunea p C 14: dacd xpy (din
simetrie)= xpy A ypx (din antisimetrie)= x =y adicd x1y;

b) dacd xpy (adin reflexivitate)= xpy Aypy = xp?y, deci p C p?; invers, dacd xp?y = Jz € A :xpz/Azpy
(din tranzitivitate)= xpy, deci p? C p.

ExerCitiUI a) o :{{1)2)3}>{4}}7 b) Pr :{(])1)7 (2)2)7 (3)3)7 (4)4)7 (])2)7 (2)])}

Exercitiul Intai determindm toate partitiile, apoi scriem relatiile de echivalenta corespunzatoare. De exemplu
pentru A = {1,2,3} partitiile sunt: 7 = {1,2,3}}, mp = {{1,2},3}}, m3 = {{1,34{2}}, m = {{2,3}, {1} si 5 =
{1},{2},{3}}. Acestora corespund relatiile de echivalenta p; = {(1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3),
(3,2)}, p2 = {(1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,1)}, p3 ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),3, 1)}, pa = {(1,1),(2,2),(3,3),
(2»3)5 (3)2)} sip2 = {(1)1)) (2» 2)) (3)3)}

Exercitiul a) ,,I” nu e simetric, deoarece de exemplu 24, dar invers nu e adevarat; ,,|” nu e antisimetric,
deoarece de exemplu 2| — 2, —2|2, dar 2 # —2;
€) Z/= (modn) =Zn ={0la€Z},unde@={beZ|a=b (mod n)} =nZ+a.

Exercitiul C/p1 ={C(0,]z]) | z € C}, deci clasele se reprezints grafic in planul complex ca cercuri cu centrul
in orgine; clasele din C/p; sunt semidrepte deschise ce pornesc din originea O.

Exercitiul b) Deoarece 1o C p1, rezultd cd 1o N Cp1 = @, deci Cpy nu e reflexiv, deci Cpy nu e relatie de
echivalentd; p; Upz in general nu e tranzitiv. De exemplu, daca A = {1, 2,3}, p1 ={(1,1),(2,2),(3,3), (1,2),(2,1)}
sip2 ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3), (3, 1)} sunt doua relatii de echivalenta pe A, atunci relatia p; Upz = {(1,1), (2, 2),
(3,3),(1,2), (2,1),(1,3),(3,1)} nu e tranzitiva, deoarece nu contine perechile (2, 3) si (3,2);

¢) imediat se vede ci pentr relatia p pe A avem: p este echivalentd & 15 Cpsgip =p~
demonstram usgor c):

,,=" daca p7 o p2 echivalenta, atunci= pj o py = (p7 © pz)_1 = p? o pl_1 = p20pP1;

<" folosind py 0 p2 = py 0 py ardtim ci: (1) 1o Cpropasi(2) propa=(p10p2)"" =(p10p2);

(1) deoarece 1A Cp1 ATa Cp2=>1a=Ta01a Cp70p2;

(2) (prop2) ' = Py op7! =paropr =propzsi(p 0p2)> = (p1opa)o(props) =pio(propi)ops =
pro(propz)opy=pfops=piops.

Exercitiul b) ,,=” daca p; U p2 echivalenta, atunci

1 2

= p“. De aici

2
p1Up2 = (p1Up2)~ =pfUp3U(p1op2)Ul(p2opr)

deci py o p2 si p2 o p1 este subrelatie a lui p; U py;

,,<=" deoarece p7 si p2 sunt relatii de echivalenta rezulta ca p12U p2 reflexiv si simetric; deoarece pyopz, p2opq si
pTUpP3 = p1op; sunt subrelatii ale lui p; Upa, rezulta cd (p1 U p2)~ = pFUp3U(p1op2)U(p20p1) C p1Up2 = p1Up2
este tranzitiv.

Exercitiul a) Demonstram ca (J,-; p™ este tranzitiva: pentru orice x,y,z € A avem x{J, 57 p "y A
YyUps1p"z= Imne N :xp™y Ayptz = xptopMz = xp" Mz = = x5 p" 2

Fie acum o o relatie ce include pe p. Deoarece p C o = p? C o2, dar o tranzitiv=> 02 C 0. Deci p? C o si
deoarece p C o respectiv ocZCo= p3 C 0. Prin inductie se arata ca V n € N* avem p™ C o, de aici evident
rezulta ca (J,~; ™ C 0. Deci intr-adevar, |J,,~; p™ este cea mai mica relatie tranzitiva ce include pe p.

b) Aratam ca relatia | J,,~, p™ este echivalentd. Verificim urmaétoarele:

1) Ta C U, 7 P™ (evident);

2
2) Un21 pr = (UnZ] ﬁn> = (Un21 ﬁn) :
Intr-adevir, (Un21 §“>_1 = (UnEZ pn)*‘ = UnezP ™™ = Unezp™ = Un21 p" si (UnZ] 5“)2 =
(UneZ pn)z = (UnEZ pn)'

Fie acum o o relatie de echivalenta ce include pe p. Deoarece o este relatie de echivalenta = o este tranzitiv.
Din a) rezultd cd (J,,~; pP™ C o (deoarece |J,,~; p™ este cea mai mica relatie de echivalentd ce include pe p.

Deoarece p C 0 si 0 relatie de echivalentd = p~' C 0! = 0 = o tranzitiv si contine pe p~' = {J, 5, (p~")" C
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. . _1\n . . . o v
0. Deci: U1121 p™ C o si Un21 (p~")" C o, de evident 1o C o(deoarece o reflexiv); din acestea rezulta ca
Un21 p™ C o, ceea ce arata ca intr-adevar Un21 p™ este cea mai mica relatie de echivalenta ce include pe p.

b))

Exercitiul 1) Este usor de ardtat cd ker f este reflexiv, simetric gi tranzitiv, pentru ca si relatia ,,=” este

asa. Mai departe,

arkerfa, & dbeB:fla;)=flaz)=b &
&S db e B:aifbsi afb &
SIbeB:afbsibf Tay & a;(f ! of)a,.

2) Avem f~'(b) ={a’ € A | f(a’) = b} si A/kerf = {kerf(a) | a € A}, unde kerf(a) = {a’ € A | f(a’) =
f(a)} = f'(f(a)). Deoarece f(a) € Imf, rezulti ci A/ kerf C {f~'(b) | b € Imf}.

Invers, pentru orice b € Imf, existd a € A astfel incat b = f(a), deci f'(b) =f ' (f(a)) ={a’ € A|f(a’) =
f(a)} = ker f(a) € A/ kerf.

3) Daca f: A — B este o functie, atunci 15 C ker f, pentru ca ker f este reflexiv. Mai departe,

kerf CTpA & (Vx1,x2 €A :x1kerfx; = x11a%2) &
& (W, x2 e Af(xg) =f(x2) = x1 =x2) &
& f injectiv.

4) Rezulta ugor din definitii.

Exercitiul Surjectivitatea rezultd din definitii: Vp(x) € A/p, unde x € A = p,y(x) = p(x). Mai departe,
daca x1,x2 € A, atunci

x1kerpoxz & po(x1) =polx2) & p(x1) = p(x2) & x1px%2.

conform Lemei [4.4.6

Exercitiul .. ) Deoarece g este surjectiv si x] = xz = cosx; = cosXy, adica kerg C kerf, rezulta ca
(3h:Ry - Ro funct;le astfel incat f = h o g. Determindm aceasta functie. Fie s : Ry — R, s(x) = v/
functie o inversa la dreapta a lui g. Atunci, deoarece f = hog = fos =(hog)os =ho(go s) = h, deci
h:R, = R, h(x) = (fos)(x) = cos(v/x).

b) Vedem ca g este surjectiv, dar ker g € ker f = in acest caz nu exista o functie h ce satisface cerintele.

Exercitiul a) Deoarece ¢ este injectivgi [—1,1] =Imf C Img = [-3,400), rezultda (I)h:R — [-2,00)
functie astfel incat f = g o h. Determinam aceasta functie. Fie

x—1
T R N [_2) +OO), T'(X) _ {2) X € [_3) +OO)
X0 € [-2,400), x ¢& [-3,+00)
o inversa la stanga a lui g. Atunci, deoarece f = goh, rezultda cAa rof =ro(goh) = (rog)oh = h, deci a
h:R — [-2,400), h(x) = (rof)(x) = <31,
b) Vedem g g este injectiv, dar [—1,1] = Imf & Img = [1,400) = in acest caz nu existd o functie h ce
satisface cerintele.

Exerc1§1u1 [79l a) Daci f: R = R, f(x) =x?: kerf(x) ={x,—x}, R/kerf = {{x,—x} | x € R}, i f: R/ker f —
f({x, —x}) = x? este leeCtIV

Daca g:R— R, g(x) =x": kerg{x) ={x,—x}, R/kerg ={{x,—x} | x € R}, si g: R/kerg — R; g({x,—x}) =
x* este bijectiv.

b) Daca f: C — C, f(z) = 2% : ker f(z) = {z,—z}, C/kerf ={{z,—z} |z € C},5i f: C/ker f — C, f({z,—2z}) =
este bijectiv.

Daci g:C —C, g(z) =z% atunci (kerg)(z) ={z,—z,iz,—iz}, mai departe C/ker g = {{z, —z, iz, —iz}|
x €Cly5ig:C/kerg — C, g({z,—z,1iz,—iz}) = z* este bijectiv.
Exercitiul a) Fie @:AxB/pxo— A/pxB/o, ¢(pxd{(a,b))) =(p{a),o(b)). Aceasta functie este
evident bine definita si bijectiva, deoarece se verifica imediat ca @ ' : A/pxB/oc — AxB/pxo, @~ '(p(a), o(b)) =
p x 0{(a,b)) este inversa lui @.

Exercitiul Fie ¢ : P(A)/p — P(B), @(p(X)) = XNB. Aceasta functie este evident bine definita si bijectivé;
se verificd imediat ci are inversa @' : ( ) — P(A)/p, @1 (Y) = p(Y).

Exercitiul a) Fie ¢ :Hom(A,B)/p — B, ¢(p{f)) =f(ap). Aceastd functie este evident bine definita si bi-
jectiva; se verifica imediat ca are inversa @ ! : B — Hom(A, B)/p, @' (b) = p{(fp), unde f, € Hom(A, B), fp(a) =
b VaeA.
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b) Fie ¥ : Hom(A,B)/o — Hom(A',B), P(p(f)) = f|a/. Aceastd functie este evident bine definita si bijectiva;
se verifics imediat c# are inversa @' : Hom(A’, B) — Hom(A, B)/o, @' (f') = p(f), unde f € Hom(A, B), f(a) =
f'(a) Yae A’sif(a)=bp €B (fixat) Vae A\ A’

¢) Daca in b) luam A’ = {ao}, atunci o functie f : {ap} — B este determinatd B de elementul f(ap) € B; deci
Hom(A’, B) se identifica cu B.

Exercitiul a) ,,=" fker g = @(f) = ker f = ker g = @(g). Deoarece ker f = ker g, f i g sunt surjectiv, din
Teorema ezulté ca existd functia o : B — B, g = aof, care este surjectiva (deoarece f este surjectiv) si este
injectiv (deoarece ker f = ker g);
,,w&" este suficient de aratat ca ker f = ker g. fntr-adevér, pentru orice x1,x2 € A avem x1 ker fx, & f(x1) =
f(x2) & g(x1) = xof(x1) = o f(xz) = g(x2) (deoarece x : B — B, g = ao f este bijectiv)& x7 ker gx;.
b)Ime C{p e &A)| I a:A/p — B bijectiv}, deoarece V f € Homs(A,B) avem @(f) =kerf € E(A) si

oa:A/kerf — B, o(ker f(x)) = f(x)

este functie bijectiva.

{pe &A)|] IFx:A/p — B bijectiv } C Im ¢, deoarece pentru p € E(A) din multimea de mai sus, exista
f=aop, € Homs(A,B) astfel incat ker f = p, unde p, : A — A/p, po(x) = p(x).
Exercitiul Fiec =pNB xB, T=pnN(p(B) x p(B)), unde p(B) ={z € C | |z| > 1}. Daca x € B, atunci
o(x) = {x, —x}; daca z € p(B), atunci t(z) = C(O, |z]).

Exercitiul a) A/pr = {1, 2}, {34 {4}, {5}}, kerh = {({1,2},{1,2}), ({1,2}4{3}), ({3K{1,2}), ({34{3}), ({4} {4},
({43, {5)), ({5,{4)), (151,51} 2281 = {1, 2}, {31, {{4}, (51}, A/p2 = {{1,2,3},{4,5). intre ultimele doud multimi
exista o bijectie canonica.

b) A/p1 = Zs = {0,1,2,3),  kerh = {(0,0), (0,2), (2,2), (1,T), (1,3), (3,3)}, 2% = {{0,2},(1,3},
A/pr = {6, ?} intre ultimele doua multimi exista o bijectie canonica.

6. Multimi ordonate

Exercitiul b) Se vede imediat ca relatia Cp nu e reflexivi (deoarece p este reflexiva);
) fie A = {1,2,3}, p = {(1,1),(2,2),3,3),(1,2)}, 0 = {(1,1),(2,2),(3,3), (3, 1)}; evident pU o ¢ O(A),
deoarece aceasta relatie nu este tranzitiva (cici (3,2) ¢ p U 0).

Exercitiul Relatiile de ordine pe A ={a, b, c} sunt cele reprezentate de urmatoarele diagrame Hasse (prima
este relatia de egalitate pe A):

c b a c b a

0 8 0 b C a a b

a a b b c c

bo ocC ao ocC ao ob o 8 o
N AV VR T S W
b a c a c b
oc oc ob ob oa oa

a b a c b c

Exercitiul a) Daci f gi g sunt crescitoare, atunci pentru orice a,a’ € A avem a < a’ = f(a) < f(a’) =
g(f(a)) < g(f(a')) = gof(a) < gof(a’), deci gof este crescator; dacd f gi g sunt descrescitoare, atunci pentru
orice a,a’ € A avem a < a’ = f(a’) < f(a) = g(f(a)) < g(f(a’)) = (gof)(a) < (gof)(a’), deci g o f este
crescator;

b) vezi punctul anterior.

Exercitiul Fie b,b’ € B astfel incat b < b’. Deoarece f: A — B este bijectiv, rezultd (3!)a,a’ € A astfel
incat f(a) = b si f(a’) = b’. Stiind ca (A, <) este total ordonatd, = a < a’ sau a’ < a. Daca presupunem ci
a’ < a, deoarece f crescitor, avem f(a’) =b’ <b=1f(a),deb<b ' =b=b'=f'(b)=a=a ="
Deci V b,b’ € B astfel incat b < b’, avem a = '(b) < f'(b’) = a’, adici ! este crescitor;

fi=1x5:(N,]) = (N, <) este o functie evident bijectivi si crescitoare. Nu este izomorfism, deoarece f~! nu e
crescator. De exemplu 2 < 3, dar f~'(2) =213 =f"1(3).

Exercitiul Fie a; un element minimal al multimii ordonate (A,<). Atunci pentru orice x € A avem
x < a; = x =aj. Deoarece a = minA = Vx€A: a<x=a<a = a= aj, deci intr-adevar exista un
singur element minimal, care este cel mai mic element.
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Reciproca in general nu e adevarata: consideram relatia de ordine
PCRXR, xpy<= (x#0#yAx<y)Vx=0=y.

In multimea ordonata (R, p), 0 este unicul element minimal (maximal), dar nu exista cel mai mic (cel mai mare)
element.

Exercitiul Este suficient de observat ca infgX e {a e A | Vx e X, a<x}sgisupgXe{a e A| Vx e
eX, a>x}

Exercitiul Existd, abstractie ficiAnd de izomorfisme, cite o latice cu 1, 2 respectiv 3 elemente si 16 cu 6
elemente. Laticile neizomorfe cu 4 elemente sunt cele reprezentate de urmatoarele diagrame Hasse.

O/O\O
\

Laticile neizomorfe cu 5 elemente sunt cele reprezentate de urméatoarele diagrame Hasse:

: \
N\

S o/i\o <
SN P

Exercitiul Consideram multimea B = {a € A | a < f(a)}. Deoarece in orice latice completa exista cel mai
mare (supp A) si cel mai mic element (infa A) vedem c& B este submultime nevidd a lui A, deoarece evident
infa A € B. Deoarece BC A = 3 ap :=sup B. Aratam ca ap este punct fix al lui f.

Deoarece ap = supp B = V a € B avem a < aop, dar f este crescitor si a < f(a) (deoarece a € B)
= a < f(a) < f(ag) = f(ag) este majoranta a lui B. Stim cd ag este cea mai micd majorantd a lui B, deci
ao < f(ap), si de aici avem c& ap = supp B € B, adicd ap este cel mai mare element al lui B. Deoarece f este
crescator gi ap < f(ag) = flag) < f(f(ap)), deci f(ap) € B, dar ag este cel mai mare element al lui B, deci
f(ap) < ap. Deducem cd ag € B, adica ag < f(ag), si f(ap) < ap. De aici rezulta ca ap = f(ap), adica ap este
intr-adevar punct fix al lui f.

Exercitiul a) Daca existda a € A astfel ca a > f(a), atunci obtinem un sir strict descrescitor infinit
a > f(a) > f(f(a)) > ..., contradictie.

b) Fie A si B doud multimi bine ordonate. Daca f,g: A — B sunt doud izomorfisme distincte, atunci exista
a € A astfel ca f(a) < g(a) sau g(a) < f(a), de unde g~'(f(a)) < a sau f~'(g(a)) < a, ceea ce contrazice a).

Exercitiul a) Fie p un element maximal ce apartine lui O(A). Ardtdm ca p este ordine totala. Fie ¢c,d € A
astfel incat ¢ # d. Aratam ca perechea (c,d) sau (d,c) apartine graficului R al relatiei p. Presupunem ca
(c,d), (d,c) ¢ R. Consideram relatia

o=pU{(c,d)}U(p " (c) x p(d)).

Vedem usor ca o este o relatie de ordine ce contine strict pe p, ceea ce contrazice maximalitatea lui p iIn multimea
ordonatd (O(A), C).

Fie p o relatie de ordonare totald pa A. Aratam ca p este element maximal al lui O(A). Presupunem ca
30 € O(A) astfel incdt p C 0 = 3 (c,d) ¢ # d in graficul lui o astfel incat (c,d) ¢ R (unde R este graficul lui
p). Deoarece p este ordonare totala si (c¢,d) ¢ R = (d,c) € R, dar p C 0 = (d,c) si (c,d) sunt elemente ale lui
o, rezultd cd =d (din antisimmetrie), contradictie cu ipoteza ¢ # d.

b) Ardtam intai cd multimea ordonatd (O(A), C) satisface ipotezele lemei lui Zorn. Intr-adevir, pentru orice
lant £ ={ps € O(A) | x € A} C O(A) avem ca [J e p Po este majoranta a lui £ in (O(A), C).

Din lema lui Zorn rezultd cd pentru orice p € O(A) exista un element maximal p in O(A) astfel incat p C p.
Din punctul a) rezultacd p este relatie de ordine totala.

6. Latici si algebre Boole

Exercitiul Diagramele Hasse ale laticilor (P(A), C)si (B,]) sunt:
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{1,2,3}

VAR /\\

1,2} {1,3} {2,3}

X X \X><\

{2y {3
N N

Un izomorfism de ordine f : P(A) — B pastreaza diagramele, adica f({1,2,3}) = 30, f({1,2},{1,3},{2,3}}) =
{6,10,15}, f({1},{2},{3}}) =1{2,3,5}, f(0) = 1. Avem {1,2} = {1}U{2}, {1,3} = {1}U{3}, {2,3} = {2} U{3}. Rezulta ca
restrictia lui f la {{1,2},{1,3},{2,3}} este determinata de restrictia lui f la {{1},{2},{3}}; deci exista 6 izomorfisme
intre (P(A), C) pe (B,]), determinate de bijectiile dintre {{1},{2},{3}} si {2, 3,5}

Exercitiul a) pentru orice a,a’ € A avem a < a’ = a=a/Aa’ =inf{a,a’} = f(a) Af(a’) =flaNa’) =
f(a) = f(a) < f(a’), deci intr-adevar f este crescator;

b) Reciproca in general nu e adevarata. Contraexemplu: fie p = (A,B,R) R C A x B o relatie; consideram
laticea (P(A),S,U,N), (P(B),S,U,N). Definim functia f astfel: f: P(A) — P(B), f(X) = p(X). Deoarece
pentru orice X1,Xz € P(A) avem X; C Xy = f(X1) = p(X1) = p(X2) = f(X2) rezultd ci f este crescitor. Daca
presupunem ca p nu este functie injectiv, rezultd cd p(X1NX2) C p(X1)Np(X2), deci (X3 NX2) # f(X7)Nf(X2) =
f nu este morfism de latici.

¢) Deoarece (A, <) este multime total ordonata, rezultd ci pentru orice a,a’ € A avem a < a’ sau a’ < a.
Presupunem, de exemplu, cd a < a’. Atunci a A a’ = inf{a,a’} = a, aV a’ = sup{a,a’} = d’, f(a) < f(a’)
(deoarece f este crescator), f(a) Af(a’) =f(a) siin fine, f(a) V f(a’) = f(a’).

Rezultd cd f(a) = f(aANa’) = f(a) Af(a’) sifla’) =flaV a’') =f(a)V f(a’). Cazul a’ < a se trateaza
asemanator, si obtinem ca f este morfism de latici.

Exercitiul a) Vedem ci pentru orice myn € N avem m An = inf{m,n} = (m,n) (cmmdc), mVn =
sup{m,n} = [m,n] (cmmmc). Deoarece pentru orice m,n,p € N avem

mV (nAp) =m,(n,p)l = ((m,nl,m,pl) =(mVn)A(mVp),

rezultd a (N, |) este latice distributiva.

b) Pentru orice a,b € A avem a/Ab = inf{a, b} = min{a, b} si aVVb = sup{a, b} = max{a, b}. Daca presupunem,
de exemplu, cd a,by,c e Agia<b<c,atunciaV (bAc)=aVb=b=bAc=(aVb)A(aVc). Analog
tratam cazurile a < c<b,b<a<c,b<c<a,c<a<b,c<b<a

Exercit;iul b)a<b<= aVb=b <& (aVb) =b' < a’Ab'=b' < b’ < da'. In acest caz, deoarece
aAb' ' <aANad' =0sia’Vb ' >b'Vb=1,rezulta cda aAb’'=0és a’Vb=1etc.

Exercitiul a) Avem functia bijectivd ¢ : P(M) — ZM, &(X) = xx (unde xx : M — Z3, xx(a) = T
Sa € X). Aratam ca XxAy = Xx + Xy 68 Xxny = Xx - Xy. Daca x € M, atunci trebuie sa analizam urméatoarele
cazuri: (i) x ¢ XUY; (ii) x € XNY; (iii) x € X\ Y; (iv) x € Y\ X.

b) PIMUN) ~ [T cpmon Z2 > [Teem Z2 X [Tien Z2 = P(M) x P(N).

c) rezulta din b). Altfel, fie ¢ : (M) — P(CN), $(X) =X NECN =X\ N. Atunci ¢ este morfism surjectiv, si
d(X) =@ &X C N, deci Ker(¢dp) = P(N).
Exercitiul -. Observam ca (e & f)z edf.

N

b) 1d(Z34) = {o, 1,9} 6s 1d(Z180) = {0, T, 6,45,§|,1 00, 136, 145}.

[7. Multimi de numere

Exercitiul In Teorema recurentei luam X := N/, a := 0’ si f := s’ si obtinem o unici functie
u: N — N’ care satisface (1) si (2). Vom ardta cd u este bijectie, construind o inversa a lui u.

Deoarece si tripletul (N’; 07, s’) satisface axiomele lui Peano, obtinem o unica functie u’ : N’ — N care satisface
(1) si (2). Aratam prin inductie cd (u' ou)(n) =n si (wou’)(n’) =n’ pentru orice n € N gi n’ € N’. Evident,
(u" ou)(0) = 0. Presupunem ca (u' ou)(n) =n. Atunci (U ou)(s(n)) = (W ouos)(n) =(uw os’ou)(n) =
(sou’ou)(n) =s((u ou)(n)) =s(n). Analog se aratd ca uou’ = Ty-.

Exercitiul a) Deoarece (a,b)lasi (a, b)[b, rezulta ca (a, b)x|ax si (a, b)x[bx; de aici obtinem (a, b)x|(ax, bx),
deci (ax,bx) = (a,b)xy, unde y € Z. Mai departe

ax = ((IX, bX)y/ = ((l,b)ny/,
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adica a = (a,b)yy’, si
bx = (CIX, bX)g "= ((1, b)xyg //)

adica b = (a,b)yy”; rezulta ca (a,b)y | a,b, adica (a,b)y | (a,b). Obtinem ca y ~ 1, adica (ax,bx) = (a,b)x.
b) In particular, dacad d = (a,b) = (a’d,b’d) = d(a’,b’), atunci (a’,b’) = 1.
¢) Aplicand cele de mai sus avem

((I,X) = ((1,1 ' C) = ((1, (a,b)c) = (Cl., (aC,bC)) = ((Cl, aC),bC)) = (a)bc)'
d) Fie d = (a,b),x; = da’,b = db’ si m = da’b’. Deoarece
m=da’b’ = ab’ = a’b,

rezultd ca a, bjm, adicd m este multiplu comun.

Presupunem ci a, b/m’; rezultd cd m’ = au = bv, adicdi m’ = da’u = da’v. Atunci m’b’ = da’b’u =mu si
m’a’ = da’b’v = mv, adicd m/m/xa’, m/m’b’; rezultd cd m|(m’a’,m’b’), dar (m’a’,m’db’) = m/(a’,b’) = m’,
deci mlm’.

Am ardtat cd m = [a,b] si ab = dda’b’ = dm = (a,b)[a, b].

Exercitiul a) Fie d = (x1,x2,x3) si d’ = ((x1,%2),x3). Atunci dlx1,x2,x3 & dlxi1x2 si djxz3 <
dl(x1,x2) i dlx3 & d|((x1,%2),x3), adica d|d’. Invers rezulta ca d’|(x1,x2) si d’|x3 & d’|x7,d’|x2 si d'|x3 =
d’|(x1,%x2,x3), adica d’|d. Pentru cazul general folosim inductie dupa n.

Exercitiul Fie a — b = kn, unde k € Z. Deoarece (a,n)la si (a,n) | m, rezulta ca (a,m) | b. Deci
(a,m) este comun divizor al lui b gi m, de unde (a,m) | (b,m). Aseméanitor obtinem (b,m) | (a,m), deci
(a»m) = (b)m)

8l Algebre universale

Exercitiul O operatie n-ard pe A este o functie w : A™ — A, deci numarul ciutat este [AA™)| = m(m™),
Exercitiul a) Fie w € Q, 1(w) =n. Daca (a1,b1),...,(an,by) € F, atunci by = f(ay),...,bn = flan) si

w((al)bl))“')(a‘rubn)) = (w(ah"')an))
= (w(ah---»an))
=(w(as,y...,an), f(w(as,...,an))) € F

Invers, dacid aj,...,a, € A, atunci (aj,f(ai)),...,(an,f(ay)) € F, si
(w(a,...,an),w(f(as),...,f(an))) = w((a,flar))y...,(an,f(an))) € F,
deci f(w(aq,...,an)) = w(f(a),...,flan)).
b) Fie w € Q, 1(w) = n si (a1,¢1),...,(an,cn) € S oR; rezultd cd existd by,...,bn € B astfel incat
(a1,b1)y..., (an,bn) € Rsi (by,c1)y..., (bn,cn) € S. Deoarece R si S sunt subalgebre, obtinem ca
(w(ary...,an),w(by,...,bn)) =w((aj,br),...,(an,bn)) €R
si
(w(byy...,bn)yw(cry...ycn)) = (w(br,c1)y..., (bn,cn)) €S,
deci
w(lar,c1)y...y(anycn)) = (wlar,...,an),w(cry...,cn)) € SoR.
Daci (by,ar),..., (bn,an) € R7', atunci (aj,by),...,(an,bn) € Rsi
(w(a,...,an),w(by,...,bn)) = w((ar,br)y...,(an,bn)) €R,
deci w((b1,ar)y..., (bnyan)) = (w(by,...,bn),w(as,...,an)) € R71.
¢) Fie w € Q, 1(w) =n, y1,...,yn € p(X). Existd xq,...,x, € X astfel incat (x1,y1)y..., Xn,yn) € R,

deci (w(X1y.-+y%Xn),W(Y1,y---yYn)) = w((x1,Y1)y-.-, (Xn,Yn)) € R. Deoarece X este subalgebra, rezultd ca
W(X1y.eeyXn) € X 81 w(y1,...,yn) € p(X).
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Exercitiul a) Fie X = {A} si aplicim teorema de caracterizare a subalgebrei subalgebrei generate: Xy =
X, Xy = {A) EMA})XZ = {A) EMA) M, Q]}a X3 =Xq4=..., deci <X> = U?:] Xy = {A» CMA) M, ®}
b) {p}) ={p™ | n € N*}; dacd p este tranzitiv, atunci ({p}) ={p}

Exercitiul a) Daca Xp = X si Yo = f(X), atunci
Xia1 =X U{w(x1y .. oyxc(w)) lw e Qgixg € Xy i=1,...,t(w)}

si Yii1 este definit analog, atunci (X) = Up—o Xk, (f(X)) = Upr—o Yk. Prin inductie se aratd c& f(Xy) = Yx,
k> 0.

Exercitiul a) Fie T tipul algebrei (A,Q), w € Q, n = t(w) si a; € N(A), 1 = 1,...,n. Dacid (XU
{w(ai,...,an)}) = A, atunci, decarece (XU {w(a,...,an)}) € (XU{ar,...,an}), deci (XU{ar,...,an}) = A.
Deoarece a; € N(A), rezulta ca (XU{az,...,a,}) = A. Prin inductie obtinem ca (X) = A, deci w(aj,...,an) €
N(A), si N(A) este subalgebra.

b) Fie a € N(A) si f: A — A un automorfism. Daca (X U{f(a)}) = A, atunci A = f~1(A) = ({1 (X) U{a}).
Deoarece a € N(A), rezulta ca (f~'(X)) = A 5i A = f(A) = (X). Deci f(a) € N(A), adica f(N(A)) € N(A).

c) Fie {M; | i € I} multimea subalgebrelor maximale si ®(A) = (;c; Mi. Atunci a ¢ ®(A) = Jip € [,a ¢
Mi, = (Mi, U{a}) = A si (My,) =M, #A = a ¢ N(A), deci N(A) C D(A).

Daca a ¢ N(A), atunci 3X C A astfel incat (XU {a}) = A i (X) = A. Fie

Evident, (X) € 8, deci 8§ # (. Multimea (8, C) ordonata satisface conditiile lemei lui Zorn deci existd un
element maximal M’ € (8, C); vedem usor c& M’ este subalgebrd maximals a lui(A, Q). Deoarece M’ € 8, rezulta
caag M’ deci a g O(A). Am ardtat cd a € N(A) = a ¢ ®(A), adica P(A) C N(A).

Exercitiul a) Fie w € Q, 1(w) = n. Presupunem ci p este congruenta si fie (a7,b1),...,(an,bn) € R;
atunci ajpby,...,anpby, deci w(as,...,an)p(br,...,byn), si

w((a;,b1)y...yan,bn)) = (wlas,...,an),w(by,...,by)) € R

Invers, daca p eset relatie omomorfa si a; pb1,..., a,pby, atunci (ai, bi) € R, (w(ag,...,an), w(by,...,by)) =
w((ar,b1),...,an,bn)) € R, si w(ay,...,an)pw(br,...,bn).

b) Aratam intai ca intersectia relatiilor de congruenta este congruenta si apoi aplicim teorema de
caracterizare a laticilor complete.

¢) Fie 0 = UneN) 1rpneC P10 0P Aratdm cd 0 € E(A), Vp € C p C 0, si dacd ¢’ € E(A) astfel incat
VpeC pC o', atunci 0 C o”.

d) Aratam ca daca C C C(A,Q), atunci 0 := UneN’ o1...pncC ESte congruenta.

e) Implicatia ,,—” este cunoscuta. Implicatia inversa rezulta din a) si din Exercitiul b).

f) Deoarece p1 € p10p2, p1 € p3 P21 p3 € p1op3 §i p2 NP3 € p3, rezulta cad p1 € p3 = p1o(p2Np3) €
(p10p2)Nps.

Daca x(p7 o p2) NP3y, atunci xp3y si Iz € A astfel incat xp2z i zp1y; rezultd cd zps3y, mai departe xp3z, deci
x(p2 N p3)z si in final, x py o (p2Np3) Y.

9. Numere cardinale

Exercitiul a), b) Fie oy = |A4l, Bi = |Bil, i € I. Daca f; : Ay — B; este injectiv V i € I, atunci
[ici fi: Ilict At = [licr Bisi [Tier fi s I lier At — Ilicr Bi sunt injective.

c) Fie a = A, A#£ @, o/ =|A', p =|Bl¢i B/ = |B’|. Existd f: A’ — A surjectiv gi g : B — B’ injectiv;
atunci si Hom(f, g) : Hom(A, B) — Hom(A’,B’) este injectiv, deci p* < B’“l.

Exercitiul (i)=(ii) Daca f injectiv, A ~ f(A); deoarece A este finita si f(A) C A, rezultd ca f(A) = A, deci
f este surjectiv.

(i)=(iii) Daca f este surjectiv, existd s : A — A astfel incat fos = 14; s este injectiv, deci bijectiv, deci gi
f = s~ este bijectiv.

(ii)=(i) Presupunem c& A este infinit, gi ardtdm ci existd f : A — A injectiv, nesurjectiv. Fie ¢ : N — A o
functie injectiva, i notdm ¢p(n) = a, € A, n € N. Atunci f: A — A, f(a) = a dacd a ¢ $(N) si f(a) = ani1
dacd a = a,, € $(N) este functia cautata.

(iii)=(i) Presupunem ca A este multime infinitd, si fie g: A — A, g(a) = a dacd a ¢ $(N), glan) = an_1
daca n > 1, si g(ap) = ap, unde ¢ este functia injectiva de mai sus. Atunci g este surjectiv gi nu eeste injectiv,
caci g(ar) = g(ao) = ao.

Observam cd fog=71a gsigof #1a.
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Exercitiul Dacd A este infinit, existd o functie injectivd ¢ : N — A, n+— an.

a) Fie B ={bo,...,bn_1}, ANB =2. Atunci f: AUB — A, f(a) = adaca a¢ o(N), f(ax) = axen, f(bx) =
ay este functie bijectiva.

b) Fie C={cx |[keN}~N, ANC=g,5ig: AUC = A, g(a) =adacd a ¢ ¢(N), glan) = aznt1, glcn) =
azn. Atunci g este bijectiv, deci |[A] 4 |C| = |A].

Exercitiul [162] - Fie 2N (respectiv 2N+1) multimea numerelor pare (respectiv impare). Atunci 2N ~ 2N+1 ~ N,
2NN (2N +1) = @ si2NU (2N + 1) =N, deci Xg + X = Np.

Functia f: N* x N* = N*, f(m,n) = 2" '(2n — 1) este bijectiva, deci Xo - Xy = X.

b) Putem presupune ci An = N x {n}, Vn € N. Atunci UneN n=NxN~N.

Mai in detaliu, fie familia de multimi (A, )ne1, unde I ={1,2,...,k} este finitd sau I = N infinita numarabila
gi fie A ={an1,an2y+.-y Anm,...} pentru orice n € L.

Definim functia f : UnEI An > NxN. Vx e Unel A, fie n a cel mai mic numar astfel incat x = anm si
fie f(x) = (n, m). Atunci f este injectiv, deci existd o bijectie intre | .y An si o submultime a lui N x N, deci
Uner An este numarabila.

c¢) Pentru k € N, fie P(N) = {X C N | X| = k}. Definim functia ¢ : Pi(N) — N¥ astfel: daca X =
{aryooyai, ap <+ < ak, atunci ¢y (X) = (ar,...,ax) € N, Vedem ci ¢y este injectiv, deci [Py (N)| < |N¥|
No; din b) rezulta ca P(N) = oy Pr(N) este numarabil.

d) Q =Q u{oyuQi §1 f: Q% — NxN, f(I) = (m,n) este functie injectiva, unde T € Q7 este fractie
ireducibila, deci QL ~N.
e) Fie Qx[X] = {P € Q ]| deg(P) = k}. Atunci Qx[X] ~Q**' ~Q ~Nsi QX] = Uren QcIX] ~

nel

Exercitiul [163] - — (a,b), f(x) =(b—a)x+asig:(—%,%) = R, g(x) = tanx sunt functii bijective.
Echipotentele (a, b) [ b) [a, b] ~ (a, b] rezulta dintr-un exercitiu anterior.

b) Dacd R\ Q ~ N, atunci R=QU (R\ Q) ~ N, contradictie, deci R\ Q » N
Exercitiul [164} a) ¢? = (2%°¢)2 = 22¥0 = 2¥0 = ¢; ¢¥o = (2%0)¥o = 2¥oNo = %o =,

b)c<c+c—2c<c =gc<c-Nog<e? =g c—2x°<2~(x°<cx°—c

Exercitiul (166 - ) Dacd A = {a;}, atunci [Hom(A,B)| = n. Aplicam inductia matematica, observand ca:
|H0m({a1) -y Qi ak+1 }) )| - |HOH1({C1] Yooy ak}) )| n= nk_H .

b) Argumentul e analog. Dacd A = {a;}, atunci existd n functii injective; dacad f(ay),...,f(ax) € B sunt date,
atunci, din injectivitatea lui f rezulta ca pentru f(ayxy1) existd (n — k) posibilitati.

¢) Daci k =nsi f: A — B este injectiv, atunci f este si bijectiv, deci numarul functiilor bijective este n!.

d) Fie A ={a1,...,ax}, a1 <---<ax si B={by,...,bnk Intre multimea submultmilor cu k elemente
ale lui B si multimea {f : A — B | f strict crescitor} existd o functie bijectivd ¢ definitd astfel: daci B’ C B,
= {biyy..., by}, atunci fie $(B) = (f: A — B), f(ay;) = by;; rezulta ca numarul functiilor strict crescatoare

este ck. Deoarece o multime cu k elemente se poate ordona in k‘ moduri, deducem egalitatea CX = AKX /k!.

e) Fle Ny ={1,2,...,n}; F={f: Ny — Ny, |fstrict crescator} si F={f: Ny = Ny | f crescator} atunci
|F]=Ck, ]§1|3"| Ck Fie ¢ : 9'-—)? A =FfA)+({1A-1)sip: T = F, P(f) = f(i) — (i—1), unde i € N}.
Vedem usor ca ¢ si P sunt functii bine definite, pop =15 gi pop =14.

Exercitiul a) Dacd n = ny + ny + --- + ng este o partitie a lui n, atunci fie s; = ny +---+ny €
e {1,...,n— 1}. Partitia lui n respectiv girul strict crescator si,s2,...,8k_1 se determind reciproc; rezulta ca
numarul partitiilor lui n este C‘lkli!l

b) Dacdi n = ny +ny + - -+ + ny este o partitie a numarului natural n, fie s; = ny +---+ny € {0,...,n}h
Partitia lui n respectlv girul strict crescator s7,s2,...,Sk_1 se determina reciproc; rezulta ca numarul partitiilor

lui n este Cn+1

Exercitiul -. Daci f: A — B este injectiv si v: B — A este o inversa la stanga a lui f, atunci r(b) = f~'(b)
daca b € Imf gi r(b) € A, daca b ¢ Imf; rezulta cd numéarul inverselor la stanga ale lui f este [Hom(B \Imf A)l =
Kk,

b) Presupunem ci B = {by,..., by} si [f71(b;)| = ki. Dacid s : B — A f este o inverss la drepta a lui f, atunci
avem ki posibilitati de alegere pentru s(b;), deci f are kq - - -k, inverse la drepta.
Exercitiul a) Fie Ay ={a e N|T < a<m, pifa}, 1 <i<n. Atunci |Ail = JF si ¢p(m) = m\ Ui Ail;
mai departe

Ai, N---NAl={aeN|1<a<m, pj "‘Pik\a}|:+,
deci 4 Tk
d(m) =m 1—il+ Z ! _...+(_1)n; _
1 P i<y s PUPR Pir - Pin

) )
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b) Fie A; ={0 € $;y | o(i) =1}, gi cd observam ca |A{, N---NA | = {o € Sn | o(ij) =15, 1 <j <kY = (n—k)};
rezulta ca numarul cautat este

n— [ JAl=nl-Cln—1)+Cin—2+-+ (-)"Ch(n—n)! =

i=1
1T 1 1 L1

Exercitiul Pentrul <i<nfieA; ={f: A — B|b; ¢ Imf} ~Hom(A, B\{bi}), deci |Ai] = (n—1)¥. Vedem
ca Ui Ai este multimea functiilor nesurjective; rezultd ca numérul functiilor surjective este n* — [[Ji_; Ail.
Deoarece |Ai, N---NA;, | = (n—1)¥, afirmatia rezultd din principiul includerii si al excluderii.

Exercitiul a) Fie |B| = n g1 ¢ : Homg,(A,B) — En(A), $(f) = kerf. Dacd p € £,(A), atunci existd o
functie bijectivd g: A/p — B, si dacd g = gop,, atunci ¢(f) = ker f = p, deci ¢ este surjectiv; daca f,f': A — B
sunt doud functii surjective, atunci ker f = ker f’ & exista g : B — B astfel incat f/ = g o f, deci |(ker ¢)(f)| =n!;
de aici rezultd ca S(k,n) =€ (A)]| = %

b) Numarul partitiilor este egal cu numarul relatiiilor de echivalenta.

Exercitiul In prima clasa alegem ki elemente din k elemente — numarul posibilitatilor este C}Z‘ = (‘}1 ); in
a doua clasa alegem k, elemente din k —k; elemente — numarul posibilitatilor este (k;:’ ) Continuand, in clasa r
alegem k., elemente din k—(kq+- - -+k,_1) elemente, deci numarul posibilitatilor este (kf(k‘ ﬁ;ﬁkr*‘ )). La al n-lea
pas numarul posibilitatilor este 1; rezulta ca numarul partitiilor este m ... (kf(k‘ +]'<'n'+k“*‘ )) =5 !.lf.!knl .

M10. Numere ordinale

Exercitiul a) Deoarece A, # Ay, rezultd cd a # a’, i deoarece A total ordonati, rezultd cd a < a’ sau
a’ < a.

Presupunem ca existd o aseméanare f: Aq — Ag/. Dacd a’ < a, atunci a’ € Aq, deci f(a’) < a’; dacd a < a’,
atunci a € Ay si f'(a) < a. In ambele cazuri avem contradictie (vezi demonstratia teoremei .

b) Presupunem ca f # g, deci exista a € A astfel incat f(a) # g(a); rezulta ca

Ao ={x € A|f(x) # g(x)}

este multime nevida, si fie ap = minAy. Mai departe, fie b = f(ap) si b’ = g(ap); rezultd cd Aq, ~ By si
Aa, =~ By deci By >~ By, contradictie.



Bibliografie

NS

—_
[0

= T = =
= L L X

Adamson, I.: A Set Theory Workbook. Birkhéuser, Boston, 1998.

Bilaniuk, S.: A Problem Course in Mathematical Logic. http://euclid.trentu.ca/math/sb/peml/peml-16.pdf.
Trent University, Ontario, 2003.

Breaz, S., Covaci, R.: FElemente de logica, teoria multimilor si aritmetica. Ed. Fundatiei pentru Studii
Europene, Cluj-Napoca, 2006.

Bloch, E.D.: Proofs and Fundamentals. 2nd ed. Springer, New York, 2011.

Bloch, E.D.: The Real Numbers and Real Analysis. Springer, New York, 2011.

Epp, S.: Discrete Mathematics with Applications. 4th ed. Brooks/Cole, Boston, 2011.
Gallier, J.: Discrete Mathematics. 2nd ed. Springer Verlag, New York, 2011.

Gratzer, G.: Universal Algebra. 2nd ed. Springer Verlag, Berlin, 2008.

Gratzer, G.: Lattice Theory: Foundation. Birkh&user, Basel, 2010.

Halmos, P.: Naive Set Theory. D. Van Nostrand Company Inc., Princeton, 1974.

Kneale, W., Kneale, M.: The Development of Logic. Oxford University Press, London, 1985.
Krantz, S. G.: Discrete Mathematics Demystified. McGraw-Hill, New York, 2009.

Krantz, S. G.: The Proof is in the Pudding. The Changing Nature of Mathematical Proof. Springer Verlag,
New York, 2011.

Lavrov, I.A., Maksimova, L.L.: Probleme de teoria multimilor si logica matematica. Ed. Tehnica, Bucuresti,
1974.

Levy, A.: Basic Set Theory. Dover Publications, New York, 1979.
Lidl, R., Pilz, G.: Applied Abstract Algebra. Springer-Verlag, Berlin, 1998.

Manin, Yu. I.: A Course in Mathematical Logic for Mathematicians. 2nd ed. Springer-Verlag, New York,
2010.

Marcus, A., Szanté Cs., Toth L.: Logika és halmazelmélet. Scientia, Cluj-Napoca, 2005.
Nastasescu, C.: Introducere in teoria multimilor. Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1981.
Purdea, 1., Pic, Gh.: Tratat de algebra modernd I. Ed. Academiei, Bucuresti, 1977.

Purdea, 1.: Culegere de probleme de algebra. Relatii, functii i algebre universale. Litografia Univ. Babes-
Bolyai, Cluj-Napoca, 1996.

Ross, K. A., Wright Ch., Discrete Mathematics. Pearson Education, New Jersey, 2003.

Resurse online:

e http://en.wikipedia.org/wiki/Set_theory

e http://en.wikipedia.org/wiki/Logic

e http://en.wikipedia.org/wiki/Foundations_of_mathematics
e http://en.wikipedia.org/wiki/Philosophy_of_mathematics
e http://en.wikipedia.org/wiki/History_of_mathematics

e http://en.wikipedia.org/wiki/History_of logic

111



Glosar

alef, functia lui Euler,

transfinit, [92] functie Boole,
algoritmul lui Euclid, [63] functie de adevér, [f]
analiza cazurilor, functie selectivi,
aranjamente, [84]
aranjamente cu repetitie, [84] grafic,
asemanare, [44] ) .
axioma lui Arhimede, [59] }mag.me,.
axiomele lui Peano, implicatie, [0

infimum,

clasa, [24] ipoteza continuului, [93]
clasa de echivalenta,
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conditia inductivitatii, [7]

conditia lanturilor descrescatoare, [47]

conditia minimalit&tii, metoda

conjunctie, [f forme'zlor norvmale,El
clementar, [ metoda diagonald a lui Cantor, [82]

consecinga minimum, {45

COntinuum’ @ modus ponendo tollens,
)

contrapozitie, [IT] modus ponens,

maximum, [45]

corp ordonat, modus tollendo ponens,
criterii de divizibilitate, moﬁ;’ls tons,
. o T multime,
cuantificator, vidi,
diagrami comutativ, multime factor, [37]
diagrame Hasse, multime selectivi, [48]
disjunctie, [6] multime total ordonata,
elementara, [9] multimea partilor,
domeniu de definitie, multimi artiniene,
echivalenta, [6] negatie, [
element maximal, nucleu,
element minimal, numar ordinal
de speta I,
familie de elemente, numar prim
familie de multimi, Fermat,
FNC, 9] Mersenne, [65]
FND,
forma normald paradox,
conjunctiva, [9] partitie, 3§
disjunctiva, [9] permutare, [34]
formuls premisa, [10]
atomica, premiza,
contradictie, [7] principiul dualititii,
limbaj de ordinul intai, problema deciziei,
propozitionald, proiectia canonica,
satisfiabild, [7] propozitii
tautologie, [7] contrare, [94]
formulele lui de Morgan, ontradictorii, [94]
functia caracteristica , [30] subalterne, [04]
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subcontrare, [94]

reductio ad absurdum,
relatie
antisimetrica, [37]
binara,
diagonals,
omogena,
omomorf,
reflexiva, [36]
simetrica,
tranzitiva,
retracta
a unei functii injective,
reuniunea disjuncta, [34]

sectiune
a unei functii surjective,
a unei relatii dupa o submultime, [27]
silogism disjunctiv,
silogism ipotetic,
simbol
limbaj de ordinul intai,
logica propozitiilor, [5]
sir Cauchy, [7]]
sistem de numeratie,
subalgebra Frattini, [76]
subalgebra generata,
subformuld,
submultime, [22]
substitutie,
supremum, [45]

tautologie, [17]

teorema
de compactitate,
Euler,
Fermat,
Frege-Lukasiewicz, [I3]
Godel,

Herbrand,
teorema de incompletitudine a lui Gédel,
teorema lui Zermelo,
teorema recurentei, [58|
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