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Introducere

Pana la Inceputul secolului XIX, scopul principal al algebrei era gisirea formulelor
de rezolvare a ecuatii algebrice, adica exprimarea solutiilor in functie de coeficienti,
folosind expresii cu radicali. Dacd babilonienii si egiptenii antici stiau sd rezolve
unele ecuatii de gradul 2, doar in perioada Renaterii italiene au fost obtinute formulele
de rezolvare pentru ecuatiile de gradul 3 si 4. A reiesit cd problema, formulatad
astfel, nu are intotdeauna solutie, Paolo Ruffini si Niels Henrik Abel demonstrand
la Inceputul secolului 19 ca ecuatia generald de grad mai mare sau egal cu 5 nu e
rezolvabild prin radicali. Teoria lui Galois (1830), care asociaza un grup fiecdrei
ecuatii si trage concluzii asupra ecuatiei din studiul structurii gupului, a facut lumina
asupra acestui subiect. Ideea originald a lui Abel si Galois a fost sd investigheze
permutdrile radécinilor ecuatiei, ei devenind astfel creatorii teoriei grupurilor.
Prezentul volum 1isi are originea in cursurile predate de autor la Facultatea de
Matematica si Informaticd a Universitdtii Babeg-Bolyai din Cluj. Prezentam o serie
de probleme clasice, dar abordarea se bazeaza pe studiul sistematic al algebrelor de
polinoame si al extinderilor de corpuri comutative, precum si al diferitelor structuri
de grup asociate acestora. Cartea este destinatd in primul studentilor masteranzi i
profesorilor de matematicd, parcurgerea ei necesitand familiaritate cu notiunile si
rezultatele fundamentale din teoria grupurilor, teoria inelelelor si algebra liniara.






Ecuatii algebrice

Incepem cu prezentarea a catorva metode clasice de rezolvare a unor ecuatii cu
coeficienti complecsi. Ecuatia de gradul 2 a fost In esentd rezolvatd deja in antichitate
de citre babilonieni, Tn timp ce solutiile ecuatiilor de gradul 3 si 4 au fost descoperite
de matematicieni italieni din perioada Renasterii.

1.1 Ecuatii binome. Grupul radacinilor unitatii
Fie n € N, n > 1 si considerdm 1ntai ecuatia
=1 (1.1)

in C. Notdm cu U,, multimea riddacinilor acestui polinom. Elementele multimii U,, se
numeste radicini de ordinul » ale unitatii. Este usor de aritat ca (U, ) este grupul
ciclic generat de €1 := 00527’r —|—isir127’r si (Up,-) = (Zyp,+).

Exercitiul 1.1. S& se arate cd

2km 2km
U,:= {gk = Cc0S — +isin — ‘ k:O,l,...,n—l}
n n

Considerdam acum ecuatia binoma
X' =z, (1.2)
unde z = r(cost +isint) € C este dat.
Exercitiul 1.2. Si se arate ca solutiile ecuatiei binome sunt
xi := ~/r(cos(t +2km) /n+ isin(r 4 2k7) /n) = xo&,

unde k € {0,...,n— 1}. Aceste solutii sunt varfurile unui poligon regulat cu n laturi
inscris 1n cercul de centru O si razd /r.
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1.2 Ecuatia de gradul 2
Considerdm ecuatia cu coeficienti complecsi

v +ay+b=0. (1.3)
Substituim pe y cu x — a/2 si obtinem ecuatia binoma

x* =a’/4—b, (L.4)

cu solutiile x; » = £1/a?/4 — b rezultd cd y; » = x12 —a/2.

1.3 Ecuatia de gradul 3
Considerdm ecuatia cu coeficienti complecsi cu solutiile y;,y2,y3 € C

¥y +ay* +by+c=0 (1.5)
Substituim pe y cu x —a/3 si obtinem ecuatia

X4 x(b—d?/3)+ (24> /27 —ab/3 +¢) =0,
deci este suficient de studiat ecuatia de forma
X+ px+q=0. (1.6)

Formulele lui Cardano

Aceastd metoda este datoratd lui Scipione del Ferro (1465-1526), Niccolo Tartaglia
(1499-1557) si Gerolamo Cardano (1501-1576).

Ciutdm solutia x sub forma x = u+v. Din egalitatea (u-+v)* = > +v3 +3uv(u+v)
rezultd ci (u+v)? —3uv(u+v) — (u® +v3) =0, adicd x* — 3uvx — (® +v3) = 0. Atunci

avem
—3uy =p uy =—-p/3 w3 = —p3/27
O I T S S = N.3..3 _ .
(w+v’) =gq w—+v =-—q w4y = —gq;

rezulti ci u? si v sunt ridicinile ecuatiei z2 4 gz — p* /27 = 0, adici

212 =—q/2+t\/P3/27+q¢*/4.
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Fie u,v € C astfel incat u® = z; si v’ =z, si uv = —p/3; atunci solutiile ciutate
sunt:
X1 =u+v, xp = 8u-|—82v, X3 = 82u+8v,

unde € # 1 este o radicind de ordinul 3 a unitatii. (Metoda rezolventei lui Lagrange
conduce la aceleasi calcule.)

Exercitiul 1.3. a) Sd se arate cd x1,x,x3 sunt Intr-adevir rdddcinile ecuatiei x4 px—+
g = 0, adicd au loc formulele lui Viete:

x1+x2+x3 =0, X1X2 +x2X3 +X1X3 = p, X1X2X3 = —¢.
b) Sa se rezolve ecuatiile:
1. y3+6y? +21y+52=0.
2. Y +3y*?—3y—14=0.

¢) (Discutia ecuatiei cu coeficienti reali) Presupunem cd p,q € R. Discriminantul

. . _ 3 . . e 3 2 _ 2 3
polinomului f =X~ + pX + g este definit prin A(f) := —4p’ —27¢> = —108(%4 + £5).
Sd se arate ca:

1. Dacd A(f) < 0, atunci x; € R si xp,x3 € C sunt conjugate.
2. Dacd A(f) =0, atunci x; =20, x; =x3 = -0 € R.
3. Daca A(f) > 0, atunci x1,x;,x3 sunt distincte doud cite doud (casus irreducibi-

lis).

1.4 Ecuatia de gradul 4
Considerdm ecuatia cu coeficienti complecsi cu solutiile y1,y2,y3,y4 € C

Y 4ay oy’ +dy+e=0. 1.7
Substituim pe y cu x — a/4; rezultd ci este suficient de studiat ecuatia de forma

x4—|—px2+qx+r:0. (1.8)
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Metoda rezolventei lui Lagrange (1736-1813)

Cautdm solutia x sub forma x = u+v+w. Observim c& (u+v+w)? = u? +v? +w? +
2(uw +vw+uv), adicd (u+v+w)? — (u? +v* +w?) = 2(uw +vw+uv). Ridicand la
puterea a doua obtinem (u+v—+w)* —2(u+v+w)?(u? +v> +w?) + (1 +v? +w?)? =
4(tPw? +v?w? 4 u?v?) + 8uvw(u+v+w). Rezultd ci

xt =20 47 + wha? — 8uvwx — 2(u>v? + iPw? +vPw?) +ut +v 4wt =0,

deci
u? +v2 +w? =—p/2
uPv? +uPw? +viw? = (p?—4r)/16;
u?v?w? =q*/64

rezultd ci u?, v, w? sunt solutiile ecuatiei de gradul 3

24 (p/2)P 4+ ((p* —4r)/16)z— ¢* /64 = 0.
Fie z;,22,z3 rddicinile acesteia, si fie
u==+\z21,v==%tyz, w==%z3
astfel incat uvw = —¢q/8. Atunci
X1=Uu+v+w, X2 =u—v—w, x3=—U+Vv—w, X4 = —u—v-+w.

Exercitiul 1.4. a) Sd se arate cd x1,x»,x3,x4 sunt intr-adevér radécinile ecuatiei X+
px* 4+ gx+r =0, adici au loc formulele lui Viete:

® x;+xp+x3+x4 =0,

® XX +X1X3 4+ X1X4 + X2X3 + X2X4 + X3X4 = D,
® X1Xx2X3 +X1XoX4 + X1X3X4 + X2X3X3 = —¢,

® X1 XpX3X4 =1T.

b) Si se rezolve ecuatia y* — 4y’ — 6y —92y —91 = 0.
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Metoda lui Lodovico Ferrari (1522-1565)

Ecuatia x* + px? +gx+r = 0 (unde ¢ # 0, deoarece dacii ¢ = 0, atunci avem o ecuatie
bipatrata ugor de rezolvat) se scrie sub forma

(¥ +(p/2) + @) = (2007 — gx + (0® + por—r+ (p*/4)) = 0,

unde al doilea termen este pdtrat perfect dacd o satisface ecuatia de gradul 3
> —8a(a’ +pa—r+p?/4) =0.
Cu « astfel determinat, obtinem ecuatia
(P +p/2+a)’ —20(x—q/(4a))* =0,
deci notand 62 := 20, este suficient de rezolvat ecuatiile de gradul al doilea
X —0x+(p/2+a+q/(20))=0,  x*+6x+(p/2+a—q/(26))=0.

Exercitiul 1.5. Si se rezolve ecuatia x* + px? + gx + r = 0 descompunand

A p b gxtr = (F Fax+b) (3P +ex+d).






Polinoame

Prezentdm constructia formald a algebrei de polinoame Tn una sau mai multe nedeter-
minate cu coeficienti ntr-un inel asociativ, comutativ cu unitate.

2.1 Polinoame intr-o nedeterminata

In acest paragraf, notdm cu A un inel asociativ, comutativ cu unitate.

2.1.1 Constructia inelului de polinoame

Fie AN = {f | f : N — A} a multimea sirurilor cu termeni din A. Daci f € AV, atunci
notim f = (ap,ay,...), unde a, = f(n) pentru orice n € N.
Pe multimea AN definim urmitoarele operatii: daci f = (ag,a1,...) si g =
(bo,by,...), atunci
(f +8)(n) = f(n) +g(n) = an+by,
(fe)m)= Y f(i)g())= ) ab.

i+j=n i+j=n

Mai departe, fie
supp(f) = {n € N|a, # 0}
suportul lui f, si fie

AN = {7 € AV | supp(f) multime finiti}.

Teorema 2.1.1. a) AY inel comutativ cu unitate.
b) AN este subinel unital al lui AN iar

u:A—=AN 4(a) = (a,0,0,...)

13
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este morfism unital injectiv de inele. (Identificim pe a cu 14(a).)
¢) Fie X = (0,1,0,...). Dacd f € AN astfel incat a; = 0 pentru orice i > n,
atunci .
f=aytaX+...a,X" = Z arx*,
k=0
si aceastd scriere este unicd.

Demonstratie. a) Este usor de vizut ci (AN, +) este grup abelian. Studiem pro-
prietdtile Tnmultirii. Deoarece A este inel comutativ, rezulta ci ,,-” este operatie
comutativd. Dacd f,g,h € AN, atunci pentru orice n € N avem

(f+en)(m) = Y (f+8)(Dh())

i+j=n

= Y (f()+8())h())
i+j=n

= Z (F()R(j)+g(D)n()))
i+j=n

= Y fon(i+ Y, sli)n())
i+j=n i+j=n

= (fh)(n) +(gh)(n) = (fh+gh)(n),

(fh)(n) =} (f8)(Dh())

i+j=n
= Y (Y (fkgD)h())

itj=n ktl=i

= Y, f(gDr())

k+l+j=n

= Y Sk Y, s)n())

k+m=n I+j=m

= Y (f(k)(gh)(m) = (f(gh))(n).

k+m=n

In fine, elementul unitate al lui AN este 1 = (1,0,0,...).

b) Observim ci 0= (0,0,...), 1=(1,0,...) € AN sidaci f,g € AN astfel incat
f(i)=0dacai>m, g(j) =0daca j > n, atunci (f + g)(i) = 0 daca i > max{m,n},
(—f)(i) =0 dacd i > m, si (fg)(i) =0 dacd i > m+ n. Proprietitile operatilor se
mostenesc si vedem usor cd 14 este morfism unital injectiv de inele.
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c) Observim ci X*(i) = &, adici,

x*=1(0,0,...,0,1,0,...),
01 k

si daci a = 14(a) = (a,0,...), atunci (aX*) (i) = ady; rezulti ca

f:(ao,al,...,an,O,...)
= (ao,0,...)+(0,a1,0,...)+---+(0,0,...,0,a,,0,...)

n
= Z akX k,
k=0
si unicitatea scrierii este evidenta. O

Definitia 2.1.2. a) AN se numeste inelul seriilor formale cu coeficienti in A, iar AN
se numeste inelul de polinoame cu coeficienti in A §i nedeterminata X; elementele
a; := f(i) € A sunt coeficientii lui f.

Notatii: AN = A[[X]], AN =AX] = {f =YY" qaX'|n €N, a; € A}.

Daci f = (ag,ai,...) € A[[X]], atunci folosim notatia formald f = Y5, a;X".

b) Dacd f =Y ,a;X' € A[X] este un polinom nenul, atunci

deg(f) =max{i € N|a; #0}

este gradul lui f. Prin definitie, deg0 = —oo.

¢) Daci deg(f) = n, atunci a, este coeficientul dominant al lui f. In acest caz,
dacd a, = 1, atunci spunem cd f este polinom monic.

d) Dacd f € A[[X]] este o serie formald, atunci o(f) = min{n € NU{e} | a, # 0}
este ordinul lui f.

Exercitiul 2.1. a) Dacid f, g € A[X], atunci

deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)}, deg(fg) < deg(f)deg(g).

b) Daci A este domeniu de integritate, atunci si A[X] este domeniu de integritate,

si deg(fg) = deg(f)deg(g)-
¢) a € A este inversabil in A[X] < a este inversabil in A.

d) Dacd A domeniu de integritate, atunci U(A[X]) = U(A).
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Exercitiul 2.2. Fie A un comutativ cu unitate inel, si f =ao+a; X +---+a,X" € A[X].
Sa se arate ca:

a) f divizor al lui zero A[X| < (J)a € A, a # 0 astfel incat af = 0.

b) f este inversabil in A[X| < ay este inversabil in A si a; sunt elemente nilpotente,
dacai>1.

¢) f este nilpotent in A[X] < ay, .. .,a, sunt elemente nilpotente.

Exercitiul 2.3. Fie f,g € A[[X]]. S& se arate ca:
a) o(f +g) = min{o(f),0(g)}: o(fg) = o(f) +o(g).

b) Dacd A domeniu de integritate, atunci si A[[X]] este domeniu de integritate.
c) f este inversabil in A[[X]] < ap este inversabil in A.
d) Sa se calculeze inversul lui 1 + X.

2.1.2 Proprietatea de universalitate a inelului de polinoame

Urmaétoarea proprietate caracterizeazd inelul de polinoame.

Teorema 2.1.3. Fie A §i B inele cu unitate, unde A este comutativ, ¢ : A — B morfism
unital de inele, §i fie x € B astfel incat x¢ (a) = ¢ (a)x pentru orice a € A.

Atunci existd un unic morfism unital ®, : A[X] — B astfel ca Doty = ¢ si
D, (X) =x

Demonstratie. Presupunem cd @, existd, gi ardtdm ca este unic. Intr-adevir, dacd
f=Y"aX', atunci

D)= L Bla)(X)' = Y ola)

1

Fie deci

O, :AX] > B, @(f) = ;)(P(ai)xi,

si aritim ci @, satisface proprietitile enuntate. Dacii a € A, atunci

(Prota)(a) = Pu(1a(a)) = Px(a) = ¢(a).
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Daci f =Y,50aiX', § =Y ;50b;X’/ € A[X], atunci

Do(f +8) = Pu( Y (ax +bi)X") = Z(¢(ak) + ¢ (bi))x*

k>0 k>0

=Y 0(a)x* + Y 0 (bi)x* = u(f) + Du(g).

k>0 k>0

D.(f8) =2(Y. (Y ab)X" =Y (Y 0(ai)o(b;))+

k>0 i+j=k k>0 i+j:k

:(Z¢az Zq) xJ

i>0 k>0

||
Q
£|
r
[

Exercitiul 2.4. Fie ¢ : A — B si y : B— C morfisme unitale de inele. Sd se arate ci:
a) Existd un unic morfism ¢ [X] : A[X] — B[X] astfel incit iz o ¢ = @[X] oi4, unde
ip : A — A[X] este injectia canonica.

b) 14[X] =151 si (wo @)[X] = w[X]o9[X].

Definitia 2.1.4. In teoreme de mai sus fie A = B si ¢ = 14. Atunci functia f: A —
A, f(a) = ®(f) se numeste functia polinomiald asociati lui f, si spunem ci f(x) =
f(x) € A este valoarea lui fin x .

2.1.3 Teorema impartirii cu rest. Radacinile polinoamelor

Vom nota de obicei prin A un domeniu de integritate si prin K = frac(A) = { | b # 0}
corpul fractiilor lui A.

Teorema 2.1.5. Fie A un domeniu de integritate, §ifie f =ap+a X +---+a,X", g=
bo+biX + -+ b,X" € A[X], astfel incat by, este inversabil in A. Atunci existd
polinoame q,r € A[X] unic determinate, astfel ca

f=gq+r, deg(r) <deg(g).

Demonstratie. Folosim inductie dupa m. Dacd m < n, atunci ¢ =0 si r = f. Fie
m > n si presupunem cd afirmatia este adeviratd pentru polinoame de grad mai mic ca
m. Fie

f f gam IXm n

Deoarece deg(f') < m, existd ¢, r € A[X] astfel inct f' = g¢' + 1/, deg(r) < deg(g);
rezultd cd
f f+gam IXm n:(ambrjlxmfn_i_q/)g_‘_r‘
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Dacid f = gq+r = gq1 + r1, deg(r),deg(r') < deg(g), atunci r—r; = (q; —
q)g, deg(r—ry) < deg(g),decig=gqy, r=ry. O

Definitia 2.1.6. a) Daci f(a) = 0, atunci spunem cé x € A este rdddcind a lui f.
b) Spunem cd a este rdddcind de multiplicitate k a lui f (unde k > 0), dacd exista
q € A[X] astfel incat
f=X-a)q, q(a)#0.

Corolar 2.1.7. Presupunem cd A este domeniu de integritate.

a) (Teorema lui Bezout) a € A este rdddcind a polinomului f dacd si numai dacd
f=(X—a)gq, unde q € A[X].

b) Dacd deg(f) = n, atunci f are cel mult n rdddcini in corpul fractiilor K al lui
A. (Numdram si multiplicititile rddacinilor.)

Demonstratie. a) Observim cd pentru orice a € A, f = (X —a)q+ f(a).

b) Inductie dupd n. Dacin =1, f = a1 X +ap € K[X], atunci a = al_lao € K este
raddcind a lui f.

Presupunem cd n > 1 si fie a € K o rddécind a lui f; atunci f = (X —a)g si
degg = n— 1. Din ipoteza inductiei rezultd cd g are cel mult n — 1 rddédcini In K, deci
f are cel mult n radécini in K. O

Exercitiul 2.5 (Formulele lui Viéte). Daca xi,...,x, sunt ridacinile polinomului

f=apn+ap 1 X+ +a X" ' +apX" € A[X], atunci

—ay =ap(x1 +x2+ - +x,)
a) = a()(xpCQ +X1X3 + - —l—xn_lx,,)

(—l)kak =aop(xy ... X+ F Xkl Xn)

(=D)"ap = ao(x;...x,).

Exercitiul 2.6. Si se determine restul impartirii lui f € K[X] la g, dacé:
aAg=X—-a)X—b),a#h.
b)g=(X—a).

Exercitiul 2.7. Fie v : A[X] — A%, w(f) = f. S se arate ci:

a) ¢ este morfism unital de inele.
b) Dacd A este corp finit, atunci ¥ este surjectiv si nu este injectiv.
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c) Dacd A este domeniu de integritate infinit, atunci Y este injectiv si nu este
surjectiv.

Urmitoarea teoremd se mai numeste teorema fundamentala a algebrei clasice.
Demonstratia o vom da mai tarziu.

Teorema 2.1.8 (Gauss—d’Alembert). Orice polinom de grad > 1 cu coeficienti in
corpul C al numerelor complexe are cel putin o rdddcind in C.

Exercitiul 2.8. Orice polinom de grad n cu coeficienti in C are exact n radécini in C.

Exercitiul 2.9. Si se arate ci z = a + b\v/d € Q(v/d) este ridicini a polinomului
X2 —Tr(z)X +N(z), unde Tr(z) := z+Z este urma lui z §i N(z) := zZ este norma lui z.

Exercitiul 2.10. a) Fie f € R[X] si k € N. Dacd z = a+ bi € C este ridicind de
multiplicitate k a lui f, atunci si 7 = a — bi este raddcind de multiplicitate £ a lui f.

b) Fie f € Q[X] si k € N. Dacii z = a+ b\/d € Q(v/d) este ridicini de multiplici-
tate k a lui f, atunci si Z = a — b\/d este ridicind de multiplicitate k a lui f.

Exercitiul 2.11. Fie f = a,X" +---+a1X +ao € Z[X]| si a = % o fractie ireductibild.
Daci a este riaddcind a lui f, atunci r|ag si s|a,.

Exercitiul 2.12. a) Polinomul X 2 _ 1 are 4 rid#cini in Z 15.

b) Polinomul X2 + 1 are o infinitate de ridicini in corpul H al cuaternionilor.

¢) Mai general, dacd g = al + bi + cj + dk este un cuaternion, fie § = al — bi —
¢j — dk conjugatul 1ui x, N(q) = qq norma lui g, si Tr(q) = ¢+ g urma lui g. Sa
se arate ci ¢ este ridicina a polinomului X — Tr(g)X + N(g); acest polinom are o
infinitate de ridicini in H, daci Tr(g), si N(x) sunt fixati si b* + c* +d* > 0.

2.1.4 Derivata formala a unui polinom. Radacini multiple

Fie K un corp comutativ.

Familia de vectori (1,X,X?,...) formeazi o bazi a K-spatiului vectorial K[X].
Din proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale rezultd cd existd o unicd functie
liniard D : K[X] — K[X] astfel ca D(X*) = kX*~! pentru orice k € N. In general, daci
f=Yr_oaX*, atunci

D) = f = 1 = ¥ kaX*".
k=1
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Polinomul D(f) = f’ se numeste derivata formald a polinomului f.

Lema 2.1.9. 1) D(f +g) = D(f) +D(g), D(af) = aD(f);
2)D(fg) =D(f)g+fD(g); D(fi...fu) =Xiyfi-- fisiD(fy) fix1--- fus
3) D(go f) = (D(g) o f)D(f).

Demonstrafie. 1) Dacd f = Y >oaX k g= Yis0biX k. atunci

D(f+8) =D(Y (ax+b)X*) = Y k(ax+b)X* ' =
k>0 k>0

=Y kaX* '+ Y kbh X' =D(f)+D(g),
k>0 k>0

—D(aZaka) :D(Z aq; X*) = Zkaakafl :aZkakafl =aD(f).
k>0 k>0 k>0 k>0
2) Daci f = X' si g = X/, atunci fg = X"t/ si
D(fg) = (i+ )X/ =X'jX/" ! +ix™'X) = (i+ j)X"/"" = fD(g) + D(f)g-

Daca f=Y1, a;X! sig= Z;”:o ij-/, atunci fg = ZZ;’? Zi+j:k aiijin.

n+m o n+m . . . .
D(fg)=Y. Y abDX'X))=Y Y (aibX'D(X')+aib;D(X")X’) =
k=1 i+j=k k=1 i+j=k
n+m n+m )
—Z Y. aib;X'D(X/) +Z Y aib;D(X")X7 = fD(g) +D(f)g.
k=1 i+j=k k=1 i+j=k

Pentra a demonstra afirmatia generald folosim inductia dupd n. Dacd n = 1, atunci
D(f1) = D(f1). Presupunem ci afirmatia este adevirata pentru n, si aritim pentru
n+1:

D(fi... fufur1) =D(fi... fu) for1 + f1- fuD(fu1) =
Zfl D fn)fn+1 +f1 an(fn-H) =

i=

n+1

= Zfl D e Snfnr-

i=1
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3) Daci g = XX, atunci go f = ¥ si D(g) = kX*~!, si din b) rezulti ci
D(go f) = D(f*) = kf*"'D(f) = (D(g) o /)D(F).

In general, dacd g = Y!_, b X, atunci

D(gof)= Z biD(f*) = Y. bikf~D(f) = ((D(g)) o /)D(f). O
k=1
Derivata de ordin superior se defineste prin inductie:

f(o) —f f(l) :D(f), f(k+l) :Dk+l(f) — D(f(k))

Lema 2.1.10 (formula lui Taylor). Dacd f € K[X], deg(f) =n si a € K, atunci existd
elementele by, ...,b, € K astfel incdt

f=Y b(X—a)
k=0

Dacd charK = 0, atunci coeficientii by sunt unic determinati:

% (a)
k!

by =

pentru orice k € N.

Demonstratie. Folosim inductie dupd deg f. Dacd deg f < 1, atunci f = ag € K.
Dacid deg f = 1, atunci f = ap+a1X = a1(X —a)+aja+ap. Presupunem cin > 1, si
afirmatia este adevaratd pentru polinoame de grad mai mic ca n. Fie f = (X —a) f1 +
f(a), unde deg fi = n— 1. Din ipoteza inductiei rezultd cd

n—1
= Z bk(X — a)k
k=0
deci
+ Z bk k+1

Daci charK = 0'si f = Y7_bi(X — a)X, atunci f(a) = by = (£ (a))/(01), si
prin derivare obtinem f%)(a) = k!b;, k=0,...,n. O
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Observatii 2.1.11. 1) Dacd K = Z,, unde p este un numdr prim, atunci char = p. De
aceea, pentru orice k > p avem k!b; = 0.
2) Daci caracteristica corpului K este 0 si f € K[X], atunci f’ = 0 dac# si numai
dacd f € K.
3) Fie p # 0 caracteristica corpului K si fie f € K[X]; f = 0 dacd si numai daci f
are forma:
f=ao+aXP +aX* + -+ a,X"P

adicd f € K[XP].

Teorema 2.1.12. Fie f € K[X|,a € K,k € N* gi charK = 0.
1) Dacd a este rdddcind de multiplicitate k a lui f, atunci a este rdddcind de mul-

tiplicitate (k— 1) a derivatei D(f) si avem cd f©) (a) = fD(a) =--- = f* D (a) =0
si f®)(a) #0.
2) Reciproc, dacd O (a) = fM(a) = --- = f%D(a) =0 5i fX)(a) #0, atunci

a este rdddcind de multiplicitate k a lui f.
Demonstratie. 1) Presupunem ci f = (X —a)*g si g(a) # 0. Derivim pe f:
D(f) = k(X —a)'g+ (X —a)*D(g) = (X —a)* ' [kg+ (X —a)D(g)].

Rezulti ci (X —a)'D(f) si g1(a) = kg(a) # 0, unde g; = kg + (X —a)D(g). Astfel
am ardtat ca daca a este rdddcind de multiplicitate k a lui f, atunci a este rdddcind
de multiplicitate (k — 1) a derivatei D(f). Prin inductie se aratd ci a este raddcind de
multiplicitate (k—i) a lui £, i=1,... k, deci a este ridicini de multiplicitate 1 a
lui <=1 si este riddcind de multiplicitate (0) a lui f%), adica f®)(a) # 0.
2) Aplicand formula lui Taylor rezulta ca
n

f=Y (fa)/(HX —a) = i(f(i)(a))/(i!)(X —a)' =

j=0 i=k

Notdm
g:= (fM(@)/(k)+ (X —a) XV (@) /(k+ 1)) +...;
rezultii ci (X — a)|f si g(a) # 0, deoarece f*) #£ 0. O
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2.2 Polinoame in mai multe nedeterminate

2.2.1 Constructia inelului de polinoame

Definitia 2.2.1. 1) Fie A un inel comutativ netrivial (1 # 0) si consideram algebra
de polinoame A[X;] de o nedeterminatd. Algebra A[X;,Xz] = (A[X1])[X2] se numeste
algebra de polinoame de doud nedeterminate.

2) In general, definim prin recurenta algebra de polinoame de n nedeterminate
A[Xy,....X,] astfel:

AlX1, o Xa] = (AX - X)X

Dacid f € A[Xi,...,X,], atunci f se scrie unic sub forma

n
k
f = Z ka,f = Z aklv,._,anll .. .X},]f”,
k=0

.....

ki+ -+ k.

4) Gradul polinomului f este deg f = max{k; +---+ky | ax, .. x, 7 0}.

5) Daci ky + - - - + k, este constant pentru orice ay, ... r,, atunci spunem cé f este
polinom omogen.

6) Polinomul f se scrie unic sub forma

f=ho+hi+--+hy,

unde h; € A[Xj,...,X,] sunt polinoame omogene si deg(h;) = i. Atunci spunem ca
ho,hy, ..., hy, sunt componentele omogene ale lui f.

Afirmatiile de mai jos generalizeazd teoremele cunoscute in cazul algebrei A[X] a
polinoamelor intr-o nedeterminata.

Observatii 2.2.2. 1) Daci f,g € A[X],...,X,], atunci
deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)}:

deg(fg) < deg(f) +deg(g)-

2) Dacd A este domeniu de integritate, atunci deg(fg) = deg(f) + deg(g) si
A[X1,...,X,] este de asemenea domeniu de integritate.
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Teorema 2.2.3 (proprietatea de universalitate a algebrei de polinoame). Fie B un
inel comutativ cu unitate, ¢ : A — B un morfism unital de inele si by,...,b, € B.
Atunci existd un unic morfism de A-algebre @y, p, : A[X1,...,X,] — B astfel incat
Pby..5, 01 = @ $i Qp, 1, (Xi) = bi, deci diagrama

A—2 .p
lAi
Py ,....on
A[Xl 5. 7Xn]

este comutativd, §i in general avem
_ o k k
Pt = ¥ 0lan,.i)0h .00
(bl 7---717)1)

Demonstratie. Folosim inductie dupd n. Dacd n = 1, atunci afirmatia este adevarata
pe baza Teoremei 2.1.3. Presupunem cd este adevdratd pentru n — 1 si aplicand ipoteza
inductiei, rezultd cé este adeviratd si pentru n. Detaliile demonstratiei sunt ldsate pe
seama cititorului. O

Definitia 2.2.4. In teorema de mai sus fie A = B si ¢ = 14. Atunci functia
f:An _>A’ f(ala* o ,an) = ®a1,...7an(f)
se numeste functie polinomiald de n variabile.

Exercitiul 2.13. a) Dacd A este domeniu de integritate si f,g € A[X,...,X,], atunci

deg(fg) = deg(f) +deg(g).
b) numdrul monoamelor de grad k in n-variabile este Cf; k1"

Exercitiul 2.14 (Formula polinomului). S& se arate ca
k!

k k ky
(X1_|_..._|_Xn) = Z 7]{1!“.]{!)(11...)(".
Ky 4k =k n
Exercitiul 2.15. a) Daci ay,...,a, €A, atunci A[X},...,. X,] /(X1 —a1,..., Xy —ay) ~

A.
b) Dacd I < A este un ideal, atunci A[X,..., X,]/I[X1,..., X, ~ (A/D)[X,...,X,].

Exercitiul 2.16. Fie ¢ : A — B si v : B— C morfisme unitale de inele. Sd se arate cd:
a) Existd unic morfism ¢[X,...,X,] : A[Xi,...,X,] — B[X1,...,X,] astfel incat
ipod =@[Xi,...,Xy]ois, unde iy : A — A[X],...,X,| este injectia canonici.
b) lA [X],. .. ,Xn] = lA[X17...7X,,] §1 (IIIO ¢)[X1 yoen ,Xn] = l[/[X] yoen ,Xn} O(P[X] yoen ,Xn].
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2.2.2 Polinoame simetrice

Daci o € §,, este o permutare de grad n, atunci din proprietatea de universalitate a al-
gebrei de polinoame rezultd cd asocierea X; — X(;), 1 = 1,...,n determind morfismul
de A-algebre

c* 2A[X1, . ,Xn] —)A[Xl,. .. ,Xn}.

Exemplul 2.2.5. a) Dacd f = aX1XoX3 + X2X; + X1 X2X7 € A[X1,X2,X3], a # 0 si
1 2 3 .
o= <3 | 2), atunci 6*(f) = aX3 X1 Xz + X3 X + X3 X1 X3
b) In general, daci f = Zail...nXlil - Xn € A[Xy,...,X,], atunci

o'(f) = Z“h--»inxciyl(l) - 'Xg(n)~

Definitia 2.2.6. Spunem ci f € A[X],...,X,] este polinom simetric, daci o*(f) = f
pentru orice ¢ € S,,.

Exemplul 2.2.7. 1) Dacin =2si f = X? + X7+ X, X», atunci f este polinom simetric,
deoarece o*(f) = f pentru orice 6 € S .
2) Fie g = X?X,, 6 = (12). Deoarece 6*(g) = XX} # g, rezultd cd g nu este
polinom simetric.
3)Daci P, =X+ X} +---+ X! € A[Xy,...,X,], atunci P, este polinom simetric.
4) Fie
n

si=Xi+X++X =Y X
i=1

D=XX+X1 X+ +X X+ X1 X = ), XX

1<i<j<n
53 =X1XX3 4+ X, 02X, 1 X, = Z Xi, Xi, Xis
1<ii<iz<iz<n
sk =X1Xp.. Xp+ -+ Xy py1... Xy = Z X, ... X,

1<ij<-<ix<n

sp=X1X2... X,.

Polinoame s1,s7,...,s, se numeste polinoame simetrice elementare.
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Fie M = aX" ... X5 M =dX'.. X" € A[X,,...,X,] doui monoame.

Prin definitie, M > M’, dacd existd j € {1,...,n} pentru care k; = k|, ko =
ky,....kj—1 =K;_; sik; > k). Relatia ,,<” este tranzitivd si se numeste ordonarea
lexicograficd a monoamelor.

Se observa usor cd in multimea monoamelor orice §ir strict descrescdtor este finit.

Spunem cd monomul M este termenul principal al polinomului f € A[X],...,X,],
dacd M este cel mai mare termen al lui f in ordonarea lexicograficad.

Exemplul 2.2.8. 1) X2X5 > X2X;X].

2) Termenul principal al polinomului f = X12X2 + X X22 + X32 + Xf —i—X12X22 este
X2X3.

3) Termenul principal al polinomului simetric s; este X ... X;.

Lema 2.2.9. Dacd My,M,,N|,N, € A[X),...,X,| sunt monoame astfel incdt My > M,,
atunci:

1) MiN, > MN;.

2) Dacd Ny > N», atunci MiN; > M»N>.

3) Dacd f,g € A[X,...,X,], M este termenul principal al lui f si N este termenul
principal al lui g, atunci fg este termenul principal al lui MN.

Demonstratie. Fie M| = aXlkl ...X,f", M, = lel‘ ...X,ﬁn, N, = ch’"‘ ...X" . Deoarece
My > My, rezultdca k) =1,..., kg1 =51,k > Ig, deciky+my =11 +my,.... kg1 +
mg_1 =l =my_1,ks+mg > I+ my, adica M{N| > M,Nj.

2) aplicand de doud ori punctul 1), rezultd cd M|N; > MyN| > Mo N».

3) rezulta din 2). ]

Lema 2.2.10. Dacd f € A[X\,...,X,] este un polinom simetric, iar M, = aX;" ... X5
este termenul principal al lui f, atunci k) > ky > -+ > k.

Demonstratie. Presupunem cd existd un indice i pentru care k; < kj41, si fie

1 _ ki ki—1 vy kit vk ykiv2 kn.
M =aX;".. X" X; Xi+1Xi+2 LX)

rezultd cd M’ = o*(M), unde 6* = (i,i+ 1) € S,. Deoarece f este polinom simetric,
rezultd cid M’ este termen al lui f si M’ > M, contradictie. O

Teorema 2.2.11 (Teorema fundamentald a polinoamelor simetrice). Dacd f este un
polinom simetric din A[X,, ..., Xy, atunci existd un unic polinom g € A[Yy,...,Y,] ast-
fel incat f = g(s1,...,5,), unde s;, i = 1,...,n sunt polinoamele simetrice elementare.
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Demonstratie. Existenta: presupunem ci f # 0, si fie aXlk1 ... X% termenul principal
allui f; am vdzutcd ky > --- > k, > 0. Observdm ca termenul principal al polinomului

slll ...sleste

xlthtthyhbeth |l gl

adicd X fl .. .X,’f", unde k; = i; + - - - +[,. Rezultd cd termenul principal al polinomului
ashi=Rghe=h | gk este axb .. Xk,

Fie fi = f—ash ™0 dhsigr =arf R vk € A1y, ..., Y,]; rezulti ci
J1 este polinom simetric, al cdrui termen principal este mai mic ca termenul principal
al lui f.

Continuand procedeul cu fi, existd g, € A[Y},...,Y,] astfel incat polinomul f, =
f1—g2(s1,...,s,) este simetric, si termenul principal al lui f, este mai mic ca termenul
principal al lui f;.

Dupi n — 1 pasi obtinem f,—1 = f,—2 — gn—1(51,- - -,5,), unde termenul principal

al lui f,,—; este mai mic ca termenul principal al lui f, si existd n € N pentru care
Jo=fo-1—8u(S1,---,8n) =0;rezultd cd f = g1 (s1,...,80) + -+ &u(S1,---,5n)-
Fieg=g1+ - +gu €A[N,...,Y,]; atunci f = g(s1,...,5,)-

Unicitatea: fie f = gy (s1,...,8,) = g2(s1,...,8,), adicd (g1 — g2)(s1,...,5,) =0,
si ardtdm cd g; = g». Este suficient de ardtat cd dacd h € A[Y1,....Y,] si (s, ...,s,) =
0, atunci h = 0.

Presupunem ca h #0, h =Y a;, Yll1 . Yl , unde gy, ;, # 0; termenul principal
al polinomului azl...l,,Slf sﬁf este all_i_lanl X"" unde ki=1;+---+1,, iar terme-
nul principal al lui al;ml’/lsllc,l 55 este al;mlnXkl sunde k: = I/ +---+1,i €
{1,...,n}.

Observim cd dacd (y,...,1,) # (I{,...,1}), atunci (ki,...,k,) # (k},...,k}); re-
zultd cd daca M = aXIk‘ ... Xk este termen principal al lui /, atunci termenul M nu se
reduce, adicd h(sy,...,s,) # 0, ceea ce este o contradictie. O

Exercitiul 2.17. Si se arate ci:

a) (too) =c*ot*sie’(f)=f (V)f €AlXy,....X,].

b) Multimea polinoamelor simetrice formeaza un subinel al lui A[X],...,X,].

¢) f € AlXi,..., X, este simetric dacd si numai daci componentele omogene ale
lui f sunt simetrice.

Exercitiul 2.18. Sa se aplice teorema fundamentald a polinoamelor simetrice in
urmatoarele cazuri:

a) f = (X1 —X2)* (X2 — X3)* (X3 — X1)*.
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b) f =Yz X7 X; = S(X{X2).
) f =Xk X7 X7 Xi = S(X{ X3 X3).
Df=(-Xi+Xo+ - +X) X1 X2+ +X,)...(Xi + Xo+ - — X,,).

2.2.3 Formulele lui Newton—-Waring
Consideram polinomul simetric
Po=Xf+--+Xxk

Din teorema fundamentald a polinoamelor simetrice rezultdcd existd un polinom
gk €Z[Y1,...,Y,] pentru care P, = gi(s1,...,5,). Ar fi dificil de calculat polinoamele
gr, de aceea cdutdm o relatie intre polinoamele simetrice P §i 51, ..., S,.

Dacii ky > -+ > ky, fie Orb(X[" ... X5) = {Xc';‘(l) . .Xc’;"(n) |6 €8,} sifie
S(xF. . xkn) = Y M
MeOrb(X,1...Xkn)
,-cel mai mic” polinom simetric, al carui termen principal este Xlk1 XK
Cazul 1. Presupunem ci k < n.
P =35
Pysi =X b XX+ 4 X,) =
=P+ S(X{'X)
Pasy=(X{ 2+ + XXX+ + X1 Xy) =
= S(X{1Xp) + S(XF2 X, X3)
Poasy= (X4 4 X (XX Xs + -+ X2 X1 Xn) =
= S(XF2X2X3) + S(XF 3 X2 X3X4)

Poisi= (X4 XXX X A X X)) =
=S(X{ Xy X)) +S(XTXs L Xig1)

Psii=Xi+-+X) X1 .. X1+ + Xk Xn) =
= S(X12X2 . -kal) —‘rkS(Xl .. .Xk).
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Inmultim egalitatea I cu (—1), egalitatea IT cu (—1)2,..., in general, egalitatea i cu
(—1) si egalitatea (n — 1) cu (—1)¥~!. Adunind, obtinem:

P.— P51 +Po2sp—---+ (—1)iPk,iS[+ s (—1)k71P1Sk,1 + (—l)kksk =0.

Cazul 2. Presupunem cd k > n.
Pogsi=X XD+ x,) =
=P +S(XF'X,)
Pasy=(XE2 4 A XD (X X 4+ X1 X)) =
=S(X{ ' X2) + S(X X2 X5)
Pasy= (X34 A XEH (XX X5 4+ X2 X1 X)) =
= S(X{ X2 X3) + S(X{ > X2 X3X4)

Posi= X4 XXX X A X1 X)) =
= S(X{ciiJrle .. .Xi) +S(X1k7iX2 .. ‘Xi-&-l)

Pensy = S(XF"1X,. . Xy).
Analog obtinem
Pi—Pio1s1+Posy— -+ (= 1)'Pisi+ -+ (=1)"P_psy = 0.
Exercitiul 2.19. Fie P, = X{‘ 4 XK,
a) Sa se exprime P>, P si Py In functie de 51,57, 53 $i 54, dacin =2,3 si dacdn > 4.
b) Dacd n = 4, sa se exprime sy, 52,53 si 54 in functie de Py, P>, P3 si Py.
2.2.4 Discriminantul unui polinom

Considerdm urmatorul polinom in # nedeterminate:
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Daci 0 € S, atunci 6*(A,) = sgn(c)A,, adicd A, nu este polinom simetric, dar A2
este polinom simetric.

Definitia 2.2.12. A2 se numeste discriminantul familiei de nedeterminate (X1,...,X,).
1 1o X o X!
, 0 X% o X | X X
Ay =1 . . N .=
xtoxyt oo xet o ox, . x!
n P P ... P_
P P P ... P,
| P P ... P
By B Pn+1 coe Py

Fie f = apX" + a1 X" ' +--- +a, 1X +a, € C[X], ap # 0. Presupunem ci
ay,..., 0, € Csunt radicinile lui f.

Definitia 2.2.13. Elementul
A(f) = al *Ai(ay,...,a,) €C

se numeste discriminantul polinomului f.

Observatii 2.2.14. a) A(f) = 0 <= f are raddcini multiple.
b) Din teorema fundamentald a polinoamelor simetrice si din formulele lui Viete
rezultd cd discriminantul A(f) se exprima in functie de coeficientii ay, ..., a,.

Exemplul 2.2.15. Fien=2, f =X 24aX+b si o, 0 radécinile lui f. Determindm
A(f) in functie de coeficientii polinomului f. Avem

Pl(Otl,Otz) =0 +0p=—a, Pz(Oll,Otz) = 0612—}—0(22 :s%—ZSQ :a2—2b,

deci 1n acest caz

2 —a
—a a*-2b

A(f) = ‘:2a2—4b—a2:a2—4b

coincide cu discriminantul cunoscut.



2.2. Polinoame in mai multe nedeterminate 31

Exercitiul 2.20. Si se calculeze discriminantii urmétoarelor polinoame cu coeficienti
complecsi:

a) f =aX?>+bX +c.

b) f=X3+aX +b.

¢) f=X>+aX>+bX +c.

d) f=X"+a.

e) f=X"+X"""4+. .. X +1.

2.2.5 Rezultanta a doua polinoame. Radacini comune
Fie
f=aoX"+aiX" '+ +a,1X +ay,
g=boX"+b X" '+ dan 1 X + by,

polinoame cu coeficienti complecsi, unde n,m > 0, dar nu excludem cazul ayp = 0 sau
by =0.

Definitia 2.2.16. Rezultanta polinoamelor f si g este urmétorul determinant de ordin
n—+m:

ap a; a a, O
0 ay a a ap
0
R . .0 ay a a a,
Res(F o) =1lp b by . . by 0 .
0 b() bl b2 . . bm O
. . . . 0
0 by by by b

unde primele m linii contin coeficientii lui f, iar ultimele # linii contin coeficientii lui

8.

Teorema 2.2.17. Fie f,g € C[X]. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Res(f,g) =0.
(ii) Existd f1,g1 € C[X] pentru care fg, + fig =0, degfi <n, deggi < m.

(iil) ap = bo = 0 sau existd h € C[X| pentru care h | f, h | g si degh > 1.
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Demonstratie. (iii)<=>(ii). Presupunem cd h € C[X], h| f, h | g si degh > 1. Atunci
existd polinoamele fi,g; € C[X] astfel incat f = hf) si g = —hg; rezultd ca fg; +
fig =0, degfi <n, degg < m.Dacd ay = by =0, atunci fie f; = f si g = —¢g.
Invers, daci f si g nu au factor comun propriu, atunci din egalitatea fg; = —f1g
rezulticd f | f1 sig| g1, decideg f <n, degg<msiap=by=0
(il)<=-(i). existd polinoamele

fi=coX" o X" 4 e,
g1 = d()Xmil —f—lemiz 4+ 4 dp—y

pentru care fg; + f1g = 0 dacd si numai daca sistemul de ecuatii omogene

aopdy + boco =0

aydo+ aod + bico+bocy =0

ardy+ady +aodr + brco+bici+bocy =0
are o solutie netriviald (dy,...,dn—1,c0,...,cn—1). O astfel de solutie existd dacd si
numai dacd Res(f,g)" = 0, adicd dacd Res(f,g) = 0. O

Teorema 2.2.18. Presupunem cd

f:a()(X—Otl)...(X—OCn),
g=bo(X—PB1)...(X —Bn).

Atunci

m m
Res(f.g) = aj Hg ar) = (=1)"by [1/(Bj) = agog [ T] T (s —
=1 i=1j=1
Demonstragie. Deoarece Res(f,g) = (—1)" Res(g, f), este suficient de demonstrat
prima egalitate. Mai departe, este suficient de studiat ,,cazul general”: putem presu-
pune cid g(oy),...,g(0) sunt numere distincte doud cate doua.
Considerdm polinoamele f, g —Y € C[Y][X]; atunci

Res(f,g—Y)=(—1)"apY" +---+Res(f,g)-

Observim ci o este radicind comuni a polinoamelor f si g — g(a;), deci ambele se
divid prin (X — ;). Din teorema anterioard rezultd cd Res(f,g — g(0;) = 0, deci con-
form teoremei lui Bézout, polinomul Res(f,g—Y) € C[Y] este divizibil cu (g(0;) —Y),
i=1,...,n. Deoarece g(¢),...,8(0) sunt numere distincte doud cite doud, rezulta
ciRes(f,g) = af [T~ (g(0;) —Y), si in fine, inlocuim pe ¥ cu 0. O
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Teorema 2.2.19. A(f) = (—I)M%Res(ﬂf’)-

Demonstratie. Conform Teoremei 2.2.18. Res(f, ') = af ' TI%, (). Deoarece

:aoiH(X—OCi),

i=1j#i

rezultd cd f'(a;) = ao[1;.:(0; — @), deci

Res(f, f) —aO” IHH

i=1 j#i
n(n—1) _
=ap(—1) 7 ay' (e -
i<i

n(n—1)

—a(-1)"T A O

Exercitiul 2.21. Si se calculeze rezultanta Res(f, g), unde
a) f = a0X2 —|-611X+Cl2 §i g = b0X2 +b1X+b2.
b) feCX]|sig=X—a.

Exercitiul 2.22. Fie f,g,h € C[X]. Si se arate ci:
a) Res(fg,h) = Res(f,h)Res(g,h).
b) A(fg) = A(f)A(g)Res(f,g).

2.3 Aritmetica in inele de polinoame

2.3.1 Inele euclidiene, principale, factoriale

In acest paragraf examinim in detaliu proprietitile aritmetice ale inelului de polinoame.
Deoarece in K[X] are loc teorema Tmpartirii cu rest, primul rezultat este urmétorul:

Teorema 2.3.1. (K[X],deg) este inel euclidian.

Exemplul 2.3.2. 1) Dacd f € K[X] si deg f = 1, atunci f este polinom ireductibil.
2) Dacd deg f = 2 sau deg f = 3, atunci f este ireductibil dacd si numai dacd f nu
are raddcini in K.
Intr-adevir, daci f(a) = 0, atunci conform teoremei lui Bezout, f = (X —a)g,
adicd f nu este ireductibil. Invers, presupunem cd f nu are radacini in K si fie f = gh,
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unde degg, degh > 1. Dacd degg = 1, atunci g = aX + b si —b/a este radécind a lui
g; rezultd ca f(—b/a) = 0, adica f are rddacini in K, contradictie.
3) Polinomul f = X* + 1 € R[X] nu are ridicini in R, dar este reductibil:

F=X442X2 41 -2X2 = (X2 +V2X + 1)(X2 = V2X +1).

4) Corpul K se numeste algebric inchis, dacé orice f € K[X], cu degf > 1 are
radicind in K (de exemplu C este algebric inchis); rezultd cd polinomul f € K[X] este
ireductibil dacd si numai dacd deg f = 1.

5) Polinomul f € R[X] este ireductibil daca si numai daca deg f = 1 sau daca

degf=2si A(f) <O.
Observatii 2.3.3. 1) In inelul A[X] avem f ~ 1 <= f € U(A), si

f~g<=(J)acUA):g=af.
2) in inelul K[X] avem f ~ 1 <= f € K*, si
f~g<—= (aeK :g=af.

Teorema 2.3.4. Dacd A nu este corp, atunci A[X] nu este inel cu ideale principale.

Demonstratie. Aridtam ci existd I < A[X] astfel incét I nu este ideal principal. Deoa-
rece A nu este corp, existd un element neinversabil a € A, a # 0. Fie

I=(a,X)={ag+Xh|gheAX]} JAX].

Presupunem ca existd f € A[X] astfel incit (a,X) = f. Atunci existd g € A[X] astfel
incit a = fg si h € A[X] astfel incat X = fh; rezultd cd deg f = 0, adica f € A, si f
inversabil deoarece fh = X. Atunci (f) = A[X]| = (a,X), deci existd u,v € A[X] astfel
inct 1 = au+vX; rezultd ci v = 0, deci au = 1, adicd a € U(A), contradictie. O

Putem enunta rezultatul principal al acestei sectiuni:
Teorema 2.3.5. Dacd A este inel factorial, atunci A[X] este inel factorial.
Pentru demonstratia teoremei avem nevoie de cateva notiuni si leme.

Teorema 2.3.6. Dacd p € A este element prim al domeniului de integritate A, atunci
p este prim si in A[X].
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Demonstratie. Deoarece p € A element prim rezultd ca p nu este inversabil. Pre-
supunem ci f,g € A[X] si p|fg, si ardtdim ci p|f sau p|g. Fie f =YY" a:X' si
g =YY" ob;X/, unde a;,b; € A, i presupunem ci p{ f si ptg.

Atunciexistik=min{i > 0| p{a;},0<k<nsil=min{j>0|ptb;},0<I<m.
Deoarece fg =Y "' c.X", pe baza celor de mai sus rezultd cd

plcksi = aobiy1 +arbiri—1 + - +arby + - - - + agp1—1b1 + agibo.

Deoarece p divide elementele ay, . ..,a,_1,bo,...,b;—1, rezultd ca p|ab;; dar p este
prim, deci pla; sau p|b;, contradictie. O

Definitia 2.3.7. Fie A un inel factorial, f € A[X], f = Y qa: X', si

c(f) = (ao, ... an)
conginutul lui f . Polinomul f se numeste primitiv, dacd c(f) ~ 1.

Observatii 2.3.8. /' =c(f)-f’,unde c(f) € Asi f € A[X] polinom primitiv. Aceastd
scriere este unic#, adicd dacd f = af’ = bf”, unde f', f”" € A[X] sunt polinoame
primitive, atuncia ~ b si f' ~ f7.

Lema 2.3.9 (Gauss). Fie A un inel factorial. Dacd f,g € A[X] sunt polinoame
primitive, atunci fg este polinom primitiv. In general, avem

c(f8) = c(f)e(g)-

Demonstratie. Presupunem céd fg nu este primitiv, adicd c(fg) ~ 1. Atunci existid
p € A element prim astfel incat p|c(fg), deci p|fg. Deoarece p este prim in A[X],
rezultd cd p|f sau p|g ceea ce contrazice primitivitatea lui f si g.

In general: fg=c(f)f'c(g)g’, unde f',g' € A[X] sunt polinoame primitive, deci
f'¢’ este primitiv; in acelasi timp, fg = c¢(fg)h, unde h € A[X] este polinom primitiv;
rezulti cd f'g' ~ hsic(f)c(g) ~ c(fg). O

Lema 2.3.10. Fie A un inel factorial, K = frac(A) = {a/b | a,b € A, b # 0} si
f € A[X]. Polinomul f este ireductibil in A[X] dacd si numai dacd f este primitiv §i
ireductibil in K[X].
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Demonstragie. Ardtam ci daci f este primitiv si ireductibil in K[X], atunci f este
ireductibil A[X]. Intr-adevir, presupunem prin absurd ci f nu este ireductibil in
A[X], adicd f = gh, g,h € A[X] si g,h 7 1. Deoarece f este primitiv, rezultd ci
degg,degh > 1, adica f este reductibil in K[X], contradictie.

Invers, presupunem cé f este ireductibil in A[X] si reductibil in K[X], adicd f = gh,
unde g,h € K[X], degg, degh > 1. Fie g = (a/b)g| sih = (¢/d)h1,unde a/b,c/d € K
si g1,h1 € A[X] sunt primitive; rezultd cd f = (a/b)(c/d)gihi, adicd bd f = acgh;.

Deoarece f este ireductibil in A[X], rezultd ca f este primitiv; dar g;h; este
primitiv (pentru ca g,/ sunt primitive), deci bd ~ ac si f ~ g1h; in A[X], adicd f
este reductibil in A[X], ceea ce este o contradictie. O

Demonstratia Teoremei 2.3.5. a) Ardtdm cd in A[X|/ ~ orice lant strict descrescitor
este finit.

Fie f; € A[X], i € N, astfel incat fiy|f;, si ardtim ca existd n € N astfel incat
fix1 ~ fi pentru orice i > n. Fie f; = a,g;, unde a; € A si g; € A[X] sunt polinoame
primitive. Deoarece f;1|f;, rezultd cd a;y18i+1|a;ig;; dar (ai+1,8:) = 1, deci ajy1]a; si
gi+1|8i-

Deoarece A este inel factorial, existd n; € N astfel incat a;;; ~ a; pentru orice
i > ny. Deoarece g;1|g;, rezultd cd degg; | < degg;, adicd existd np, € N astfel incat
deggi+1 = degg; pentru orice i > ny; rezultd cd existd h € A astfel Incat g; = git1h,
dar g;,g;+1 sunt primitive, de aceea h ~ 1 si g; ~ g;1+1 pentru orice i > ny.

Fie n = max{n;,n, }; atunci f; = a,g; ~ aj+18i+1 = fi+1 pentru orice i > n .

b) Aritam cd dacd f este ireductibil in A[X], atunci f este prim. Dacd deg f =0,
atunci f € A si f este ireductibil in A. Deoarece A este factorial, rezultd ca f este prim
in A, deci f este prim in A[X].

Presupunem cd deg f > 1. Din Lema 2.3.10. rezultd ca f este primitiv si ireductibil
in K[X]. Deoarece K[X] este inel euclidian, este si inel factorial, de aceea f este prim
in K[X].

Presupunem ci in f|gh A[X]; rezultd ci f|gh in K[X], deci f|g sau f|h. Dacd f|g
in K[X], atunci exista ¢ € K[X] astfel incat g = fq. Fie g = agi, g = (b/c)q1, unde
a,b.c € Asig1,q1 € A[X] sunt primitive; atunci ag; = (b/c)fq1, adicd acg; = bfq.
Aplicand Lema lui Gauss 2.3.9. rezultd ci ac ~ b i g1 ~ fqi. Deoarece f|g; in A[X]
si (a,f) =1, rezultd cd f|g in A[X]. O

Dém 1n continuare doua criterii de ireductibilitate.

Teorema 2.3.11 (Eisenstein). Fie A un inel factorial, K = K(A) corpul fractiilor lui
A, p € A un element ireductibil si f = ap+a1 X +---+a,X" € A[X].
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Dacd ptay, pla; pentru orice i < n, si p*{ao, atunci f este ireductibil in K[X]
(deci si in A[X], dacd f este primitiv.)

Demonstratie. Presupunem cd f polinom primitiv si reductibil, adicd f = gh, unde
g,h e AlX]sidegg,degh > 1.

Fie g = Y biX', h = Z;ZOC‘,’X]', m+1=n (m,l>1). Atunci a, = bycy, si
deoarece p 1 a,, rezultd cd p{ b, si p1c;.

Deoarece ag = boco, si conform ipotezei p|ag, dar p? { ag, putem presupune ci
plbo si p{co. Fiek=min{j > 0| p1{b;}; rezultd ca 0 < k < m < n, deci p|a.

Stim cd ay = bocy +bick—1 + ...+ byr_1c1 + brco; din minimalitatea lui k rezulta
¢ plbo,by,...,br—1 de ptby si ptco, adicd p 1 byco, contradictie. O

Teorema 2.3.12. Fie A,B inele factoriale si fie ¢ : A — B un morfism surjectiv de

inele. Fie
n

¢:AX] = BIX], ¢(f) =) @(a)X’
i=0
morfismul surjectiv indus de proectia canonicd. Fie f =Y qa;X' € A[X] si presupu-
nem cd deg(f) = deg(@(f)) > 1 si ca f este primitiv. Dacd ¢(f) este ireductibil in
B[X], atunci f este ireductibil in A[X].

Demonstratie. Presupunem ci f este reductibil in A[X], adicd f = gh, unde g,h €
A[X], sidegg, degh > 1;rezulti cd ¢(f) = ¢(g)P(h). Deoarece deg(f) = deg(p(f)),
rezultd cd deg(g) = deg(p(g)) > 1 si deg(h) = deg(p(h)) > 1, adicd ¢(f) este reduc-
tibil, contradictie. 0

Exercitiul 2.23. a) f € C[X] este ireductibil < deg f = 1.
b) f € R[X] este ireductibil < deg f = 1 saudeg f = 1 i A(f) < 0.

Exercitiul 2.24. a) Si se determine polinoamele ireductibile f € Z,[X], dacd deg f <
6.
b) Si se determine polinoamele ireductibile f € Z3[X], dacd deg f < 3.

Exercitiul 2.25. Fie A un inel factorial, K = K(A) corpul fractiilor lui A, £ € K o
fractie ireductibila, si fie f = ap+ a1 X +--- +a,X" € A[X].
Daci f(£) = 0, atunci r|ag i s|ay.
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Exercitiul 2.26. Fie p un numar prim si fie n # 1. Aplicand criteriul lui Eisenstein,
sd se arate cd urmatoarele polinoame sunt ireductibile in Z[X]:

a) f=X"+£p.

b) f=X""4+p—1.

¢) f=XP"'4...4+X +1. (Indicatie: fieY =X +1.)

Exercitiul 2.27. Fie f =ap+a;X +---+a,X" € Z[X], p un numdr prim, si fie
f=do+a X+ +a,X" € Z,[X].

Presupunem ci p Ja,. Si se arate cd daca f este ireductibil, atunci f este ireductibil.
Aplicatie. a) f =X*—3X3+10X>—6X +1, p=2.

b) f=X>—5X*—6X+1, p=5.

) f=XP—-X+a, (a,p)=1.



Extinderi de corpuri

Matematicianul norvegian Niels Henrik Abel (1802-1829) a fost primul primul care
a ardtat Tn 1824 ca nu orice ecuatie de grad 5 poate fi rezolvatd prin radicali, o
demonstratie incompleta fiind data de Paolo Ruffini Tn 1799. Pentru o discutie generala
a acestei probleme, matematicianul francez Evariste Galois (1811-1832) a utilizat
grupuri de permutari si creat ceea ce azi numim teoria lui Galois. Aceasta teorie
furnizeazd un criteriu general de rezolvabilitate prin radicali. Rezultatele sale au
fost publicate doar in 1846 de catre Liouville. Teoria lui Galois moderné foloseste
grupurile pentru a studia extensiile de corpuri si are multiple aplicatii si generalizéri.

3.1 Extinderi finite

In cele ce urmeazi, prin corp intelegem corp comutativ. Dacii K este subcorp al
corpului L, atunci L se numeste extindere a lui K, si notam: K < L sau L/K. Daci
K < L, atunci L este K-algebra, deci 1n particular, L este K-spatiu vectorial.

Definitia 3.1.1. Fie L/K o extindere de corpuri. Dimensiunea lui L peste K se noteaza
[L: K] si se numeste gradul extinderii:

[L:K]=dimgL

Spunem ci L este extindere finitd a lui K, dacd [L : K] este finit.

Teorema 3.1.2. Dacd K < L < L' sunt extinderi de corpuri, atunci

[L':K]=I[L:K|[L:L].

Demonstratie. Fie {x; | i € I} o bazd a lui L peste K si fie {y; | j € J} o bazd a lui
L’ peste L. Este suficient de ardtat cd {x;y; | (i, j) € I x J} este o bazd a lui L’ peste

39
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K. Dacda € L, atunci existd b; € L, astfel incata =) jesbjyj, unde suma este finitd.
Pentru orice b; existd o;; € K astfel ca bj =) ;c; ox;. Rezultd ca

a= Z Qi jXiyj,
icl, jeJ

adicd a este combinatie liniari elementelor multimii {x;y; | (i, j) € I X J},cu coeficienti
in K. Deci, L’ este K-spatiu vectorial generat de {x;y; | (i,j) € I x J}.
Presupunem ca ) o;x;y; = 0, unde o; € K si (i, j) € I x J. Obtinem:

Y () ouxi)y; =0

jeJ i€l

de unde rezultd cd Y ;; a;;x; = 0 pentru orice j, deci o;; = 0, pentru orice i € I §i
pentru orice j € J. Am ardtat cd elementele x;y;, unde (i, j) € I x J, liniar independente
peste K. O

3.2 [Extinderi algebrice

Fie L/K o extindere de corpuri.

Definitia 3.2.1. a) Spunem ca a € L este element algebric peste K, dacid exista f €
K[X], f # 0 astfel ca f(a) = 0.

Un element a € L, care nu e algebric peste K se numeste element transcendent
peste K.

b) Dacd un element al corpul numerelor complexe C este algebric peste Q, atunci
elementul se numeste numdr algebric. Un element din C care este transcendent peste
Q, se numeste numdr transcendent.

¢) Extinderea de corpuri K < L se numeste extindere algebricd, daca orice a € L
este element algebric peste K.

De exemplu, /2 € R este numir algebric, deoarece este ridicini a polinomului
X% —2 € Q[X]; i € C este numir algebric, deoarece este ridicini a polinomului
X’+1¢€ Q[X]; # =3,1415... este numdr transcendent (F. Lindemann); e = 2,71 ...
este numar transcendent (Ch. Hermite).

Teorema 3.2.2. Orice extindere finitd este algebricd.
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Demonstratie. Daci este extindere finitd K < L si [L : K| = dimg L = n, atunci pentru
orice a € L elemente 1,a,a?,...,a" sunt liniar dependente in L. Rezulti ci existd
elementele ¢, i = 0,...,n € K nu toate nule, astfel ca

0o+ aya+ opa’ + -+ opa" = 0.

Fie f = g+ oy X + X+ -+ o, X" € K[X], si f # 0. De aici rezulti ci f(a) =0,
deci a este element algebric peste K. O

Definitia 3.2.3. a) Fie K < L i A C L. Notdm prin K[A] subinelul lui L generat de K
si A; prin K(A) notdm subcorpul lui L generat de K UA (cel mai mic subcorp al lui L
continand pe K UA), si spunem cd am adjunctionat la K elementele lui A.

b) In particular, daci A = {ay,...,a,} atunci notim K(A) = K(ay,...,a,). O
extindere K < L se numeste de tip finit, dacd existd a; € L, (i = 1,...,n) astfel ca
L=K(ay,...,ay).

¢) O extindere se numeste simpla K < L se numeste simpld, daca existd a € L
astfel ca L = K(a). In acest caz, spunem ci a este element primitiv al extinderii K < L.

Observatii 3.2.4. 1) Orice extindere finitd este de tip finit.

Intr-adevir daci K < L este o extindere finiti, atunci L are o bazi finitd {ay,...,a, }.
Rezulti cd L = K(ay,...,an).
2) K[A] CK(A).

3)Dacd K < LsiA CL,atunci K(A) = K daci si numai daci A C K.
4)Kla]={f(a)| feKX]}={ow+oa+ - +oa"|a; €K, neN}.

5) K(a) = {49 | f.g € K[X], gla) #0}.

6) K[A] = {f(al,...,an) ‘ fEK[Xl,...,Xn],nEN, ai,...,a, EA}.

7)K(A) :{H | f,g €K[X1,..., Xul,a1,...,a, €A,g(ar,...,ay) #0, n €
N}.

Teorema 3.2.5. Dacd a € L este element algebric peste K, atunci existd unic f € K[X]
polinom nenul, astfel ca:

(1) f(a) = 0;

(2) f este polinom monic (coeficientul principal a lui f (dominant) este 1);

(3) dacid g € K[X], g # 0 si g(a) =0, atunci f | g. (Deci f este polinomul nenul
de cel mai mic grad pentru care a este rddicind.)
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Demonstratie. Fie ¢ : K — L, ¢(ot) = a, si fie
Py K[X] =L, @u(g) =00+ aia+:--+04a",

unde g = otp+ 0y X + - - -+ 05, X" € K[X]. Din proprietatea de universalitate a inelului
de polinoame rezultd ci @, este morfism unital de inele. Deci Ker®, = {g € K[X] |
g(a) = 0} este ideal, deci ideal principal al lui K[X]. Deoarece a este algebric, rezulta
ci Ker®, # 0, adicd existd 0 # f € K[X] astfel ca Ker®, = (f). Deci, f satisface
conditiile (1) si (3) din teorema.

Deoarece, ci (f) = (f’) dacd si numai dacd f si f’ sunt asociate in K[X], rezultd
cd existid unic f € K[X] monic, astfel ca Ker®, = (f). O

Definitia 3.2.6. a) Fie a € L un element algebric peste K. Polinomul f de mai sus
se numeste polinom minimal peste K al elementului a, si notdm f =: mg ,. Gradul
polinomului mg , este gradul a.

b) Fie a, b € L elemente algebrice peste K. Dacd a si b au acelasi polinom minimal
peste K, atunci a si b se numesc conjugate peste K.

Teorema 3.2.7 (Caracterizarea extinderilor algebrice simple). Fie K < L o extindere
de corpuri si fie a € L un element algebric peste K. Fie 0 # f € K[X].
1) f = mg 4 dacd si numai dacd

(1) fla)=0;

(2) f este monic;

(3) f ireductibil in K[X].

2) Presupunemcd f = o+ o X +---+ O 1 X"+ X7 polinom minimal al lui a.

Atunci:

(@) K(a) = Kla] = KIX]/(f);

(b) [K(a):K]=n=degf si{l,a,a*,...,a" '} este bazd in K(a);

(© fnmul]irea in K-algebra K (a) se exprimd in baza l,a,a?,...,a" " folosind:

n 1

d'=—ay—oa—---—0ay_1d"

(¢) Dacd b € L este rdddcind a lui f, atunci existd un unic izomorfism de K-algebre

¢ : K(a) — K(b) astfel incdt ¢ (a) = b.
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Demonstratie. 1) ,,—" Presupunem cd f = gh, unde g.h € K[X]. Atunci 0 = f(a) =
g(a)h(a), si deoarece L este corp, rezultd cd g(a) = 0 sau h(a) =0, deci f | g sau
f | h; rezultd ci f ~ g sau f ~ h, deci f este ireductibil.

.,<="Deoarece f(a) =0, rezultd ci mg , | f; dar f este ireductibil, deci f ~ mk 4.
Deoarece ambele sunt polinoame monice, rezultd ca f = mg 4.

2) (a) Dacd @, : K[X] — L, ®,(g) = g(a) este morfism de inele, atunci Im®, =
K|[a] si Ker®, = (f). Deci, pe baza teoremei I de izomofism pentru inle, K[X]/(f) ~
Kla]. Deoarece f este ireductibil in K[X], rezultd ci f este ideal maximal al lui K[X].
Deci K[X]/(f) este corp, deci si K[a] este corp, si deoarece K[a] C K(a), rezulta ca
K(a) =K]a].

(b) Deoarece a are gradul n peste K, rezultd ci elementele 1,a,a?,...,a" " sunt
liniar independente peste K.

Dacd b € K(a) = K|a], atunci din egalitatea K[a] = Im®, rezultd ci existd g €
K[X], astfel ca b = g(a). Impirtind pe g la f primim un cét ¢ si un rest r astfel ca:
g = fq+r degr <degf, de unde:

b= g(a) = f(a)q(a) +r(a) = r(a)

si aceasta arata cd K-spatiul liniar K(a) este generat de elementele 1,q, a‘,....a
Deci, 1,a,a?,...,a"! formeazi o bazi a lui K(a) peste K.
(c) Din egalitate f(a) = 0 rezultd ci

n—1

d" = —opa—oqad® — - —o_1d" =
2 2 ~1
= 010 — (0 — Q1 0t1)a— (O — Oy 102 )a” — -+ — (O — Oy )a"
Din aproape in aproape primim elementele a"*2,...,a*" = ca si combinatie liniard a
lil,a,d?,...,a"!

(d) Din 1) rezultd cd f este polinomul minimal al lui b, deci afirmatiile (a), (b),
(c) de mai sus sunt valabile si pentru b. Considerdm izomorfismele de K-algebre
@, : K[X] — K(a) si D, : K[X] — K(b) de mai sus. Fie

¢:K(a) = K(b), ¢=d,0d,".
Atunci ¢ este izomorfism de K-algebre si avem
(P(ﬁo+[31a+-~—|—[3n_1a"71) :Bo-i-ﬁlb%-"'-i-ﬁn_lbnfl

pentru orice fBo,..., 5,1 €K .
Deoarece K si a genereazi pe K(a), existd unic astfel de izomorfism. O
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Observatii 3.2.8. 1) Din teorema de mai sus pe baza rezultd ci pentru orice b € K(a)
existd o expresie polinomiala:

b=g(a)=Po+PBiat - +PBu1a" ' €K(a),

unde g € K[X].

2) Daca b € K(a), b # 0, atunci b se scrie in forma de mai sus si atunci expresia
polinomiali a lui 5~ se obtine astfel:

Din faptul ca f este prim in K[X], respectiv degg < deg f, rezultd cd f si g
relativ prime in K[X], deci existd u,v € K[X] astfel ca ug+vf = 1, de unde rezultd ca
u(a)g(a) = 1, deoarece f(a) = 0. Deci, b~ = u(a).

3) Dacd a € L este element algebric peste K, atunci extinderea K < K(a) este
finitd, deci si algebrica.

4) Dacd a K < L este extindere finitd, atunci pentru orice a € L algebric peste K,
gradul lui a divide pe [L : K].

Intr-adevir, din Teorema 3.2.2. rezulti ci a este algebric peste K. Din Teorema
3.1.2. rezultd ci [L: K] = [L: K(a)][K(a) : K]. Deci, din Teoreme 3.2.7. 2), gradul lui
a divide pe [L: K].

5) Dacd K < L si aj,a; € L sunt elemente algebrice peste K, cu acelagi polinom
minimal, adicd sunt conjugate, atunci corpurile K (a;) si K(ay) sunt izomorfe.

Intr-adevir, K(a1) ~ K[X]/(f) ~ K(ay), unde f este polinomul minimal al lui a;
§i ar.

6)Fieay,...,a, € L algebrice peste K. Atunci K(ay,...,a,) =K]lay,...,a,|, adica
pentru orice b € K(ay,...,a,) existd g € K[X,...,X,] astfel incat b = g(ay,...,a,).

7)Dacd K <L,L=K(ay,...,a,) si fiecare g; este algebric peste K(ay,...,a;—1),

unde (i = 1,...,n) atunci extinderea K < L este finitd, deci si algebrica. In particular,
dacd ay,...a, sunt element algebrice peste K, atunci extinderea K < L este finitd.
Intr-adevir, orice m; = K(ay,...,ai-1,a;) : K(ay,...,a;—1)],i=1,...,n este finit,

sirezulta cd [L: K] =mim;...my,.

8) Dacd K < L si A este multimea elementelor din L algebrice peste K, atunci
K C A i A este subcorp al lui L.

Intr-adevir, daci a € K, atunci a este ridicini a polinomului X —a € K[X], adici
a este algebric peste K. Deci, K C A. Dacd a;,a; € A, atunci din 7) rezultd cd a
K < K(aj,ay) este extindere algebricd, de unde rezultid ci K(a;,a,) C A. Deoarece
ay,ay € K(ay,az) si K(ay,ay) este corp, rezultd ca a; —ap € K(ay,a;) C A. Daci
a # 0, atunci alaz’l € K(ay,a2) C A. Deci, A este subcorp al lui L.
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9) Multimea A := {z € C | z este numdr algebric } a numerelor algebrice este
subcorp al lui C.

10) Nu orice extindere algebrica este finitd; de exemplu Q < A este algebrica dar
nu este finita.

Teorema 3.2.9 (tranzitivitatea extinderilor algebrice). Dacd a K < L si L < L' sunt
extinderi algebrice, atunci K < L' este extindere algebricd.

Demonstratie. Dacd a € L' atunci existd g € LIX],0£g=Po+ X+ -+ L. X"
astfel ca g(a) = 0. Fie L" := K(Bo, B1,- - -, Bx); atunci a este algebric peste L si din
Observatia3.2.8. 7) rezultd cd extinderile K < L” si L” < L(a) sunt finite. Deci
extinderea K < L(a) este finitd, si K < L(a) este algebrici. Deci, a este element
algebric peste K. O

Exemplul 3.2.10. 1) Daci € R este numir algebric, atunci v/a este algebric. Intr-
adevar, dacd f(a) =0, unde 0 # f € Q[X], atunci /a este radicind polinomului
JX").

2) Numarul a = \/ 8+5— \7/ V2 —1/3 este algebric peste Q, cdci numerele
algebrice formeaza un subcorp.

3) Numirul a = 72 — 37 +2 nu este algebric, deoarece daci pentru polinomul
g € Q[X], g # 0 am avea g(a) = 0, atunci 7 ar fi rddicini a lui g(X> —3X +2), dar
nu este algebric.

Exercitiul 3.1. Sunt algebrice urmétoarele numere?
a)a=+1+nr?
bb=n—\/n
©)c=m+m+/1+27

Exercitiul 3.2. Fie f = X> — X +1 € Q[X] si fie a € C ridicini a lui f. Si se arate
cd:

a) f ireductibil si sd se determine é in functie de {1,a,a}.

b) Fie b = 1 —2a+3a® € Q(a). Si se calculeze % ca o combinatie liniard a lui
{1,a,a*}.

Exercitiul 3.3. a) Fie f = X* —6X —2 € Q[X]. Si se arate ci f este ireductibil peste
Q; dacd a € C este rddacina a lui f, sa se calculeze a’ =24, é ca si combinatie liniard
abazei {1;a;a%;a°}.
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b) Fie f = X* +6X —2 € Q[X]. Si se arate ci f este ireductibil peste Q; daci
a € C este ridicini a lui f, si se scrie elementele u® — 23 si % ca si combinatie liniard
abazei {1,u,u® u’}.

¢) Fie u € C ridicini a polinomului X3 — 2X + 2 (care este ireductibil peste Q).
Si se scrie elementele u”, u~' si u* +u~? ca si combinatie liniard a bazei {1,u,u’}.

d) Fie u € C ridacini a polinomului X 4 _3X +3 (care este ireductibil peste Q).
S se scrie elementele (u® —3)~!(u? +2) ca si combinatie liniari a bazei {1,u,u?,u}.

e) Si se arate cd dacd u € C este ridicind a polinomului f(x) = X3 — 12X 48,
atunci si ”72 — 4 este radacina.

Exercitiul 3.4. Fie a = v/2 5i K = Q(a) < C. Si se calculeze in K:
a)a*—a; b) %; c) %

Exercitiul 3.5. Fie a = v/2 5i K = Q(a) < C. Si se calculeze in K:
a) 1 b) (a® +2a* —a+3)(2a* —4a* +5a—1).

Exercitiul 3.6. Si se arate ci pentru orice a,b € Q, cu a # b, avem Q(\/a,Vb) =
Q(va+Vb).

Exercitiul 3.7. Si se determine gradul extinderilor K /Q de corpuri:
a) Q(v7); b Q(VS): QI +iv3);
d)Qa+bi);  ©Q(W5V6);  HQ(WVZV3);

29 Qi{+V5); hQW6—iV5);  )Q(V3+V5).

Exercitiul 3.8. Si se determine polinoamele minimale peste QQ respectiv peste R ale
numerelor complexe de mai jos:

a)Vv3; by 1—iv3; o) 2+i; d)iv3.

Exercitiul 3.9. Fie a = v/1++/3, K = Q(v/3),L = Q(a). Si se arate ci:
2) Q<K <LsiL=K(a);
b) [L: Q] =6;
0 [K:Q]=2;
d) [L : K] = 3 i sd se determine polinomul minimal my ,.

Exercitiul 3.10. Fie a = \/1++/3 € K unde K = Q(v/14+/3) si fie L = Q(+/3).
a) Sa se determine polinomul minimal mg 4;
b) Si se arate ci [K : Q] =4;
c)Siscaratecdi Q <L <Ksi[L:Q]=2;
d) Sd se determine polinomul minimal m; 4.
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Exercitiul 3.11. Fie a =iv/v/2—1,L=Q(a) si K = Q(+/2). Si se arate ci:
aA) Q< K<LsiL=K(a);
b) a este ridicini a polinomului f = X° —3X* +3X2 4+ 1 € Q[X];
c)aé¢ Kk,
d) [L: Q] =63si f este ireductibil peste Q.

Exercitiul 3.12. Si se arate cd pentru orice n > 1 existd in Q[X] un polinom ireductibil
de grad n. Deducem ci pentru orice n > 1 QQ are o extindere de grad n.

Exercitiul 3.13. Fie k C K o extindere de corpuri.

a) [K : k] = 1 dacd si numai dacd k = K.

b) Dacé [K : k] este un numdr prim, si se arite cd nu existd L corp astfel ca
k C L C K; mai mult, pentru orice element a € K \ k, avem K=k(a).

Exercitiul 3.14. a) Dacd K < L este o extindere algebricd si K este infinit, atunci K si
L au acelasi cardinal.

b) Dacd K < L este o extindere algebricd si K este finit, atunci L este finit sau
numarabil.

Exercitiul 3.15. Daci K <LsiA,B C L, atunci (K(A))(B) =K(AUB) = (K(B))(A).

3.3 Corpul de descompunere al unui polinom

3.3.1 Adjunctionarea unei radacini

In paragraful anterior, pornind cu o extindere K < L si un element a € L algebric peste
K, am construit subcorpul K(a) al corpului L, folosind polinomul minimal al lui a,
care este ireductibil peste K. In cele ce urmeazi, pornim cu un corp K si un polinom
ireductibil f € K[X] si construim o extindere K (a)/K pe care o obtinem adjunctionand
la K o radécind a a polinomului f. Repetand constructia, gasim (abstractie facand de
un izomorfism) cel mai mic corp ce contine pe K si toate rddicinile lui f.

Teorema 3.3.1. Dacd K este un corp si f € K[X] un polinom ireductibil monic, atunci
existd un corp L cu urmdtoarele proprietdti:

(1) K este izomorf cu un subcorp al lui L, adicd putem considera cd K < L.

(2) L contine o rdddcind a a lui f astfel incat L = K(a) si f = mg q.
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Demonstratie. Deoarece f este ireductibil in K[X| rezultd cd f ¢ K si L = K[X]/(f)
este corp. Deci dacd o € K*, atunci p(a) ¢ (f) aratd cd proiectia canonica p : K[X| —
L este morfism injectiv, adica subcorpul p(K) al lui L este izomorf cu K. Vom identifica
pe K cu p(K), si considerdm ci L este extindere a lui K si f € L[x].
Fiea:=X+(f)eLsif=ap+a X+ -+ 0,X". Atunci

fla)=o+ouX+---+a,X"+(f) = f+(f) = (f).

de unde rezulta ca f(a) =0 1n L. Deci, a este rddécind a lui f. Deoarece KU {X }
genereazd inell K[X] si p : K[X] — L este morfism surjectiv, rezultd ci p(KU{X}) =
KU{a} genereazd pe L. Deci, L = K[a] = K(a). Deoarece f este ireductibil, rezulta
cd f este polinomul minimal al lui «. O

Exemplul 3.3.2. 1) Am vizut cd polinomul X? + 1 € R[X] este ireductibil si corpul
R[X]/(X?+1) este o extindere de grad 2 a lui R. Notand i := X + (X? + 1) rddicina
lui X2 + 1, adicd i = —1, vedem imediat ci

R[X]/(X*+1) ~C.

Obtinem astfel corpul C al numerelor complexe prin adjunctia lui i la R, adica
C=R().

2) Corpurile finite pe care le cunoastem pana acum sunt de forma Z,, unde p
este un numdr prim. Alte corpuri finite se pot construi folosind teorema de mai sus.
Polinomul f = X2 — X — 1 € Z3[X] este ireductibil peste Z3, deoarece niciun element
al lui Z3 nu este radicind a lui f. Deci, K := Z3[x]/(f) este corp, a :=X + (f) €K
este ridacind f si K = Z3(a). Elementele lui K au urmitoarea formi: u = o + fBa,
unde o, B € Z3. Deci |K| =9.

Daciu' =o'+ f'ac€ K, atunciu+u' = (a+ ')+ (B + B’)a. Produseul uu’ se
obtine daci folosim ci a®> = a+ 1: uu' = aa’ + BB+ (aB’'+ /B + BB )a.

De exemplu, din faptul ca a=a+ i, rezultd ci a(a — i) = i, ceea ce aratd
cia ' =a—1=a+2. Calculim inversa lui 1 + 2a, care are forma a + Ba. Din
egalitatea (o + Ba)(1 +2a) = 1 rezultd sistemul de ecuatii o +28 = 1, 2a0 = 0, deci
a=0si B =2. Deaici, (142a)"! = 2a.

Teorema 3.3.3. Fie K; si K> corpuri i fie

f=a+uX+--+aX"cK[X], g=B+pX+ +BX"€KX]
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polinoame de grad n. Fie K;(ay) respectiv Ky (ay) corpuri obtinule prin adjunctionarea
la K respectiv la K, a cdte unei rdddcini ale polinoamelor f respectiv g folosind
Teorema 3.3.1. Presupunem cd f este ireductibil in K|[X] si ¢ : K| — K; este un
izomorfism care transformd pe f in g, adicd ¢(o) = i, i =0,1,...,n.

Atunci g este ireductibil in K»[X], si izomorfismul ¢ se prelungeste unic la izomor-
fismul

(]51](1(611) —>K2(a2),
astfel ca ¢ (ay) = ay, unde ay =X + (f) siay = X + (g).

Ki[X] —2 Ko[X]

| |

Ki(ay) ; > K> (ap)

Demonstratie. Din proprietatea de universalitate a inelului de polinoame rezultd cd a
¢ se prelungeste unic la izomorfismul ¢ := Py : K| [X]| — K[X], astfel ca

o' (o + X +---+ 0, X") = o (o) + (01)X + - + @ () X",

de unde rezulti cd ¢’ (f) = g. Deci, g este ireductibil in K;[X]. Am vizut cd K;(a;) =
K\ [X]/(f) si K2(az) = K>[X]/(g). Dacd p; : Ki[X] — Ki(a;), i = 1,2 sunt morfismele
canonice, atunci p; o ¢’ este morfism surjectiv.

Deoarece ¢'(f) = g, rezultd cd izomorfismul ¢’ duce idealul (f) in idealul (g),
si de aici rezultd ci Ker(py o ¢') = (f) = Kerp;. Deci, existd un izomorfism ¢ :
Ki(a1) — Kz(ay) astfel ca diagrama de mai sus este comutativd. Rezulti ci ¢ este dat
astfel:

o(a+ ara; +"'+anfla’11_l) = (I)(Olo)+¢(051)(12+"'+¢(05n71)ag_1

unde o; € K,i=0,1,...,n— 1, ceea ce arati ci ¢ este unic. ]

3.3.2 Corpul de descompunere

Teorema 3.3.4. Dacd f € K[X] si deg f =n > 1, atunci existd o extindere F /K astfel
ca:

1. f se descompune in a F[X| astfel: f=a(X —x;)...(X —x,), unde a este
coeficientul lui X" in f si x1,...,x, € F nu sunt neapdrat distincte;
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2. F:K(xl,...,xn).

Demonstratie. folosim inductie dupd n. Dacd n = 1 atunci este evident cd F = K.
Presupunem cd n > 1 si ca a teorema este adevdratd pentru orice corp K, si pentru
orice polinom de grad (n— 1) din K[X].

Deoarece K[X] este inel factorial, rezultd ca f are un factor ireductibil g in K[X].
Deci, g ¢ K, si din Teoreme 3.1. rezultd ca existd o extindere K; = K(x;) a lui K astfel
Incat x; este radécind a lui g.

Deci, in K;[X] f = (X —x1)h, unde degh = n— 1. Se aplica ipoteza inductiei
pentru & € K, [X], de unde primim pe F. O

Urmadtoare teoremd spune cd existd un unic corp care satisface conditiile anterioare.

Teorema 3.3.5. Fie K si K’ corpuri izomorfe, care satisfac ipotezele teoremei 3.3.4.
Fie ¢ : K — K' un izomorfism care transformd pe f in g (adicd ¢'(f) = g, unde
o' : K[X] — K'[X] este izomorfism, ¢'(a) = ¢(a), pentru orice a € K §i ¢'(X) = X),
atunci @ se prelungeste la izomorfismul ¢ : F — F'.

Demonstragie. Demonstratia este prin inductie dupd r = [F : K|. Daca r = 1, atunci
F =K si F' = L. Deci 1n acest caz ¢ = @.

Daca r > 1 si teorema este adevidratd pentru orice extindere a lui K care satisface
ipotezele Teoremei 3.3.4. si care are grad peste K mai mic decat r. Deoarece r > 1,
rezultd cd f are un divizor ireductibil u € K[X], cu degu =m > 1. Atunci v := ¢(u)
este divizor ireductibil al lui g in K’[X]. Polinomul « are in F o ridéicini x; §i v are in
F' oridicind x|. Deoarece m > 1 si u i v sunt ireductibile, rezultd ci x; ¢ K six| ¢ K';
din Teorema 3.3.3. rezultd ci ¢ se prelungeste la izomorfismul @; : K(x;) — K'(x}) .
Din Teoremele 3.1.2. si 3.2.7. rezultd ci

IF:K]=[F:K(x))]-m,

ceea ce aratd ci [F : K(x1)] < r. Din ipoteza inductiei rezultd ci ¢; se prelungeste la
izomorfismul ¢ : F — F’. O

Definitia 3.3.6. Fie K un corp si fie f € K[X], degf =n > 1. Corpul F unic deter-
minat pand la un izomorfism de Teoremele 3.3.4. si 3.3.5. se numeste corpul de
descompunere al polinomului f peste K. Notatie: F = Fy k.
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Observatii 3.3.7. 1) Corpul de descompunere al lui f € K[X] (peste K) depinde de f
si de K. De exemplu, corpul de descompunere al lui X2 + 1 € R[X] este C, iar al lui
X2 +1€Q[X] este Qi) = {a+bi|a,b e Q}.

2) Fie f = opX" + oy X" '+ + o, 1 X + o, € K[X], degf =n >0 si fie
X1,...,%, riddcinile lui f. Dacd u = g/h € K(Xi,...,X,) este fractie rationala si-
metricd si h(xy,...,x,) # 0, atunci u(xy,...,x,) € K.

Intr-adevir, din teorema fundamentali a polinoamelor simetrice rezulti ci u se
scrie sub forma

M:g/(Sl,...7Sn)/h/(S1,...,Sn),

unde g',0 € K[Y1,...,Y,] §i s1,...,s, sunt polinoamele simetrice elementare in n
nedeterminate. Din formulele lui Viéte rezulta ca

Si(xlv' . '7xn) = (_1)iai/ao € K’

pentruorice i =1,...,n.

3) Daci F este corp de descompunere al polinomului f € K[X], atunci din 3.2.8.
7) rezultd cd extinderea K < F este algebricd.

Exercitiul 3.16. Si se determine corpul de descompunere peste Q pentru urmatoarele
polinoame, unde f € Q[X], F = Fyg. Sd se determine gradul extinderii F/Q si o
baza.

a) f=X>-3; b) f=X*+1; o) f=X*4+X2+1;

d) f=X*—Xx%>-2; e) f=(X2—6)(X>+2); f) f=X*+09.

Exercitiul 3.17. Si se determine corpul de descompunere al lui f = X*+X3+X +1
peste Z,.

Exercitiul 3.18. Fie L = K(a,b), f = mk 4, § = mk 5, deg f = m, si degg = n. Presu-
punem cé (m,n) = 1. Si se arate ci: '

a) [L: K] =mn;,

b) g este ireductibil peste K (a) (deci mg q) , = g)-

Exercitiul 3.19. Fie u si v numere naturale. Si se arate cd Q(/u) = Q(/v) daci si
numai dacd uv este patrat perfect.
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3.3.3 Radacini ale unitatii si polinoame ciclotomice

In aceasti sectiune discutim factorii ireductibili ai polinomului X” — 1 € Z[X], precum
si proprietiatile corpului de descompunere al acestui polinom.
Daca n € N*, atunci radicinile polinomului X" — 1 sunt

& = cos(2km/n) + isin(2km /n) = €f,

unde k € {0,...,n— 1}; numerele complexe & se numesc rdddcini de ordin n ale
unitdgii. Stim cd

Uy = {e |k {0,....n—1}} = (&) = (Zn, +)

este grup ciclic de ordin n, si & = € genereazi pe U, dacd si numai daci (n,k) = 1;
1n acest caz spunem cd &, este rdddcind primitivd de ordin n a unitdtii. Vom nota
E=£&.

Polinomul

o, = J] X-&)

0<k<n,(k,n)=1

se numeste al n-lea polinom ciclotomic. Vedem cé deg(®,) = ¢(n), unde ¢@(n) este
numadrul lui Euler. Fie P,, multimea rddicinilor primitive de ordin m ale unitdtii; atunci
Uy = Up|n B este o partitie a lui Uy,; rezultd cd n = Z o(d) si

d|n,d>0

X'—1= [] X—&)=]]®n-

0<k<n min

Lema 3.3.8. 1) @, € Z[X] 5i &,|(X" — 1) in Z[X].
2) Dacd m|n, atunci (X™ —1)|(X" — 1) in Z[X].
3) Dacd m|n i 1 <m < n, atunci ®,|((X"—1)/(X™ —1)).
4) Pentru orice numdr prim p, ®, = XP 4 XP2 44X+ 1
5) ®, este ireductibil in Z[X].
6) Dacd q € N si g > 2, atunci ®,(q) 1 (g—1).

Demonstratie. 1) Folosim inductie dupé n. Pentru n =1, ®; = X — 1 € Z[X]. Pre-
supunem ci afirmatia este adevdratd pentru ®,,, unde m < n. Atunci X" — 1 = f&d,,
unde f € Z[X] si coeficientul principal al lui f este 1, deci ®, € Z[X].
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uuuuu

X"—1=0.

5) Fie aici € o raddcind primitivd de ordin 7 a unitdfii aleasa arbitrar, i fie f =mq ¢
polinomul sdu minimal. Deoarece ®,(¢) = 0 rezultd cd ®, = fg unde f,g € Q[X].
Din Lema lui Gauss rezultd ci f,g € Z[X].

Fie p un numdr prim, astfel ca (p,n) = 1. Atunci €” este de asemenea radacini
primitiva de ordin n a unititii, adicd ” are ordin n in grupul (U, -). Atunci ®,(e?) =
0, deci f(e?) = 0 sau g(e”) = 0. Presupunem prin absurd cd f(€”) # 0. Atunci
g(er) =0.

Fie h = g(X?) € Z[X]. Atunci € este rddicind a lui h, deoarece h(g) = g(e?) = 0.
Atunci f =mqg | h, si din Lema lui Gauss avem & = fg, unde ¢ € Z[X]. Considerdam
morfismul de inele

LX) = ZpX], f=ao+taX+--+aX"+— f=do+aX+---+anX".

Atunci h = f-g, dar h = g(XP?) = g”, deoarece conform teoremei lui Fermat, @’ = a
inZ,, decigl = f-g.

Daci y € Z,[X] este un factor ireductibil al lui f, atunci y | g7, si deoarece y
este element prim in Z,[X], obtinem y | §. Deoarece ®, = fg, rezultd cd y? | @,, si
atunci y este radacind dubld alui ®,,. Dar aceasta este contradictie, deoarece ®,, are
doar ridacini simple. Rezultd ca f(€”) = 0 pentru orice p numair prim. Deci in cazul
(p,n) =1, €P este riddcind a lui f.

Fie & o rddicind a lui @, adicid & este ridicind primitiva de ordin n a unititii,
deci existi m € {1,...,n} astfel ca (m,n) =1 si & = €™. Fie m = p1pz...ps, unde
pi sunt numere prime, (p;,n) = 1 pentru orice 1 <i <, deci avem f(&”') = 0. Deci
®,(eP") = 0. Ludm in locul € pe €P'; prin inductie dupi i obtinem f((&P1)P?) =
f(eP1P2) =0, deci D(eP1P2) = 0.

Rezultd cd f(&) = f(ePPs) = 0. Deoarece pentru orice radicind primitiva de
alui f, deci ®, = f = mq este ireductibil peste Q.

6) Reprezentind numerele 1 si € in planul complex, observam imediat cd |g — €| >
(q—1) pentru orice € € B, € # 1. O

Definitia 3.3.9. Corpul de descompunere Q(€) al polinomului X" — 1 € Q[X] se
numeste al n-lea corp ciclotomic. Stim cd pentru orice n € N, n > 1, avem [Q(¢€) :

Q] = ¢(n) = deg(®y).
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Teorema 3.3.10. Grupul Aut(Q(¢€)) este izomorf cu U(Z,) (acesta este grupul lui
Galois, deci cu notatia ce va fi introdusd in capitolul urmétor, avem G(Q(¢g)/Q) ~
U(Zn))-

Demonstragie. Grupul Galois G = Aut(Q(€)) consti din automorfismele oy care au
proprietatea
oe)=¢ef=¢g, (kn)=1,

deoarece &, trebuie si fie de asemenea radacina primitiva de ordin » a unitatii, deci
avem

G =G(Q(e)/Q) = {0k | (k,n) = 1}
Numarul acestor automorfisme este ¢(n), adica este ordinul grupului U(Z,). Definim
o functie intre grupurile G si (U(Z,),-) astfel ca lui 6; € G ii corespunde k € U(Z,).
Se observd ugor cd aceastd functie este bine definitd si este izomorfism de grupuri. [J

Exercitiul 3.20. Sa se calculeze ®,, dacin =1,2,3,4,5,6, respectiv dacd n = p este
numar prim.
Exercitiul 3.21. a) Sa se arate ci

n—1_m—1 n—1

m—1,1—1
), (I)p"q’" = Cqu(Xp q ), (I)p"qmr] - (qur(XP q r )

n—1

D, =D, (X7

b) Sa se calculeze ®,, daca n = 8,9,10,12,72,180.

Exercitiul 3.22. Sa se arate ca pentru orice ¢ € (Q existd o riaddcind € a unitdtii pentru

care \/q € Q(¢).

3.4 Corpuri finite

In acest paragraf demonstra celebra teorema a lui Wedderburn, care spune ca orice
corp finit este comutativ, si determindm structura corpurilor finite.

Teorema 3.4.1. Dacd K este un corp finit, atunci existd un numdr prim p §i existd
n € N* astfel incat |K| = p".

Demonstratie. Deoarece K este finit, rezultd ca charK = p este numar prim, si fie
L =P(K) ~ Z, subcorpul prim al lui K. Atunci K este L-spatiu vectorial, deci are o
bazi finitd. Dacd dim; K = n, atunci K ~ L", deci |[K| = |L|" = p". O



3.4. Corpuri finite 55

Teorema 3.4.2 (Wedderburn). Dacd K este corp finit, atunci K este comutativ.

Demonstratie. Fie Z=Z7(K) = {a € K | ax = xa,¥x € K} centrul corpului K; este
suficient de demonstrat cd Z = K. Stim cd Z este subcorp al lui K, si dacd x € K, atunci
Ck(x) = {a € K | ax = xa} este subcorp al lui K; rezultd ca K si Cg(x) sunt spatii
vectoriale finit dimensionale peste Z. Daca |Z| = g, atunci |K| = ¢" si |Ck(x)| = g™,
unde n = dimzK si n, = dimzCg(x). Mai departe, |K*| = ¢" — 1, Z(K*) = Z* si
|Ck (x)*| = g™ — 1, unde Cg(x)* = Ck+(x) pentru orice x € K*.

Scriem ecuatia pentru clasele de conjugare ale grupului (K*,-):

K| =12+ ZA[K* :Cx (x)7]

unde A este sisteme de reprezentanti pentru clasele netriviale; rezulta cd

" —1=qg=1+Y ({"-1)/(d"—1),

XEA

unde n, | n i ny # n dacd x € A. Din Lema 3.3.8. rezultd ca ®,(q)|(¢" — 1) si
®,(q)|(¢" —1)/(¢"™ — 1), contradictie, deoarece P,(q) t (g —1). O

Teorema 3.4.3 (subgrupurile multiplicative ale unui corp comutativ). Fie K un corp
comutativ gi fie G < (K*,-) un subgrup finit. Atunci (G,-) este grup ciclic.
In particular, dacd K este corp finit, atunci K* este grup ciclic.

Exemplul 3.4.4. a) Sa determindm subgrupurile finite ale lui (R*,-). Dacd G < R*
este de ordin n, atunci pentru orice x € G avem x" = 1, deci x = 1 sau x = —1, deci
G={l}sauG={-1,1}.

b) Daci G este subgrup de ordin n al lui (C*,-), atunci

2% 2%
G=U,={zeC|" = 1}:{cos”+isin” ykez,k:{o,1,2,...,n—1}}.
n n

c) Fie
H={a+bi+cj+dk|a,b,c,d e R},

corpul (necomutativ) al cuaternionilor, unde

ij=—ji=k, jk=—kj=i ki=—ik=j, ==k =ijk=—1
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Atunci grupul cuaternionilor Qg = {+1,4i,£j,+k} < (H*,-) nu e ciclic si nu e
comutativ.
d) Considerém céteva cazuri particulare:

m=2 ={ =(1)
m=3 U(Z3) {1.2} =(2)
m=4  U(Zs)={1,3} =(3)
m=5  U(Zs)=1{1,2,3,4} =(2)
m=6  U(Z)=1{1,5}

m=7  U(Z;)=1{1,23,45,6}=

Pentru demonstratia Teoremei 3.4.3. avem nevoie de urmédtoarea:

Lema 3.4.5. Fie (G,-) un grup.

a) Dacd x, y € G, xy = yx, ord(x) =m, ord(y) =n si (m,n) = 1, atunci ord(xy) =
mn.

b) Dacd x1, x2, ..., x, € G astfel incdt xix; = x;x;, 1 <1i,j <r, ord(x;) = m; € N*
si (mj;m;) =1, i # j, atunci ord(x1x2...x,) =mymy---m

Demonstratia Teoremei 3.4.3. Fie |G| = p{"...p", unde r > 2, pi, pa, ..., p;
numere prime, 7; > 1. Ardtim cé existd x € G, astfel incét ord(x) = n.

Polinomul X 7 — 1 € K[X] are cel mult n/ pi raddcini in K, pentru oricei=1,...,r.
Deoarece n > ﬁ, existd g; € G astfel Tncat gi’" # 1. Fie x; = gl/ " € G giaritdm ca

ord(x;) = p". Intr-adevir,

@) = (g P =g =1,

deoarece |G| = n si ord(g;) | |G| conform Teoremei lui Lagrange. Deci ord(x;) | pi™,
de unde ord(x;) = p!*, unde m < m;. Presupunem cd m < m;,

= ()" = (g/Py =gl
deci g; n/pi =1, ceea ce contrazice alegerea lui g;.

Fie x = x; ---x, € G. Deoarece G este comutativ, putem aplica lema anterioara.
Deoarece ord(x;) = pi" si (pi,p;) = 1 dacd i # j, din Lema 3.4.5. b) rezultd ci
ord(x) = p{" ... pf' = n. Deci G = (x) este ciclic. O
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Teorema 3.4.6 (existenta si unicitatea corpurilor finite). 1) Doud corpuri finite cu
acelasi numdr de elemente sunt izomorfe.

2) Pentru orice numdr prim p si pentru orice n € N*, existd un corp cu p" elemente,
notat ¥ ,;n, care este corpul de descompunere al polinomului X "_Xe Zp|X] peste
L.

p

Demonstratie. 1) Fie g := p", K = {a; =0,az,...,a4} 51 K* = K\ {0}.

Ordinul elementului ¢; € K* in grupul (K*,-) divide pe |[K*| = g — 1, de unde
rezulti ci afl*l —a; = 1, pentru orice ¢; € K* ; rezultd ci a] — a; = 0, pentru orice
a; € K. Deci orice element al lui K este ridécind a polinomului f := X9 —X € Z,[X],
si f nu are alte rddécini in corp de descompunere peste Z,. Rezultd cd K este corpul
de descompunere al lui f peste Z,,.

Daci L aste un alt cu ¢ = p" elemente, atunci P(L) ~ Z,, L este corpul de
descompunere peste P(L) al lui g = X9 — X € P(L)[X]. Deci din Teorema 3.3.5.
rezulti cd K ~ L.

2) Derivata formald a polinomului f = X9 —X € Z,[X] este f/ = gX9 ' —1=—1,
ceea ce aratd cd f are g rdddcini distincte in corpul de descompunere F' = Fy 7, . Functia

V:F—F, y(a) =a?

este automorfism de corpuri, deoarece Y este puterea a n-a a automorfismului Frobe-
nius. Raddcinile polinomului f sunt chiar punctele fixe ale lui y. Deci rddicinile lui f
formeaza un subcorp cu g elemente Fy < F; rezultd cd Fo = Fy 7, deci [F| = p". [0

Observatii 3.4.7. a) Din teorema de mai sus rezultd ca pentru orice numar prim p
existd, abstractie facand de un izomorfism, un unic corp cu p" elemente, notat If .
Teoremele 3.4.6. si 3.4.1. spun ca orice corp finit este izomorf cu un corp de forma
IFpn.

b) Dacd K < L este o extindere de corpuri finite, atunci existd a € L astfel ca
L = K(a), adici in L existi element primitiv. Intr-adevir, (L*,-) este grup ciclic. Daci
a genereazd acest grup, atunci L = K(a).

Teorema 3.4.8 (subcorpurile unui corp finit). Fie K un corp finit, unde |K| = p".
1) Cardinalul unui suncorp al lui K este de forma p™, unde m | n.
2) Dacda m € N* si m | n, atunci K are un unic subcorp cu p™ elemente.
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Demonstratie. 1) Dacd L < K, atunci subcorpul prim al lui L este Z,. Deci din
Teorema 3.4.1.avem |L| = p”', unde m = [L : Z|. Deoarece Z, < L < K, rezultd ca
n=mlK : L.

2) Fie g := p™. Am vazut mai sus cd rddicinile din K ale polinomului f :=
X9 —X € Zp[X] sunt punctele fixe ale puterii a m-a ale automorfismului Frobenius
¢ : K — K, ¢(x) = xP. Deci aceste ridicini formeazi un subcorp L al lui K si avem
LI <q.

Fie k := n/m. Atunci |K| = ¢* si |[K*| = ¢* — 1, unde K* = K \ {0}. Deoarece
(K*,-) este grup ciclic, rezultd cd K* are un generator a. Daci s := (¢* —1)/(g—1),
atunci ord(a*) = ¢ — 1 in grupul (K*,-); rezultd cd

0,a°,a%,...,a 9V 3.1
sunt ¢ elemente distincte si (a*)4~Y =1,i=1,...,qg— 1, de unde rezulti ci (a*)? =
a*, i=0,1,...,g—1). Deci, elemente din lista (3.1) sunt ridicinile lui f, adic

apartin lui L. Rezulta cd |L| > g, deci |L| = q.

In fine, ariitim ci L este unicul subcorp cu ¢ elemente al lui K. Intr-adevir daci
L’ este subcorp cu g elemente al lui K, atunci L* este grup cu ¢ — 1 element, deci
x9~! =1, pentru orice x € L'*. De aici rezulti ci elementele lui L' sunt ridicinile
polinomului f. Deci, L' constd din elemente din lista (3.1), adicd L' = L. O

Exercitiul 3.23. Si se determine elementele generatoare ale lui Z75.
Exercitiul 3.24. Si se determine elementele generatoare ale lui Z7.
Exercitiul 3.25. Si se construiascé corpul cu 4 elemente Fy.

Exercitiul 3.26. Sa se construiasci corpul Fg.

Exercitiul 3.27. Si se determine elementele generatoare ale lui IFg.
Exercitiul 3.28. S se construiascé corpul cu 9 elemente.

Exercitiul 3.29. Si se determine elementele generatoare ale lui 3.
Exercitiul 3.30. Fie f = X* 41 € Z3[X]. Si se determine ridicinile Iui f.
Exercitiul 3.31. Sd se determine elementele generatoare ale lui [F.

Exercitiul 3.32. Si se determine subcorpurile lui Fe.
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3.5 Corpuri algebric inchise. Inchiderea algebrici a unui
corp

Definitia 3.5.1. a) Un corp comutativ K se numeste algebric inchis, daca pentru
orice f € K[X], f # 0, ridicinile lui f sunt in K, adicd corpul de descompunere al
polinomului f peste K coincide cu K.

b) Fie L/K o extindere de corpuri. Spunem ca K este algebric inchis in L, daci
pentru orice f € K[X], f # 0, ridacinile lui f din L sunt in K.

Observatii 3.5.2. 1) Dacd K < L, atunci K este algebric inchis in L, daca si numai
dacd elementele din L algebrice peste K sunt in K.
2) Dacd K este un corp, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1. K este algebric inchis;

2. orice extindere algebricd a lui K coincide cu K;

3. K este algebric inchis 1n orice extindere L;

4. Daca f € K[X] sideg f > 1, atunci f are o riddcind in K;

5. Polinoamele ireductibile din K[X] sunt polinoamele de grad 1.

3) Corpurile finit nu sunt algebric inchise.
Intr-adevir daci K = {ay, ... ,a,} atunci polinomul f =1+ (X —ay)...(X —a,) €
K[X] nu are ridicini in K.

Teorema urmaitoare se mai numeste teorema fundamentald a algebri clasice.

Teorema 3.5.3 (Gauss—d’ Alembert). Corpul C al numerelor complexe este algebric
inchis.

Demonstratie. Cazul 1. Presupunem ci f € R[X], si fie deg(f) = n = 2*m, unde 2 { m.
Atunci ardtdm inductie dupa k ca f are cel putin o in radécina C.

Dacid k = 0, atunci deg(f) numar impar, $i limy_,e f(x) = —lim,_, _o f(x); dar f
este functie continud, deci existd x € R astfel incat f(x) = 0.

Fie k > 0, si presupunem cd afirmatia este adevarat pentru k — 1. Existé o extindere
C < L de corpuri astfel incat f = a,(X —x;)...(X — x,), unde x; € L pentru orice
ie{l,...,n}.
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Daci o € R, fie z?‘j =xixj+a(x;+xj),unde 1 <i< j<n,sifie

g= 1‘[ (X —z7) € LIX].
1<i<j<n

Dacdi 6 € S, 6 : {1,...,n} — {1,...,n} este functie bijectivd, atunci o induce o
functie bijectiva o’ : {(i, ) | i < j} = {(i,)) | i< j}, 6'(i,j) = o(i)o()); rezulta cd
coeficientii lui g sunt simetrici in xp, . .., x,, deci g € R[X]. Deoarece

deg(g) =C2=n(n—1)/2=2m(2*m—1)/2 =2 'm(2*m—1),

din ipoteza inductiei rezultd cé g are rdadacind in C.
Am aritat, cd pentru orice o € R existi (iy, jo ) astfel incét ng ju € C. Deoarece

R este mulfime infinitd, rezultd cd existd & # B si (7, j) astfel incat z7, z'?j € C; atunci
xixj+o(xi+x;) € Csixixj+B(x;+x;) € C, si deoarece o # B, rezultd cd x; +x; € C
si x;x; € C. Deoarece x;,x; sunt ridicinile polinomului X2 — (x; +x;)X +xx; € C[X],
rezultd cd x;,x; € C.

Cazul 2. Fie f € C[X]; deoarece ff € R[X], din cazul 1. rezulti c existd x € C

astfel incat f(x)f(x) = 0. Dacd f(x) = 0, atunci f are riddcind complexa. Daca

f(x) =0, atunci f(x) =0, adicd f(x) = 0, deci f are radacind complexa. O
Teorema 3.5.4. Fie K <L gsifie A={a € L|a algebric peste K}. Atunci:

1) A este algebric inchis in L;
2) Dacd L este algebric inchis, atunci si A este algebric inchis.

Demonstratie. 1) intr—adevér, K < A este extindere algebricd, si dacd b € L este
element algebric peste A, atunci din 3.2.8. 3), avem cd A < A(b) este extindere
algebricd. Din Teorema 3.2.9. rezultd cd a K < A(b) extindere algebrica, de unde
rezultd cd b element algebric peste K, adicd b € A.

2) Dacd f € A[X], f # 0, atunci f € L[X], si deoarece L este algebric inchis,

uuuuuuuuuu

deci A este algebric Inchis. O

Corolar 3.5.5. Corpul A al numerelor algebrice este algebric inchis.
Observatii 3.5.6. A este multime numirabild, adicd |A| = Xo.

Definitia 3.5.7. Corpul K se numeste inchiderea algebricd a corpului K, daci K este
algebric Inchis, si K este extindere algebricd a lui K.
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In cele ce urmeazi vom demonstra ci orice corp are o inchidere algebrici care
este unicd pand la un izomorfism. Urmdtoarea teorema este folositd in demonstratia
unicitdtii.

Teorema 3.5.8. Dacd K| < K; este extindere algebricd si K este corp algebric inchis,
atunci orice morfism nenul ¢ : Ky — K se prelungeste la un morfism @ : K, — K.

Dacd ¢(K1) < K este extindere algebricd si K, este algebric inchis, atunci orice

morfism ¢ : Ky — K care prelungeste pe ¢ este izomorfism.

Demonstratie. Fie
M ={(L1,¢") | Ky <K| <K, ¢ : K| — K morfism, (p"K1 =¢}.

Pe multimea .# definim relatia ,,<” astfel: (K|, ') < (K}, ") daci si numai daci
KiCK{sigp' = (p|’;q. Atunci ,,<” este relatie de ordine. Multimea ordonatd ., <)
satisface ipotezele lemei lui Zorn. Deci, existd un element maximal (K, @) € ..
Aratam ca Fl =K>.

Intr-adevir, daci K; # K>, atunci existd un element b € K; \ K1, de unde re-
zultd ci K| C K (b). Dacid f =Y ,a;X" € K, [X] este polinomul minimal al lui b
si f/=Y",®(a;)X', respectiv b’ este o ridicini a lui ' in K, atunci din Teorema
3.3.3. rezultd cd @ se prelungeste la un morfism ¢’ : K1 (b) — @(K;)(b') C K. Deci,
(K1,9) < (K1(b), @), ceea ce contrazice maximalitatea perechii (K, ®). Am aritat
deci ci K| = K, adici @ se prelungeste la un morfism @ : K» — K.

Daca ¢(K;) < K este extindere algebrici si ¢ : K — K este un morfism ce
prelungeste pe @, atunci ¢(K,) < K este extindere algebrici, si deoarece K, este
algebric inchis, si ¢(K>) este algebric inchis. Deci, ¢(K>) = K, adicd @ este izomor-
fism. O

Teorema 3.5.9. Orice corp are o inchidere algebricd unicd pdnd la un izomorfism.

Demonstratie. Existenta. Fie (K,4,-) un corp si M o multime care contine pe K,
nenumdrabild (adicid |M| > |N|) daci K este finit, iar daci K este infinit atunci |M| >
|K|. Notdm prin .# multimea corpurilor (L,+,-) care sunt extinderi algebrie ale lui K
si pentru care L C M. Pe multimea .# definim relatia ,,<: (L;,+,-) < (Lp,+,-) dacd
si numai dacd (L,,+,-) este extindere algebricd a lui (L;,+,-). Atunci ,,<” relatie de
ordine, si multimea ordonata (.# , <) satisface ipotezele lemei lui Zorn. Deci, exista
un element maximal (K, +,-) € ..
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Ardtdm ci (K,+,-) este algebric inchis. Presupunem contrarul, adicd, existd o
extindere algebricd (L,+,-) alui (K,+,-), astfel ca K < L. Din Teorema 3.2.9. rezultd
cd (L,+,-) este extindere algebrici a lui K; din alegerea lui M si din Exercitiul
3.14. rezultd cd |L| < |M|. Deci existd o functie injectivd o : L — M astfel ca
a(x) = x pentru orice x € K. Multimea a(L) devine corp cu urmitoarele operatii:
o(x1) + ot(x2) = a(x1 +x2) si o(x1)o(x2) = ot(x1x2) (deci ¢(L) este izomorf cu
corpul (L,+,-). Rezultd cd (a(L),+, ) € 4 si (K,+,-) < (a(L),+,"), ceea ce con-
trazice maximalitatea lui (K, +,-).

Am ardtat cd (K,+,-) este algebric inchis, dar deoarece (K, +,-) este extindere
algebricd a lui K, rezultd cd (K, +, -) este Inchiderea algebricd a lui (K,+,-).

Unicitatea. Dacd K si L sunt inchideri algebrice ale lui K, atunci din teorema
anterioard rezultd ci 1g se prelungeste la un izomorfism K ~ L. O

Exemplul 3.5.10. 1) Inchiderea algebrici a corpului R este C, iar inchiderea algebrici
a lui QQ este corpul A al numerelor algebrice.
2) Dacd 0 < m < n, atunci m! | n!, i avem urmatorul lant crescator:

FpCszzCFme'“

Fie
Fp = | Fpn.
neN*
Atunci F - este un corp care contine pe IF» ca subcorp pentru orice n € N*. In corpul
[F = orice element are ordin multiplicativ finit, IF ,~ este infinit §i are caracteristica p.
Se poate ardta cd I~ este algebric inchis, si este Inchiderea algebricd a lui F,.

Exercitiul 3.33. Si se arate cd multimea ordonatd (.#, <) din demonstratia Teoremei
3.5.8. satisface ipotezele lemei lui Zorn.

Exercitiul 3.34. Si se arate ci mulfimea ordonati (.#, <) din demonstratia Teoremei
3.5.9. satisface ipotezele lemei lui Zorn.



Teoria lui Galois

Teoria lui Galois asociazd unei extinderi de corpuri un grup, numit grupul Galois al
extinderii. Teorema fundamentald acestei teorii stabileste o conexiune intre corpurile
intermediare ale extinderii si subgrupurile grupului Galois. Aceste subgrupuri sunt
mai ugor de studiat, deorece sunt finite, in timp ce corpurile au de multe ori o infinitate
de elemente.

4.1 Extinderi algebrice separabile

Fie K un comutativ corp.

Definitia 4.1.1. a) Un polinom f € K[X] de grad n se numeste polinom separabil
(peste corpul K), dacé f are radacini n distincte in corpul sdu de descompunere.

b) K < L este extindere separabild, daci orice element din L este rddacina a unui
polinom separabil peste Ki nak a e (adica polinomul sdu minimal este separabil).

Teorema 4.1.2. f € K[X] este separabil peste K dacd si numai dacd cel mai mare
divizor comun al lui f si f’ este 1.

Demonstratie. Fie F corpul de descompunere al lui f; in F[X] avem:
f=aX —x)™ .. (X —xp)™,

unde a este coeficientul lui X" in f (aici f este de grad n) si x1,...,x; sunt elemente
distincte din F, iar my, ..., m; sunt numere naturale. Rezulta ci

f’ :aml(X—)q)ml—l(X_xZ)mz“'(X_xk)mk_‘_'“
+amk(X_x1)’1n. .. (X—xkil)mk—l(X _.Xk)mkil

Rezultd ca acel mai mare divizor comun d al polinoamelor f si f’ este produs de
puteri ale ui X —xy,...,X —x;. Deci d = 1 dacd si numai daca dintre polinoamele
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X —x1,...,X —x; niciunul nu il divide pe f’, si aceasta are loc numai, daca m; =
-+ =my = 1, adicd f este separabil.

(Observim, ci cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si f’ nu se schimbi
cand tercem de la K[X] la F[X], deoarece cel mai mare divizor comun se poate calcula
cu algoritmul lui Euclid.) 0

Corolar 4.1.3. a) Fie f € K[X] un polinom ireductibil. Atunci f este separabil dacd
si numai dacd ' # 0.
b) Dacd charK = 0 i f € K[X] este polinom ireductibil, atunci f este separabil.
¢) Fie charK = p un numdr prim. Polinomul ireductibil f € K[X] are rdddcini
multiple dacd si numai dacd f € K[XP).

Demonstratie. a) Deoarece deg f' < deg f si deoarece f este ireductibil, rezultd ci
dacd f’ # 0, atunci cel mai mare divizor comun d al lui f si f este 1, de unde rezulta
cd f este separabil.

Daci ' =0, atunci d = f ¢ k, ceea ce spune ci f nu este separabil.

b) Daci f este ireductibil in K[X], atunci f ¢ K, ceea ce implicd f' # 0. Deci din
a) rezultd ca f este separabil.

¢) Se aplicd a) si faptul, cd f' = 0 dacd si numai dacd f € K[X?]. O

Definitia 4.1.4. Un corp K se numeste perfect, dacd endomorfismul Frobenius ¢ :
K — K este automorfism.

Exemplul 4.1.5. 1) Se observa usor, ci corpurile de caracteristicd 0, corpurile algebric
inchise si corpurile finite sunt perfecte.

2)Fie K =7Z,(X) = {g | f,8 € Z,[X]} corpul de fractii al lui Z,[X]. In acest caz
¢ nu este surjectiv, deci K nu este perfect.

Teorema 4.1.6. Un corp K este perfect dacd si numai dacd orice extindere algebricd
a sa este separabild.

Demonstratie. Este suficient sd consideram cazul char K = p # 0. Daca ar exista un
element x intr-o extindere a corpului K, neseparabil peste K, atunci m, x € K[X?].
Deci

n
f=Y ax”
i=0



4.1. Extinderi algebrice separabile 65

Daci corpul k este perfect, atunci existd b; € K astfel ca b” = a;. Atunci
n . n .
f=Y bIXP = () bX')?
i=0 i=0

deci f ar fi reductibil in k[X], ceea ce e contradictie.

Invers, ardtdm cd dacd corp ul K nu este perfect, atunci existd un element algebric
a peste K, care nu e separabil. Deoarece corpul K nu e perfect, rezultd cd existd un
polinom de forma X? —a (unde a € K), care nu are nicio rdddcind in K. Este suficient
de demonstrat ca X? —a € K[X?] este ireductibil in K[X| (pentru cd atunci corpul de
descompunere Fy g nu e extindere separabild a lui K).

Intr-adevir fie, x si y ridicini ale polinom ului X” — a intr-un corp algebric inchis
k. De aici obtinem x” = y”, de unde rezulta ca x = y. Deci X? — g are o rddacind x in
k, cu multiplicitate p. Dacd g := m, x, obfinem

XP —a=g"

Fie b termenul liber al lui g. Obtinem cd a = b*, unde p = sdegg. Deoarece polinomul
XP — a nu are radacind n k, rezultd cd s = 1 si deci X? — a este polinom ireductibil in
K[X]. O

Teorema 4.1.7. Fie K corp finit §i K < L extindere separabild finitd. Atunci extinderea
K < L este simpld (are element primitiv).

Demonstratie. Deoarece K < L este extindere finita, rezulta ca exista uj,...,u; € L
astfel incat L = K(uy,...,ux). Demonstram teorema in cazul k = 2, de unde prin
inductie rezulta cazul general.

Presupunem cd L = K(a,b). Fie f =m,k, § = mp g, n = deg f, m = degg, iar
F = Fy, i este corpul de descompunere al lui fg € K|x].

Deoarece extinderea K < L este separabild, obtinem ca f are n rddicini distincte
ay =a,ay,...,a,,iar g are m radacini distincte by = b, by, ..., by,,.

Din faptul céd K este infinit, rezultd cd existd ¢ € K astfel ca

a;+cb; # a+bc

dacd (i,j) # (1,1)si1 <i<n, 1 <j<m. Fied:=a+bcsiaritim cd L = K(d).
Evident cd avem K(d) C K(a,b) = L.
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Coeficientii polinomului f; = f(d — cx) sunt in K(d). Observim ci

£1(b) = f(d—bc) = f(a) =0

adicd by = b este rdddcind comund a lui f| si g. Din alegerea elementului ¢ rezultd
cd f1 si g nu au alte radacini comune. Deci X — b este cel mai mare divizor comun al
lui f; si g si are coeficienti in K(d), de unde rezulta ca coeficientii lui X — b sunt in
K(d). Deci b € K(d), si deoarece d = a+bc si ¢ € K, rezultd cd a € K(d). Obtinem
cd k(a,b) C K(d). Am aritat astfel cd L = K(a,b) = K(d). O

Teorema 4.1.8. Fie k < K o extindere algebricd de corpuri de caracteristicd p > 0.
1) Dacd K extindere separabild a lui k, atunci K = k(KP).
2) Dacd [K : k| < oo 5i K = k(KP), atunci K este extindere separabild a lui k.
3) Elementul x € K este separabil peste k dacd si numai dacd k(x) = k(x?). Dacd
x este separabil peste k atunci k(x) /k este extindere separabild.

Demonstratie. 1) Deoarece K este extindere separabila a lui &, rezultd ca K este
extindere separabild a lui k(K?). Dacd k(K?) = K’ # K, atunci ar exista un element
x € K, pentru care este adevirat cd x ¢ K. Atunci am vizut cd X? — x” este polinom
ireductibil in K'[X]. Deoarece X? —x” € K'[XP] ar rezulta ci x nu e peste separabil
K’, ceea ce e contradictie.

2) Presupunem cd existd un element x € K care nu este separabil peste k. Atunci
polinomul minimal al lui x peste k are urmétoarea forma:

n
f:Zai(Xp)l, a; €k, n>0.
i=0
Deci avem .
Y ai(x") =0 (4.1)
i=0

Elementele 1,x,...,x" sunt liniar independente peste k, deci pot fi compoletate la o
bazi a lui K peste k. Fie deci 1,x,...,x",y1,...,yx 0 k-bazd a lui K. Din faptul cd
k(K?) = K, rezultid ci elementele

l,xp,...j(xp)",yf,...,yf 4.2)

genereaza pe K. Intr-adevdr, din ipotezd rezultd cd elementele lui K sunt combinatii
liniare de elemente din K” cu coeficienti in &, care sunt combinatii liniare a elementelor
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din (4.2) cu coeficienti din k”. Deci (4.2) este o bazd a lui K peste k. Dar din (4.1)
rezultd cd in familia (4.2) primele n + 1 elemente sunt liniar dependente.
3) Daca x separabil peste k, atunci x este separabil si peste k(x?). Dacd x ¢ k(x”),
atunci ar rezulta cd x nu este separabil peste k(x”). Deci x € k(x”) si k(x) = k(xP).
Reciproc, daci k(x) = k(xP), atunci rezulti ca k(x) = k((k(x))”) si din afirmatia
anterioard obtinem cd orice element din k(x) este separabil peste k. 0

Corolar 4.1.9 (tranzitivitatea separabilititii). Dacd k < K §si K < L sunt extinderi
algebrice separabile, atunci si k < L este extindere separabild.

Demonstratie. Putem presupune, cid corpurile au caracteristica p # 0. Fie x € L.
Atunci x este separabil peste corpul K’, care este corpul generat peste K de coeficientii
polinomului minimal al lui x peste k. Din 4.1.8. ¢) avem K’ (x”) = K’(x), iar din 4.1.8.
b) avem k(K'”) = K’, deoarece k < K’ separabil. Deci

k((K'(x))") = K'(x") = K'(x)
si aplicand din nou 4.1.8. b) obtinem ci x este separabil peste k. 0

Exercitiul 4.1. Daci K este perfect corp si f € K[X] este polinom ireductibil, atunci
f este separabil.

Exercitiul 4.2. Fie k < K < L extinderi algebrice.

a) Dacii x € L este separabil peste k, atunci x separabil si peste K. In particular,
dacd L este extindere separabild a lui &, atunci L este extindere separabild a lui K.

b) Orice extindere algebrica a unui corp perfect este corp perfect.

Exercitiul 4.3. Si se determine un element primitiv al extinderii Q < Q(\/ﬁ RV ).

4.2 Extinderi algebrice normale
Definitia 4.2.1. Dacd k < K este o extindere algebrica satisface a urmatoarele conditii
echivalente, atunci spunem cd k < K este extindere normald.

Teorema 4.2.2. Fie k < K o extindere algebricd, si fie k o inchidere algebricd a lui k
ce contine pe K. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) orice k-automorfism al lui k induce un k-automorfism al lui Kt.

(i) Dacd u € Auty(k), atunci u(K) C K.
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(ii) Dacd un polinom ireductibil din k|X| are o rdddcind in K, atunci orice rdddcind
a sa este in K.

(iii) Pentru orice extindere algebricd L/K, orice k-automorfism al lui L induce un
automorfism al lui K.

Demonstratie. ()= (i’) este evident.

(i’)=(i) Este suficient de demonstrat ca u este surjectiv. Fie y € K si f € k[X]
polinomul minimal al lui y. Atunci u duce orice radicind a lui f din K intr-o alta
radicind a lui f din K. Deoarece u este injectiv si si multimea radacinilor lui f din
K este finitd, rezultd ca u este surjectiv pe multimea radécinilor lui f in K. De aici
rezultd cd u surjectiv.

(i)=(ii) Fie f € k[X] un polinom ireductibil si fie x € K o ridicind a lui f. Daca
y € k este o alti ridicing a lui f, atunci existd un k-izomorfism u : k(x) — k(y) C k
astfel incat u(x) =y, care se extinde la un k-automorfism % : k — k conform Teoremei
3.5.8. Atunci din (i) rezultd cd u(K) = K, deci u(x) =y € K.

(ii)=-(iii) Fie u : L — L un k-automorfism, x € K si f € k[X| polinomul minimal
al lui x peste k. Atunci u(x) este raddcind a lui f, adicd u(x) € K, deci u(K) C K. De
aici rezultd cd u(K) = K (analog cu (i")=-(1)).

(ii1))=-(i) este evident. ]

Teorema 4.2.3. 1) O extindere finitd k < K este normald dacd si numai dacd existd
un polinom f € k[X|, al cdrui corp de descompunere este K.

2) Dacd k < K este o extindere, finitd, normald si separabild, atunci existd un
polinom separabil f € k[X], al cdrui corp de descompunere este K.

Demonstratie. Aritam ca corpul de descompunere al lui f € k[X] este extindere
normald a lui k. Presupunem ci K este corp de descompunere al lui f € k[X] si ca
extinderea k C K nu este normald. Rezultd cd existd g € k[X] care are o rddicind
X1 € K e si o radicind x; ¢ K. Izomorfismul 1 se prelungeste la un izomorfism

Q k(x1) = k(x2)

pentru care @(x;) = xp.

Corpul K este corpul de descompunere al lui f pestei k(x;), iar K(x) este cor-
pul de descompunere al lui f peste k(xz). Deci izomorfismul ¢ se prelungeste la
izomorfismsul

6 K — K(X2).
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Deoarece @ este prelungirea lui 1k, rezultd cd ¢ este izomorfism k-liniar. Pe de alta
parte, deoarece x, ¢ K obtinem dimy K < dimy K(x;), ceea ce contrazice faptul cd ¢
este izomorfism k-liniar.

Demonstram acum cealaltd implicatie din 1) si afirmatia 2).

Presupunem cd k C K este extindere finitd normald. Dacd K = k, atunci K este
evident corp de descompunere. Dacd K # k, atunci existd x| € K/k, iar dacd f € k[X]
este polinomul minimal al lui x;, atunci deoarece f; este ireductibil peste k si k C K este
normald, rezultd cd orice rdddcind lui f] este In K. Deci K| este corp de descompunere
al lui f, este subcorp al lui K si k £ K. Dacd a k < K este si separabild, atunci f] este
polinom separabil, adicd K este corpul de descompunere al unui polinom separabil.

Daci K; # K, atunci existd x, € K \ K1, iar dacd f, € k[X] este polinomul minimal
al lui x», atunci corp de descompunere K, al lui f] f> polinom este subcorp al lui K si
avem K| < K. Daci extinderea k C K este separabil, atunci si f> este separabil; avem
f1 # f> si deoarece f] si f> sunt relativ prime, rezulta cd f) si f> sunt relativ prime.
Deci fi si f> nu au rddacini comune. Rezulté cd f; f> este separabil.

Daci K, # K atunci pe modelul anterior construim K3 si obtinem un sir strict
crescdtor

kCKiCK,CKszC...

care contine subcorpuri ale lui K si care sunt corpuri de descompunere ale unor
polinoame din k[X], iar dacd k C K este extindere separabild , atunci aceste polinoame
sunt separabile.

Dacid k < K este extindere finitd, obtinem cé existi n > 0, astfelca K = K,,. [

Exemplul 4.2.4. 1) Orice extindere de grad 2 este normala.

Intr-adevir fie k < K o extindere de grad 2. Dacid x € K si x # k, atunci 1,x este
bazi a lui K peste k, deci K = k(x). Daci f = X? +aX + b este polinomul minimal
al lui x, atunci f are gradul 2. Deoarece f are o radicind in K, rezulta ci si a doua
radicind este in K (pentru cd suma raddcinilor este —a € K). Deci K este corpul de
descompunere al lui f, deci K /k este extindere normala.

2) Orice corp finit K este extindere normald a oricarui subcorp al sdu.

Intr-adevir daci K are p” elemente, unde p este caracteristica lui K, atunci K este
corpul de descompunere al polinomului X?" — X, peste orice subcorp.

3)Fie K = Q(G/ZL), privi ca extindere a lui Q. Aceasti extindere nu e normala.

Intr-adevir, polinomul minimal al lui v/4 este X* — 3, polinom care evident nu are
toate raddcinile n K.

4) Extinderile algebrice normale nu au proprietatea de tranzitivitate.
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Intr-adevir, de exemplu Q(v/4) nu este extindere normali a lui Q, dar Q(+/3) este
extindere normali a Iui Q, iar Q(+/4) este extindere normali a lui Q(v/3).

Teorema 4.2.5. Fie L O K D k extinderi algebrice. Dacd L/k este extindere normald,
atunci L/K este extindere normald.

Demonstratie. Fie k o inchidere algebrici a lui k ce contine pe L. Rezulti ci orice

u € Auty (k) induce un k-automorfism al lui L, si din faptul ca Autg (k) este subgrup al

lui Auty(k), rezultd cd L este extindere normald a lui K. O

Teorema 4.2.6. Fie K/k o extindere finitd. Atunci existd o extindere normald finitd a
lui k ce contine pe K.

Demonstragie. Fie K = k(x1,x2,...,x,) si f; € k[X] polinomul minimal al lui x;, i =
1,...,n. Atunci L este corp de descompunere al polinomului f =[], f;, care este
inclusd Intr-un corp algebric inchis k care contine pe K. Aceasta este o extindere
normala finitd a lui k ce contine pe K. O

Exercitiul 4.4. Fie k < L o extindere si K] < L respectiv K, < L extinderi algebrice
ale k. Notdm K, K, = k(K;, K7) subcorpul lui L generat de K| si K>.

a) Daci K /K este extindere normald, atunci KK, este extindere normali a lui
K.

b) Daci K| /k si K> /k sunt extinderi normale, atunci K K3 si K; N K sunt extinderi
normale ale lui .

4.3 Grupul Galois al unei extinderi de corpuri

Fie K un corp si Aut(K) grupul automorfismelor lui K. Fie a k < K o extindere i

G(K/k) = Aut(K) ={o € Aut(K) | o(ax) = o0 Vo € k}
={0: K — K| 0 izomorfism de k-algebre}.

Definitia 4.3.1. Grupul (G(K/k), o) se numeste grupul Galois al extinderii K /k. Daca
K = Fy ) este corpul de descompunere al polinomului f € k[x] peste k, atunci

G(f/k) := G(Fyi/k)

este grupul Galois al polinomului f peste k, sau al ecuatiei f(x) = 0 peste k.
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Definitia 4.3.2. Extinderea K /k se numeste extindere Galois, dacd K /k este finita,
normald si separabila.

Observatii 4.3.3. 1) Fie k < K < L extinderi de coruri. Daci L/k este extindere Galoi,
atunci si L/K este Galois.

2) Daci k este subcorpul prim al lui K, atunci G(K /k) = Aut(K).

Intr-adevir, pentru orice a € K avem a = (m-1)(n-1)"', unde mn € Z, 1 € K
sin-1+#0. Dacd o € Aut(K) atunci 6(1) = 1. Pentru orice a € K avem: o (a) =
om-1on-1)"!' =oc(m)o(l)o(n")o(1) = (ml)(nl)~! = a, deci 6 € G(K/k),
adicd Aut(K) C G(K/k). Deci Aut(K) = G(K /k).

3) Fie k < K o extindere, f € k[X] un polinom si u € K o ridicina a lui f. Daca
o € G(K/k), atunci si o (u) este rdddcind a lui f.

Intr-adevir, fie f=ao+ax+---+ax". Atunci ay+ aju+---+a,u" = 0; de-
oarece o (a;) = a;, i = 1,2,...,n si o este morfism, rezultd cd ap +a;0(u) +---+
aylo(u)]" =0, adica o (u) este ridacind a lui f.

Teorema 4.3.4 (grupul Galois al unei extinderi Galois). Fie K/k o extindere Galois.
1) Existd x € K astfel ca K = k(x), si K = Fy;, unde f := my,.
2) |G(K/K)| = [K : K] = degmy..
3) Presupunem cd degmy , = n. Atunci existd morfismul injectiv de grupuri
0 :G(K/k) = S,.

Demonstratie. 1) Deoarece K /k este finitd si separabild, existd element primitiv, adicd
existd x € K element separabil astfel ca

K =k(x)= {Oto—l-Oclx—f—-'-—i—(xn,lx"*l | a; € k}.

Deoarece K /k este normald, rice radicind a lui my , este in K, deci K = F 't k-
2)Fien:=[K : k] = deg f. Fie x = x1,x2,...,x, € K rddécinile lui f (distincte).
Dacid ¢ € G(K /k), atunci o (x) este ridicind a lui f, deci 6(x) € {x1,x2,...,%,}.

Deoarece K = k(x), elementul 6(x) determind pe 6. Deci |G(K /k)| < n.

Arath ci |G(K/k)| > n. Deoarece x,x; sunt conjugate, exista k-automorfismul

0; - k(x) — k(x;) astfel incit o;(x) = x;. Deoarece k < k(x;) < K si [K : k] = [k(x;) 1 k] =

deg f, rezultd cd k(x;) = K, deci o1, ...,0, € G(K/k) sunt automorfisme distincte.
3) Dacd 6 € G(K /k) atunci pentru orice i = 1,2,...,n, 6(x;) este riddcind a lui

f,adicd o(x;) € {x1,x2,...,x,}. Am vizut cd imaginile radicinilor determina pe ©.
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Fie ¢ : G(K /k) — S, astfel ca

o X1 X2 Xn
¢(o) = <G(x1) ox) ... G(x,,))
Atunci ¢(co1) = @(0)o (1), deoarece (00 7)(x;) = o(7(x;)), deci @ este morfism

de grupuri. Deoarece imaginile rdddcinilor determind pe o, rezultd ca @ este injectiv.
O

Din Teorema 4.3.4. avem cd grupul Galois este subgrup al lui S,. Cand are loc
egalitatea?

Teorema 4.3.5. 1) Pentru orice n > 0 numdr §i pentru orice corp Ky existd o extindere
K /Ky si un polinom f € K[X| de grad n, al cdrui grup Galois peste K este izomorf cu
Sp.

2) Pentru orice n > 0 existd un subcorp K al lui R §i un polinom f € K[X] de grad
n, al cdrui a grupul Galois peste K este izomorf cu S,,.

Demonstratie. 1) Fie K' = Ko(Xi,...,X,) corpul de fractii al lui Ky[X;,...,X,]. Fie
K =Ko(s1,-..,s,) subcorpul lui K" generat de Ky si de polinoamele simetrice s1,. . ., ,.
Corpul de descompunere al polinomului

f=X-X)...X=X,) =X"—s; X" ' +... 4 (=1)"s, € K[X]
este K’. Aritdm ci in acest caz morfismul injectiv
G(K/K') — S, o0

este si surjectiv. Dacd ¢ este o permutare a multimii {1, ...,n}, atunci rezulti ci existd
un morfism & : Ko[X1,...X,] = Ko[X1,...,X,], pentru care 6(a) = a §i 6(x;) = Op(i),
pentruoricea € Kpsii=1,...,n.

Putem prelungi pe ¢ la un automorfism o’ : K’ — K’, deci 6’ € G(K/K’) si rezultd
cd morfismul G(K/K') — Sk duce pe ¢’ in @.

2) Cain 1) ardtam cd R are un subcorp izomorf cu Q(sy,...,s,), ceea ce este
echivalent cu afirmatia cd R are un subinel izomorf cu Q[X,...,X,].

Folosim inductie dupa n. Dacd n = 0, afirmatia are loc pentru cd (Q este subcorp
al lui R. Presupunem cd existd un morfism injectiv o : Q[Xi,...,X,] — R, si fie



4.3. Grupul Galois al unei extinderi de corpuri 73

a; = 0(X;), i = 1,...,n. Din proprietatea de universalitate a inelului de polinoame
rezultd cd pentru orice a € R existd un omorfism

Oy . Q[Xl,...,Xn_H] —R

care prelungeste pe ¢ si 0,(n+ 1) = a. Rezultd ci daca scriem un element f €
Q[X1,...,Xu+1] sub forma

f=fot+fiXor1 +.. A+ fuXny,

unde f; € Q[Xi,...,X,], j=0,...,m, atunci
ou(f) =0o(fo)+o(fi)at...+0(fu)a"
si o(fj) € Qlai,...,a, CQay,...,a,).

In consecintd, dacid o, nu e injectiv, atunci a este algebric peste Q(ay,...,a,).
Daca niciun o, unde a este numar real, nu ar fi injectiv, atunci ar rezulta ca R este
extindere algebricd a lui Q(ay,...,a,), ceea ce ar implica cd R este numdrabil. Deci

existd a numadr real, astfel ca o, este injectiv. O

Teorema 4.3.6. 1) Fie f € Q[X] un polinom ireductibil de grad p numdr prim. Presu-
punem cd f are exact p — 2 rdddcini reale . Atunci grupul Galois al lui f este izomorf
cuSy.

2) Pentru orice numdr prim p > 5 existd un polinom f € Q[X| de grad p, al cdrui
grupul Galois este izomorf cu S).

Demonstratie. 1)Fie K = Fy g si fie x1, xo rddécinile lui f care nu sunt reale. Deoarece
[Q(x1): Q] =psi KD Q(x;), rezultd cd p | [K : Q]; deoarece f este ireductibil si Q
este de caracteristicd 0, rezultd cad f este separabil si deci

[K: Q] =[G(K/Q)|

Deci existd un k-automorfism u de ordin p al lui K. Identificind G = G(K/Q) cu
un grup de permutari a radécinilor lui f, lui u 1i corespunde un ciclu de lungime p.
Aceasta induce un Q-automorfism v al lui K, care permuté x; cu x; si fixeaza celelalte
rddécini ale lui f, adicd v corespunde unei transpozifii din §,. Stim cd ordinul uniui
ciclu de lungime / este / si cdordinul produsului a doud cicluri disjuncte este cel mai
mare divizor comun al ordinelor.
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Deci G contine un ciclu de ordin p, 6 = (i; ... ip), unde i € {1,...,p}, 1 <
k < p. Putem presupune ci G contine transpozitia (1,2), si deoarece o putere a lui
oeste (12 ... p), presupunem, ci (12... p) € G. Astfel 6(12)o"! =(23), ...,
o(p—2p—1)c~' =(p—1 p). Aceste transpozitii genereazi pe G, deci G = S,,.

2) Fie m numdr par, m > 0. Fie n| <ny < --- < ng_», k— 2 numdr par, unde k
este impar, k£ > 3. Considerdm polinomul

f=X>4+m)(X —n) (X —ny)...(X —m_s).

Functia polinomiald f are k — 2 riidicini reale n;,n, ... ,ni_». Din Teorema lui Rolle
1 rezulti ci f are cel putin k — 3 valori extreme, din care k23 maxime §i % minime.
Deoarece m > 2 §i ny,ny, . ..,ng_y sunt numere pare, avem | f(h)| > 2 pentru orice h

impar. Rezult cd valorile lui f 1n punctele de maxim sunt mai mari decat 2.

Fie g = f —2 € Q[X]; atunci g are cel putin k23 maxime si 453 3 minime. Valorile

functiei ¢ : R — R 1n punctele de maxim sunt mai mari ca 0. Deoarece avem k23

maxime si u minime, rezultd cd g are cel putin £ — 3 radécini reale. Deoarece
g(nk_n) = —f(nk_z) —2 = —235i g(+o0) = +oo, rezultd cd g mai are o ridicina reald,
care e mai mare ca n;_,. Deci g are cel putin k — 2 rddacini reale. Vom arita, cid pentru

uuuuu

Fie g = Hi:l (X —x;) descompunerea lui g in C[X |. Deoarece

g=(X>+m)(X —m)...(X —m2) =2,

obtinem
k k=2
Zx,- = Z nj ; Zx,-xj = Z nong +m,
i=1 j=1 i<j a<p
si
k k
lez: in —ZZx,xJ Zna 2m.
i=1 i=1 i<j
k=2 k
Pentru m suficient de mare avem Z nfx —2m <0, adica lez < 0. Rezultd cd cel
o=l i=1

putin o radicind a lui g este complexa. Deoarece g are coeﬁciengi reali are cel putin

uuuuu

vvvvv
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Polinomul g este ireductibil. Intr-adevir,
f=X"+ax" 2+ +a,

unde ay,as, . ..,a; sunt numere pare. Deoarece ay = —mnn; ... ng_y si k > 3, rezulta
cd 4|ag. Atunci coeficientii ay,az, ... ,ax—1,ax—> ai lui

g=f-2=X"4+a; X"+ +(a-2)

sunt numere pare. Deoarece 4 nu divide pe a; — 2 din criteriul lui Eisenstein rezulta
cd g este polinom ireductibil de grad k.

Daca k = p este numar prim, p > 5, atunci din 1) rezulta cd grupul Galois al
polinomului g este izomorf cu o). U

Teorema 4.3.7 (automorfismele corpurilor finite). Fie K =, un corp finit si k =F jn
un subcorp. Atunci G(K [k) = (¢™) este grup ciclic de ordind =n/m, unde ¢ : K — K,
O (x) = xP este endomorfismul Frobenius.

Demonstratie. Avem ci d un numdr natural, si k = {x € K | x" = x}. Deoarece
@"(x) = x”", rezultd ci @™ € G(K/k), i = 1,2,...,d. Mai departe, aceste auto-
morfisme sunt distincte, deoarece daci @*(x) = ¢™/(x) pentru orice x € K, unde
1 <i< j<d,atunci

KU = U= (x) = @M (@M (x)) =
= (" (9" (x)) = ¢"(x) =x

pentru orice x € K. De aici rezulta cd orice element al lui K este rdddcind a unui
polinomn de grad mai mic ca p”, contradictie.

Pe de altd parte, K /k este extindere Galois simpld, K = k(x), unde x genereazi
grupul K*. Obtinem ci |G(K /k)| = [K : k] = d, deci

G(K/k)={¢" |i=1.2,...,d}
este generat de ™. O

Exercitiul 4.5. Fie extinderea Q(i1/2)/Q. Si se determine grupul G(Q(iv/2)/Q).

Exercitiul 4.6. Si se determine grupul Galois al polinomului f = X* —3 € Q[X].
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Exercitiul 4.7. Fie2 <neN,si f =X"—a € Q[X]. Atunci |G(f/Q)| = [Ff:Q] <
n(n—1).

Exercitiul 4.8. Fie f = X" —a € K|[x], unde K este corp de caracteristicd 0. Presupu-
nem cd K contine ridicinile de ordin n ale unitatii. Sa se arate cd G(f/Q) este grup

ciclic si |G(f/Q)| | n.
Exercitiul 4.9. Fie f = X" — 1 € K[X]. Sa se arate cd G(F /K) este grup abelian.

4.4 Teorema fundamentala a teoriei lui Galois
Fie K /k o extindere, G = G(K /k), H < G si fie
K ={xcK|o(x)=x,Vo cH}

multimea elementelor H-invariante.

Lema4.4.1. 1) k< K7 <K.
2) Dacd Hy C H, atunci K™ D K2

Demonstragie. 1) Fie x € k si 6 € G. Atunci o(x) = x. Deoarece H < G six € k < K,
pentru orice 6 € H avem o (x) = x, adici x € K, deci k C K”. Evident, K CK .
Deoarece k < K, rezulti ci ’KH‘ > 2sifie x,y € K. Atunci o(x—y) = o(x) —
o(y) =x—y,adicix—y c K”; o(xy™") = o(x)o(y™") = xy~ !, adici xy~' € K¥,
deci K subcorp al lui K.
2) Fie x € K™ si 6 € H; deoarece Hy C H,, 6(x) = x, deci x € K1, O

Teorema 4.4.2. Fie k <L < K.
1) G(K/L) < (G,0), unde G = G(K k).
2) Dacd k < Ly < Ly < K, atunci G(K/Ly) 2 G(K/L).

Demonstratie. 1) Fie o si y automorfisme din G(K/L) si fie x € L. Atunci (6 o
yv)(x) =o(y(x)) = o(x) =x, deci coy € G(K/L). Fie 6 € G(K/L) si fie x € L,
deci o(x) = x; atunci x = 1x(x) = (6 'oo)(x) =0 (o(x)) =0 ' (x),decic™! €
G(K/L).

2) Fie 6 € G(K/L,). Atunci Vx € L, 6(x) = x. Deoarece L; C Ly, atunci Vx € L,
avem cd o (x) = x, ceea ce este echivalent cu 6 € G(K/L,). O
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Corpurile L pentru care k C L C K se numesc corpuri intermediare. Avem o
corespondenta intre corpurile intermediare si subgrupurile lui G(K/k).

Teorema 4.4.3 (Teorema fundamentald a teoriei lui Galois). Fie K/k o extindere
Galois, G = G(K /k) si # = {L| k < L < K} laticea corpurilor intermediare. Fie

®:7(G)—~H, DH)=K",

W% - 7(G), ¥(L)=GK/L).

1) ®, ¥ sunt antiizomorfisme de latice, si ¥ = o1
2) Dacd k < L < K, atunci L/k este extindere normalid < H = G(K/L) < G; in

acest caz G(L/k) ~ (G;((gg =G/H.

Demonstratie. 1) Stim din lema anterioard cd ®,W sunt functii bine definite si des-
crescatoare.

Ardtam ci pentru orice H < G avem G(K /K) = H. Observim ci H C G(K/K™),
deoarece daci o € H, atunci pentru orice x € K¥ avem ¢ (x) = x, adici 0 € G(K/K").
Fie m = |H|. Atunci este suficient de demonstrat ci |G(K /K™)| < m. Deoarece K /K"
este extindere Galois, !G(K/KH)| = [K : K] si existd x € K astfel ca K = K (x). Fie

g=[](X-0o()=X-061(x)(X - 02(x))...(X — ou(x)),

occH

unde H = {01,...,0p}; rezulticd g = X"+ B 1 X" '+ -+ B1 X + Bo, unde B; € K.
Din formulele lui A Viete rezultd cd pentru orice o € H avem o(f3;) = f;, deci
g € K[X]. (De exemplu, —f,_1 = 01(x) + -+ + 0p(x) = —0(Bu_1) = 01(x) +
-+ 0,(x).) Deci [K : K] = degmyn , < m, adicd |G(K/K")| < m.

Aridtam cd pentru orice k < L < K avem KGW&K/L) =, Observam, ca L C KG(K/L),
deoarece pentru orice x € L si pentru orice 6 € G(K/L) avem o(x) = x, si atunci
k <L < KCK/L) < K. Deoarece K /LsiK/K G(K/L) sunt extinderi Galois, rezulti ci
[K: L] =|G(K/L)| si atunci,

[K : KS*/M) = |G(K /KED)| = |G(K/L)|.
Deoarece [K : L] = [G(K/L)][K°/1) : L], obtinem ci L = KOK/L),

2) este echivalent cu afirmatia: H < G dacd §i numai dacd K" [k este extindere
normald; in acest caz G(K" /k) ~ G/H.
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Presupunem ci H = G(K/K™) < G i aritim ci K™ /k este extindere normali.
Fie x € K = L si fie ¥’ o conjugati a lui x. Deoarece K /k este extindere Galois
obtinem x’ € K. Ardtim cd x’ € L, adicd pentru orice T € H avem 7(x') = x’. Stim c&
existd 0 : k(x) — k(x') k-automorfism astfel ca ¢’(x) = x’. Atunci existd & : k — k
k-automorfism astfel ca 6,y = 0. Deoarece K /k este normald, 6 = 6jx € Aut(K).
Deci existi o € G(K/k) astfel ca o(x) = x'. Deoarece cHo~! = H, rezulti ci
H={oto~" |t € H},sipentru orice T € H avem (676~ !)(x') = o(t(c~ (X)) =
o(t(x)) =o0(x) =X, adicix’ € L.

Reciproc, presupunem ci k < L = K este normald, si aritim ci G(K/L) =
H <4 G. Fie 6 € G = G(K/k); deoarece L/k este normald, o, € Aut(L). Atunci
¢ :G(K/k) — G(L/k), (o) = 0|, este morfism de grupuri, i

Kerp={ce€G|o =1} ={c€G|o(x)=x,VxeL} =G(K/L).

Deci G(K/L) < G. Aritam ci @ este surjectiv. Fie T € G(L/k); atunci existd 7: L — L
automorfism astfel ca 7, = 7. Deoarece extinderea K /k este normald, pentru ¢ :=
Tk : K — K avem ¢ € G(K/k). Atunci ¢(0) = o), = 7, = 7, deci ¢ este surjectiv.

Din Teorema I de izomorfism rezultd ci gélgg ~ G(L/k). O

Teorema 4.4.4. Considerdam extinderile k < Ky < L si k < Ky < L §i presupunem cd
k < K| este extindere Galois. Fie Gy := G(K, /k), G2 :== G(K, /k) 5i G := G(K K, [k).

1) Atunci extinderea Ky C KK, este Galois, iar grupul G(K K, /K,) este izomorf
cu un subgrup al lui Gy = G(K, /k).

2) Dacda Ky N K, =k, atunci G(K 1K, /K;) ~ G = G(K; /k).

3) Dacd K /k este extindere normald, atunci KK, este extindere normald a lui k,
si dacd K1 N K, = k, atunci

G(K]Kz/k) ~ G1 X Gg.

Demonstratie. 1) Corpul K| este corpul de descompunere al unui polinom separa-
bil f € k[X]. Deci daca xi,...,x, sunt ridacinile distincte ale lui f, atunci K| =
K(xi,...,x.), ceea ce implicd K1 K = K (x1,...,%).

Deci K K; este corpul de descompunere al lui f peste K, si rezultd cd extinderea
K> C K| K, este finitd, normald si separabild.

Daci 0 € G(K K> /K>), atunci din K C K; rezultd cd 6 (a) = a pentru orice a € K.
Mai departe, o ({xi,...,x,}) = {x1,...,x-}. Rezultd cd o(K;) = K; si putem defini
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k-automorfismul ok, : K1 — K. Aplicatia
P ZG(K]Kz/Kz) —)G(K1/k), O'—>0'|Kl

este morfism.

Deoarece ¢ este determinat de restrictia la xy,...,x,, rezultd cd p este injectiv.
intr—adevér, dacid o € Kerp, atunci Uk, = 1k,, adica o(x) = x pentru orice x € K.
Fie z € K; K;. Atunci

_ L ai

Xy
unde z;, z’j € K siy;, y; € K,. Deoarece 0 € G(K K,/K3), rezultd cid o este Kj-
morfism. Deci 0(z) = z, pentru orice z € KK, si 6 = 1g,x, . In consecinti, Kerp =
{1k,x, }, deci p este injectiv.

2) Aritdm cd p surjectiv. Fie G) = Imp. Din teorema fundamentali a teoriei
Galois avem cid G| = G| dacd §i numai daci KIGI‘ = K]G ' = k. Verificam egalitatea
KIG/1 — k. Daci a € KC', atunci t(a) = a, pentru orice T € G/. Fie 6 € G(K;K2/K>),
si fie T = p(0) = 0l,. Deci 6(a) = 1(a) = a, pentru orice 6 € G(K1K>/K>), adicd
ac (KIKZ)G(KIKZ/K2) =K. Deoarece a € K, rezulti cd a € K1 N K, =k, deci KIG/ =k.
In consecinti, G| = G\, deci p este surjectiv.

3) Se observa usor cd K| K, este extindere normala a lui k. Definim functia

p:G— G xGy, p(G) = (G|K1, G\Kz)-

Atunci p este morfism de grupuri, si aratdm ci p este izomorfism.
Aridtdm intéi ca @ este injectiv. Fie o € Kerp. Atunci (Ojk,, Ojk,) = (1k,, 1x,)
adica o(x) = x pentru orice x € K; si o(y) =y pentru orice y € K,. Fie z € K K>;

atunci "
i1
- n /0

j=1%5Y]

unde z;, z’j € K siyj, y; € K. Deci 0(z) = z; rezultd cd 6 = 1k, $i p este injectiv.

Aritdm cd ¢ este surjectiv. Fie (71,72) = G; X G,. Din punctul anterior avem
cd pentru T existd o] : K1 K, — K K5, care este K;-morfism astfel incat o K =
71. Atunci @(o01) = (71, 1k,). Analog pentru 7, existd o, : K; Ky — KK, care
este Ki-morfism astfel incit o, g, = 72; atunci p(02) = (1k,, ). Dacd o = 0102,
atunci p(o) = p(0102) = p(o1)p(02) = (11,1k,)(1k,, T2) = (71, T2), deci p este
surjectiv. O
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Corolar 4.4.5. Fie k un corp si K1,K>, ..., K, extinderi normale ale lui k astfel incdt
KN (K,;lKiJrl .. .Kn> =k

pentru orice i = 1,2,...,n. Dacd G; este grupul Galois al extinderii K;/k, (unde
1 <i< n) si G este grupul Galois al extinderii K,K>,...,K,/k, atunci G ~ G} X
Gy X+ X Gy

Demonstratie. Folosim inductie dupd n. Dacd n = 2, demonstratia rezulta din teorema
anterioard. Deoarece K, N (K] ...K,—1) = k obtinem G ~ G(K| ...K,_1/k) x G,. Din
ipoteza inductiei rezultd cd G(K; ... K,—1 /k) ~ G| X G2 X - -- X G,,_1, de unde obtinem
GEG]XGQX'”XG,,. L]

Exemplul 4.4.6. Fie p;,p, ..., p, numere prime distincte. Consideram corpul
K :=Q/P1,\/P2:---,\/Pn)-
Daci K; = Q(/pi) atunci K = K1K; ... K,,. Vedem ca
KiNn(Ky...Ki.1Kiv1 ... K,) =Q,

pentru orice i = 1,2,...,n. Notam G; = G(K;/Q), deci G; ~ (Z»,+). Aplicand
teorema anterioard, rezultd cd G(K/Q) ~ G| x Gy x --- X G, ~ 7.

Teorema 4.4.7. Fie K un corp, G < Aut(K) un subgrup finit, si fie
F=K°={acK|o(a)=a, Vo <G}

Atunci K /F este extindere Galois si G(K/F) = G.

Demonstratie. Fie G = {uy,...,u,}, x € K, si fie x; = x,x,...x, elementele distincte
ale multimii {u;(x) | i =1,...,n}. Din formulele lui Viéte rezulta ca f :=[]_; (X —
xr) € F[X]. Deoarece f(x) =0, rezultd ca x este element algebric peste F. Fie
g :=my r. Deoarece xi,...,x, sunt conjugate, rezultd cd g(x;) =0,i=1,...,n, deci

degg > r; dar g | f, deci g = f. Deci x este separabil peste F' si K contine toate
conjugatele lui x. Deoarece x a fost ales arbitrar, rezulti cd K/F este extindere
algebricad normald gi separabila.

Aritdm cd K/F [K : F| < n. Presupunem ci [K : F] > n (eventual infinit). Fie
F <K' <K astfel incit n < [K' : F] < . Atunci K'/F este extindere Galois, deci
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existd x € K’ astfel incat K’ = F(x). Atunci n > degm, y = [K' : F] > n, contradictie.
Obtinem cid K /F este extindere Galois, si din teorema fundamentali a teoriei Galois
rezulti cd G(K/F) =G. O

Exercitiul 4.10. Fie f € Q[X], K = Fr g, G = G(K/Q) = G(f/Q). Sd se determine
K, G, .”(G) si, aplicand teorema fundamentala a teoriei Galois, subcorpurile lui K in
urmatoarele cazuri:

a) f = X% —d polinom, d € Z un numir liber de pitrate;

b) f=X*-3;
o) f=(X>+3)(X2-5);
d f=Xx3>+2.

Exercitiul 4.11. Fie f € K[X] un polinom separabil si fie L := Fy k. Sd se arate cd f
este ireductibil dacd si numai dacd G(f/K) este grup tranzitiv.

Exercitiul 4.12. Fie K un corp de caracteristici0si f = X" +a; X" ' +---+a, € K[X]
un polinom separabil. Si se arate cd discriminantul lui f este pétratul unui element K
dacd si numai dacd G(f/K) < A,.






Aplicatii ale teoriei lui Galois

Galois a dat conditii necesare si suficiente pentru ca o ecuatie algebrica si fie rezolva-
bild prin radicali. Vom prezenta aici pe scurt aceste rezultate, precum si imposibilitatea
rezolvdrii catorva probleme clasice de constructibilitate cu rigla si compasul. Acestea
sunt: problema din Delos (constructia unui cub avand dublul volumului unui cub dat),
trisectiunea unghiului (impartirea unui unghi in trei parti egale), cuadratura cercului
(constructia unui pétrat de arie egald cu ara unui cerc dat) si constructia poligonului
regulat cu n laturi.

5.1 Ecuatii rezolvabile prin radicali. Teorema Abel-Ruffini

Fie k un corp de caracteristici 0. In acest paragraf, k este o inchidere algebrici a lui k
ce contine orice extindere algebricd ce apare 1n continuare.

Definitia 5.1.1. a) Elementul x € k se numeste radical peste k, dacé x este radacind a
unui polinom de forma X" —a € k[X].
b) Se numeste extindere radicald simpld a lui k corp de descompunere al unui
polinom de forma X" —a € k[X].
c) Extinderea algebrica k < L se numeste extindere radicald, dacd exista sirul de
subcorpuri
k=KyCKICKyC---CKy=L

astfel ca K1 este extindere radicald simpld a lui K; pentru orice i =0,1,...,s — 1.

d) Fie f € k[X], degf > 0 . Spunem cd ecuatia f(x) = 0 este rezolvabild prin
radicali, dacd existd o extindere radicald K /k care contine toate ridécinile lui f (adica
Frr < K).

Observatii 5.1.2. 1) Stim cé dacd b este radédcind a lui X" —a si € este o raddcind
primitiv & de ordin »n a unitafii, atunci radacinile lui X" — a sunt distinctede forma
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€b,0<i<n—1. Deci daci K /k este extindere radicald simpld normald, atunci
K =k(e,b).

2) Daca K este extindere radicald a lui k si L este extindere radicald a lui K,
atunci L este extindere radicald a lui &, deci extinderile radicale sunt tranzitive si finite.
Deoarece extinderile normale nu sunt tranzitive, rezulta ca extinderile radicale nu sunt
neapdrat normale. Astfel, de exemplu, Q({‘@ ) este extindere radicald a lui Q, dar ne
este normald.

Teorema 5.1.3. Fie k un corp de caracteristicd 0 i fie f € k[X], deg f > 0. Ecuatia
f(x) = 0 este rezolvabild prin radicali dacd si numai dacd grupul Galois al lui f peste
k este rezolubil.

Corolar 5.1.4 (Abel-Ruffini). Ecuatia generald de grad n > 5 nu este rezolvabild
prin radicali.

Exercitiul 5.1. Si se arate ci ecuatia x(x> — 4)(x> +2) = 2 nu e rezolvabild prin
radicali peste Q.

5.2 Constructibilitate cu rigla si compasul

5.2.1 Numere complexe construibile cu rigla si compasul

Fie & un plan si fie multime finitd de puncte S = {Py,Ps,...,P,} din &2, unde n > 2.
Consideram in & sistemul de coordonate xOy, unde originea este O = Py, si P, are
coordonatele (1,0).

Definim recursiv multimile de puncte S1 C S, C--- C S, C ... astfel. Fie S| =S
si presupunem cd multimea S, este definitd. Atunci S,;| se obtine addugand la S,
puncte construite astfel:

1° intersectia a doud drepte determinate de puncte existente;

2° intersectia dintre o dreaptd si un cerc sau intersectia a doua cercuri, unde
cercurile au raze egale cu distantele dintre perechi de puncte existente si centrele in
puncte existente;

Notdm

C(P,Py,....P) =S

r=1

Un punct P care este element al multimii C(P, Py, ..., P,) se numeste constructibil cu
rigla si compasul din punctele Py, P, ..., P,.
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Consideram functia bijectiva
0: —C, O(P) =x+1iy,

unde P are coordonatele (x,y). Numarul complex x + iy este afixul lui P(x,y). Notim
O(P) =04 (1 <i<n).Decia; =0sio=1. Notim

@(C(P],Pz,. . .,Pn)) = C(OCI,OQ,. ..,OCn).

Un numir complex o € C(ay, a0, ..., 0,) se numeste constructibil cu rigla si com-
pasul din numerele o, 0, ..., q,. Vedem cd o este constructibil dacd si numai daca
Ro si Sa sunt constructibile.

Teorema 5.2.1. C(ay,0,...,,) este subcorp al lui C, si are urmdtoarele pro-
prietdti:

1) Dacd o € C(ay,00,...,0,), atunci @ € C(ay, 0, ..., 0);

2) Daci oo € C(04, 0, ..., 0), atunci /& € C(0, 0, ..., 04);

3) C(ay,0,...,0) este cel mai mic subcorp al lui C care contine numerele
ap,0,...,0, sisatisface 1), 2).

Demonstratie. Fie o, o' € C(oy,0,...,0,). Notdim @(P) = a si O(P') = o/, unde
PP € &.Deci PP € C(P,P,...,B).

Punctul Q obtinut prin regula paralelogramului corespunde lui o + o’ si este usor
deviazutci a+ o' € Clay,0n,...,0).

Scriem o si o sub forma trigonometricd: o = r(cos @ +isin@), o' =r'(cos ¢’ +
isin@’); atunci

ao =rr'[cos(¢ + ') +isin(¢ + ¢')].
Deoarece ¢ + @’ este evident constructibil cu rigla si compasul, construim pe 7. Din
asemdnarea triunghiurilor dreptunghice avem 7 = ’T/ de unde x = rr’. Vedem cd x este
constructibil cu rigla i compasul. Deci ao’ € C(oy, oz, ..., ).

Aritim ci aci o = r(cos @ +isin@) € C(0y, ®p, ..., &), a # 0, atunci a~! €
C(Otll,ag,...,ocn). Intr-adevir o~! = Licos(—¢) +isin(—9)]. Atunci ¥ =1, deci
x=1. Deoarece x este constructibil, rezultd ca o~ € C(ay,0,...,0,). Deci
C(ay,0,...,a,) subcorp C.

1)Fieax € C(ay, ,...,0,). Imediat rezultd cd & € C(ay, ..., 0).

2) Fie a =r(cos@ +ising) € C(ay, 0, ..., 0,). Atunci

Va = \/?(cosgjtising).
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Deoarece numirul /7 si unghiul g sunt constructibile cu rigla si compasul, rezultd

civaeC(oy,0n,...,0).

3) Fie K un subcorp C care contine pe o, @,..., 0, si satisface proprietitile 1),
2). Deoarece —1 € K, din proprietatea 1) rezulti ci i = v/—1 € K. Daci a = x + iy,
atunci din 1) obtinem & = x — iy € K rezultd ca x,y € K. Deci

a=x+iye K< x,ycKk.

Notim .’ = @~ !(K). Aritim ci multimea de puncte .7’ este inchisi fafi de
constructiile 1° si 2°. Intr-adevir sistemul de ecuatii

/ / /
,a,b,a,b,c,c’ €K

ax+by+c=0
dx+by+cd =0

are solutiile in K. Analog, sistemul de ecuatii

) a7b’c7m7n7p€K7

ax+by+c=0
P +y +mx+ny+p=0

are solutiile in K. S4 mai observdm ca intersectia a doud cercuri este intersectia dintre
un cerc si axa radicald a celor doud cercuri. Deoarece Py, P, ...,P, € ., din 1° i 2°
rezultd ca C(Py, P,,...P,) C ., deci

Clay,00,...,0,) CK,

deci C(ay, o, ..., 0) este cel mai mic subcorp al lui C care contine a;, 0, .. ., 0, $i
satisface 1) si 2). ]

5.2.2 Primul criteriu de constructibilitate
Deoarece Q C C(oy, 00, ..., 0,), obtinem
F 2:@(OC],OCQ,...,Otn,al,az,...,O_Cn) gC(al,(xg,...,oc,,).

Dacia n =2, atunci F = Q(o,00,01,0) = Q si C(oy, ) = C(0,1) se numeste
multimea numere complexe constructibile cu rigla si compasul.
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Teorema 5.2.2 (Primul criteriu de constructibilitate). Numdrul complex o este con-
structibil cu rigla si compasul din 01,00, ..., 0, dacd §i numai dacd existd extinderile
finite de corpuri

F=FRCFCFKC...CF,

astfel incat a € F, i [F; : F;—1] < 2 pentru orice 1 <i<r.

Demonstratie. Notdm
K:={acC|3IF=F<F<F,<..<Fextinderi: @ € F,, [F;: F,_] <2, Vi}.

Fie o, € K; existdi F = Fy < F} < F, < ... < F;, extinderi finite, unde o € F; si
[Fi:Fo1] <2, 1<i<r respectiv F/ = F) < F/ <F, <...<F/ unde B € F! si
[F}:F;_ ;] <2,(1<j<7r'). Obtinem extinderile

F=R<FhR<h<..<F=FF<FEF <...<FF),

unde [F,F} : F,F_] < 2, pentru orice 1 < j < 7. Deoarece a+f8, aff € FF, si
a~! € F,, daci a # 0 rezulti ci K subcorp C. Deoarece F este inchis la conjugare
rezulta cd si K este inchis la conjugare. Daca

F=FR<F<Fkh<..<F

sunt extinderi finite astfel incét [F; : F,_;] < 2, (1 <i < r), atunci F; inchis la extra-
gerea raddcinii patrate. Deci K este Inchis la extragerea rddécinii patrate. Deoarece
o, 00,...,0, €K, rezulticd C(a;,0n,...,0,) C K. Fie o € K i fie

F=FR<Fh<E<..<F,

extinderi astfel incat o € F, si [F; : F;_1] < 2, pentru orice 1 < i< r. Aritim prin
inductie ci pentru orice i, F; C C(0oy, 0, ..., ). Dacd i = 0, atunci

FO:Q((x],(xz,...,a,,,dl,dz,...,éc,,) gC(Otl,OCQ,...,Otn).

Presupunem cd F; C C(ay, o, . .., 0,) siardtim cd Fi11 C C(oy, 0y, . .., Q). Deoarece
[Fir1: Fj] > 2, obtinem F;; = F;(B), unde B este element algebric peste F;, si f3
are ca polinom minimal pe f, degf < 2. Deci B este rdddcind a unei ecuatii de
grad 2 cu coeficienti in F; C C(oy, &, ..., &,;). Deoarece C(ay,0p,. .., o) satisface
proprietatea 2), rezultd ca f € C(oy, 0, ..., ), deci Fiy C C(ay,00,...,0,). Am
ardtat ci K C C(ay,0,...,0,), deunde K = C(0y, @z, ..., Q). O
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Corolar 5.2.3. Dacd o € C(ay, 0, ...,0), atunci polinomul minimal al lui o peste
F are gradul de forma 2*.

Demonstratie. Existd extinderile F = Fp < F| < F, < ... < F,, unde o € F,, [F; :
F; 1] <2,1<i<rRezultici[F,: F] =2/, unde [ > 0. Deoarece

[F,:F]=[F(a):F|[F,: F(a)],

obtinem [F (o) : F] = 2%, unde k > 0. Dar [F() : F| = degmg r. Deci degmg r =
2, O

5.2.3 Trisectiunea unghiului

Problema este de a impdrti un unghi in trei parti egale cu rigla si compasul. Vom ardta
cd aceste lucru nu este intotdeauna posibil.

Un unghi dat ¢ este determinat de deci u = cos ¢. Trebuie deci sa construim
numadrul x = cos % Deoarece

3%—3003%,

de aceea x este ridicini a ecuatiei 4x> — 3x —u = 0. Fie

cos @ =4cos

f=4X®-3X —u.

Este suficient de demonstrat cd existd ¢ astfel incat u = cos@ € Q si f ireductibil
peste Q. Atunci gradul [Fr g : Q] este divizibil cu 3, deci nu este putere a lui 2.
De exemplu, fie ¢ = 60°, care determind punctele Py, P>, P3, unde

V3

1
03 = cos60° +isin60° = +17.

T2
In acest caz
F=Q(ou,00,03,0,0,03) = Q(iV3).
Fie ot = cos20° +isin20°. Din egalitatea cos 3¢ = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢, pentru @ = 20°
obtinem % = 4c0s>20° — 3c0s20°. Deci cos20° ridicini a polinomului ireductibil

f:4X3—3X—% € Q[X].

Deci si polinomul minimal al lui cos 20° peste Q(iv/3) are grad 3. Din Corolarul 5.2.3.
rezulti ci cos20° ¢ C(0, 1,iv/3).
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5.2.4 Dublarea cubului (problema din Delos)

Problema este constructia cu rigla si compasul a unui cub avand dublul volumului
unui cub dat. Considerdm ci cubul dat are latura 1, deci pornim de la corpul F = Q si
trebuie sa construim numarul \3@, care este raddcina a polinomului X 3 2. Acesta este
ireductibil peste Q, deci din Corolarul 5.2.3. rezulti ci v/2 ¢ C(0, 1). Deci constructia
nu e posibila.

5.2.5 Cuadratura cercului

Problema este constructia cu rigla si compasul a unui pétrat de arie egald cu ara unui
cerc dat. Fie P;(0,0) centrul cercului si P»(1,0) un punct pe cerc. Atunci latura
patratului este /7. Ferdinand Lindemann a aritat in 1882 ¢ 7 nu este numir algebric.
Rezultd cd si /7 este numdr transcendent, deci /7 ¢ C(0, 1). Deci constructia nu e
posibila.

5.2.6 Al doilea criteriu de constructibilitate

Definitia 5.2.4. Extinderea K < E se numeste pitagoreicd, daci existd extinderile
K=Ky <K <K)<...<K,=L

astfel incat [K; : K;—1] < 2, pentru orice 1 <i<r.

Vedem cd atunci K;/K;_; este extindere radicala simpld si L/K este extindere
extindere radicala. Ca in cazul extinderilor radicale, avem:

Teorema 5.2.5. Dacd L/K este extindere pitagoreicd, atunci existd o extindere pita-
goreicd i normald F /K astfel incat L C F.

Teorema 5.2.6. Fie L/K o extindere normald. Atunci L/K este extindere pitagoreicd
dacd gi numai dacd gradul [L : K] este putere a lui 2.

Demonstratie. Presupunem ci extinderea L/K este pitagoreica. Existd extinderile
K=KyCK CK,C...CK, =L,

[K; : Ki—1] <2, pentru orice 1 <i< r. Rezultdci [L: K] = 2% unde s > 0.
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Invers, presupunem ci [E : K| =2". Fie G grupul Galois G(E/K) avand ordin
|G| =2". Notdm Z; = Z(G) centrul lui G. Deoarece G este 2-grup, Z; # {e}. Deoa-
rece si G/Z, este 2-grup, a centrul lui este de forma Z, /Z,, unde Z, < G, si contine
cel putin doud elemente. Astfel avem lantul de subgrupuri ale lui G:

2\ CZhC...CZi1CZC...,

unde Z;/Z;_ este centrul lui G/Z;_;. Deoarece pentru orice i > 1 Z;/Z;_; contine cel
putin doud elemente, existd r > 1 astfel incit G = Z,. Deoarece Z;/Z;_| este comutativ
de ordin putere a lui 2, avem lantul

{e}=HyCH CH,C...CH;=G,

astfel incat H; < G, [H; : Hi—1] =2, 1 <i <s. Dacinotdim K; = EF , unde 0 <i <5,
avem extinderile

K=Ky<K <...<K;=L.

Din teorema fundamentala a teoriei lui Galois avem [K; : K;_j] = 2 pentru orice
1 <i<s. Deci L/K este extindere pitagoreic. O

Corolar 5.2.7 (Al doilea criteriu de constructibilitate). Numdrul complex o este
constructibil cu rigla si compasul din Q,00,...,0Q, dacd si numai dacd existd o
extindere normald F < L de grad putere a lui 2, astfel incat o € L.

5.2.7 Constructibilitatea poligonului regulat cu » laturi

Problema revine la a imparti cercul in n parti egale. Pe vremea lui Euclid era deja
cunoscuti constructia in cazurile n = 2%, 3-2%, 5.2k si 15-2%. Gauss a fost primul care
a construit poligonul regulat cu 17 laturi, In lucrarea ,,Disquisitiones arithmeticae”.
Rezultatul general de mai jos este atribuit lui Gauss si Pierre Wantzel (1837).

Fie punctele P;(0,0) si P»(1,0), care determina cercul de razd 1. Trebuie studiatd
constructibilitatea numdrului complex

2 .. 2w
€ =C0oS— +1IsIn —
n n

care este raddcind primitivd de ordin » a unitétii. Stim cd Q(¢) este corpul de descom-
punere al polinomului X" —1 € Q[X] si cd [Q(€) : Q] = ¢(n).
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Teorema 5.2.8. Poligonului regulat cu n laturi este constructibil dacd si numai dacd
n este de forma

n=2pip2...pr,

unde s > 0, r > 0, si fiecare p; este numdr prim impar astfel incdt p; — 1 este putere a
lui 2.

Demonstratie. Din al doilea criteriu, € este constructibil daci si numai daca ¢ (n) =
[Q(e) : Q] este putere a lui 2. Dacd n=2p'py*...p}*, unde s > 0, pi,pa,...,pk
sunt numere prime impare distincte, atunci
-1, m—1 ~1
() =2"p!" (p1—=1)...p¢" (e —1)

este putere a lui 2 dacd si numaidacin, =ny =---=m=1sip;—1,...,pr— 1 sunt
puteri ale Iui 2. Fie p; — 1 =2", 1 < i < k. Pentru ca p; si fie numdr prim, m; trebuie
sd fie putere a lui 2. Intr-adevir, avem m; = 2iu, unde u este impar. Atunci

L mi _ (~2)"
pi=2"4+1=1(2 + 1.

Deoarece u este impar, 2% 1 divide pe pi. Deoarece p; prim, u =1, m; = 2" si
pi=2%+1. 0

Un numir prim de forma p = 2% + 1 se numeste numdr prim al lui Fermat.
Observam, cd pentru n = 1,2,3,4 avem p = 3,5,17,257,65537. Pentru n = 5 Euler a
aritat ci 232 + 1 = 6416700417 nu este numdr prim.

Exercitiul 5.2. Sa se construiasca poligonul regulat cu 5 respectiv 10 laturi.

Exercitiul 5.3. S se arate ca:
a) Trisectiunea unghiurilor 90°, 180°, arccos % este posibila.
b) Daci (k,n) = 1, atunci [@(COS%T” :Q] = @
c) Trisectiunea unghiului 27” este posibild <= ¢(3n) = 2%, unde k > 1.
d) Unghiul de n° este constructibil <= 3 | n.

Exercitiul 5.4. Este constructibild latura unui tetraedru regulat de volum 1?
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domeniu de integritate, 15

) monom, 23
ccuafie multiplicitate, 18
binoma, 7
bipatratd, 11 numdr prim
element Fermat, 91
inversabil, 15
nilpotent, 16 ordin
prim, 34 serie formala, 15
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ordonarea lexicografica, 26

permutare, 25

polinom
ireductibil, 33
monic, 15
omogen, 23
primitiv, 35
simetric, 25

rezolventa lui Lagrange, 10

Scipione del Ferro, 8
serie formala, 15
suport, 13

Tartaglia, 8
teorema
Tmpartirii cu rest, 17
Bezout, 18
fundamentald a algebrei clasice, 19
fundamentald a polinoamelor sime-
trice, 26
Gauss—d’ Alembert, 19, 59
termen principal, 26



