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Capitolul 0

Descrierea cursului

0.1 Tematica

Acest curs este dedicat studentilor din anul I de la Facultatea de Fizica. Vor fi abordate urmatoarele subiecte
(vezi syllabus-ul cursului: http://phys.ubbcluj.ro/invatamant /syllabus/fise disciplina.htm):

1.
2.

Multimi si functii.
Legi de compozitie; grupuri, inele gi corpuri; substructuri; morfisme. Exemple.

Vectori in spatiu; produs scalar; produs vectorial; produs mixt. Elemente de geometrie analitica; coliniaritate
si coplanaritate; proiectie ortogonala; ecuatia planului; ecuatiile dreptei.

. Spatii vectoriale i algebre; algebre de matrice; algebre Lie; aplicatii liniare; subspatii ale spatiilor vectoriale;

Dependenta si independenta liniara; baze; dimensiunea unui spatiu vectorial. Matricea unei aplicatii liniare;
schimbarea bazei intr-un spatiu vectorial.

Matrice si determinanti; rangul unei matrice; inversa unei matrice. Transformari elementare; lema substi-
tutiei. Sisteme de ecuatii liniare; metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare;

Vectori si valori proprii; matrice diagonalizabile.

Forme biliniare gi patratice; spatii cu produs scalar; grupuri de matrice; reducerea formelor patratice la
expresia canonica.

Tensori.

0.2 Evaluare

Examen scris, 2 ore de lucru efectiv. Nota se calculeaza astfel:

1
N=(El +E2+E3+E4)+5

unde N=nota, E1, E2, E3, E4=notele obtinute pe fiecare subiect de examen, S=puncte seminar.
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Multimi si functii

Notiunea de multime, inteleasa ca o colectie abstracta de obiecte si introdusa in secolul 19, joaca un rol central
pentru fundamentele matematicii. Intregul material al acestui curs foloseste limbajul teoriei multimilor, chiar
daca intr-o maniera neformalizata.

1.1 Preliminarii

Definitia 1.1.1 a) Conform definitiei ,,naive” datd de Georg Cantor, o mulfime este o colectie de obiecte bine
determinate si unice. Aceste obiecte se numesc elementele multimii.

Notam cu x € A faptul ca elementul x apartine multimii A.

b) Incluziune: spunem ca A este submulfime a lui B daca toate elementele lui A sunt si elemente ale lui B,
adica A C B & (Vx)(x € A = x € B);

¢) Doud multimi sunt egale dacd au aceleasi elemente:

A=B& (Vx)(x EA&xeB) & (ACBsiBCA).

d) O multime poate fi datd in urméatoarele moduri:
e sintetic (enumerarea elementelor): de exemplu, A ={1,2,3};
e analitic (printr-o proprietate): A = {x | P(x)}, unde P este un predicat.
e) Multimea vida 0 = {x | x # x} este mul{imea fard niciun element; {) este submultime a oricarei mul{imi.

Exemple 1.1.2 Multimi de numere:
e multimea numerelor naturale: N ={0,1,2,...} N* ={1,2,...}
e multimea numerelor intregi: Z =1{...,—-2,—1,0,1,2,... }

e multimea numerelor rationale: Q = {7 | m,n € Z, n # 0}; amintim ca scrierea unui numar rational sub
forma de fractie nu e unica — perechea (m,mn) este un reprezentant al lui 7* € Q;

e multimea numerelor reale R; de exemplu, v/2, 7, e ¢ Q; Cantor a aritat cii existd mai multe numere irationale
decat rationale. Mai departe, notam R* ={x € R|x > 0}.

e multimea numerelor complexe C = {z = x + iy | x,y € R, i> = —1}; motivatia introducerii numerelor

complexe este faptul ci existd ecuatii precum x> = —1 care nu au solutii in R.

AvemNngQ;Rg(C.

1.1.1 Operatii cu multimi

Principalele operatii sunt urmatoarele:
e reuniunea: AUB ={x|x € A sau x € B}
e intersectia: ANB ={x|x € A si x € B};
e diferenta: A\B={x|x € A si x ¢ B};
e complementara unei submultimi: presupunem ca A C E; atunci Cg(A) =E\NA={x € E|x & A};
Avem A\ B = AN Cg(B) (unde presupunem cd A,B C E); Ce(}) = E; Ce(E) = 0;
e diferenta simetrica: AAB=(A\B)JU(B\A)=(AUB)\ (ANB).
6
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1.2 Functii

O functie definitd pe multimea A cu valori in multimea B (notata prin f : A — B sau A 5 B) este o lege prin
care fiecdrui element din multimea A (numita domeniu de definitie) i se asociazi un unic element din multimea
B (numitd codomeniu). Notatie: a — f(a).

Daca in definitia de mai sus renuntam la cuvantul ,,unic”, ceea ce obtinem este o notiune mai generala — relafie
intre multimile A si B.

Functiile f : A — B si g : C — D sunt egale dacd si numai dacd: A = C (au acelagi domeniu), B = D (au
acelagi codomeniu) si f(a) = g(a) pentru orice a € A.

De exemplu, functiile f: Q — R, f(x) =x? si g: R — R, g(x) = x? sunt diferite.

Exemple 1.2.1 a) 14 : A = A, Ta(a) = a (adica a — a) este functia identicd a multimii A.
b) Fie f: A — B si fie C C A; atunci functia fjc : C — A, fjc(c) = f(c) este restrictia lui f la C.
¢) Fie C C A; atunci avem functia de incluziune 1 : C — A, i(c) = c.

Printr-o ecuatie intelegem urmétoarea problemé: se da o functie f: A — B si se cere multimea {x € A | f(x) =
b}; a spune doar ,,s4 se rezolve ecuatia xZ +x —5 = 0” nu e suficient; trebuie specificat in ce multime il ciutam
pe x.

1.2.1 Imagine si contraimagine
Definitia 1.2.2 a) Fie f: A — B o functie gi fie X C A. Atunci imaginea submultimii X prin functia f este

f(X) ={f(x) | x € X} C B.

In particular: f(0) = 0; multimea Imf = f(A) = {f(a) | a € A} este imaginea lui f.
b) Fie f: A — B o functie si fie Y C B. Contraimaginea (imaginea inversd) a submultimii Y prin f este

1 (Y)={a e A|f(a) e Y} C A.

Avem f~1(0) =0 si £ '(B) = A.

1.2.2 Compunerea functiilor

Definitia 1.2.3 Fie functiile A B4 C; atunci gof: A — C, (gof)(a) = g(f(a)) este compunerea functiilor
fsig.

Teorema 1.2.4 1) Functia identicd este element neutru fatd de compunere: dacd A WA fpgly B, atunci
folp=1lgof=".
2) Compunerea functiilor este asociativd: dacd A LB D, atunci avem ho(gof)=(hog)of.

Demonstratie. 2) Functiile ho(gof) i (hog)of au acelagi domeniu gi acelagi codomeniu; mai departe, pentru
orice a € A avem (ho (gof))(a) =h((gof)(a)) =h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) =((hog)of)(a). m

1.2.3 Functii injective, surjective, bijective

Fie f : A — B o functie.

Definitia 1.2.5 a) f este injectivd daca Vxi1,x2 € A x1 # x2 = f(x1) # f(x2), sau echivalent ¥x1,x2 €
A f(x1) =f(x2) = x1 =x2.

b) f este surjectivd dacd Yy € B Ix € A astfel incat f(x) =y (adicd Imf = B).

c) T bijectivd dacd f este injectiva gi surjectivi, adica Vy € B (3!)x € A astfel incat f(x) =y).

Observatii 1.2.6 a) f nu e injectivd & Ix1,x2 € A astfel incat x1 # x2 si f(x1) = f(x2).
b) f nu e surjectivd & Jy € B astfel incat ¥Vx € A f(x) #y.

Teorema 1.2.7 f este bijectiva daca $i numai dacd f este inversabild, adicd existd o (unicd) functie g: B — A
astfel incat gof =15 gi fog =1y adicd g(f(a)) =a (V)a € A i f(g(b) =b (V)b € B.
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1.2.4 Familii de elemente. Produs cartezian de multimi

Fie A gi B doud multimi. Consideram perechi de elemente (a,b), unde a € A, b € B, avand proprietatea
(e,b) =(a’;b') & a=a, b=b’

Produsul cartezian al multimilor A i B este multimea
A xB={(a,b)|ac A, beB}L

Acest produs se poate generaliza la produsul unei familii arbitrare de multimi.

Fie M o multime si I o multime de indici, si fie f: I — P(M) o functie. Notam A; = f(i) si f = (A{)ier.
Atunci (Ay)ier se numeste familie de mulfimsi.

Analog, fie g: 1 — M gi notdm g = (ai)ic1, unde a; = g(i) pentru orice i € I. Atunci g := (ai)ie1 se numeste
familie de elemente indexata de .

Produsul cartezian al familiei (Aj)iec1 este multimea

[TA: ={(a)ici | ai € A; Vie .
iel

De exemplu, un $ir (an )nen de elemente din M este o familie de elemente indexata de multimea N a numerelor
naturale.

1.2.5 Exercitii

x+1, x>0
x—1, x<0
a) Sa se verifice dacd f i g sunt injective, respectiv surjective.

b) Sa se calculeze fogsi gof.

Exercitiul 1 Fie f, g: R - R, f(x) =x*> +3x+2, g(x) = {

Exercitiul 2 Fie f, g, h : R — R,

flx) = x+1, , x>0 (x) = x—1, , x>0 h(x) = x+1, ;x>0
ol x—1, ,x<0’g Sl x+1, ,x<0” Sl 2x+1, ,x<0

Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea functiilor de mai sus. In cazul in care o functie este bijectiva, sa se
determine inversa ei.

Exercitiul 3 Si se reprezinte grafic functia f : R — R, f(x) =[x — 1| 4+ |x + 2| — 1 si s& se determine multimile
£([0,1]), F([=2,11), £([-3,2]), £ 1([7,9)) si £ ([-1,4]).

Exercitiul 4 Fie f: A — B gi g: B — C doua functii. Sa se arate ca:
a) Daci f gi g sunt injective (resp. surjective), atunci g o f este injectiva (resp. surjectivi).
b) Functia identica 14 este bijectiva.

c) Daca f si g sunt inversabile, atunci g o f este inversabila, si (gof)™' =f"1og™'.
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Structuri algebrice

In matematici, o structurd este o multime impreuna cu obiecte matematice care se atageaza multimii. Termenul
de structura algebrica se refera la o multime cu una sau mai multe operatii definite pe ea. Introducerea structurilor
a aparut din nevoia de masurare (coordonatizare). Exemplele clasice sunt numararea diferitelor lucruri, sau asoci-
erea numerelor reale punctelor de pe o dreaptd. Exemple moderne de structuri sunt: structuri algebrice (grupuri,
inele, spatii vectoriale etc.), topologii, structuri metrice (geometrii), masuri, ordonari, structuri diferentiabile etc.
Corespondentele intre multimi care sunt compatibile cu structurile date se numesc morfisme, iar un izomorfism
este un morfism care are un invers. Interesul pentru izomorfisme vine din faptul ca doua structuri izomorfe pot
fi considerate identice, atat timp cat se considera doar proprietatile din definitii si consecintele acestora.

Structurile algebrice sunt studiate in algebra abstracta. Teoria Categoriilor studiaza relatiile intre doua sau
mai multe tipuri de structuri.

2.1 Grupuri

Notiunea de grup are o definitie matematica abstracta, dar are multiple aplicatii deoarece grupurile masoara sime-
tria. O simetrie a unui sistem inseamna o transformare a sistemului care lasi neschimbata o anumita proprietate.
Din acest motiv, grupurile se folosesc in geometrie, fizica particulelor, chimie moleculara, cristalografie, teoria
relativitatii, mecanica cuantica etc. Grupurile pot fi discrete sau continue. O teorema a lui Emmy Noether spune
c& oricarei simetrii continue a unui sistem fizic 1i corespunde o lege de conservare.

2.1.1 Notiunea de grup. Exemple

Definitia 2.1.1 Fie G o multime si ¢ : G x G — G o functie.
a) Spunem ca ¢ este o operatie (internd) pe multimea G. Daca x,y € G, atunci in loc de ¢(x,y) folosim
frecvent notatiile

X+y> X Y, Xoy, Xﬁy) XUy, X*y

etc.
Spunem ca ,,4” (respectiv ,,-”) este notatia aditiva (respectiv multiplicativa).
b) (G, *) este semigrup, daca ,,x” este operatie asociativd, adicd pentru orice x,y,z € G avem

(xxy)xz=xx*(y*2z).
¢) (G, x) este monoid, daca ,*” este operatie asociativa gi in G existd element neutru:
(eeG (V)xeGxxe=exx=x.

In cazul notatiei aditive (respectiv multiplicative) de obicei notdm pe e cu O (respectiv 1).
d) (G, *) este grup, dacd (G,*) este monoid si orice element este simetrizabil (inversabil):

MxeG (A)x' eGxxx'=x"«x=e.

In cazul notatiei aditive (respectiv multiplicative) de obicei notam pe x’ cu —x (respectiv x~').
e) Spunem ca (G, *) este grup comutativ sau grup abelian, dacd pentru orice x,y € G avem x * Yy =Y * X.
f) Numarul |G| al elementelor lui G se numesgte ordinul grupului (G, *).
9
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Lema 2.1.2 Fie (M, ) un monoid.
a) Dacd e,e’ € M sunt elemente neutre, atunci e =e’.
b) Daca x € M gi x',x" € M sunt inverse ale lui x, atunci x" =x".
¢) Fie UM) :={x € M | x inversabil} mulfimea unitatilor lui M. Atunci (U(M),-) este grup.

Demonstratie. a) e=ee’ =¢’.
b) x' =x"e=x"(xx") = (x'x)x" = ex” =x".

¢) Elementul neutru al lui M este inversabil, deoarece ee = e. Dacd x € U(M), atunci x’ € U(M) si (x') = x,
deoarece x'x = xx’ = e. Daca x,y € U(M), atunci

(y)(y'x") = (yx)xy) =e,
deci xy € UM) si (xy)’ =y’x’. Asociativitatea se mosteneste. m

Exemple 2.1.3 a) (N*, +) este semigrup, (N,+), (N,:) sunt monoizi, dar nu sunt grupuri.
b) (Z,+), (Q,+), (R,+) sunt grupuri abeliene.
c) (Z,-), (Q,-), (R,-) sunt monoizi comutativi, (U(Z) ={1,—1},-), (Q*,-), (R*,-) sunt grupuri abeliene.

Exemple 2.1.4 Fie M o multime gi fie F(M) ={f | f: M — M}. Atunci (F(M), o) este monoid, iar grupul
Sm =U(F(M)) ={f € F(M) | f bijectiv}

se numeste grupul simetric al multimii M.

Exercitiul 5 Fie M =R\ {0,1}, G ={f; |1=1,...,6}, unde f; : M — M,

A=t BO = U= L=

fs(t)=1—1, fe(t)=——=, (V)te M.
Sa se arate cd (G, o) este un grup necomutativ (sa se intocmeasca tabla operatiei).
Exercitiul 6 (Produs direct de grupuri) Fie G; si G2 doud grupuri, si fie

G1 x G2 ={(g1,92) 191 € G1, 92 € G2},  (91,92)(91,95) = (9197,9293).

a) S se arate cd Gy X G este un grup.
b) Sa se intocmeasca tabla operatiei pentru grupul lui Klein V4, = G; X G, unde Gy = {e1, a1} 51 Gy =
{e1, a1} sunt grupuri de ordin 2.

Observatii 2.1.5 (Reguli de calcul) a) Fie (G,-) un grup si fie a,b € G. Ecuatia ax = b are solutie unica
x = a~'b, iar ecuatia ya = b are solutie unici y = ba~'; aceasta este echivalent cu a spune ci functiile

ta: G2 G, tgqlx)=ax
si
t,:G— G, t,(x)=xa

sunt bijective. (Aceasta Inseamni in tabla operatiei unui grup, fiecare element al grupului apare exact o data pe
fiacare linie gi pe fiecare coloana.) In particular, dacd x,y € G, atunci ax =ay =>x =y sixa=ya=x=y.

b) (Ezponentiere) Fie (G,-) un grup, x € G si n € N*. Folosind asociativitatea operatiei ,,-”, definim inductiv
elementul x™ astfel:

Mai departe, fie x® = e si (x ™)™ = (x™) 7.
Daca folosim notatia aditiva (G, +), atunci definim inductiv 0-x =0, 1-x=x, (n+1)x =nx+x=x+nx,
si (—n)x = —(nx) = n(—x). In acest caz, avem (m + n)x = mx + nx si m(nx) = (mn)x pentru orice myn € 7 .



2.1 Grupuri 11

2.1.2 Morfisme de grupuri

Definitia 2.1.6 Fie (G, ) si (G’,0) doua grupuri si f: G — G’ o functie.
a) Spunem ca f este un morfism de grupuri, dacd pentru orice x,y € G

f(x xy) = f(x) o f(y).

Morfismul f se numeste endomorfism, daca (G, x) = (G’,0).
b) Spunem cé f este un izomorfism daca existd un morfism f': G’ — G astfel incat f' of =T1g gi fof’ =1g.
Izomorfismul f se numegte automorfism daca (G, *) = (G, o).

Exemple 2.1.7 Dacaa € Ri\{1},5if: (R, +) — (R%,-), f(x) = a*, atunci f este izomorfism, si f~1(x) = log, (x).

Lema 2.1.8 Fief: G — G’ si f': G’ — G” doud morfisme.
a) f(e) =e’;
b) f(x~1) = f(x)~" pentru orice x € G .
¢) Functia identicd 16 : G — G gi compunerea f' of: G — G” sunt de asemenea morfisme.
d) Morfismul f este izomorfism dacd st numai dacd f este bijectiv.

Demonstratie. a) e’f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), deci f(e) =e’.
b) Daca x € G, atunci xx~ ! =x""x = e, deci f(x)f(x ') = f(x"1)f(x) = e’; rezulta ca f(x)~' =f(x~").
¢) Pentru orice x,y € G avem 1g(x,y) =xy =1g(x)1g(y) si

("o f)(xy) = f'(flxy)) = f'(f(x)f(y)) = ' (Fx)F'(fy)) = (f' o F)(x) (" o F) (y).

d) Daci f este izomorfism, atunci este bijectiv, deoarece are inversi. Invers, presupunem ci f este morfism
bijectiv i trebuie si aritam ca si ! este morfism. Fie u,v € G’, x = f~'(u) siy = f~'(v). Atunci avem

1 (w) = £ (FF(Y) = 1 (Flxy)) = xy = £ (W (v),
deci f~! este morfism de grupuri. m

Corolar 2.1.9 Fie Aut(G) ={f: G — G | f este automorfism} multimea automorfismelor grupului G. S se arate
ca (Aut(G), o) este grup.

Exercitiul 7 Fiea >0, G =(—a,a) gi fle xxy = Sa se arate ca:

Xty
1+xy/a? "’
a) (G, *) este grup abelian;

b) exista un izomorfism f : (G, *) — (R%,-) de forma f(x) = f}ig

2.1.3 Subgrupuri. Imaginea si nucleul unui morfism

Definitia 2.1.10 Fie (G, ) un grup si fie H o submultime a lui G. Spunem c& H este un subgrup al lui G (notatie:
H < (G, ")), daci H este inchisd (parte stabild) fatd de operatia din G (adicd pentru orice x,y € H avem xy € H)
gi in plus, (H,-) este grup cu operatia indusa ,,-”.

Teorema 2.1.11 (caracterizarea subgrupului) Fie (G, ) un grup si fie H o submultime a lui G. Atunci
urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) H este subgrup al lui G.

2) H# 0 sixy, x ' € H pentru orice x,y € H.

3) H# 0 si xy~' € H pentru orice x,y € H.

Exemple 2.1.12 1) Z este subgrup al lui (Q,+), Q este subgrup al lui (R,+) si R este subgrup al lui (C,+).
2) (Q*,-) este subgrup al lui (R*,-) si (R*,-) este subgrup al lui (C*,-).
3) {e} si G sunt subgrupuri ale lui (G,-); acestea se numesc subgrupuri triviale. Dacd H < G si H # {e},
H # G, atunci H se numeste subgrup propriu.

Lema 2.1.13 Fie f: G — G’ un morfism de grupuri.
1) Dacd H este un subgrup ol lui G, atunci f(H) este subgrup al lui G'.
2) Dacd H' este un subgrup al lui G', atunci f~1(H) este subgrup al lui G.

Demonstratie. 1) Deoarece H # (J, rezulta ca f(H) # 0.

Daca x’,y’ € f(H), atunci exista x,y € H astfel incat x’ = f(x) si y’ = f(y), deci x'y’ = f(x)f(y). Deoarece f
este morfism, avem f(x)f(y) = f(xy), unde xy € H (deoarece H este subgrup), deci x'y’ = f(xy) € f(H).

Mai departe, (x')~" = f(x)~" = f(x~') (deoarece f este morfism), dar x~' € H (deoarece H este subgrup),
deci f(x~ ') € f(H). Rezulta ca f(H) este subgrup al lui G'.

2) Deoarece H' este subgrup al lui G’ gi f este morfism, avem ca f(e) = e’, (unde e € G respectiv e’ € G’ sunt
elementele neutre); rezulta ca e € f~'(e’), adica f~1(H’) # 0.

Dacid x,y € f~1(H’), adica f(x),f(y) € H’, atunci f(x)f~'(y) = f(x)f(y~") = f(xy™') € H’, adica xy~' €
f~1(H). m
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Definitia 2.1.14 Fie f : G — G’ un morfism. 1) Subgrupul Im f := f(G) = {f(x) | x € G} al lui G’ se numesgte
imaginea lui f.
2) Subgrupul Ker f :={x € G | f(x) = e’} = f~'(e’) al lui G se numeste nucleul lui f.

2.1.4 Produs semidirect
Urmatoarea constructie generalizeaza produsul direct de grupuri discutat in Exercitiul [6]

Definitia 2.1.15 Fie (N,-)si (Q, - doua grupurisi fie 0 : (Q,-) — (Aut(N), o) un morfism de grupuri. Consideram
produsul cartezian G :=N x G ={(a,x) | a € N, x € Q}. Pe G definim operatia ,,-;” astfel

(a,x) -5 (byy) = (a- o(x)(b), xy).

Atunci (G, ) este un grup, numit produsul semidirect al lui N gi Q definit de 0 si notdm G = N x4 Q. (in
multe exemple, Q este un subgrup al lui Aut(N) iar o este morfismul de incluziune.)

Exercitiul 8 Cu notatiile de mai sus, sa se arate ca:
a) (N x4 Q,-5) este intr-adevar grup.
b) Functiile f: N — G, f(a) = (a,eq) respectiv s: Q — G, s(x) = (en,x) sunt morfisme injective de grupuri.
¢) Functia p: G — Q, p(a,x) = x este morfism surjectiv de grupuri si Kerp ~ N.

2.1.5 Grupul simetric S,

Fie Sq =S, .y ={f:{1,...,n} = {1,...,n}| f bijectiv}. Grupul (Sy,0) se numeste grupul simetric de grad n.
Un element ¢ € S;; se numeste permutare de grad n, si de obicei folosim notatia tabelara:

(1 2 ... 0n (1 2 ...0mn
“‘(m) o(2) ... G(n))’ e—<1 2 ... n)'

(e se numeste permutarea identicd.) Dacd o,T € Sy, atunci operatia de compunere se scrie

Tog_( 1 2 n )
- \rtle(1) t(o(2)) ... Tlo(n)))’

iar inversa permutarii o este

_ o(1) o2) ... on)
01:(1 2 .. n)'

Prin inductie matematica se arata usor ca |S,| =n!.

Definitia 2.1.16 Fie 0 € S;,.

a) Perechea de numere (i,j) se numeste inversiune dacd 1 <1 < j < n g o(i) > o(j); notam cu inv(o)
numarul inversiunilor lui 0. . Observam ci inv(o) =0 & o =e;

b) Signatura lui o este sgn(o) = (—1)™(®) € {1, —1}. Spunem ci o este permutare pard, daci sgn(o) = 1,
si 0 este permutare impard, dacd sgn(o) = —1.

Notam cu A, multimea permutarilor pare.

Functia sgn : (S,,0) — ({1,—1},-) este un morfism surjectiv de grupuri. Deoarece A, = Kersgn este subgrup
al lui Sy, rezulta ca (A,,o) este un grup. Mai mult, |A,| = “7!, adica numarul permutarilor pare este egal cu
numarul permutarilor impare. A, se numegte grupul altern de grad n.

Exercitiul 9 Sa se intocmeasca tabla lui Cayley a grupului simetric (S3,0).

Exercitiul 10 Sa se determine elementele lui A4 si s& se intocmeasca tabla lui Cayley a grupului altern (A4, o).

Exercitiul 11 Fie 0 = (; i ? g) siT= <411 % ; g) Sa se determine inv(o), sgn(o), inv(t), sgn(T),

o1, ", ot, To, 01457 gi 8692,

Definitia 2.1.17 Fien > 2, 1 <j < k <n. Permutarea Tj1 € S,, definita prin

k, i=j
Tjk(i) = j, i=k
L, i#jk

se numesgte transpozitie.
Exercitiul 12 Sa se scrie toate transpozitiile de grad 3 si 4.

Exercitiul 13 Sa se arate ca inv(tji) = 2(k —j) — 1 si sgn(Tjx) = —1 (deci orice transpozitie este permutare
impari).
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2.1.6 Grupul diedral D,,. Grup de simetrie
Consideram planul euclidian (R?,d), si fie
Izom(R?) = {o: R* — R? | d(o(P), o(Q)) = d(P,Q) VP,Q € R?}

multimea izometriilor lui R?. Deoarece orice izometrie este o functie bijectivi, iar produsul izometriilor si inversa
unei izometrii sunt de asemenea izometrii, rezulta ca (Izom(R?),0) este un grup. Mai departe, imaginea a trei
puncte necoliniare determin o izometrie; mai precis, daci o, T sunt izometrii, Q1, Q2, Q3 € R? puncte necoliniare
si 0(Qi) =7(Q4), pentru i =1,2,3, atunci 0 = T.

Fie P,, C R? poligonul regulat cu n laturi, unde n > 3. Prin definitie, grupul diedral de grad n, notat D,
este grupul de simetrie al multimii P;,, adica

D, = {0 € Izom(R?) | o(Py) = Py}

(Se poate arita ci Dy, este subgrup a grupului (Izom(R?),0), deci (Dy,0) este intr-adevir grup.)

Notam cu 0 centrul lui Py, iar cu 1,...,n varfurile lui P,. Daca o € Dy, atunci o(0) =0 si o(k) € {1,...,n},
deci D, se poate identifica cu un grup de permutéari, astfel ca D,;, < (Sn, o). Deoarece o(0) = 0, rezulta ca o(1)
si o(n) determina pe o; daca o(1) =k € {1,...,n}, atunci o(n) e {k+1,k—1} (unden+1=1gi1—-1=n),
deci |Dyn| < 2n.

A
3
2
21t/n
0 1
n
n-1

Aratam ca [Dn| = 2n. Este suficient de aratat ca in D,, exista 2n elemente distincte. Fie p = py,/n rotatia de
unghi 27t/n in jurul originii, deci

1 2 ... n—1 n
p(U:z) p(n):1) p:<2 3 ... n 1))
si fie 0 = 097 simetria fata de axa 01, deci
1 2 3 ... n—=1 n
o) =1, oln) =2, GZ(] non-1 .. 3 2)'

Observam c& pentru orice 1 < k < n, p* = pay./n este rotatia de unghi 2km/n (p*(1) = k+ 1, p¥(n) = k) si
p™ = e este transformarea identici. Mai departe, 0% = e, si e, p,...,p" ',0,p00,...,p" ! 00 sunt transformiri
distincte; intr-adevar, daci 0 < k < n, atunci (p¥ o 0)(1) = p*(c(1)) = p*(1) = k+15i (p¥ o 0)(n) = p*(co(n)) =
p¥(2) = k + 2. Rezults ca

n n—1

Dn:{e)p>-'-)p _1,0-,900',---,9 oo}

(Este usor de aritat ci p* o o este simetria fata de axa dy, unde dy este mediatoarea [1,k + 1] segmentului; daca
k = 2m este par, atunci dy este dreapta 0 (m + 1); daca k = 2m + 1 este impar, atunci dy este mediatoarea
laturii [m, m+1].)
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In fine, observim ci 0o p = p™ ! o 0; intr-adevir,

(0op)(1) =0(p(1)) =0(2) =n=(p""" 0 0)(1)

(0op)(n) =o(p(n)) =o(1) =n=(p""00)(n).

Observatii 2.1.18 1) Relatiile p™ =1, 0> =e si 6o p = p™~! 0 0 determina tabla operatiei lui D,,. De aceea,
definitia abstracta a grupului diedral este:

Dn = (x,y | x" :yz =e, yx = x“qy);

elementele x,y se numesc generatori, iar x™ = y? = e, yx = x™~ 'y sunt relatiile de definitie ale lui D,,.
2) Analog putem defini grupurile Dy si Dy: Dy este grupul de simetrie al triunghiului isoscel (neechilateral),
iar D este grupul de simetrie al dreptunghiului (care nu e patrat). Astfel,

D]:{Q(l %)}:@gxz:e%
D _ 12 3 4\ /1 2 3 4\ (12 3 4
27319\ 3 41 2)0\4 3 2 1)\2 1 4 3

=(xylx*=y? =e, yx =xy).

3) Notam C, = (x | x™ = e) = {e,x,x%,...x"" '} grupul ciclic cu n elemente, generat de elementul x de
ordin n.. Acest grup este izomorf cu grupul (Z,,+) al claselor de resturi modulo n.

Exercitiul 14 1) Sa se intocmeasca tabla Cayley a lui Dy, unde n =1,2,3,4,5,6.

2) S4 se arate cd Dy ~ Cz, D2 ~ C3 x C, (adica este izomorf cu grupul de ordinul 4 al lui Klein, notat V4) si
D3 >~ 53.

3) S& se arate cid Dy, este un produs semidirect. Mai exact, sa se arate cd D, ~ C;, X5 Cz, unde C,, = (a |
a® =e), Co = (x| x> = e) ={e,x}, iar 0: C; — Aut(C,,) este dat de o(x)(a) =a~ ' =a™ "

Exercitiul 15 Sa se determine
a) cele 24 de elemente ale grupului de simetrie al tetraedrului regulat;
b) cele 48 de elemente ale grupului de simetrie al cubului;

2.2 Inele si corpuri

Inelele si corpurile sunt structuri algebrice inspirate de operatiile uzuale cu numere, generalizand si extinzand
proprietatile acestora la diferite exemple nenumerice, precum functii, matrice, polinoame, siruri, serii, vectori,
clase de resturi, partile unei multimi etc. Definitia axiomatici moderna a inelului a fost formulatd de Emmy
Noether 1n 1921, dar multe din exemplele mentionate mai sus au fost deja studiate in secolele anterioare.

2.2.1 Notiunea de inel. Exemple

Definitia 2.2.1 a) Structura algebrica (R, +,-) se numeste inel daca:
1. (R,+) este grup abelian (numit grupul aditiv al lui R);
2. inmul‘girea este distributiva fatd de adunare, adica pentru orice a,b,c € R,

a(b+c¢c)=ab+ac, (b+c)a=Dba+ca.

b) R este un inel cu unitate, daci existdi 1 € R astfel incit 1T-a=a-1=a (V)a eR.
¢) R este inel asociativ (comutativ), dacd monoidul (R,-) este asociativ (comutativ).
d) R este corp, dacd R este inel asociativ cu unitate, T # 0, gi R orice element nenul este inversabil.

Cu exceptia unui exemplu ce va fi dat mai tarziu prin ,,inel” vom intelege ,,inel asociativ cu unitate T # 0”.

Exemple 2.2.2 (Z,+, ) este inel comutativ, iar (Q,+,-), (R,+,-) si (C,+, ) sunt corpuri comutative.
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Exercitiul 16 (reguli de calcul) a) Daca (R,+,-) inel si a € R, atunci si se arate ca
ta,ta 1 (Ry+) = (Ry+), talr) =ar, ti(r)=ra

sunt morfisme de grupuri, si pentru orice a,b,c € R avem:
1)a-0=0-a=0;
(2) a(—b) = (—a)b = —ab; (—a)(~b) = ab;
(3) (—a)™ = a dacd n este par, i (—a)™ = —a dacd n este impar.
(4) a(b—c)=ab—ac, (b—cla=ba—ca.
b) Daci in R avem 1 = 0, atunci R = {0}, adica R este inel nul. De aceea, In cele ce umeaza, daca exista 1 € R,
atunci presupunem ca 1 # 0.
¢) Inelul cu unitate R este corp daca si numai daca (R*,-) este grup, unde R* := R\ {0}. In general, (R*,-) este
monoid, iar (U(R), ) este grupul unitatilor lui R.

2.2.2 Inelul matricelor

Fie R un inel asociativ cu unitate gi fie m,n € N*, O functie A : {1,...,m} x{1,...,n} — R se numeste matrice de
tip m x n peste R, sau matrice cu m linii $i n coloane cu elemente din R. Altfel spus, o matrice este o familie de
elemente din inelul R, indexata de perechile (i,j) € {1,...,m} x {1,...,n}. Este avantajos sa folosim urmatoarea

notatie tabelara:

a a2 . A1n
azi az2 . aon
A= = [ajjl1<i<m € Mimn(R).
1<j<n
Am1 Am2 ... Amn

Daca A,A’ € My n(R) si B € My ,(R), atunci definim operatiile

n
A+A"=lay+ajl € Mmn(R),  AB=[> aikby] € My p(R).
k=1

Mai departe, notdm My (R) := My n(R), i cu In = (8i5)1<i,j<n € Mn(R) matricea unitate, unde

dyy = R .1:).)
0, 1#]

este simbolul delta al lui Kronecker.

Exercitiul 17 a) Fie matricele A = (ai;) € My m(R), B = (by;),B’ = (b{j) € Mmn(R), C=(cij) € Mpp(R).
Sa se arate ca:

(AB)C=A(BC), A(B+B')=AB+AB/, (B4+B’)C =BC +B’C.

b) M (R) este un inel asociativ cu unitate. Mai general, avem Al, = I, A = A pentru orice A € My »(R).
¢) My, (R) nu este comutativ dacid n > 2.

2.2.3 Morfisme de inele si corpuri

Definitia 2.2.3 Fie R gi R’ doud inele.
a) Functia f: R — R’ se numeste morfism de inele dacd pentru orice a,b € R avem

fla+b) = f(a) + f(b); f(ab) = f(a)f(b).

b) Dacé R si R’ sunt inele cu unitate si f(1) = 1, atunci spunem ca f este morfism unital.

c) f se numegte izomorfism dacd existd un morfism f’: R’ — R astfel incat f' of =1g gi fo f' = 1g..

d) Functiile 6 : R = R/, 8(a) =0 si T : R = R, Tr(a) = a sunt evident morfisme de inele. 0 se numegte
morfismul nul iar 1Tg morfismul identic al lui R.

Exercitiul 18 Sa se arate ca:

a) Daca f: R — R’ este morfism, atunci f(0) = 0 gi f(—a) = —f(a) pentru orice a € R; daca f este morfism
unital si a € U(R), atunci f(a™") = f(a)~'.

b) Orice morfism nenul de corpuri f: K — K’ este unital si injectiv.

Exercitiul 19 Sa se arate ca:
a) Compunerea a doud morfisme de inele este de asemenea morfism.
b) Functia f: R — R’ este izomorfism de inele & f este morfism bijectiv de inele.



16 2 Structuri algebrice

2.2.4 Subcorpuri

Definitia 2.2.4 Fie (K,+,) un corp si fie L C K. Spunem ca L este subcorp al lui K (notagie: L < K), este inchisa
(parte stabild) in raport cu operatiile ,,+” si ,,” si (L,+, ) este de asemenea corp.

Teorema 2.2.5 (caracterizarea subcorpurilor) Fie (K,+,-) un corp si fie L C K. Atunci L este subcorp al
lui K daca st numai daca:

M) 1L > 2;

(2) pentru orice a,b € L, b #0 avem a —b,ab™! € L.

Exemple 2.2.6 Q este subcorp al lui (R, +,-) si R este subcorp al lui (C,+, ).

2.2.5 Corpul numerelor complexe

Numerele complexe sunt o extindere a numerelor reale gi au aparut in contextul studiului ecuatiilor algebrice. Mai
tarziu, ele au primit gi o interpretare geometrica: un numéar complex poate fi privit ca un punct sau un vector de
pozitie intr-un sistem coordonate carteziene 2-dimensional numit planul complex sau diagrama Argand. Aceste
coordonate carteziene determina forma algebrica a numarului complex. Un vector de pozitie poate fi de asemenea
dat precizand marimea, directia si sensul. Acestea determind forma polard sau trigonometrica a numarului
complex. Adunarea numerelor complexe corespunde adunarii vectorilor, iar Inmultirea corespunde inmultirii
mérimilor vectorilor respectiv adunérii argumentelor (unghiurilor). Astfel, in geometrie, numerele complexe sunt
folosite pentru descrierea rotatiilor in plan.

Numerele complexe au aplicatii importante in stiinta si inginerie: mecanica cuantica (unde se folosesc spatii
Hilbert si matrice peste C), teoria relativitatii (pentru definirea spinorilor, care sunt o generalizare a tenso-
rilor), electromagnetism, analiza gi procesarea semnalelor (pentru descrierea semnalelor care variazd periodic),
teoria controlului (pentru descrierea transformarilor sistemelor dinamice), dinamica fluidelor, cartografie, analiza
vibratiilor, inginerie electrica (pentru analiza variatiei tensiunii si intensittii curentului).

Forma algebrica a unui numar complex

Pe multimea R x R ={z = (x,y) | x,y € R} definim urmatoarele operatii:
(xy)+(x\y') = (x+x,y+y'), (Y (x',y") = (e’ —yy',xy’ +yx').

Exercitiul 20 Sa se arate ca:

a) (R x R,+,-) este un corp comutativ.

b)d:R—-R xR, x (x,0) este un morfism injectiv de corpuri.

C) (0) 1)(0a 1) = (_130)
Notatie. Identificim x cu (x,0) si fie i := (0,1). Atunci avem i = —1 si (x,y) = x + yi. Aceastd scriere este
unicd, adica daca (x,y) = x’ +y'i, atunci x = x’ i y =y’. Astfel, orice numar real x se identificd cu numarul
complex x + Oi.

Definitia 2.2.7 a) C = {z = x + yi | x,y € R, i* = —1} se numeste corpul numerelor compleze. Corpul R al
numerelor reale se identificd cu un subcorp al lui C.

b) i este unitatea imaginard; dacd z = x + yi, atunci Rez = x este partea reald a lui z gi Imz = yi partea
imaginara a lui z.

c) Daci z = x + yi, fie Z = x — yi conjugatul lui z si |z| = vzZ = /X% +y2 modulul lui z.

Exercitiul 21 Sa se arate ca:
a)zeR&z=2z 2z=0& |zl =0.
b) z+2z' =z+7z'; zz/ =2zz'; Z=1z. (Deci conjugarea este un automorfism al corpului C.)
c) lzz'| =zl - 12'l; |z +2'| < |zl +|27).
d) Sa se rezolve ecuatia z> = a + bi. Aplicatie: a =3, b =4.

Exercitiul 22 (reprezentarea matriceald a numerelor complexe) a) Si se arate ci functia
. X —y
f: (C)+)') - (MZ(R)»+)’)a f(X‘HJl) = y x
este f este un morfism injectiv de inele.

b) Fie K = {(_Xy ?c) | x,y € R} C M3 (R). Atunci (K,+,-) este corp comutativ gi K ~ C.
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Forma trigonometrica (polard) a unui numéar complex

Din definitia numerelor complexe rezulta ca un punct M din planul euclidian, avand coordonatele carteziene
(x,y) € R? determina numarul complex z = x 4+ yi € C, numit afizul lui M. Fie

=zl = VX2 +y2.

Stim din trigonometrie ca exista unic t € [0, 27r) astfel incat cost = X si sint = ¥, deci
z =71(cost+isint).

Numere reale v € [0,+00) si t € [0,271) sunt coordonatele polare ale punctului M.

Exercitiul 23 Sa se arate ca:

a) zz/ = 1r'(cos(t +t') +isin(t +t));

b) % = %(cos(—t) +1isin(—t));

¢) z™ = 1™ (cosnt 4 isinnt) pentru orice n € Z.
Observatii 2.2.8 (Rotatia in plan) Fie z = x+1iy afixul punctului M(x,y) si fie z’ = x’ + 1y’ afixul punctului
M'(x’,y’) obtinut prin rotatia cu unghi t a in jurul originii a segmentului OM. Atunci avem

z' =zw,

unde w = cost 4 isint este un numar complex de modul 1.
Exercitiul 24 (ecuatii binome si radacini ale unitétii) a) Fie w = r(cost + isint) € C gi fie n > 1. Si se
arate ca ecuatia binoma z"™ = w are exact urmatoarele n solutii in C:

t+2knr .. t+2km
n—— -

Zk:T\l/;(COST‘FISI ), k=0,...,n—1.

b) In particular, daci luim w = 1 i notim

2K 2%k
Un:{ze(Clz":1}:{ek:cos%+isin7ﬂ|k=0,...,n—1}

multimea radacinilor de ordin n ale unitdatii, atunci sa se arate ca:
ex = €¥ s§i zp =zo€yx, pentruorice k=0,...,n—1.

¢) S& se scrie sub form& algebrica elementele grupurilor Uq, Uy, Uz, Uy si Ug si si se intocmeascad tablele
Cayley ale acestor grupuri.

A
€3
€2
€1
2t/n
0 €o =
€En—1
€n—2
€n-3

Observatii 2.2.9 Spunem ca grupul U,, al radacinilor de ordin n ale unitatii este un grup ciclic de ordin n,
generat de €. Acest grup este izomorf cu grupul (Z,,+) al claselor de resturi modulo n. Amintim ca notatia
abstracta pentru grupul ciclic de ordin n generat de un element x este

Cn=(x|x"=¢e)={e,x,x%...,x" '}
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Vectori

Algebra vectoriala este un instrument standard pentru fizicieni. O cantitate fizica ce este complet determinata
de un singur numar, cum ar fi volumul, masa, temperatura se numeste scalar. Cantitatile scalare sunt tratate ca
numere reale. Existd Insa si cantitati fizice, cum ar fi deplasarea, acceleratia, momentul, momentul unghiular,
forta, numite wvectori, care sunt determinate de marime, directie si sens. Sa mai observam ca, de exemplu,
deplasarea unghiulara poate fi caracterizata prin marime si sens, dar nu e un vector, deoarece operatia de adunare
a deplasarilor unghiulare nu e comutativa.

3.1 Preliminarii

Fie V un vector. Atunci V este determinat de lungimea lui, notata cu [V| si de vectorul unitar U := 3 (numit si

versor). Mai precis, avem
V="

O cantitate vectoriala poate fi reprezentata grafic de un segment orientat avand o sageata in capat. Lungimea
segmentului reprezinta marimea vectorului, segmentul determina directia, iar sageata sensul vectorului. Putem
vorbi de vectori legati (dacd punctul de aplicatie este fix), de vectori alunecitori (daci punctul de aplicatie se
poate deplasa de-a lungul dreptei suport) si de vectori liberi (dacd punctul de aplicatie se poate deplasa arbitrar
in spatiu). Doud perechi ordonate (A, B) si (C,D) de puncte in spatiu reprezintd acelagi vector liber daci ABDC
este un paralelogram, si in acest caz notam AB = CD.

o~}

C

In cele ce urmeaza, un vector va fi definit de componentele sale, adica de proiectiile pe axele de coordonate
carteziene, si de versorii 1, j, k ai acestor axe:

Zy |-

<t

"U:'

Yv

Astfel, avem

V= XV{’—’_ yv]?"' Z'v]za
18
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Tripletul (xy,Yy,2y) al componentelor este de multe ori identificat cu vectorul v:
V= (Xvy Yvy Z0).

Doi vectori Vi = (x1,Y1,21) $i V2 = (x2,Y2,22) sunt egali dacd gi numai dacd x1 =x2, y1 =y i z1 = z3.

Notatia algebrica a unui vector poate fi generalizata la spatii cu mai mult de trei dimensiuni, astfel incat
un sistem ordonat (x1,X2,...,Xn) de n numere reale reprezinta un vector. Aceastd generalizare este subiectul
capitolelor urmatoare.

3.1.1 Unghiuri directoare

Exprimam versorul lui ¥ in functie de versorii axelor de coordonate. Avem

(R R

ke
<

Notam cu «, B i v unghiurile formate de axele Ox, Oy si Oz cu vectorul V. Atunci cos x = ‘XVT”‘, cos 3 = Toros
cosy = ‘ sunt cosinusurile directoare ale lui V, si astfel avem

.V g e e

U = = = cos ai+ cos 3j + cosvyj.

=l

3.2 Operatii cu vectori

3.2.1 Adunarea vectorilor si inmultirea cu scalari

Geometric, suma vectorilor Vi = (x1,yY1,21) si V2 = (x2,Y2,22) se defineste folosind regula paralelogramului sau
regula triunghiulus.

Fie a € R un scalar si V = (x,y,z). Geometric, vectorul av este paralel cu V gi are de a ori lungimea lui V. Daca
a > 0, atunci aV are sensul lui V, iar dacd a < 0, atunci aVv are sens opus lui V. In coordonate carteziene avem

Vi +V2 = (x1 +x2,Y1 +Y2,21 +22),
av = (ax, ay, az).

Notam cu V3 multimea vectorilor din spatiu. Este usor de verificat ca (V3,+) este grup abelian, iar inmultirea
cu scalari are urmatoarele proprietati:

1) a(Vy +V2) = avy + avy;
2) (a1 + a2)V=a1V+ ayv;
3) 1-v=yv,

4) (alaz)V:m(an)-

Altfel spus, structura algebrica (V3, 4+, R) este un spatiu vectorial peste R, concept cu care ne vom ocupa in detaliu
incepand cu capitolul urmaétor.

3.2.2 Produsul scalar

Geometric, produsul scalar al vectorilor Vi = (x1,y1,21) §i V2 = (x2,Y2,22) se definegte astfel:
Vi V2 = Vi - V2| cosy,

unde y este unghiul determinat de cei doi vectori (0 <y < 7). Rezultd in particular ci Vi - V2 = 0 daca si numai

dacd vy L Vi (admitem si cazurile V; = 0 sau v, = 0). In coordonate carteziene avem
Vi -V2 = xix2 FY1y2 +z122.
Din definitie, obtinem imediat formula cosinusului. Luand v = V1 + V,, avem

V2 = V% + V3 + 2V1 - V2 cos Y.



20 3 Vectors

3.2.3 Produsul vectorial

Geometric, produsul vectorial al vectorilor Vi = (x1,y1,21) si V2 = (x2,Y2,22) este vectorul Vv =V, x v, definit
astfel: directia lui V este perpendiculara pe planul determinat de V1 i vz, sensul este dat de regula mainii drepte
sau requla surubului drept, iar marimea este egala cu aria paralelogramului determinat de cei doi vectori:

Wl = Wi - Wa[siny,
unde y este unghiul determinat de cei doi vectori (0 < vy < 7).

A

\71 X\72

Rezulta in particular cd Vv x V; = 0 dacd si numai daca v; || V2 (admitem si cazurile v; = 0 sau v, = 0) si ca
produsul vectorial este anticomutativ:

\_;1 Xsz—VZX\71.

In coordonate carteziene avem

i j k B B }
Vi xVo=Ix1 y1 z1] = (Y1z2 —yaz1)i+ (zix2 — z2%1)j + (x1y2 —x2y1 )k
X2 Y2 22

—. -

In mecanica, momentul unei forte F=ABin raport cu un punct O este produsul vectorial m. = OA x F.

3.2.4 Produsul mixt (sau triplul produs scalar)

—»

Scalarul @ (b x ¢) reprezintd volumul paralelipipedului determinat de vectorii @, b si C, deoarece
@ (b x¢)=lablicIsinBcosx =hS =V .,

unde 0 este unghiul determinat de vectorii b si C, o este unghiul determinat de vectorii @ si b x C, S este aria
paralelogramului determinat de vectorii b si C, iar h este inaltimea paralelogramului.

In coordonate carteziene, este usor de vazut ca

. Xa Ya Za
d-(bx€): Xb Yb Zp|-.
Xec Ye Zc

3.2.5 Dublul produs vectorial (sau triplul produs vectorial)

Dublul produs d x (b x €) este un vector perpendicular pe b x C, deci se afla in planul determinat de b gi ¢. Daca
b || €, atunci d@ x (b x ¢) =0. Daca b } €, atunci d@ X (b x ¢) = b+ sC, unde 1, s € R. Lasam pe seama cititorului
sd demonstreze (geometric sau folosind coordonate carteziene) ci in ambele cazuri avem

dx(bx¢&) =b(@-c)—ca-n).
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3.3 Abplicatii: punctul, dreapta si planul in spatiu

Ecuatiile i formulele de mai jos pot fi deduse fara dificultate folosind proprietatile vectorilor si ale operatiilor cu
acestea.

3.3.1 Dreapta determinata de un punct Mo (xo, Yo, 2o) si un vector director v(1, m,n).
1) Ecuatiile parametrice: x =xo + lt, y =yo + mt, z=2zp +nt, t e R.
2) Ecuatiile canonice: *3* = ¥-Ho — Z-Za,
3) Cosinusurile directoare ale dreptei d sunt:

l m n
S = ————, COSp=———————, COSY = ———.
VI2+m?2 +n? V12 4+m?2 +n? V12 +m?2 +n?

3.3.2 Dreapta determinata de doua puncte My (x1,y1,21) §1 My (x2,Y2,22):

X—X1 _ Yy—yr  z—21
X2 —X1 Y2 — Y1 Z2 —Z1

3.3.3 Unghiul dintre doua drepte de vectori directori Vv, (L, mq,nq) si V5 (1o, ma,n3):

ViV

= € [0, 7.
A AR A

3.3.4 Ecuatia planului determinat de un punct Mo (x0,Yo,z0) si de un vector normal (A, B, C):
A (x—=x0) +B(y—yo) + C(z—20) =0.

3.3.5 Ecuatia generala a unui plan:
Ax+By+Cz+D=0, unde A2 +B%?+C?#0.

3.3.6 Ecuatia planului determinat de un punct Mg (x0,Yo,20) i doi vectori necoliniari V1 (L, mi,n) si
H
Vi (lg,mg,my)

X—=X0 Y—Yo Z2—20
14 my n; | =0.

].2 mp np

3.3.7 Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare M;(xi,yi,zi), i=1,2,3:

x y z 1
X1 Y1 Z1 1 —0
x2 Yz zz |1 )
X3 Yz z3z |

3.3.8 Ecuatiile dreptei determinate ca intersectia a doua plane:

Aix+Biy+Ciz+Dy =0 A7 By C
unde rang =2.
Axx+Bry+ Crz+ D, =0, Az By G

Directia acestei drepte este data de V=T x F)z, unde T (A1,B1,Cq) sl ﬁ)Z(Az, B2, C2) sunt vectori normali
pe planele date. Fasciculul de plane care trec prin aceasta dreapta este:

T(A1x+Bi1y+Ciz+ D) +s(Axx+Boy+ Caz+Dy) =0, nseR, 12 +s2£0.
3.3.9 Distanta de la un punct A la o dreapta d ce trece prin My si are directia v

e
MoA
d(A,d):h’ﬁT%‘_
Y

3.3.10 Distanta de la punctul Mo (x0,Yo,20) la planul p: Ax+ By + Cz+ D = 0:

_ |Axo + Byo + Czo + D|

Mo P = e @
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3.3.11 Unghiul dintre dreapta de directie 7(1, m,n) si planul orientat p: Ax + By + Cz+ D = 0 avand vector
normal (A, B, C):

= o

. n-v T 7T
Slnq):‘ ||7|, d)E I:—E,z].

3.3.12 Ecuatiile perpendicularei comune a doua drepte d; si d2 de vectori directori Vi si V5 se deduc astfel:
VT . . . - —
e se calculeaza directia perpendicularei comune v = v’y X V'y;
e se scrie ecuatia planului p; ce trece prin d; si contine pe V;

e se scrie ecuatia planului p, ce trece prin d; §i contine pe V.

Perpendiculara comuna este intersectia planelor py i p2. Deducem si formula distantei dintre dreptele d; si d»
astfel: alegem punctele My € Dy, M, € D;; atunci

—_—
IMiM; - (V1 x V2]

d(dhdl) = ‘7] X 7)Zl

(observam cd d = d(dj, d2) este indl{imea paralelipipedului determinat de vectorii Vi, Vs si M1 M.

3.3.13 Aria triunghiului determinat de punctele M;(xi,yi,2i), i=1,2,3:

2 2 2
1 X1 Yi 1 Y1 Z1 1 Z1 X1 1
AmiMoMm; = 34| [*2 Y2 N +ly2 z2 1] +1]z2 x2 1
X3 Y3 1 Y3z z3 1 Z3 X3 1

3.3.14 Volumul tetraedului determinat de punctele M (xi,yi,zi), i =1,2,3,4:

X1 Yy Zn
v Clx2 vy oz
MiMaMsMa = 0ixs ys 23

X4 Y4 Z4

—_ o

3.4 Sisteme de coordonate speciale

Se pot defini multe sisteme de coordonate ortogonale. In aceasta sectiune prezentam doua care sunt des utilizate
in practica.

3.4.1 Coordonatele cilindrice (p, ¢, z)
Consideram punctul P(x,y,z) si introducem urmaétoarele notatii:
e P’(x,y,0) este proiectia lui P pe planul xOy;
e p=0P' = \/7ﬁy2 ;
e ¢ este unghiul format de axa Ox si vectorul oP’ (unde 0 < ¢ < 2m).

Atunci coordonatele cilindrice ale lui P sunt date de tripletul (p, ¢,z) astfel definit.
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v
) P(x,y,z)
: y
¢ o -
X T P'(x,v,0)

Invers, coordonatele carteziene (x,Vy,z) sunt determinate de coordonatele cilindrice (p, ¢, z) prin formulele
X = pcosd; y = psind; z=2z.
3.4.2 Coordonatele sferice (1,0, ¢)
Consideram punctul P(x,y,z) si introducem urméatoarele notatii:
e 1=0P=/x2+y2+2z%
e 0 este unghiul format de axa Oz si vectorul oP (unde 0 < 0 < 7);
e P’(x,y,0) este proiectia lui P pe planul xOy;
e p=0P' = \/m;
e ¢ este unghiul format de axa Ox si vectorul OP’ (unde 0 < ¢ < 2m).

Atunci coordonatele sferice ale lui P sunt date de tripletul (r,0, ¢) astfel definit.

Z |.
P(x,y,z)
T .
0 )
: Yy
P .
x Y P'(x,v,0)

Invers, coordonatele carteziene (x,y,z) sunt determinate de coordonatele sferice (r,0, ¢) prin formulele

X = 1sin 0 cos ¢; Yy = rsin 0 sin ¢; z =rcos 0.
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3.5 Exercitii
Exercitiul 25 Fiind dati vectorii @ = (2,2,—1) and b = (6,—3,2), s& se calculeze:
5@ — 7b;

a

az+b?%;

=

o

unghiul vectorilor @ si b;

o,

cosinusii directori ai lui @

@

)
)
) @-b;
)
)
f)

proiectia lui b pe d.

Exercitiul 26 Sa se determine vectorul unitar perpendicular pe planul determinat de vectorii @ = (2,—6,—3) si

b=(4,3,—1).

Exercitiul 27 Fiind dati vectorii @ = (2,1,—1) i b = (1,—1,2), s se calculeze:
a) @ x b;
b) un vector unitar perpendicular pe planul determinat de d si b.

Exercitiul 28 Sa se calculeze: (2{— 3]?) . [( +) —K) x (3i— )]

Exercitiul 29 Sa se verifice urmatoarele identitati:

5. (@xb)x (€xd)=(d-(@xb)f—(C-(@xb))d=(a-(€xd)b—(b-(¢xd)d
(s& observam cd dreapta determinatd de acest vector este intersectia dintre planul determinat de d si b si
planul determinat de € si d);

6. (

Exer01§1u 30 Sa se _demonstreze:

a) d b= (d d’)( ) — @ x bJ? (identitatea lui Lagrange).

b) |a- b al - Ib\ (inegalitatea lui Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz).
c) ld+ lal + |b| (inegalitatea lui Minkowski).

Exercitiul 31 a) Sa se arate ci vectorii @, b gi C sunt coplanari daca si numai daca d - (b x ¢) = 0.
b) Sa se determine ecuatia planului determinat de punctele P(2,—1,1), P2(3,2,—1) si P3(—1,3,2).

—

xb)-(bx¢) x(Cxad) =(a bxc)>

Ql

| <la
bl <

Exercitiul 32 Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul (2,—5,3) si este:
a) paraleld cu axa Oz;
b) paraleld cu dreapta d;i: % y—2 _ Z+3

{ y+32+1—0

c) este paraleld cu dreapta d;: xtdy—z2—7=0"

Exercitiul 33 Fie dreptele dy: T = Ts = Z+2 si da: 1;] = %2 = 25—9. Sa se calculeze:

a) unghiul dintre d; si da;
b) perpendiculara comund a celor doud drepte;
¢) distanta dintre d; si da.

Exercitiul 34 S3 se demonstreze proprietatile [3.3.1] - [3:3:14] din Sectiunea [3
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Spatii vectoriale si algebre

Scopul algebrei liniare este investigarea spatiilor vectoriale i ale functiilor liniare. Un spatiu vectorial este o
structura algebrica formata dintr-o multime de elemente numite vectori, care se pot aduna i inmulti cu scalari.
Scalarii sunt numere reale, numere complexe sau in general, elemente ale unui corp comutativ. Operatiile satisfac
anumite axiome. Spatiile vectoriale sunt caracterizate prin dimensiunea lor, adica de numarul maxim de directii
independente. Spatiile vectoriale au aplicatii In matematica, gtiintele naturii, stiinte sociale si inginerie. Din
punct de vedere istoric, primele idei care duc la spatii vectoriale pot fi gasite in secolul al 17-lea, in studiile asupra
geometriei analitice, sistemelor de ecuatii liniare si vectorilor euclidieni. Tratarea abstractd moderna, formulata
de Giuseppe Peano in 1888, se refera la obiecte mai generale si mai abstracte decat vectorii euclidieni, dar o
mare parte din teorie poate fi vazuta ca o extensie a conceptelor geometrice clasice, cum ar fi liniile, planele si
analoagele lor multidimensionale.

Spatiile vectoriale pot fi generalizate in mai multe moduri, ajungand la notiuni mai avansate, cum ar fi tensorii
sau campurile vectoriale. Un camp vectorial este o asociere a unui vector tangent la fiecare punct al unei varietati
diferentiabile — spatiu care local arata ca un spatiu euclidian, dar poate avea structura globald complicata.
Campurile vectoriale sunt folosite pentru a modela, de exemplu, viteza si directia unui fluid in migcare, sau fortele
gravitationale, ce se schimba de la un punct la altul. Calculul diferential si integral extinde la cAmpuri vectoriale
intr-un mod natural.

Un spatiu vectorial poate fi dotat cu structuri suplimentare, cum ar fi o norma sau un produs scalar, obtinan-
du-se spatiile Banach si spatiile Hilbert, care au o teorie mai bogata. Astfel de spatii vectoriale topologice
infinit-dimensionale apar in analiza matematica, de exemplu spatii ai caror vectori sunt functii cu valori reale sau
complexe.

4.1 Notiuni de baza si exemple

Fie K un corp comutativ, de exemplu K =R sau K = C.

Definitia 4.1.1 Fie (V,;+) un grup abelian. Spunem ca structura algebrica V = (V,+,K) este un K-spatiu
vectorial, daca se da o functie

b:KxV =YV, d(a,x) = ax

(adica o operatie externd pe V) astfel incat urmatoarele patru axiome au loc:

(V1) a(x+y)=ax+ ay,

(V2) (a+Db)x = ax+ bx,

(V3) (ab)x = a(bx),

(V4) 1Ix=x,
pentru orice a,b € Rsix,ye V.

Elementele lui K se numesc scalari, ale lui V wvectori, iar operatia externa ¢ inmulfire cu scalari. Spunem ca
(V,+) este grupul aditiv al spatiului vectorial V.

Definitia 4.1.2 Spunem ca structura algebrica A = (A, +, -, K) este o K-algebra, daca:
(A1) (A,+,") este inel,
(A2) (A, +,K) este K-spatiu vectorial,
(A3) a(xy) = (ax)y = x(ay) pentru orice a € K gi x,y € A .
A este K-algebra asociativa (comutativd) daca (A, +,-) este inel asociativ (comutativ).
25
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Observatii 4.1.3 (Reguli de calcul) a) Fie V un K-spatiu vectorial, si considerdm functiile
fa: V=YV, fqlx)=ax, fl:K—=V, fl(a)=ax.

Din axiomele (M1)—(M4) rezultd cd fq : (V,+) = (V,+) si f : (A, +) — (V;+) sunt morfisme de grupuri, deci
pentru orice a,b € K si x,y € M avem
(1) aOv = OKX = Ov.
(2) (—a)x = a(—x) = —ax, (—a)(—x) = ax.
(3) a(x —y) = ax — ay.
(4) (a—b)x = ax — bx.
b) Daca ax =0, atunci a = 0 sau x = 0.
Intr-adevir, daci a # 0, atunci existd a=' € K. Atunci x =1x = (a 'a)x =a '(ax) = a0 =0.

Exercitiul 35 (Spatiul K™) Introducem principalul exemplu de spatiu vectorial. Fie n € N. Sa se arate ca
K" :={x= (x1,...,xn) I x4 €K, i=1,...,n}
este un K-spatiu vectorial, unde operatiile sunt definite astfel:

x+yY=(x1+Yty--+y,Xn +Ynly
ax = (axqy...,axn)

pentru orice x,y € K™ gi a € K.

Observatii 4.1.4 a) Conform exercitiului anterior, C este C-algebra. Evident, putem restrange inmultirea cu
scalari la orice subcorp, deci in particular, C este o R-algebra.

b) In general, daci (V,+,K) este un K-spatiu vectorial si L este un subcorp al lui K, atunci (V,+,L) devine
L-spatiu vectorial prin restrictia scalarilor.

Exemple 4.1.5 (Vectori liberi) a) V; = {V = xi | x € R}, multimea vectorilor liberi de pe dreapti, este un
R-spatiu vectorial, pe care il identificim cu R.

b) V, ={V = X1+ yfl X,y € R}, multimea vectorilor liberi din plan, este un R-spatiu vectorial, pe care il
identificim cu R2.

c) V3 ={V= xi+ yf+ ZK | x,Y,2z € R}, multimea vectorilor liberi din spatiu, este un R-spatiu vectorial, pe
care il identificim cu R3.

Exercitiul 36 (Produs direct) Fie U i V K-spatii vectoriale. Sa se arate ca: (U x V,+, K) este K-spatiu, unde
prin definitie (u,v) + (u/,v’) = (u+u/,v+v’) si a(u,v) = (au, av).
Exercitiul 37 (Algebra functiilor) Fie M o multime oarecare si notam KM = {f | f : M — K}. S se arate ca
KM este o K-algebra, unde
(f+g)(x) =f(i) +g(i),
(fg)(x) = f(x)g(x),
(af)(x) = af(x)

pentru orice f,g € KM, x € M si a € K. Observim c& putem identifica K™ = K{T»-»n}, In particular, K este
K-algebra, unde inmultirea cu scalari este data de ¢(a,x) = ax pentru orice a,x € K.

Exercitiul 38 (Algebra matricelor) S& se arate ci:
a) (Mm,n(K),+,K) este un K-spatiu vectorial.
b) a(AB) = (aA)B = A(aB) pentru orice A € My, n(K), B € My ,(K), ae K.
¢) (M (K),+,+,K) este o K-algebra. Mai general, daca A este o K-algebra, atunci si M, (A) este o K-algebra.

4.1.1 Algebre Lie

Exista exemple importante de algebre care nu sunt asociative.

Definitia 4.1.6 K-algebra L se numeste algebra Lie, daca pentru orice a,b,c € L avem
(L1) a® =0;
(L2) (ab)c+ (be)a+ (ca)b =0  (identitatea lui Jacobi).

Exercitiul 39 Daca L este o K-algebra Lie, atunci L este anticomutativ, adica ab = —ba pentru orice a,b € L.

Exercitiul 40 Fie A o K-algebra asociativa si definim operatia [a,b] = ab—ba, (V)a,b € K, numita produs Lie
sau paranteza Lie. Sa se arate ca (A, 4+, [—, —], K) este o K-algebra Lie.

Exercitiul 41 Sa se arate ca vectorii liberi din spatiu, formeazd o R-algebra Lie V3 = (V3,+, x,R), unde
inmultirea este produsul vectorial.
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4.2 Subspatii vectoriale si subalgebre

Definitia 4.2.1 a) Fie V un K-spatiu vectorial si U o submultime nevidi. Spunem ca U este un subspativ vectorial
al lui V (notatie: U <g V) daca

(1) wvx,yel, x+yel

(2) VaeXK, xel, axel.

b) Fie A o K-algebra si B o submultime nevidd. Spunem ca B este o K-subalgebrd a lui A (notatie: B <x A
sau B < (A, +,,K)) daca

(1) W¥x,yeB, x+yeB.

(2)  V¥x,ye€B, xyeB.

(3) VaeR, xeB, axeB.

Observatii 4.2.2 a) Dacd U <¢ V, atunci U este K-spatiu vectorial cu operatiile induse. Daca B < A, atunci
B este o K-algebra cu operatiile induse.
b) Avem @ # U < V daci si numai daca

vVx,yelU, a,beK ax+byel.
Analog, ) # B <x A daci si numai daca
vVx,y€A, abeK ax+ by,xy € B.
c¢) Observam ca {0}, V < V. Acestea sunt subspatiile triviale.

Exemple 4.2.3 a) Singurele subspatii ale lui V; sunt cele triviale.
b) Subspatiile proprii ale lui V, se identifici cu dreptele ce trec prin origine.
¢) Subspatiile proprii ale lui V3 se identifici cu dreptele si planele ce trec prin origine.

Exercitiul 42 Fie U;,..., U, subspatii ale lui V. Atunci

n
(Ui=UiN--NUy,

i=1

n
D Ui=Uj 4+ Uy ={x1 +-+xn | x; € U}
i=1

sunt subspatii.

Exercitiul 43 Fie U;, U, subspatii ale lui V. Atunci Uy U Uy nu este, in general, subspatiu. Mai exact, avem
Ui UulU; <k V& Uy CU;p sau Uy C UL

Exercitiul 44 Fie P = {f € RF | f(—t) = f(t) (V)t € R} multimea functiilor pare si J = {f € R¥ | f(—t) =
—f(t) (V)t € R} multimea functiilor impare. Sa se arate ca:

a) P, J < RE.

b) Pentru orice f € R® existd elementele g € P si h € J unic determinate astfel incat f = g + h.

c¢) Daca f,g € P U7, sa se studieze paritatea lui fg gi a lui fo g. Sa se arate cid P este subalgebra a algebrei
(RR) Ty R) .

Exercitiul 45 Fie C[0,1] ={a:[0,1] — R | « este continua} si D[0, 1] ={oc: [0,1] — R | « este derivabila}. Sa se
arate ci D[0, 1] <g €[0,1] <g (R 4+ . R) sunt subalgebre.

4.3 Functii liniare si morfisme de algebre

Definitia 4.3.1 Fie V gi V’ doud K-spatii vectoriale si fie f : V. — V/ un functie. Spunem c& f este morfism de
K-spatii sau ca f este functie (sau aplicatie, operator, transformare) K-liniard, daca
(1) flx+y) =f(x)+fly),
(2) f(ax) = af(x).
pentru orice x,y € Vsiae K.
Functia liniara f: V — V’ este izomorfism daca exista o functie liniard ' : V/ — V astfel incat ' of = 1y si
fof = 1\//.
Notatii:
Homg (V, V') ={f: V — V' |{ K-liniar}.
Endk (V) = Homg (V, V) (multimea endomorfismelor).
Autg (V) ={f: V= V| f K-izomorfism} (mulfimea automorfismelor).
V ~ V'’ daci exista un izomorfism f:V — V’.
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Definitia 4.3.2 Fie A si A’ doua K-algebre si f: A — A’ o functie. Spunem ca f este morfism de K-algebre,
daca:

(1) flx+y) =f(x)+fy),

(2)  flxy) = FX)F(Y),

(3)  flax) = af(x).

Analog definim notiunile de izomorfism, endomorfism si automorfism de K-algebre.

Exercitiul 46 a) Functia f : V — V' este K-liniard & f(ax + by) = af(x) + bf(y) pentru orice x,y € V si
a,b ek
b) In acest caz f(0) =0 si f(—x) = —f(x) ¥x € M.

Exercitiul 47 Fie f : A — A’ un morfism de K-algebre. S& se arate ci f este izomorfism & f este bijectiv
(afirmatia e valabild si pentru spatii vectoriale).

Exercitiul 48 Fie f,f': V>V’ g:U — Vi h: V' — W functii K-liniare. Definim operatiile

(f+ ) (x) = f(x) + f'(x),
(af)(x) = af(x) VaekK, xeV.

Sa se arate ca:
a) f+f', af: V-V gifog:U— V' sunt K-liniare.
b) ho(f+f')og=hofog+hof'og.
¢) (Homy (V, V'), +,K) este un K-spatiu vectorial gi (Endg (V),+, o, K) este o K-algebra.

Definitia 4.3.3 Fie V si V' doua spatii vectoriale si fie f: V — V'’ o functie liniard. Daca U <y V gi U’ <¢ V’,
atunci definim a urmatoarele submultimi:
2 1) = ()| € W V"
b) Im f(V) C V' (imaginea lui f).
c) T~ —{erlf()eu’}.
d) Ker =f1{0}) ={x € V| f(x) =0} (nucleul lui f).

Exercitiul 49 Sa se arate ca: .
a) f(U) <x V'si f~1(U’) < V. In particular, Im(f) <x V' si Kerf <¢ V.
b) f este injectiv & Kerf ={0} & (f(x) =0 = x=0).

Exercitiul 50 Fie V un K-spatiu vectorial, S, T <x Vgif:Sx T — V, f(s,t) = s + t. Sa se arate ca:
a) f este K-liniaré.
b) Im(f) =S+ T.
¢) Kerf ~SNT.

Exercitiul 51 Sa se arate ca urmatoarele functii sunt R-liniare:
a) F: D[0,1] = R, F()—f’
b) G:€C[0,1] = R, G(f Io

4.4 Algebra cuaternionilor

Constructia de mai jos a unui corp necomutativ ce extinde pe C este datorata matematicianului irlandez William
Rowan Hamilton.

Exercitiul 52 Fie H = {(_ZW V:) | z,w € (C} C M3 (C). Sa se arate ca H este o subalgebra a R-algebrei

(MZ(C)»"_» a]R)

Notatie:

10y . (i 0 . [0 1 (0 i
= 1) =0 )= ) -0 o)

deci avem ca H este R-algebra cuaternionilor:

H={q=al+bi+cj+dk|a,b,c,decR}.

Daca q = al+bi+cj+dk € H este un cuaternion, notam cu q = al —bi—cj—dk conjugatul lui q, cu N(q) = qq
norma lui q si cu Tr(q) = q + q urma lui q.
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Exercitiul 53 Sa se arate ca :
a)i? =j? =k? =ijk=-1; ij = —ji=k; jk = —kj =1i; ki = —ik =j.
b) Functia ¢ : H — H, q — @ este un antiautomorfism al lui H, si avem ¢ o ¢ = 1y.
¢) Daca q = al +bi+cj+ dk € H, atunci N(q) = qq = qq = a®? +b? + c? = d?2.
d) Daci q ;é 0, atunci q este inversabil in H si avem q~' = g/N(q).
e) N(q1q2) = N(q1)N(qgz2) pentru orice q1,qz € H.
f) Qg := {:H +i, £j, £k} este un grup cu 8 elemente (sa se intocmeasca tabla operatiei ,,-”).

Definitia 4.4.1 a) Exercitiile de mai sus arata ca (H,+, ) este corp necomutativ, care se numeste corpul cua-
ternionilor. De asemenea, spunem ca (H, +, -, R) este o R-algebra cu diviziune.
b) Grupul Qg se numeste grupul cuaternionilor.

Exercitiul 54 Sa se arate ca:

a) Functia ¢ : C — H, P(a+bi) = al +bi+cj+ dk este un morfism injectiv de R-algebre (deci si de corpuri).
(Asadar, C poate fi privit ca R-subalgebra si ca subcorp al lui H).

b) H este C-spatiu vectorial, dar H nu este o C-algebra (definitia inmultirii cu scalari din C fiind cea evidenta).

Urmatorul exercitiu descrie o alta reprezentare matriciala a algebrei cuaternionilor.

Exercitiul 55 S& se arate ci existd un izomorfism de R-algebre (deci si de corpuri) H ~ H;, unde

a b c d
b a —-d ¢
H, = e d 4 -b | a,b,c,d € R p C My (R).

—d —c b a

4.4.1 Rotatii in spatiu. Formula lui Rodrigues

O teorems a lui Leonhard Euler din 1776 spune ca orice deplasare in spatiul (afin) tridimensional R3 a unui corp
rigid, astfel ca un punct al corpului este fixat, este echivalentd cu o rotatie (proprie) in jurul unei axe ce trece
prin punctul fixat. In particular, rezultd de aici si faptul ca produsul a doud rotatii este o rotatie. Astfel, rotatiile
in jurul axelor ce trec prin origine formeaza un grup, numit grupul special ortogonal, notat SO(3), pe care il
vom studia mai tarziu in sectiunea Cuaternionii furnizeaza o metoda comoda de calcul cu rotatii in spatiu,
in tr-o maniera analoaga modului in care numerele complexe descriu rotatiile in plan.

Incepem cu un exercitiu care arata legatura dintre cuaternioni si vectorii din spatiu. IdentificAm vectorul
¥ =xi+yj + zK € V3 cu cuaternionul pur (imaginar) xi +yj + zk € H.

Exercitiul 56 Sa se arate ca pentru orice aj,a; € R avem
(a1 +Vi)(az +V2) = (araz = V7 - V2) + (a1V2 + azVy) + V7 x Vo

Fie 1 = Ui + uyf+ u,k € V3 versorul axei de rotatie si fie « € R unghiul rotatiei. Fie v = xi+ yf—i— ZK € V3
un vector i fie VV = x’i+y’j+z'k € V3 vectorul obtinut prin rotirea cu unghi « a lui V in jurul axei determinate
de U. Expresia lui v/ a fost determinatd de Olinde Rodrigues in 1815:

V' =V cosa+ (U x V) sinx + V),

—

unde V| = (1 - V)i este componenta lui V paralela cu i (adica proiectia lui V pe axa 1) iar v, =V —
componenta lui V perpendiculara pe u.

(1 - V)U este
Consideram quaternionul

x L . x . .
q =cos 5 +usm§ =al +bi+cj+ dk,
unde a = cos §, b = U sin, ¢ = uysina si d = u, sinx. Atunci N(q) = a? + b2 +c? +d? =1 i invers, se
poate vedea usor ca orice cuaternion de norma 1 poate fi exprimat in acest mod. In particular, in acest caz avem
q'=g=cos§ —usin¥.

Teorema 4.4.2 Cu notatiile de mai sus, avem: V' = qvq~.
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Demonstratie. Folosind Exercitiul [56] avem

2% | (@5 — i) sin & cos & — Gwisin? &
= — in — = — in® =
2 2 2 2

— ¥ cos? % +2(i x ¥) sin % cos % — V(i T) — 24 - V) sin? S

qvq~' =Vcos

& .
2= gin?

2 2 2 2

V(cos

cos & + (U x V) sin oc + (U - V) (1 — cos «)
= (V—1(u-V))cosax+ (L x V) sin & + U - V)

=V cos a+ (U x V) sin & + Vi),

deci am obtinut chiar formula lui Rodrigues. m

& £ (@ x V) (2sin 2 cos XY + (T - V) (2sin? X)

Exercitiul 57 Sa se arate ca formula lui Rodrigues poste fi scrisa sub forma:

V=V 4 2a(t x V) + 2(U x (U x V).

4.5 Serii formale si polinoame

Un polinom este o expresie de forma f = ap+a1 X+...a,X™, constand din nedeterminate si coeficienti. Prezentam

mai jos definitia exacta a acestui concept.

4.5.1 Algebrele K[[X]] si K[X]
Notatii: Fie
KN={f|f:N— K}

multimea sirurilor de elemente din K. Daca f € KN, atunci notdm f = (ag, as,...), unde a, = f(n) pentru orice

n € N . Pe multimea KN definim urmitoarele operatii:
(f+g)(n) =f(n) + gn) = an + by,
(fo)m) = > f(i)gl) = >  aiby,

itj=n i+j=n
(af)(n) = af(n) = aan,

unde f = ((10,(11,...), g= (bo,b],...) e KN siaekK.
Mai departe, fie

supp(f) ={n € N| a, # 0}
mulfimea suport a lui f, si fie

K™ = {f € KN | supp(f) este multime finita}
multimea sirurilor avand un numar finit de termeni nenuli.

Teorema 4.5.1 a) KN este o K-algebrd comutativd cu unitate.
b) KN subalgebrd a lui KN, elementul unitate al lui KN este 1 = (1,0,0,

K= KMy (a) =(a,0,0,...)

este un morfism injectiv unitar de K-algebre. (Identificim a cu ta(a).)
c) Fie X = (0,1,0,...). Atunci X*(i) = 8k, adica

Xk = (g,g,...,o,l,o,...).
Dacd f € KN astfel incit ay = 0 pentru orice i >n , atunci

n
f:ao—|—a1X—|—...anX“:Zaka,
k=0

st aceastd scriere este unicd.

...) §i functia
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Definitia 4.5.2 a) KN se numeste algebra seriilor formale cu coeficienti in K’.
b) K™ se numeste algebra polinoamelor peste K.
¢) Polinomul X se numeste nedeterminatd, iar elementele a; = f(i) € K se numesc coeficientii lui f.

Notatii:
o KN =K[[X]],
e KN =KX ={f=Y,aX'IneN, a €Kk
e Daci f = (ag,ar,...) € K[[X]], atunci folosim notatia formald f = ) :°  a;X".

Definitia 4.5.3 a) Daca f = ) ", a;X" € K[X] este un polinom nenul, atunci
deg(f) = max{i € N| a; # 0}

este gradul lui f.
b) Daca deg(f) =n atunci a, este coeficientul principal al lui f. Prin definitie, deg 0 = —oo0.
c¢) Daca f € K[[X]] este o serie formald, atunci o(f) = min{n € NU{oco} | a,, # 0} este ordinul lui f.

Exercitiul 58 Daca f, g € K[X], atunci
deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}, deg(fg) = deg(f) deg(g).
Exercitiul 59 Fie f, g € K[[X]].
a) o(f + g) > min{o(f), 0(g)}; o(fg) = o(f) + o(g).
b) f este inversabil in K[[X]] & ao # 0 in K. Sa se calculeze inversa lui 1+ X respectiv a lui 1 —X.
4.5.2 Functii polinomiale. Radacini ale polinoamelor

Definitia 4.5.4 Functia

7
i
=
Xad
I
M=
o
£
x
3

f:K—-K, f
i=0
se numeste functia polinomiald asociata lui f.
Observatii 4.5.5 Avem f/J\r_?; =f+g, af = af si f~g = g, deci functiile polinomiale formeazi o subalgebri a

algebrei functiilor K.

Definitia 4.5.6 a) Daca f(a) =0, atunci spunem ci x € K este o raddacindg a lui f.
b) Spunem ca a € K este radacind de multiplicitate k a lui f (unde k € N), dacé exista g € K[X] astfel incat

f=(X—a)*g, gla)#0.
Prezentam cateva proprietati importante are radacinilor polinoamelor.

Teorema 4.5.7 (Bezout) a) Elementul a € K este raddcindg a polinomului f dacd st numai daca f = (X —a)g,
unde g € K[X].
b) Dacd deg(f) =n, atunci f are cel mult n rdddcini tn K (numéarand si multiplicitatile).

Propozitia 4.5.8 (Formulele lui Viéte) Dacd x1,...,xn € K sunt raddcini ale polinomului f = an+ an_1X+
co X 4 XM € KIX], atunci

—a1/ap =x1+x2 4+ +xn

ar/ap = X1X2 +X1X3 + ++ + Xn_1Xn
Kk
(=) %ax/ap =%1 ... X+ + Xn_kt1..-Xn

(=)™ an/a0 = %71 ... Xn.
Urmitoarea teorema este numita teorema fundamentala a algebrei clasice.

Teorema 4.5.9 (Gauss—d’Alembert) Orice polinom de grad > 1 cu coeficienti in C are cel putin o raddcing
in C. (Deci orice polinom de grad n > 1 cu coeficienti in C are exact n raddcing in C.)

Propozitia 4.5.10 Fie f € R[X] si k € N. Dacd z = a+bi € C este o radacindg de multiplicitate X a lui f, atunci
$t conjugata Z = a — bi este radacina de multiplicitate k a lui f.

Propozitia 4.5.11 Fief =ao+ a1 X+...a X" € Z[X] un polinom cu coeficienti intregi. Presupunem cd fractia
ireductibila x = ¢ € Q este radacinag a lui f. Atunci numaratorul lui x divide termenul liber al lui f, iar numitorul
divide coeficientul dominant, adicd v | ap $i s | an.
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4.5.3 Exemple de serii convergente in planul complex C. Functii trigomometrice si
hiperbolice

Am vazut in sectiunea anterioard c& unui polinom f € K[X] i se asociaza functia polinomiala f: K — K. In cazul
unei serii formale f € K[[X]] nu putem face acest lucru, deorece in general, suma infinita Zio:o ax® nu are sens.
Daci K este R sau C (dar si in alte cazuri), in analiza matematica se studiazi convergenta seriilor.

Se stie ca dezvoltarile in serie Taylor ale functiilor e*, sinx si cosx, x € R, se extind la serii convergente in
intreg planul complex C. Astfel se obtin functiile analitice (olomorfe):

. 2 3 Zn > Zk
e ZeXp()—1+1+*+y+ +H+.“:Zf!’
k=0
3 5 o0 2k+1
B z° oz B k2
sinz = z—§+——-~-—l;)( 1) IR
2 4 oo 2k
z¢ z z
=1- 4+ =) (=1)F .
cosz 2 ];)( N FIAY

Exercitiul 60 a) Sa se verifice (folosind expresiile de mai sus) formula lui Euler:
el =cost+1isint

pentru orice t € R. In particular, avem e'™ + 1 = 0.
l —e —iz E +€ iz
b) Sa se arate ca sinz = &—=f— si cosz = &H5—.

c) S& se arate ci e*T" = e*e" pentru orice z,w € C.
d) Sa se deduca formulele cunoscute pentru sin(z +w) si cos(z + w).

Putem discuta astfel de serii si folosind derivata formala: daca f = Zfio a XEK[[X]], atunci definim

= i kap X< T,
i=0

Exercitiul 61 a) Si se rezolve in K[[X]] (formal, prin identificarea coeficientilor) urmé&toarele ecuatii diferentiale:

a) f' =1, f(0) = 1.

b) f” = —f, £(0) = 0, (0) = 1
c) £ =—f, f(0) =1, f/(0) = 0.
d) £ =1, £(0) =0, f'(0) =1

e) f/ =1, f(0) =1, f/(0) = 0.

Vom nota (unicele) solutii ale ecuatiilor de mai sus, respectiv, prin eX, sin X, cos X, sinh X, cosh X.

e*+e *

Exercitiul 62 a) Si se arate ci sinhz = € =¢— gi coshz =
b) S& se deduci formulele cunoscute pentru sinh(z + w) si cosh(z £ w).
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Baza si dimensiune

O bazi (ordonata) a unui spatiu vectorial este o familie de vectori cu proprietatea ca orice vector se exprima
in mod unic in functie de vectorii familiei. O baza determina ,,reper” sau ,,sistem de referintd” si defineste un
,,Sistem de coordonate” pentru punctele spatiului. Dimensiunea spatiului este numarul de vectori dintr-o baza,
adicd numarul de coordonate independente (sau parametri independenti) ce determind un element al spatiului.

5.1 Combinatii liniare. Dependenta si independenta liniara

Fie K un corp comutativ.

Definitia 5.1.1 a) Fie V un K-spatiu vectorial, xq,...,xn € V i a1,...,an € K. Spunem c& vectorul x =
ai1xy + -+ anxn € V este o combinatie liniara a familiei de vectori x1,...,x,. Folosim urmétoarea notatie
pentru multimea acestor combinatiilor liniare:

(X1yeeoyXn) ={a1x1 + -+ anxn | a,...,a, € K}
b) Familia x1,..., X, este un sistem de generatori al lui V daca

<X1)---3Xn>:\/'

Spunem ca V finit generat daca are un familie finita x1,...,x, de generatori.
c¢) Familia x1,...,xn € V este liniar independentd daca pentru orice a; ...,a, € K
(11X1+"'+(1an:0 :>(l]:"~:(1n:0.
d) In caz contrar spunem ci vectorii x1,...,xn sunt liniar dependenti, adica exista scalarii aj ..., a, € R nu

toti nuli astfel incat
aix) + -+ anxn =0.

e) Un sistem de generatori liniar independent se numeste bazd. (In general, vom privi o bazi nu ca o multime
de vectori, ci ca o familie, deoarece vom vedea ca si ordinea vectorilor din baza joaca un rol important.)

Lema 5.1.2 Fie xq,...,Xn € V.

a) (X1y...,Xn) este cel mai mic subspatiu al lui V ce contine vectorii Xi,...,Xn.

b) {x1,...,xn} este bazd a lui V dacd si numai dacd orice x € V se scrie unic ca o combinatie liniard a
vectorilor X1, ...y Xn -
Demonstratie. a) Evident, 0 € (x1,...,xn). Fie x,y € (X1,...,%Xn), X =a1X1 + -+ + anXn, Y =byx3 + -+

bnXxn, si fie a € R. Atunci

x+y=(ar+b1)x1+ -+ (an +bn)xn € X1,...,Xn),

ax=a1x] + -+ AnXn € (X1, Xn)-
In plus, este clar ca orice subspatiu al lui V ce contine vectorii x1,...,X, contine toate combinatiile liniare ale
acestori vectori.
b) ,,=” Daca x1,...,%, este bazi, atunci orice x € V este combinatie liniara a lui x1,...,%,. Presupunem ca

I /
X=a1X1+ -+ QnXn = a1X1 + -+ A Xn.
33
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Atunci (a1 —aj)x; + -+ (an — aj,)xn = 0, si deoarece X1,...,Xn sunt liniar independenti, rezulta ca a; =
! s
a,i=1,...,m.
ste suficient de aratat ca xi,...,X, sunt liniar independenti. Intr-adevar, daca
,,&" Este suficient d tat yeeeyXn sunt 1 depend Intr-ad ,d

arx)+ -+ anxn =0=0x7 + -+ 0xqp,
atunci q; =0, i=1,...,n. =

Exemple 5.1.3 1) Familia (1,1) este o baza R-spatiu vectorial C, iar (1, 1, j, k) este o bazd R-spatiu vectorial
H.

2) Familia (f, ?) este o bazd a R-spatiului V;, iar (I,I,E) este o bazid a R-spatiului V3.

3) Familia (1,X,...,X™) este o baza a K-spatiului K,,[X] format din polinoamele de grad cel mult n. Pe de
altd parte, K[X] este un K-spatiu vectorial care nu e finit generat.

4) In K™ considerfm urmitorii vectori:
er =(1,0,0,...,0)
e» =(0,1,0,...,0)
es =(0,0,1,...,0)

en =(0,0,0,...,1)

Atunci familia e = (eq,..., e, ) este o baza a lui K™, numitd baza canonicd.
5) Multimea vida () este liniar independenta si este bazi a spatiului nul {0}.

Teorema 5.1.4 Fie V un K-spatiu vectorial.

a) Sistemul format dintr-un singur vector x1 € V este liniar independent & x1 #£ 0.

b) Vectorii x1,...,xn € V sunt dependenti dacd si numai dacd existda i € {1,...,n} astfel incdt x; este
combinatie liniara a celorlalfi vectori.

¢) Daca V este finit generat, atunci din orice sistem de generatori ai lui V se poate extrage o bazd.

5.2 Teorema lui Steinitz. Dimensiunea unui spatiu vectorial

Teorema 5.2.1 (Steinitz) Fie V un K-spatiu vectorial, r,n € N*, x1,...,Xy un sistem liniar independent i fie
Y1,-...,Yn un sistem de generatori. Atunci v <, gi dintre vectorii yi,...,Yn T vectori pot fi inlocuiti cu vectorii
X1y...,Xy astfel incat

<X1>'-->X‘rayr+1>---)yn> =V

Corolar 5.2.2 1) Din orice familie de generatori ai unui spatiu vectorial se poate extrage o bazd.
2) Orice familie liniar independentd de vectori poate fi completatd pana la o bazd.
3) Daca B,B’ CV sunt baze, atunci |B| = |B’|.

(Aceste afirmatii sunt valabile gi pentru spalii care nu sunt finit generate.)

Definitia 5.2.3 Numarul elementelor unei baze se numeste dimensiunea K-spatiului V. Notatie: dimg V =n.

Exemple 5.2.4 a) K-spatiul K™ are dimensiunea n.
b) K-spatiul K[X] este infinit dimensional; o bazi a sa este familia de polinoame (X™);en.
¢) R-spatiul de functii R® este infinit dimensional.

Corolar 5.2.5 (Teorema alternativei 1) Presupunem cd dimxV = n. Dacd B C V i [B| = n, atunci
urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) B este bazd; (2) B este liniar independent; (3) B este sistem de generatori.

Exercitiul 63 a) Daca [ este o multime finitd, atunci dimy K = [I].
b) dimk M n(K) = mn.

Exercitiul 64 Daca dimg U =m si dimg V = n, atunci dimg (U x V) = m+ n.

5.2.1 Teoreme referitoare la dimensiune

Teorema 5.2.6 Fie V si V' K-spatii vectoriale si f:V — V' o functie liniard. Atunci
dimgk V = dimg Ker f + dimyg Im f.

Teorema 5.2.7 Fie un V K-spatiu vectorial si U, W <y V doud subspatii. Atunci
dimyg (U 4+ W) = dimg U + dimg W — dimg (U N W).
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5.3 DMatricea unei aplicatii liniare

Urmatoarea teorema spune ca pentru a defini o functie liniara, este suficient sa se dea imaginile elementelor unei
baze.

5.3.1 Proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale

Teorema 5.3.1 Fie V si V' doud K-spatii vectoriale, X = {X1y.000yxn}t 0 bazd a luiV gi f: X — V' un functie.
Atunci existd o unica functie liniara f:V — V' astfel incat restrictia lui f la X coincide cu f. Mai evact, functia
f este definita astfel:

f:vV-oV/, f(x) ZZaif(Xi))
izt

pentru orice X = a1X1 + - -+ + AnXn € V. Mai mult,
o f este injectiv & f(X) este liniar independent.
o f este surjectiv & (f(X)) = V'.
o f este izomorfism & f(X) este o bazd a lui V'.

Corolar 5.3.2 Daca K-spatiul vectorial V are o baza X cu n elemente, atunci V ~ K™.
(Altfel spus, dacd dimg V = dimg V', atunci V ~ V'. Afirmatia este valabila si pentru spatii infinit dimensio-
nale.)

Demonstratie. Fie e = {ej,...,en} baza canonica a lui K™ gi fie f: X — K™, f(xy) = e, i =1,...,n. Atunci
functia f definitd mai sus este izomorfism. n

Corolar 5.3.3 (Teorema alternativei 2) Presupunem cddimg V =n. Dacd f € Endg (V), atunci urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:
(1) f este izomorfism; (2) f este injectiv; (3) f este surjectiv.

Exercitiul 65 Fie f:V — V' o functie K-liniara si fie X = {x1,...,x,} C V.
a) Dacd X este liniar independent si f este injectiv, atunci f(X) = {f(x1),...,f(xn)} este liniar independent.
b) Daca (X) =V si f este surjectiv, atunci (f(X)) =V’
c¢) Daca X este baza si f(X) este independent, atunci f este injectiv.
d) Daca X este baza si (f(X)) = V', atunci f este injectiv.
e) T este izomorfism daca si numai daca pentru o bazd X, f(X) este de asemenea o baza.

5.3.2 Matricea unei aplicatii liniare

Stim ca daca U si V sunt K-spatii vectoriale, atunci Homy (U, V) este K-spatiu si Endg (U) este o K-algebra. Vom
investiga in detaliu aplicatiile liniare.

Fie u = (u1,...,un) o bazd a lui U giv = (vi,...,v;,) 0 bazd a lui V. (Tinem cont de ordinea vectorilor din
baza, adica consideram baze ordonate.)
Dacd x € U, atunci existd scalari unic determinati x1,...,xn € R astfel incat x = Y I' ; x;u;. Spunem c&
(X1,...,Xn) sunt coordonatele vectorului x relativ la baza u, si fie
X1
My (x) = Ixly = € Mn,] (K)
Xn

az matricea vectorului x relativ la baza u.

Exercitiul 66 Sa se arate ca:
a) My : U — My, 1(K), My (x) = [x],, este un izomorfism de K-spatii vectoriale;
b) Mn‘1 (K) ~ K" ~ M]yn(K).

Fie f : U — V functie liniara. Din proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale rezulta ca vectorii
f(ur)y...,f(un) € V determina pe f. Fie

m
f(u)') = Z Cli)'\)i, 1 S ] S n.

i=1
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Scalarii ai; € R sunt unic determinati, si fie

M (f) = lflwy = laili<icm € M n(K)

1<j<n

matricea functiei liniare f relativ la perechea de baze (u,v). Observam ca [f(u;)], este chiar coloana j a matricei

[fluv-
Daca A = [aj;] € M (K), folosim urmétoarele notatii:
ary
. ch = € Mq,1(K) este coloana j a matricei A, T <j <m;
Anj
° IA (aﬂ am) € My n(K) >~ K™ este linia i a matricei A, 1 <1< n.
Observam cd dacd I = I, := [645] € My (K) este matricea unitate, atunci sistemul de vectori (e1 = cl,...,en =
cl) este baza canonica a lui My, 1 (K).
Teorema 5.3.4 Fie U si V ca mai sus, fie W un K-spatiu vectorial si w = (w1,...,wp) 0 baza a lui W. Mai

departe, fie f,f" € Homg (U, V) si g € Homy (V, W).
a) [f(x)}v = [fluv [X]u, pentru orice x € U .
) [f+ f uv — [ﬂuv + [fl]u\/
¢) laflyy = alflyy, pentru orice a € K .
) [9 o flyw = [g]vw N[y

Demonstratie. a) Fie y = f(x) = Y i, yivi, deci

Y1
yly =[x =1 :
Ym
Atunci
m n n m n
Zyivi =y =f(x) =f( Zx]uJ Zx,-f(u,-) :ZXJZQUV1 :Z aijX; Jvi.
i=1 j=1 j=1  i=1 i=1 j=1
Deoarece {v1,...,vm} este baza, rezulta ca

n
Yyi = E ajjxg, 1<i<m,
j=1
sau cu matrice,

[f(x)]v = [fluv [x]y.

b) Calculam coordonatele lui (f 4+ f')(u;), pentru T <j < n:

(f+ ) (w) = fluy) + ' (w) Z aijvi + Z ajjvi = Z aij + ajj)vi,
i=1

deci
[f + fl]uv = [aij + a{]} = [aij] + [a{]] = [ﬂuv + [fl]uv-

¢) Analog, pentru orice 1 <j <n avem
m
(af)(u;) = af(wy) = G(Z aijvi) = Z(aaij i,

deci
l[afluy = [aay] = alayj] = alflw,

d) Pentru 1 <j <n, fie

(gof)( u) Z CkjWk,
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adica

[g o fluw = lexjlick<p € Mp n(K).
12j<n

Repetand calculele de mai sus, avem

m m P P m
(gof)w) =g(flw)) =g(Y_ayvi) =) aygvi) =Y ay Y brwi =D (D briay)wi.
i=1 k=1 ie

i=1 i=1 k=1

—_

Deoarece {w1,...,Wp} W este baza, rezulta ca

m
ij:Zbkiai)’) IT<k<p, 1<j<nm,

i=1

sau cu matrice,

[9 o 1:}u.w = [ij] = [Z bkiaij} = [g]vw : [ﬂuv- L
i=1

Corolar 5.3.5 Functia
a) My, : Hom(U, V) — M (K) este izomorfism de K-spatii vectoriale.
b) M, : Endg (V) = My (K) este izomorfism de K-algebre.

Demonstratie. Din proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale rezultd cd M, , este bine definitd si
bijectiva, iar din teorema anerioara rezultd ca este si morfism. m

Exercitiul 67 Daca dimg U = m si dimg V = n, atunci dimg Homyg (U, V) = mn.

Exercitiul 68 (Rotatia in plan) Fie R(t) : V2 — V, rotatia de unghi t in jurul originii.

a) Sa se argumenteze geometric cd R(t) este o transformare iniaré.

b) S& se determine matricea lui R(t) relativ la baza canonici e = (f, ;) alui V5.
Exercitiul 69 Fie t € R, fy, g : R? — R?, fi(x) = (xjcost —xzsint,x;sint + x2cost), g¢(x) = (xzcost +
X2 sint, x7 sint — x; cos t).

a) Si se arate ca fy si g¢ sunt transformari liniare, adica fy, g; € Endg(R?).

b) Sa se determine [file,e $i [gtle,e, unde e = (e7, e2) este baza canonica.

¢) Sa se determine matricele aplicatiilor fy o fy/, g¢ o gts, ft © giry ge 0 fyr.

Exercitiul 70 Notam V = R, [X] := {f € R[X] | deg(f) < n} R-spatiul polinoamelor de grad cel mult n cu
coeficienti reali. Fie a € R, f € Ry[X] si fie B = (1,X —a, (X —a)?,..., (X —a)™).

a) Sa se arate ca B este o baza lui V.

b) S& se determine coordonatele lui f relativ la baza B (se obtine formula lui Taylor).

¢) Fie D:V =V, D(f) = f’ operatorul de derivare. S& se determine matricea lui D relativ la baza canonici
(1,X, X%, ..., X™) alui V=R, [X].

5.4 Schimbarea bazei

Fie U un K-spatiu vectorial, si fie uw = (u1,...,un) 0 baza a lui U. Dacad u’ = (u},...,u;;) un sistem de vectori,

cu uj' € U, atunci exista scalarii ti; € K unic determinati astfel incat

n
uj/:Ztijuiy T<j<m,

i=1

adica

unde
T= TﬁL, = [ty]1<i,j<n € Mn(K).

Spunem c& T =T este matricea de trecere (tranzitie) de la baza w la sistemul .
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[ / . . 3 B v
Teorema 5.4.1 a) u’' = (u},...,u;,) este bazdi & T =T} este matrice inversabild. (Informal, spunem c& u este
baza ,,veche”, iar u’ este baza ,noud”.)
b) Dacd u' bazd, atunci pentru orice x € U

c) Fie V un spatiu vectorial, fie v = (vi,...,vm) $i V' = (v],...,Vv},) doud baze, si fie
S=T) = [sijl1<i,j<m € Mm(K)

matricea de trecere, unde

m
V=) syv, T<j<m

i=1

Daca f: U — V este o functie liniard, atunci spunem cd matricele [fly, si [flu/ v/ sunt echivalente, mai ezact:

[f]u’,v’ = 8_1 [ﬂu v

)

Demonstratie. a) Din proprietatea de universalitate a spatiilor vectoriale rezulta ca exista o unica aplicatie
liniard h: U — V astfel incat h(u;) = uj’, 1 <j < n; observam ca [hly,, =T. Din Exerci‘giu si din Corolarul
m rezultd cad u’ = (h(ug),...,h(u,)) este bazd & h este izomorfism & T = [h]y,,,, € My (K) este matrice
inversabila.

b) Fie x = 3 " xiwi = 330 xjuf € U Atunci

n
X = ij’uj’ = ZX)/ Zti]‘ui = Z(Z tinj/)ui = inui.
=1

j=1 i=1 i=1 j=1 i=1
Deoarece u = {uy,...,u,} este baza, rezulta ca

n
Xi:ZtinJ{, 1<i<n,
j=1

¢) Calculand in doud moduri matricea [f(x)],, obtinem

[f(x)]v = [fluyXu = [fly vT[X]u’)

) ’

si
[f(x)]y = SIf(x)]v: = Slflwr v [X]wr
1 0 0
R 0 1 0
Inlocuind pe rand [x],,/ cu matricele | . |, | . |,..., | .| € Mm,1(K), rezulta c& [fl, T = S[fly/ v, deci
0 0 1

(fuw =S T m

-

Exercitiul 71 Fie ({",]7’) baza planului V, obtinuta prin rotirea cu unghiul t a bazei canonice e = ({,)) a lui V;.
Sa se determine matricea de trecere TS de la e la e’.

5.4.1 Lema substitutiei (schimbare elementara de baza)

Fie V un K-spatiu vectorial si fie e = (ey,...,en) 0 baza.
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Lema 5.4.2 Fiev=aje; + - -+ anen € V si consideram familia de vectori e’ = (e1,...,V,...,en).
1

a) e’ este bazd a lwi'V dacd §i numai dacd a; # 0.
b) Presupunem ca ai # 0, si fie

x=x1€e1 + - +xi€+ - +xnen =xje1+ -+ x{v+---+x/ en €V.

Atunci

X4 X5y — X{Qj
;M MU idy . .
Xp=— X=——",jF1L

ai ’ ai

Demonstratie. a) Din teorema alternativei, e’ este bazi dacd si numai dacd baza e’ este liniar independent.
Daca bq,...,b, € K, atunci

n
b1€1+'--+biv+"-+bn€n=0<’;>b1e1+--~+biZGj€j+'-'+bnen:0
=1
& (b7 +bjaj)e; +---+bijagv+---+ (bn +bian)en =0
< bia; =0, bj-l—bi(lj =0, ]#1

Daca a; # 0, atunci by = 0; rezultd ca by =--- = b, =0, deci e’ este baza.
Daca a; = 0, atunci fie by =1, §i bj = —aj, j # 1; rezulta ca e’ nu e independent.
b) Dacé a; # 0, atunci

x=x1€e1+---+Xxiei+---+%x5€ +---+Xpnen =
:x{e1 +"'+X{V+"'+Xj/ej+"'+Xr/16n:
= (1 +x{ar)er +--- +x{aie; + -+ (x{ +x{aj)ej + - + (X, +x{an)en.

Deoarece e este baza, rezulta ca x; = x{a; si xj = xj’ +x{aj daca j # 1, deci

X X

!/ _ 1 [ i . .

Xp=— X=%——a,jFL [
ai ai

Elementul a; # 0 se numeste pivot. Calculele de mai sus se sistematizeaza in urmatorul tabel:

v X v X
€1 aj X1 er| O xj = MEiEa
eL Xl V ] xl/ : %
€j aj Xj €j 0 le — w
€en an Xn . en 0 X‘II’L _ Xnai;xia“

Operatia de baza este usor de retinut: linia pivotului se imparte cu pivotul, iar celelalte elemente se calculeaza
cu requla dreptunghiulus.

5.4.2 Calculul coordonatelor unui vector intr-o noua baza

Fie v = (v1,...,vn) o familie de vectori, unde

si fie TY = [ay5] € M (K) matricea de trecere. Stim ca v este baza daca si numai daca T este inversabil; daca

/ /
X=X1e1 4+ -+ Xpnen =XV + -+ X Vn,
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atunci [x]y, = T~ '[x]e. Aplicaind de n ori lema substitutiei, determinim matricea [x],:

A% Vn X Vi ... Vn X
€1 a A1n X1 V1 1 e 0 X{
e a a X n pagi v 0 1] x!
n nl nn n L n e n
Daca T nu e inversabil, atunci vectorii eq,..., e, nu pot fi inlocuiti cu vectorii vi,...,vn.

De exemplu, fie V = R3, e = (ey, e2,e3) baza canonica, si fie vi = (1,4,2), v» = (1,3,1), v3 = (1,2,1) si

x = (1,-2,-2).
Vi V2 V3 X

e T 1] 1

€2 4 3 2 —2

€3 2 1 1 -2

vil 1 1 1 1

e2| 0 2| -6

e3| 0 -1 —1| —4

Vi 1 0 -1 -5

va| O 1 2 6

es| 0 0 2

vil| 1. 0 O -3

V2 0 1 0 2

V3 0 0 1 2
Din ultimul tabel rezulta ca v este baza si x = —3vq + 2v, + 2v3.
Exercitiul 72 Sa se arate caA v = (vy,...,vn) este 0 bazd a lui V gi s& se determine coordonatele lui x relativ la

baza v, unde:

a)V=R4, V1 =

b) V:R3, V1

(2»])3>72)> V2:(71)1)*2v1)) V3:(4>5>3s71)) V4:(135»*3)])7 X:“)]»])])-

(132»1)) V2 :(2>3»3)) V3 :(3>7a1)) X = (])131)



Capitolul 6

Determinanti si sisteme de ecuatii
liniare

Teoria sistemelor de ecuatii este o parte fundamentald a algebrei liniare, avand aplicatii in foarte multe ramuri
ale matematicii. Din punct de vedere geometric, fiecare ecuatie liniard cu n necunoscute determina un hiperplan
in spatiul n-dimensional, iar solutia sistemului este intersectia acestor hiperplane. Metodele computationale
(algoritmice) de gasire a solutiilor se bazeazd in general pe lema substitutiei (metoda eliminarii sau reducerii
Gauss-Jordan) si joacd un rol important in fizica, inginerie, chimie, informatica si economie.

6.1 Definitia si proprietatile determinantului

Determinantul este o valoare asociata unei matrice péatratice, care da informatii semnificative despre matricea
coeficientilor unui sistem de ecuatii liniare, sau despre matricea ce corespunde unei transformaéri liniare.

6.1.1 Determinanti de ordin 2 si 3
Fie K un corp comutativ, si consideram urmatorul sistem de ecuatii:

ajxy +anxy =b;
aziXxj + azzxy = by,

Fie A = <a11 (112) € M3 (K) matricea sistemuluigi B = (b

1
az; az b2
Aplicand metoda reducerii, obtinem ca sistemul este echivalent cu urmatorul sistem:

> € M2 (K) a matricea coloand a termenilor liberi.

(ar1a22 —aszazi)x1 =bjaz; —azb:
(ar1a22 —aszaz1)x2 =brazy —aziby.
Definim determinanitul matricei A astfel:

ajr a2
azr1  azz

det A = =ajjaz; —ajzaz; € R

ajr by

Observam ca daca Ay = b1 an si Ay =
a1 bs

atunci
by ax ) ’

x1det A =det Ay, xpdetA =detA,.

Consideram acum urmatorul sistem:

aj1x] + ajzxz + ajzxz = by
az1x1 +azaxz +az3xz = by
az1xj + az2xz + azzxz = bs,

an; a2z a3 b1 a1z a3 ajr by as
sifieA=|az a2 as|, A1=|b2 ax as|, Az=|axn b2 a
as; as2 ass bz a3z as;3 az; bz ass

41
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aj;; a2 by
si A3 = | az1 a2 bz | € M3(K). Analog primim urmatorul sistem echivalent cu cel dat:
asz1 asz bz

x1det A =det Ay, xpdetA =detA,. x3detA =detAs,
unde prin definitie,

a a2 ais
det A =|az1 az; az3
as; aszz2 ass

= aj10220a33 +@a12023037 + 73027032 —A7171023032 — A73022037 —A712021033

Exercitiul 73 Sa se calculeze a urmatorii determinanti:

cost sint a b c ! ! !
a) sint  cost|’ b) [b ¢ al; ¢) |a b cf.
o c ab aZ b ¢?

6.1.2 Determinantul de ordin n

Continuarea calculelor de mai sus ar fi complicata, dar sugereaza urméatoarea generalizare:
Definitia 6.1.1 Functia
det : M (K) = K, A+ det(A)

se numeste determinant de ordin n, unde dacd A = [ay;] € M (K), atunci
det A = Z sgn((r)cu o(1)A25(2) -+ - Ano(n)-
oESH
Suma are n! termeni, si fiecare produs contine exact un element al fiecarei linii si al fiecarei coloane a matricei A.
Definitia 6.1.2 Fie A = [ay;] € My (K), xj = c]-A si fie Ay; matricea de tip (n — 1) x (n — 1) obtinuta din A

eliminand linia i gi coloana j.
Elementul Ij = (—1)'" det(Ay;) € K se numeste complementul algebric al lui a;.

< ot o to_
Notam cu A" = [agli<i,j<n transpusa matricei A, unde aj; = ayj.

Teorema 6.1.3 (Proprietitile determinantilor)

a) Determinantul lui A depinde liniar de fiecare coloand a lui A.

b) Daca A are doud coloane egale, atunci det(A) = 0.

¢) Daca permutam doud coloane ale lui A, atunci determinantul matricei obtinute este (—1) det(A).
d) Determinantul nu de modifica dacd la o coloand adundm o altd coloand inmultitd cu un scalar.
e) Avem det(A) = det(A"Y); in particular afirmatiile de mai sus sunt adevdrate gi pentru linii.
f) Dezvoltarea lui det(A) dupd linia i:

n
det(A) = Z Qayj ri]' 1 < i <n.
=1
g) Dezvoltarea lui det(A) dupd coloana j:

n
det(A) :Zaijl}j, 1 S) <n.

i=1
h) Daca A, B € M, (K), atunci
det(AB) = det(A) det(B).

Exercitiul 74 Sa se calculeze urmitorii determinanti:

_Oa g g Z a+b b4c c+a 31 11) l :1
a) b)) [a?2+b? b24+c? 2+ add; o) |5 .2 o ol

b o—d 0 ad+c® bI+cd G +ad a) b d

—c —e —f 0 a> b3 3 a3
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Exercitiul 75 a) Sa se calculeze determinantul matricei A =
b) S& se calculeze determinantul matricei A =

Exercitiul 76 Sa se calculeze urmatorii determinanti:

(aij) € Mﬂ(K), daca aiyj = 0) 1> ]
(aij) € M, (K), dacd a3 =0, i+j <n.

a x x X
X a X ... X
a) An=[¥ X @ ... X
X X X ... a
1 1 1 ... 1
aj az as e an
a? a2 a? a2 . .
b) V., = 1 2 30 e n (determinantul lui Vandermonde);
n—1 n—1 n—1 n—1
aj al al ce.ooal
0 arz a3 Qin
—ag2 0 az;s a2n
c) Sp=|"%3 —az 0 ... a3m|  unden este impar (determinantul antisimetric).
—Q1n —Qan —QA3n, ... 0

Exercitiul 77 (Determinantul ciclic) S& se arate cé:

aq a as ... an
an a; az an—1
Cp=[dn-1 dn @ dn-2| = f(eg)...flen—1),
az as ag ... aj
unde f = aj + a3 X+ -+ a X" €C[X],si €, €C, i =0,...

6.2 Matrice inversabile

Definitia 6.2.1 Fie A = [a;] € M, (K). Matricea A=
aj =i = (—1)" det Ajy,

se numeste adjuncta matricei A.

Teorema 6.2.2 Daca A = [ay;] € M (K), atunci

AA = AA =det(A) - I,

Teorema 6.2.3 (Caracterizarea matricelor inversabile) Dacd A =

matii sunt echivalente:
(i) A este matrice inversabild.

(ii) det(A) € K*.
(iii) cf\, .ycl) este o bazd lui My 1 (K).
(iv) (s7,...,s0) este 0 bazd a lui My (K).

Sa retinem ca daca det(A) € K*, atunci

A7" =det(A) A si det(ATT) =det(A)!

6.2.1 Grupuri de matrice

,u— 1 sunt radacinile de ordin n ale unitatii.

[flij] S Mn(K), unde

lai;] € M (K), atunci urmdtoarele afir-

Multimea matricelor inversabile se noteaza cu GLy, (K). Deoarece GL;, (K) este multimea elementelor inversabile
ale inelului (M, (K),+, ), rezultd c& (GLy (K), ) este un grup. Acest grup se numeste grupul general liniar de

grad n peste corpul K. Din Teorema h) rezulta ca functia
det : (GLn(K),-) — (K*,-), A — det(A)

este morfism de grupuri.
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Exercitiul 78 (Grupul special liniar) Notam SL,(K) :={A € GL,,(K) | det A = 1}. Sa se arate c& SLy (K)
este un subgrup al lui (GL, (K),-).

Grupul SL,, (K) se numeste grupul special liniar de grad n peste K.

Exercitiul 79 (Transpusa unei matrice) Fie ¢ : My n(K) = My m(K), ¢(A) = A, unde aj; = aij. S se
arate ca:

a) ¢ este o functie K-liniara;

b) (AB)t = B'Al;

c) Daca A € GL,(K), atunci (A=)t = (At)~T.

¢) Functia f: GL,(K) — GL,(K), f(A) = (A~")* este un automorfism de grupuri.

Exercitiul 80 (Grupul Mo6bius) Notam cu € = C U {oo} planul complex extins. Pentru orice matrice A =

(2 Z) € GL,(C) consideram functia
ax+Db
ex+d’
unde f(—d/c) = oo, f(oco) = a/c, iar daca ¢ = 0, definim f(oco) = oco. Notam cu G multimea acestor functii,
numite transformari Mobius.

a) Sa se arate ca (G, o) este grup, iar functia ¢ : GL,(C) — G, ¢(A) = fa este morfism de grupuri.

b) Sa se determine Ker ¢.

fAZ@—)@, fA(X):

6.2.2 Calculul inversei si determinantului unei matrice

Matricea A = [aij] € My (K) este inversabild dacd si numai dacd (cf,...,c/) este bazd a spatiului K™. Vom

aplica lema substitutiei (metoda eliminarii Gauss—Jordan). Fie I = I, matricea unitate de ordin n gi considerim
urmatoarele tabele:

e A I R Vi v | bl cl
(] aig A1n 1T ... 0 C’{\ 1 0 b]] b]n
i A
en| ami ann| O ... 1 n pasi ¢l 0 o1 bni bnn

Fie B = [by;]. Din ultimul tabel rezulta ca pentru orice 1 <j <n avem cjI = ZE:1 c@bkj, adics

n
oy = Z aixbyj, 1<i,j<n,
k=1
decil, =ABsi B=A"".

Fie a*) pivotul din pasul k. Din proprietatile determinantilor rezulta ca

ik

Tiji”

n
detA = [ (=1 xal
k=1

2 2 0 1
oy . 4 3 0 -1 2 . / / / / / / !
Exercitiul 81 Fie f € Endg(R"), [fle,e = > 5 3 1|9 fiee’ = (e}, e5,e5,e,), unde e; =ej,e; =e1+ey,
12 1 3

e =e;+er+es3 e, =e;+er+e3+ ey S se determine matricea lui f relativ la perechea de baze (e’,e’).

Exercitiul 82 Fie u = (uj,uz,uz,uq) si v = (vi,v2,v3,v4), unde u; = (1,2,—-1,0), up = (1,—-1,1,1), uz =
(71)2)1)1)3 Ugq = (*13*%0)1)7 Vi = (2)1>0)1)7 V2 = (0,1,2,2), vz =(-2,1,1,2), slvg = (1»3)1)2) sunt vectori
din R*. Si se arate ci u si v sunt baze si si se determine matricea de trecere TY.

6.3 Rangul unei matrice

Definitia 6.3.1 Fie U si V doua K-spatii vectoriale, f: U — V o functie liniara, si uqy,...,uyn € U vectori.
a) Rangul sistemului de vectori este dimensiunea subspatiu generat de acestia:

rang(uy, ..., Uy ) = dimg (uy, ..., Um)-
b) Rangul functiei liniare f este dimensiunea imaginii sale:

rang f = dimg Im f.
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Observatii 6.3.2 a) Din Teorema rezulta ca rang f = dimg U — dimy Ker f.
b) Presupunem ca (ej,...,en) este o baza a lui U, deci U ={x = Z?:] xiei | xi € K}. Atunci

Imf=f(U) ={f(x) | x € U}

={) xifle) | xi €K}

i=1
= <f(e1))---)f(en)> <k \/)
deci, rang f = rang(f(eq1),...,f(en)).

Definitia 6.3.3 Fie A = [aij] € My 1 (K) 0 matrice de tip m x n gi fie 0 < v < min{m, n}. Spunem ca rangul
matricei A este egal cu r (notatie: rang A = r), daca dacd A are un minor nenul de ordin 1, si orice minor de
ordin mai mare ca T este egal cu 0.

Teorema 6.3.4 (Kronecker) Fie A € My n(K) 0 matrice. Avem
A A )

rang A = rang(c?,...,ch) = rang(s7,...,s).

Observatii 6.3.5 Pentru a arata ca rang A = 1, este suficient sa aratam ca A are un minor nenul de ordin 1, si
orice minor de ordin 1+ 1 ce il completeazd pe acesta este nul.

Exemple 6.3.6 Consideram matricea

1 -2 1 3
A=[1 =2 =1 1| eMs4R)
2 4 0 4

Daca By = [1], atunci det By # 0, si daca By = G _1]>, atunci det By # 0, deci rang A > 2. Exista doi minori

ce completeaza pe B; deoarece

1 -2 1 1 1 3
1 =2 —1/=0 s |1 =1 1]=0,
4

S

2 -4 0 2 0
rezulta ca rang A = 2.
Exercitiul 83 Sa se determine rangul matricei A = (xiYj)i<i<m,1<j<n € Mn(K) .

Exercitiul 84 Sa se arate ca rang(AB) < min{rang A, rang B}.

6.3.1 Calculul rangului unei matrice

Daci A € M n(K), atunci rang A = dimg(c?',...c2), deci putem aplica lema substitutiei. Altfel spus, prin
transformari elementare, reducem matricea data la o matrice esalon (metoda eliminarii Gauss-Jordan).

1 -2 1 3

De exemplu, ie A=[1 -2 -1 1

2 4 0 4
ANNCARNCARNUA
el 2 1 3
ez 1T -2 -1 1
e3| 2 4 0 4
AT 2 1 3
e2] 0 0 2
(%3 0o 0 -2 -2
12 0 2
¢t 0 0 1 1
€3 0 0 0 0

Din ultimul tabel rezulta ca c? = —2C¢, cﬁ\ = 20? + csA, si c{*, c? sunt liniar independente, deci rang A = 2.
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Observatii 6.3.7 Orice matrice A € My, n(K) de rang v este echivalentd cu matricea B € My, n (K) u elementele
bii =1 pentrui=1,...,7si bj; =0 in rest.

Exercitiul 85 Sa se determine rangul urmatoarelor matrice:

1T -1 1 2 2 1T -2 1 3
a) {1 —1 =1 1 3 by [1 -2 -1 1
2 2 0 3 5 1 -4 0 4

Exercitiul 86 Si se determine cate o bazi a subspatiului U <g R3, unde:
a) U= <(1)O»4)) (2) 130)3 (1a])_4)>7
b) U= <(_3) _274)) (5) 2)4)> (_2) 0, _8)>
C) U= <(1)])0)»(0)1)0)) (0>])1)>

6.4 Sisteme de ecuatii liniare

Fie K un comutativ corp, m,n € N*, si presupunem ca sunt date elementele aj; € K, b; € K, 1 <i<m, 1<j<n.

Numim sistem de ecuatii liniare urmatoarea problema: sa se determine elementele x1, ..., x, € K astfel incat
a11X1 +aq2X2 + -+ A1nXn = by
(S): a1X1 + Qa22X2 + -+ AnXn =by
Ami1X1 + Qm2X2 + -+ GmnXn = by

Introducem urmatoarele matrice:

A =lajylicicm €EMpn(K), b= 1 | eMn(K), x=]| " | € My1(K).

1<j<n

Definitia 6.4.1 a) Elementele ai; se numesc coeficienti, elementele by sunt termenii liberi, iar elementele x; se
numesc necunoscute.
b) Spunem ca A este matricea sistemului de ecuatii, iar

a . A1n b]
A=[A:b=| : : © ] € Mimngr(K)
ami ... QOmn bm
este matricea extinsa sistemulusi.

¢) Dacd b = 0, atunci spunem c& (S) este un sistem de ecuatii omogene.
d) (S) este compatibil daca exista x € My 1(K) =~ K™ astfel incat Ax = b; in caz contrar, (S) este incompatibil.

6.4.1 Compatibilitatea unui sistem de ecuatii. Teoremele lui Kronecker—Capelli si
Rouché

Identificam spatiile vectoriale My, 1(K) si K™, precum si spatiile vectoriale My, 1(K) si K™ et, si notdm cu e baza
canonica. Fie f: K™ — K™ functia liniara unic determinata astfel incat [ﬂe,e = A. Cu aceste identificari rezulta
ca f(x) = Ax pentru orice x € K™. Atunci se observa ugor ca (S) este echivalent cu urméatoarele ecuatii matriceale:

n
(S) = f(x)=b & Ax=b & ) xcf =b.
j=1
Teorema 6.4.2 a) Dacd x° este o solutie particulard a sistemului (S), atunci multimea solutiilor lui (S) este
71 (b) :={x e K" | f(x) = b} = x° + Ker f := {x° +yly € Kerf}
(Altfel spus, pentru a gasi toate solutiile sistemului (S), este suficient s& gisim o solutie particulara x° si apoi si

rezolvam sistemul omogen (So) asociat lui (S).)
b) dimg Ker f =n —rangA.
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Teorema 6.4.3 (Kronecker—Capelli) Sistemul (S) este compatibil dacd si numai dacd
rang A = rang A.
Corolar 6.4.4 (Rouché) Presupunem cd rang A =1 si fie

an alr
detB=| : #0
ari Qrr

determinantul principal al sistemulwi (S). Minorii de ordin (r + 1) ai matricei extinse A ce completeazi pe B si
contin termeni liberi se numesc minori caracteristici. Atunci avem:

a) Numdarul minorilor caracteristici este m — 1.

b) (S) este compatibil < toti minorii caracteristici sunt nuli.

6.4.2 Rezolvarea sistemului de ecuatii prin reducerea la un sistem Cramer

Folosim in continuare notatiile paragrafului precedent.

an . alr
Teorema 6.4.5 a) Presupunem ca (S) compatibil, rang A =1, det B :=| : D #£0, sifie
a1 e Ay
anxy +apxy + -+ amxn = by
(SI)' azixy +axz2 + -+ amxn =Dby
ar1X7 + ar2X2 + -+ ArXn = by

sistemul redus de ecuatii. Atunci pentru orice x € K™, x este solufie a lui (S) & x este solutie a lui (S').
Ultimele m — r ecuatii se numesc ecuatii secundare. Asadar, ecuatiile secundare se omit, iar necunoscutele
secundare Xr41,-...,%Xn sunt parametri independenti sau liberi (pot lua orice valori) si se trec in membrul drept.
Obtinem astfel un sistem Cramer cu r ecuatii gi T necunoscute.
b) (Regula lui Cramer) Presupunem ca m =n. Sistemul (S) are solutie unicd dacd $i numai dacd det A # 0,
adici T =m =mn. In acest caz, pentruj =1,...,m avem

X = (det A)~" - det(c,.. A
j
Corolar 6.4.6 Fie (So) un sistem de ecuatii omogene. Atunci:

a) (So) este compatibil.
b) Daca m =mn, atunci (So) are solutii netriviale (nenule) & det A = 0.

Exercitiul 87 Sa se discute si sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii, folosind teoremele lui Rouché si Cramer:

2x1 —x2+x3—%x4 =1
X1 +x2+ox3+xqg =-—1
X1 —X2+X3+PBx4 =Yy

6.4.3 Rezolvarea ecuatiei matriceale prin metoda eliminarii Gauss-Jordan

Urmatoarea metoda trateaza pe (S) ca ecuatie matriceala.

Daca (S) compatibil, atunci din Teorema [6.4.5la) rezultd ca putem presupune ca rangA = m < n, si fie
det B # 0 determinantul principal al lui (S), unde

a A1m
B = : ; € M (K).

Am1 e Amm
Scriem pe A sub forma A = [B : S, unde

ar,m+1 Ain
S= € Mm,nfm(KL

Qmm+1  +-- Qmn
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Xm+1

. XB . L. . . .
si fie x = (x ), unde xg = este matricea necunoscutelor principale, si xs = : este matricea
s :

X1
Xm Xn
necunoscutelor secundare. Atunci (S) poate fi scris sub urméatoarele forme echivalente:

(S): Bxpg + Sxs =b.

Consideram intai ecuatia matriceala omogend Bxg 4+ Sxs = 0 asociata lui (S). Solutia acesteia este

xg = —B 'Sxs, xse KM ™,
1 0
Fie x{') = 0 , xP) = 1 ey xgt™ = O baza canonici a lui K™, xJ) = —B=18xJ) unde 1 < j <
0 0 ]

. )
x0 = (¥B)) eKerf, T<j<n-m.

n—m)

Deoarece dimg Ker f =n — m, rezultd c& familia de vectori x(1, ... x! este o baza a lui Ker f, deci

Kerf = (x1, ... x(m=m)y,

Mai departe, o solutie particulard x° se obtine astfel: fie x2 =0 € K*™™ si fiex§ := B~'b—B~'Sx =B~'b € K™,

deci
-1
x0 = (B 0 b) c K"

este o solutie a lui (S).
Am obtinut astfel multimea solutiilor lui (S):

1) =x® + Ker f =x% + (x(M ... x(m=m)y =
:{XO +)\1X(]) + "'+}\n7mx(n7m) |}\1>...,?\n7m € K}

Spunem ca Aq,...,Aqn_m € K sunt parametr: liberi.

Observatii 6.4.7 In practica, daca m gi n sunt numere mari, atunci formulele i metodele de rezolvare a sisteme-
lor de ecuatii bazate pe cacule de determinanti i inverse de matrice nu sunt eficiente. In continuare vom prezenta
o metoda care conduce la calcule mult mai rapide. Folosind lema substitutiei, vom reduce matricea sistemului la
o matrice esalon. Aceasta este metoda eliminarii complete Gauss-Jordan.

Consideram sistemul Ax =b <= Bxp + Sxs = b, unde folosim notatiile anterioare. Daca B € M (K) este
inversabil, atunci obtinem solutiile sistemului In m pagi. Calculele vor arédta si daca sistemul este incompatibil,
deoarece in acest caz rang A < rang A. De asemenea, nu e nevoie si stim dinainte care sunt matricele B si S.
Acestea vor fi determinate prin alegerea elementelor pivot.

A A A A

] Cu | Crmat cp| b
€1

B S b

em
L m pasi

A A A A

] Cml Chmia cp| b
A
1
: I B'S B 'b
Cm
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Exemple 6.4.8 Consideram sistemul

X1 + 2x2 + %3 + 3x4 + 3x5 =3
(S) —X1 —Xz—X3—2X4—2X5 =-2.
X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2

Cu notatiile de mai sus, avem

1 2 1 3 3 3
A=|-1 -1 =1 =2 22|, b=[-2
1 3 2 5 4 2

Obtinem urmatoarele tabele:

A A A A Al I
e 2 1 3 33
e | -1 -1 -1 2 2| 22
es| 1 3 2 5 4|2
A1 2 1 3 33
ez | 0 o 1 1|1
es| 0 1T 1 2 1|
AT T 0 1 1 T
Ao 1 0 1 1|1
es| 0 0 1. 0] 2
1T 0 0 0 13
Ao 1 0 1 1]
Ao 0 1 1 0 -2

Alegerile de mai sis ale elementelor pivot determing matricele B si S astfel:

12 1 3 3
B=[-1 -1 —1], s=|-2 —2
1 3 2 5 4

Din ultimul tabel rezulta ca

(- 3
—B7's=[-1 1], B'v=|[ 1|,
-1 0 -2

deci multimea solutiilor sistemului (S) este

x° + A x4+ A% | A1, A € K],

unde
0 —1
1 —1 —1
X =(-2]1, x1 = =1 , x2 =10
0 1 0
0 0 1

Exercitiul 88 Sa se rezolve, prin ambele metode studiate, urméatoarele sisteme de ecuatii:

{)q +3x —x3—2x4 =3
a)

2x1 —%x2 +3x3 —4xqg =-—1

X1*2X2*2X3*2X4*X5 =0
b) X1 —X2 — X3 — 3X4 + X5 =1

X1+ X2 —5x3 — x4 + 7x5 =2

X1 +2x2 +%x3+3x4+3x5 =3
c)
—X1 —Xz—X3—2X4—2X5 =2
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X1 +3x2 —x3 —2x4 =3
d) ¢ 2x7 —%x2 +3x3 —4xq4 =-—1
3x1 —5xp +7x3 —6x4 =1

X1 —2x2 —2x3 —2x4 —x5 =0
€) { X1 —X2 —X3 — 3X4 + X5 =1
X1+%x2—5x3—x4+7x5 =2

X1 + X2 + 2x3 + 3x4 + 3x5 =3

f) < x1 +x2 +x3 + 2x4 + 2x5 =2
2x1 +2x2 +3x3 +5x4 +5x5 =6



Capitolul 7
Valori proprii si vectori proprii

Un vector propriu al unui operator liniar este un vector care, in urma transformarii, ramane paralel cu el insusi.
Pe langa relevanta matematica, studiul valorilor i vectorilor proprii are aplicatii importante in mecanica cuan-
ticd, statisticd (analiza componentelor principale), epidemiologie, analiza vibratiilor, procesarea imaginilor, teoria
spectrald a grafurilor (utilizatd de exemplu in algoritmul PageRank pe care se bazeazi ciutérile Google), mecanica
solidelor, fizica moleculara etc.

7.1 Polinom caracteristic

Fie V un K-spatiu vectorial, e = (e1,...,en) 0 bazd a lui V, fie f € Endg (V) un endomorfism (operator liniar), si
fie

A= [f]e,e € Mn(K))
matricea lui f relativ la perechea de baze (e, e).

Definitia 7.1.1 a) Spunem ci A € K este o valoare proprie a operatorului f, dacd existd un vector x € V, x # 0
astfel incat f(x) = Ax.

b) In acest caz spunem ca x este un vector propriu al lui f asociat valorii proprii A.

¢) Polinomul PA (X) = det(A — XI,,) € KIX] se numeste polinomul caracteristic al matricei A.

Observatii 7.1.2 a) Observam cd

ay — X a2 e Ain
azi azy — X ... Aon
PaA(X) = .
an1 an2 oo Qpn—X

= (=)™ (X™ = Tr(A)X™ + -+ (—1)" det A),
unde Tr(A) = Y I' ; aii se numeste urma matricei A.

De exemplu, dacd A = ¢ atunci Pa(X) = X? — (a + d)X + (ad — bce).

b

Q)
b) Polinomul PA(X) nu depinde de baza e, sau altfel spus, doud matrice similare din M, (K) au acelasgi

polinom caracteristic; de aceea putem vorbi de polinomul caracteristic al operatorului f, adica, prin definitie, fie

Intr-adevir, fie e/ = (ef,...,e.) o altd bazd, T = Tee/ matricea de trecere, si fie A’ = [fler s = T~ TAT. Atunci
Pa:(X) = det(A’ — XI,,) = det(T'AT = T XL, T) =
=det(T7 ") det(A — XI) det(T) = det(A — XI,) = Pa(X).
Teorema 7.1.3 Scalarul A € K este o valoare proprie a lui f dacd si numai daca P¢(N) = 0.
Demonstratie. Identificind ca de obicei spatiile vectoriale V si K™, vedem ca pentru orice x € V,
f(x) =M = Alx]e = Alx]e <= (A —AlL)[x]e =0.

Sistemul omogen de ecuatii liniare obtinut are solutii nenule daca si numai daca det(A — Al,) = 0, adicd daca A
este o radacina lui Pa (X). "
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Definitia 7.1.4 a) Multimea valorilor proprii ale endomorfism f se numeste spectrul lui f.
b) Dacd A este o radacina de multiplicitate r a lui P¢(X), atunci v se numeste multiplicitatea algebricd a lui A.
Notatie: Mag(A) = .
¢) Subspatiul V(A) :={x € V| f(x) = Ax} = Ker(f — Aly) se numeste subspatiul propriu asociat lui A.
d) Dimensiunea subspatiului propriu V(A) se numeste multiplicitatea geometrica a lui A. Notatie: Mgeom (A).

Exercitiul 89 Sa se determine valorile proprii si baze pentru subspatiile proprii ale urmatoarele matrice:

12 =2 211 00 1 0o 2 1
a2 1 =2 »y[23 2] ¢olo1 0] a)(-2 o0 3
2 2 -3 3.3 4 1.0 0 —1 =3 0

> 6 3 cost —sint
e)[-1 0 1 f) ( it t)
1 2 1 sin cos

Exercitiul 90 (Urma unei matrice) Considerdam functia Tr : My (K) — K, Tr(A) = > I ; ai;. S& se arate ci:
a) Tr este o functie K-liniara.
b) Tr(AB) = Tr(BA).

Exercitiul 91 Sa se arate ca pentru orice A,B € M (C) avem Pag(X) = Pga(X).

7.1.1 Teorema Cayley—Hamilton

Dacd p = amX™ + am 1 X™ "+ + a1 X + ap € K[X], atunci existd endomorfismul
P(f) = amf™ 4+ am 1™ "+ -+ arf + aply € Endg (V)

sl matricea
P(A) = @A™ + am 1 A™ T+ + @A + a0l € My (K).

Teorema 7.1.5 (Cayley—Hamilton) Orice endomorfism f (respectiv orice matrice A) este raddcind a polino-
mului sau caracteristic, adicd P¢(f) =0 st PA(A) = 0.
Exercitiul 92 Fie A = (2 3) € M;(C), deci Tr(A) = a+ d si det(A) = ad — be.

a) S se verifice direct ci A? — Tr(A)A + det(A)I, = 0,.

b) Sa se arate cd A™ = anA+ b1 (V)n € N, unde sirurile (an)nen $i (bn))nen verifica relatiile de recurentd
ani2 — Tr(A)an1 +det(A)an, =0 8i bnya —Tr(A)bnig +det(A)b, =0 (V)n e N,

¢) Sa se rezolve ecuatiile A2=AA?=0,,A3=0,51 A% =1.

7.2 Operatori triangularizabili

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n, e = (eq,...,en) 0 bazi, si f € Endg (V) un operator avind matricea
A = [fle,e. Stim ca relativ la o altd bazd v, matricea lui f este T-'AT, unde T € GLy (K) este matricea de trecere
de la e la v. Ne punem problema de a gisi in multimea {T~'AT | T € GL,,(K)} matricea avand ,,forma cea mai
simpla”.

Definitia 7.2.1 a) Matricea A = (aij) € Mn(K) este triunghiulard (superior) dacd ai; = 0 pentru orice i > j.
b) Spunem ca operatorul f este triangularizabil dacd existd o bazia v = (vi,...,vy) astfel incat matricea
[flv,v € My (K) este triunghiulara.
¢) Spunem ca matricea A este triangularizabild dacd existd o matrice inversabila T € GL,(K) astfel incét
matricea T"TAT € M, (K) este triunghiulari.

Teorema 7.2.2 (caracterizarea operatorilor triangularizabili) Operatorul f € Endg (V) este triangulariza-
bil daca si numai daca polinomul sau caracteristic Ps are n radacini tn K.

Exercitiul 93 (matrice triunghiulare) Fie
To(K) ={A = (ay) € Mn(K) | ayj =0 daca i > j}

multimea matricelor triunghiulare superior. Sa se arate ca:
a) T (K) este o subalgebra a lui My, (K).
b) Functia f: T, (F) = R™, f((ai;)) = (a11,...,ann) este un morfism surjectiv de K-algebre.
¢) Dacd A € Ker f (adica elementele de pe diagonala principala a lui A sunt nule), atunci A™ = 0.
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Exercitiul 94 Fie A € M,,(K) si presupunem ca Pa (0) # 0. Sa se arate ca A inversabila si

(—1)nX™ T

Paci(X) = 5 Paly

).

S# se determine valorile proprii ale matricei A~'.

Exercitiul 95 Presupunem ca valorile proprii ale matricei A € My, (K) sunt Aq,...,Aq, sifie p € K[X] un polinom.
Sa se arate ca:
a) Valorile proprii ale matricei p(A) sunt p(A;), i =1,...,n; mai mult, dacd x € K™ este un vector propriu al

lui A asociat lui A;, atunci x este vector propriu al lui p(A) asociat lui p(A;).
b) det(p(A)) = [Ti—y p(M).

7.3 Operatori diagonalizabili

Lema 7.3.1 Fie f € Endg (V) un operator.

a) Daca Ao € K valoare proprie a lui f, atunci 1 < Mgeom(Ao) < Maig(Ao).

b) Presupunem cd A, ...,Am € K (m < n) sunt valori proprii distincte, si fie vi un vector propriu asociat lui
A, 1 <1< m. Atunci vectorii vi,...,vm sunt liniar independenti.

Definitia 7.3.2 a) Matricea A = (aij) € M (K) este diagonala dacd ai; = 0 pentru orice i # j.

A0 L. 0
0 A ... O
Notatie: diag(A1,...,An) =1 . . .
0 0 ... A
b) Spunem ca operatorul f este diagonalizabil daci exista o baza v = (v1,...,Vvy) astfel incat matricea [f], ,, €

M, (K) este diagonald.
¢) Spunem cd matricea A este diagonalizabild daca existd o matrice inversabilda T € GL,(K) astfel incat
matricea T"'AT € My, (K) este diagonala.

Teorema 7.3.3 (caracterizarea operatorilor diagonalizabili) Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) Operatorul f € Endg (V) este diagonalizabil.
(ii) Ezista o baza a lui V formata din vectori proprii ai lui f.
(iii) T satisface urmdtoarele doud conditii:
e Polinomul sau caracteristic Py are n radacini in K.
e Daca A este o valoare proprie a lui f, atunci Mgeom (A) = Maig(A).

Observatii 7.3.4 Presupunem ci ipotezele (1), (2) de mai sus au loc. Fie Aq,...,A;, radacinile distincte ale lui
P¢, si fie

PeX) = (A1 =X)"T (A2 = X) oo . (Am = X)T,

unde 1 <1y <ny Ty = Mag(Ai), s Z?; Ty = n. Deoarece Mgeom (Ai) = Maig(A1) = 7y, rezulta ca V(A;) are o
bazd (Vi1,...,Vir,), unde 1T <1 < m. Atunci

V= (V11)"')V1T‘13\)21)"')VZT‘23"')VTH1)"')VTHT‘m)

este o bazd a lui V formata din vectori proprii ai lui f, iar matricea [f], . este diagonald. S& notam ca forma
diagonald a matricei lui f este unica, abstractie facand de ordinea elementelor de pe diagonala principala, care
sunt chiar valorile proprii ai lui f.

2 0 =2
Exemple 7.3.5 Fie f : R®> — R3, [flo. = A = [0 3 0 |, unde e este baza canonici. Atunci Pa(X) =
00 3
(2 —X)(3 —X)?2, deci radicinile lui Pa sunt Ay = 2, A; = 3, unde maig(A1) =1 si mag(A2) = 2.
2X3 =0 X1 = & 1
Pentru A1 =2 avem x2 = 0 & X = 0 = V(}\1)_< 0 >)
X3 = 0 X3 = 0 0

deci mgeom(AI) =1= malgU‘] )
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x; = —2«x
PentruA; =3 avem —x1—2x3=0 & X2 = B
X3 = X
Atunci
—2x -2 0
V(AZ): B |(X,B€R —< 0 ) 1 >»
104 1 0

deci mgeomU\Z) =2= malgO\ZJ-
Rezulta ca operatorul f este diagonalizabil. Fie v = ((1,0,0), (—2,0,1), (0,1,0)). Atunci

1 =20 1 0 2 200
T=T'=(0 0 1], T'=10 =1 1], [flyy =T 'AT=([0 3 0
0 1 0 0 1 0 0 0 3

Exercitiul 96 Sunt diagonalizabile urmétoarele matrice (peste C)? Daca da, atunci si se determine baza noud
formata din vectori proprii i matricea de trecere de la baza canonica la baza noua.

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
a) [1 0 Of; b0 0 0}; ¢ (0 0 0); )0 0 0];

010 100 0 00 -1 0 0

4 =3 1 2 0 0 0 1 1T 1 0 2
o) 5 =8 5 4] f) 0 0 1 0}, 0) 1T -1 0 2

6 —12 8 5]’ 010 0} 0o 0 23

1T =3 2 2 1.0 00 0 0 0 2

Exercitiul 97 Sa se arate ca matricea

0
0
0
1

o o = O
oS = O O

1
0
0
0
este diagonalizabila peste C, dar nu si peste R.

Exercitiul 98 Fie A = <2 g
a) Daca Tr(A)? —4det A > 0, atunci matricea A este diagonalizabili.

b) Daci Tr(A)? —4det A = 0, atunci matricea A este diagonalizabila < A este diagonald.

¢) Daca Tr(A)?> —4det A < 0, atunci A nu este diagonalizabild. In acest caz, existid T € GL,(C) astfel incat

) € M3 (R). S& se arate ca:

1 [ x 0
T'AT = (O 062) € M;(C).
d) Sa se studieze diagonalizabilitatea matricei A = ( COtSt smt>7 unde t € R.
—sint cost

Exercitiul 99 Sa se demonstreze Lema [7.3.1

Exercitiul 100 Si se arate ca urmitoarele familii de vectori sunt liniar independente in R-spatiul de functii R¥:
a) sinArt,...,sinAnt, unde Aq,...,Ay € R% sunt numere distincte.
b) 1,sint,...,sinnt,cost,...,cosnt, unde n € N*.



Capitolul 8

Spatii cu produs scalar

Din punct de vedere abstract, formele patratice sunt polinoame omogene de grad 2 in n variabile. In geometrie,
metrica unui spatiu (adica expresia distantei dintre doud puncte) este definitd cu ajutorul unei forme patratice,
iar pentru exprimarea unghiului a doi vectori se folosesc forme biliniare.

In acest capitol fie K = R sau K = C. Fie V un K-spatiu vectorial cu dimg V = n si fie e = (eq,... ,en) 0 bazd
alui V.

8.1 Forme biliniare si patratice

Definitia 8.1.1 a) Functia B : V x V — K se numeste forma biliniara dacd pentru orice a,b € K si pentru
orice x,X1,X2,Y,Y1,Y2 € V avem

B(GX1 + sz»U) = aB(th) + bB(XZ)y)>

B(x, ay1 + byz) = aB(x,y1) + bB(x,y2).

b) Daca aij := Bl(ei,e5), 1 <1i,j <n, si A= [ai]i<ij<n € Mn(K), atunci spunem ca A este matricea lui B
relativ la baza e. Notatie: A = [B]..

¢) Rangul formei B este: rang B = rang[Bl.. Spunem c& B este formd degeneratd, dacd rangB < n (adica
det[B]. = 0), si B este formd nedegeneratd daca rang B = n.

d) Forma biliniara B este simetrica daca pentru orice x,y € V

B(x,y) = B(y,x).

e) Matricea A € My (K) este simetrica daca A* = A, adica ay; = aj; pentru orice i,j =1,...,n.

Definitia 8.1.2 O functie d : V — K se numeste forma patratica daca satisface urmatoarele conditii:
(1) Q(ax) = a?Q(x) pentru orice a € K si x € V;
(2) Functia B: V x V = K, B(x,y) = Q(x +y) — Q(x) — Q(y) este o forma biliniara simetrica.

Observatii 8.1.3 Dacd B:V x V — K o forma biliniard simetrica, atunci functia
Q: V=K, Q(x)=B(x,x)
este forma pétraticd asociatd lui B. In acest caz avem Qx+y)—Q(x) —Qy) =2B(x,y).

Exercitiul 101 Fie §,,(R) = {A € M, (R) | A' = A} multimea matricelor simetrice, si An(R) = {A € Mp(R) |
Al = —A} multimea matricelor antisimetrice. Sa se arate ca:
a) Sn(R)»A (R) <g My (R).
b) dimg 8n(R) = 2 dimp A, (R) = 221,
c¢) Pentru orice A € M (R) exista matricele unic determinate B € §,,(R) si C € A, (R) astfel incat A = B+ C.
d) Daca A,B € 8, (R), atunci AB € §,(R) & AB = BA.
e) Pentru orice B € My, (R), matricea BB! este simetrici.

Lema 8.1.4 Fie B:V xV — K o forma biliniara.
a) Pentru orice x,y € V avem

B(x,y) = [xIt[Ble[yle.
55
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b) Forma B este simetricd dacd i numai dacd matricea A = [Bl. este simetricd.
. 9 v . 4 . . v
c) Fie e/ = (eq,...,e,) o noud baza, si fie T = TS matricea de trecere de la e la e’. Atunci spunem cd
matricele [Ble si [Bler sunt congruente, mai exact, avem:

[B]e’ = Tt[B]eT
Demonstratie. a) Dacd x =) | ;xie; siy = Z;; yjej, atunci

n n

n
B(x,y) = B( leel)zy]e] :ZZXﬂJ) eue)
n n :
= ZZX aijyj = EA[U]e-

i=1j=1

b) Daca B simetrica, atunci ai; = B(ei, ej) = B(ej, e;) = aji, pentru orice i,j € {1,...,n}, deci A = A",
Invers, daci A = A, atunci pentru orice x,y € V avem

n n n o n
(Y =D > xayy; =) > yjaixi = B(y,x).
i=1j=1 j=11i=1
¢) Dacd x,y € V, atunci [x]e = T[x]e/ si avem
B(x,y) = [lg[Blelyle = ¢/ Bler[yler = DJE T Bl Tlyles
Inlocuind matricele coloand [x]e- si [yles cu matricele ey, ..., en, obtinem T*[B]. T = [Bl.. n

Observatii 8.1.5 a) Deoarece T = Tee' este o matrice inversabild, rezulta ca rang B = rang[B]. nu depinde de
baza e.
b) Daca B este simetrica si [B]le = A, atunci

n
= E aijXiXj = E aux +2 E aijXiX;.

i,j=1 1<i<ji<n

8.2 Forme hermitiene

In cazul in care K = C este corpul numerelor complexe, este natural si util sa consideram automorfismul C —
C, z — z, unde x +yi = x — yi este conjugatul numarului complex z = x + yi. Formele hermitiene au fost
introduse de matematicianul francez Charles Hermite (1822-1901).

Daci A € M n(C), atunci matricea A" := At (adica al‘] = a;i) este adjuncta (transpusa hermitiand) a

matricei A. (Se mai noteaza si Af.)

Definitia 8.2.1 a) Functia B : V x V — C se numeste forma sesquiliniara daca pentru orice a,b € C si pentru
orice x,X1,%X2,Y,Y1,Y2 € V avem

B(ax; + bxz,y) = aB(x1,y) + bB(x2,y),
B(x, ay1 + byz) = aB(x,y1) + bB(x,y2).
b) Daca ai; = B(ei,e5), 1 <1i,j <n, si A = [aijli<ij<n € Mn(K), atunci spunem ca A este matricea lui B
relativ la baza e. Notatie: A = [B]..
¢) Rangul lui B este rang B = rang([Bl.; spunem ci B este degenerat, daca rang B < n (adica det[B]. = 0), si

B este nedegenerat daca rang B =n.
d) B este forma hermitiana, daca in plus, pentru orice x,y € V avem

B(x,y) = B(y,x).

e) Dacd B:V x V — C este o forma hermitiana, atunci forma pdtraticd asociata lui B este

Q: V=G, Qx) =Blxx).

f) Matricea A € My, (C) este hermitiand (autoadjunctd) daci A = A, adici aij = dj; pentru orice i,j =
1,...,m.
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Exercitiul 102 Sa se determine multimea JH, a matricelor hermitiene de tip 2 x 2.

Exercitiul 103 (Transpusa hermitiani a unei matrice) Daci A € M,,(C), fie A" = At. Si se arate ci:
a) (A+B)h =AM + BM; (0A)P) = &AM,
b) (AB)™ = BrAM; (A~T)M = (AM) !
c) Daca A = BB™ atunci A este matrice hermitiana.

Lema 8.2.2 Fie B:V xV — C o forma sesquiliniara si fie Q:V — C, Q(x) = B(x,x).
a) Pentru orice x,y € V avem

B(X>U) - [X]};[B}e[y}e-

b) Forma B este hermitiand dacd i numai daca A = [Bl. este matrice hermitiand.
c) Fiee' = (ey,...,e.) o noud bazd, si fie T =TS matricea de trecere de la e la e’. Atunci

[B}e’ = Th[B]eT-
d) Dacd B este formd hermitiand, atunci Q(x) € R pentru orice x,y € V .

Demonstratie. a) Daci x =) | ;xie; siy =) | ;yiei, atunci avem

n

B(x,y) leeuZylel Z XiyjB(es, e;) :ZZ Xiayjyj = A[y]
i=1 i

=1j=1 i=1j=1

b) Daca B este hermitiana, atunci aj; = B(ei, ej) = B(ej, e;) = @ji, pentru orice i,j € {1,...,n}, deci A = Al
Invers, daci A = A", atunci pentru orice x,y € V avem

mn n n n Tl poy
:ZZ)‘qaiﬂJj :ZZyjdjp‘q:ZZ 1aji%; = By, x).

i=1j=1 j=11i=1

¢) Daci x,y € V, atunci [x]e = T[xles, [XIF = [x]?, T si

B(X>U) = [X]Q[B}e[y}e = [X]}el/ [B]e’[y]e/ = [X]}el/Th[B}eT[y}e’

Inlocuind matricele coloani [x]e- si [yles cu matricele vectorilor ey, ..., e, ale bazei canonice, obtinem T"[B]. T =
[B]e’-
d) Q(x) =B(x,x) =B(x,x) = B(x,x) = Q(x), deci Q(x) € R. n

Observatii 8.2.3 a) Deoarece T = Tgl este o matrice inversabild, rang B = rang[B]. nu depinde de baza e.
b) Daca B este hermitiana si [B]. = A, atunci

n
= E aijXixj = E aiilxil? +E ajXiXj.

i,j=1 i#]

8.3 Reducerea formelor patratice la forma canonica

Fie B: VxV — C o forma hermitiana, A := [Bl, si fie Q(x) := B(x,x) € R. Mentionam ca rezultatele ce urmeaza
in acest capitol raméan valabile daca inlocuim C cu R i ,,forma hermitiand” cu ,,forma biliniara simetrica”. Acest
lucru se vede imediat tinand cont de faptul ca un numar real este un numar complex ce coincide cu conjugatul
sau.

Definitia 8.3.1 Spunem ca B (sau Q) are formad canonica relativ la baza e, daca matricea [Bl. este diagonala.
In acest caz, avem [B]. = diag(aj1,...,ann), unde ai; € R, si

X,Y) = Z aiiXiyi, Q(x) = Z aiilxil®.
i=1 i=1

Teorema 8.3.2 (Gauss—Lagrange) Ezistd o baza e’ = (ef,...,e]) astfel incat [Bler = diag(ajq,...,a.,) §i
X

Qx) =Y, alilx! 1> are formd canonicd, unde [X]er =
X/
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Avem mai multe metode de reducere la forma canonica. Una dintre acestea va fi prezentata la sfarsitul acestui
capitol.

Definitia 8.3.3 Spunem ca:
e Q este forma patratica pozitiv definita, daca Q(x) > 0 pentru orice x € V' \ {0};
Q este forma patratica pozitiv semidefinita, daca Q(x) > 0 pentru orice x € V;
Q este forma patratica negativ definita, dacd Q(x) < O pentru orice x € V \ {0};
Q este forma patratica negativ semidefinitd, dacd Q(x) < 0 pentru orice x € V;
Q este forma patratica indefinitd daca exista x,y € V astfel incat Q(x) > 0 si Q(y) < 0.

Observatii 8.3.4 Daca rang B = r, atunci orice form& canonica a lui Q(x) are exact r coeficienti nenuli:
T
z ;12 / .
Q(X): aiiX iy (111750, l:],...,n.
i=1

Se observa usor ca:
o Q este pozitiv definitd & r=mn, aj;,...,ar >0.
Q este pozitiv semidefinitd & ajq,...,ar > 0.
Q este negativ definitd & r=n, aj;,...,an <O0.
Q este negativ semidefinitd & ajq,..., ap < 0.
Q este indefinita daca exista 1 si j astfel incat ai; > 0 si aj5 < 0.

8.3.1 Legea lui Sylvester de inertie a formelor patratice

Forma canonica a unei forme patratice nu este unica, dar teorema de mai jos a lui Sylvester spune ca numarul
coeficientilor pozitivi si a celor negativi ramane constant.

Teorema 8.3.5 (Sylvester) Fie Q : V. — R o formd pdtratica de rang rv. Presupunem cd relativ la baza
e=(er,...,en) avem

P p+q
2 2
Q(x) = Z aiifxil” — Z Cljj|Xj| y
i=1 j=p+1
unde aii, aj5 > 0, p+ q =T, iar relativ la baza e’ = (e],...,e; ) avem
_p/ p/+q/
2 2
QX) =) aix{*— Y ajk?
i=1 j=p/+1

unde a{i)a]‘/j >0,p'+q' =r. Atuncip=p’' siq=q’.
Definitia 8.3.6 Perechea (p, q) se numeste signatura formei patratice Q(x).

Observatii 8.3.7 Fie Q : V — R o forma patratica de rang r i signatura (p, q) corespunzatoare formei hermitiene
B:V xV — K. Din Teorema Gauss-Lagrange rezulta ugor ca existd o matrice T € GLy, (K) astfel incét

TMBIl.T = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0],

unde 1 apare de p ori, —1 de q ori i 0 de (n —r) ori. Cu alte cuvinte, abstractie ficand de o echivalentd (adica
de o congruentd de matrice), existd o unica forméa biliniard de signatura (p, q) pe V, si anume

B(x,y) =x1y1 + o+ XpYp — Xp+1Yp+1 — - — Xp+qYp+q-

8.4 Spatii Hilbert finit dimensionale

Conceptul de spatiu Hilbert generalizeaza notiunea de spatiu Euclidian. Se extind astfel metodele algebrei vectorial
si ale analizel matematice de la 2 sau 3 dimensiuni la spatii cu orice numar finit sau infinit de dimensiuni. Pe scurt,
un spatiu Hilbert este un spatiu vectorial inzestrat cu un produs scalar, ceea ce permite masurarea lungimilor si
unghiurilor. Mai mult, spatiile Hilbert sunt spatii topologice complete in sensul lui Cauchy.

In cele ce urmeazi, fie B : V x V — K o forma hermitiand (dacd K = R, atunci B este o forma biliniara
simetricd).
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Definitia 8.4.1 a) Spunem ca perechea (V, B) este un spatiu Hilbert dacd B este forma hermitiana nedegene-
rata gi pozitiv definita.

b) (xly) := B(x,y) este produsul scalar al vectorilor x,y € V.

c) |Ix]l = v/ Q(x) :== \/(x|ly) este norma vectorului x.

d) Vectorii x,y € V sunt ortogonali (notatie: xLy), dacd (xly) = 0.

e) Unghiul x,y € [0, 7] dintre vectorii x,y € V este determinat de

. (xXY)
V= R
Observatii 8.4.2 a) Din definitie rezultii ci [|x|| > 0 si mai mult, ||x|| = 0 & x = 0. In plus, avem |jax| =

allx]l, ¥a € K.

b) In general in literatura, un spatiu inzestrat cu un produs scalar ca mai sus este numit spatiu prehilbertian,
iar un spatiu Hilbert este un spatiu prehilbertian complet (adicd in care orice gir Cauchy este convergent relativ
la norma definitd mai sus). Totusi, definitia noastrd nu vine in contradictie cu aceasta, deoarece un spatiu
prehilbertian finit dimensional este complet, deci este spatiu Hilbert. Orice spatiu Hilbert este, in particular, un
spatiu vectorial normat, mai exact, un spatiu Banach.

Exemple 8.4.3 a) Daca K=R, V=R" gi x = (X1,.--,%n), Yy = (Y1,.-.,Yn) € V, atunci

(Xly) = >~y
i=1

este produsul scalar standard al vectorilor x,y. In particular V, si V3 sunt spatii Hilbert.
b) DacA K=C, V=C" gi x = (X1,..-y,%n)y, Y = (Y1y...,Yn) € V, atunci

(xly) = Z XiYi
i=1

este produsul scalar standard al vectorilor x,y.
Observam ca in ambele cazuri, [B], = I,,, unde e = (e7,...,en) este baza canonica a lui V.

Teorema 8.4.4 Fie (V,(—|—)) un spatiu Hilbert. Pentru orice x,y € V avem:
1) [xIy)l < |Ix]l - ly]l  (inegalitatea Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz).
2) [[x+yl < |Ix|| + ly]| (inegalitatea lui Minkowski).

Exercitiul 104 Fie (V,(—|—)) un spatiu Hilbert si fie x,y € V.

a) In inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz are loc egalitatea |(xly)| = ||| |ly|l € x,y sunt liniar
dependent;i.

b) (Teorema lui Pitagora) Daca xLy, atunci ||x +y||* = [|x|* + |ly||?>. Dacd K = R, atunci si reciproca este
adevarata.

) [[x +ylI? +[[x —ylI* = 2||x||* + 2|ly||*> (identitatea paralelogramului).
d) Dacd K =R si ||x]| = |ly]|, atunci (x +y) L (x —y) (adici diagonalele rombului sunt perpendiculare).
e) (Teorema cosinusului) Daca K = R, atunci

I +yll? = [x]1? + [lyl1* + 2(xly).-
Daca K = C, atunci
e +yll? = illix+yll? = IxI* + l[yll? = i) + [yl1%) + 2(xly).-

8.4.1 Baze ortonormate

Fie (V, (—|—)) un spatiu Hilbert.

Definitia 8.4.5 a) Familia (v1,...,v;) de vectori nenuli din V se numeste ortogonald, daca (vilvj) = 0 pentru
orice i # j.
b) Familia (v1,...,v;) se numesgte ortonormatd, daci este ortogonald si in plus, ||vi]| = 1 pentru orice i €

{1,...,T} (adicé <Vi|\)j> = 611' Yi,j € {1,...,1‘}).

Exercitiul 105 Daca (vq,...,v;) este o familie ortogonala, atunci ea este liniar independenta.
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Exercitiul 106 Daci e este o bazi ortonormatd si x = ) [ ; xiei, Y= :—; Yieq, atunci:
a) x; = (eilx), Xi = (x|e;) pentru orice i =1,...,n.
b) (xly) =Y 1" Xiyi (identitatea lui Parseval).

o) x|l = /S iy il € R,

Teorema 8.4.6 (ortogonalizare Gram—Schmidt) Daca (V, (—|—)) un spatiu Hilbert, atunci V are o bazd or-
tonormatd e = (e1,...,en).

Demonstratie. Fiev = (v1,...,v,) o baza a lui V. Prin inductie, construim o baza ortogonala u = (u1,...,un),
avand proprietatea ca pentru orice r = 1,...,n, subspatiul generat de wq,...,u, este egal cu subspatiul generat
de vi,...,Vy.

Fie uy := vy si uz := ajpuy + v, astfel incat (ujfuy) = 0. Din egalitatea

0= (wluz) = arn2(uifur) + (uilva),

rezulti ci aj, = — W va).
] . S
Deoarece (u1,V2,...,v) este o baza, din lema substitutiei rezulta ca (ui,uz2,v3,...,vn) este de asemenea o
baza. S& observam ca ({ug,uz2}) = ({vi,v2}).
Presupunem ca am construit familia ortogonala (u1,...,u;j_1) astfel incat
<u1,...uj,1> = <V1,...,Vj71>
st (Wry...yUj—1,Vjy...,Vn) este o baza. Determinam vectorul

Uj = ajjug +azjuz + - 4+ aj—1 jUj—1 +Vj

astfel incat (uilu;) =0, 1 <i<j—1. Din ipoteza rezulta ca

<ui|Vj> . .
Qi = — 1<i<j—1|
O )
Din definitia lui uj rezulta ca (uy,...,uj) = (v1,...,Vy), iar din lema substitutiei rezulta ca si familia de vectori
(Wry.. oy U4, Vi1, ..., V0 ) este baza.
In sfarsit, fie e; := m:f”ui, 1<i<n. =m

Exercitiul 107 Sa se ortogonalizeze urmatoarele familii de vectori:

a) (1,-1,2), (2,0,-3), (6,—3,0);

b) (1,2,1,3), (4,1,1,1), (3,1,1,0);
C) (])2)2»_])) (L]» -5 3) (3»2)8) 7)
d) (2)])3)_1)? (7)4)3’ 3)) (1)]7 ) (5’7)7)8)'
Exercitiul 108 (Determinantul lui Gram) Fie vy,...,v, € R" o familie de vectori, fie ayj := (vilvj), 1 <
4,j <m, sifie
G(viy...,vn) = det(ay;).
Sa se arate ca (vi,...,vn) este liniar independent daca gi numai daca dacid G(vi,...,vn) # 0.

8.4.2 Complementul ortogonal al unui subspatiu

Definitia 8.4.7 Fie V un spatiu Hilbert. Daca X C V este o submultime, atunci
L=yeV|weXxly}
se numeste complementul ortogonal al lui X.

Exercitiul 109 Sa se arate ca:
a) Xt este un subspatiu al lui V.
b) X+ D X.
c) (X)+ =X+,

Teorema 8.4.8 Fie V un spativ Hilbert si fie U <y V un subspatiu. Atunci:
a) U+ Ut =V siunut ={0}.
b) dimg V = dimg U + dimg u-+.
c) Uttt =v.
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Demonstratie. Daca U = {0}, atunci V+ =V si U++ = {0}, deci putem presupune ci U # {0}. Fie (e1,...,em)

o baza ortonormata a lui U, pe care o completdm la o bazd ortonormata (€7,...,€m,€emi1y.-.,6n) alui V.
a) Evident, U+ > (emy1y---,€n), deci U+ U+ = (UUUL) = V. Daca x € UN UL, atunci (x|x) = 0, deci
=0.

b) Rezultd din a) gi din teoremele referitoare la dimensiune.
¢) Deoarece ULU™, avem ca U C U+, Dar din a) si b) rezulta ca dimg U = dimg U+, deci U =U+E.  w

Exercitiul 110 Si se determine o bazi ortonormati in subspatiul U+, dacd U este subspatiul generat de
urmatoarea familie de vectori:

a) (1,1) e R b) (1,-2) € R%;
C) (1>1)0)) (131»1) €R3; d) (])_2>2)> (_33031) G]R?’;
e) (1,1,1) € R3; f) (—1,2,-3) € R3.

Exercitiul 111 Fie V un spatiu Hilbert si fie U; W <g V doua subspatii. Sa se arate ca

U+w)t =utnw, unw)t=ut+wt.

8.5 Adjuncta unui operator
Fie (V, (—|—)) un spatiu Hilbert, fie e = (e1, ..., en) 0 bazi ortonormata si fie f : V. — V un operator liniar.
Teorema 8.5.1 Existd un operator unic determinat f* € Endg (V) astfel incdt pentru orice x,y € V avem
(FGly) = (xIF (y)).
Dacd K = C atunci [f*le,e = [f]L"e, tar dacd K =R, atunci [f*]ee = [f]’;)e.
Definitia 8.5.2 Operatorul f* se numeste adjuncta lui f.
Exercitiul 112 Fie f, g € Endg (V) si fie a € K. Sa se arate ca:
(f+g)=f"+g* (af)* =af*, f** =fgi (fog)* =g*of*.

8.5.1 Operatori autoadjuncti

Definitia 8.5.3 Spunem ca f este autoadjunct (sau hermitian) (respectiv simetric in cazul K = R) daca f* = f
(adica dacd matricea [f]e,e este hermitiana, respectiv simetrica).

Exercitiul 113 Fie f, g € Endg (V) si fie a € K. Sa se arate cd daca f, g sunt autoadjuncte, atunci:
a) f+ g si af sunt autoadjuncte;
b) f o g este autoadjunct daca si numai daca fog=gof.

Teorema 8.5.4 Fie A € K o valoare proprie a operatorului autoadjunct f. Atunci A € R.
Demonstratie. Fie x € V, x # 0. Atunci avem
Axx) = (Ax|x) = (f(x)Ix) = (x|f*(x)) = (x[f(x)) = (x]Ax) = A{x[x).

Deoarece (x|x) # 0, rezulta cia A = A, deci A € R. .

8.5.2 Operatori ortogonali si unitari

In aceasta sectiune examinam operatorii liniari care pastreaza produsul scalar. Introducem intai cateva notatii:

e O(n)={AeM,(R)|A-At=1,} — multimea matricelor ortogonale de grad n.
e Un):={AcM,(C)|A -AM=1,} — multimea matricelor unitare de grad n.
e SO(n):={A € O(n) | det A = 1} — multimea matricelor ortogonale speciale de grad n.

(
e SU(M):={A € U(n)|det A =1} — multimea matricelor unitare speciale de grad n.
Exercitiul 114 Fie A € M,,(K). Urmétoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) A este o matrice unitara (respectiv ortogonala).
(2) AhA = I,, (respectiv A*A =1,,).
(3) A= = A (respectiv A~! = A!).
(4) ( c1 y---,CA) este o bazd ortonormata in K™.
(5) (1 lA) este o bazd ortonormata in K™.

3
4
5
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Teorema 8.5.5 (caracterizarea operatorilor unitari) Fie f: V — V un operator liniar. Urmdtoarele afir-
matii sunt echivalente:
(1) (f(x)If(y)) = (xly), pentru orice x,y € V .

(ii) [f(x)]| = ||x|| pentru orice x € V .

(iii) Daca u = (ug,...,un) este o bazd ortonormatd a lui V, atunci (f(uq),...,f(un)) este de asemenea o
baza ortonormata a lui V.

(iv) Dacd u = (uy,...,un) este o bazd ortonormatd a lui V, atunci matricea [fly ., este unitara.

Definitia 8.5.6 Daca cele patru conditii de mai sus sunt indeplinite, spunem ca f este un operator unitar (sau
ortogonal, daca K =R.)

Exercitiul 115 Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f unitar. (i) fof* =1y. (i) ffof=1y. (iv) f* =1

Teorema 8.5.7 Fie A € K o valoare proprie a operatorului unitar f. Atunci |\ =1.

Demonstratie. Fie x € V, x # 0. Atunci avem
(xx) = (x[f*(f(x))) = (F(x)[f(x)) = (Ax]Ax) = AA(x[x).

Rezultd ca AA =1, deci A = 1. n

8.5.3 Operatori normali

Definitia 8.5.8 Spunem ca f este operator normal, daca f* o f = fo f*.

Exercitiul 116 a) Operatorul f este normal daca si numai daca matricea [f]e . este normala, adica [f]z’e[f]e,e =
[fleo[f17 .
b) Daca operatorul f este unitar sau autoadjunct, atunci f este normal.

Exercitiul 117 Daca f este un operator normal, atunci:
a) Pentru orice x € V, ||[f*(x)|| = [|f(x)]|-
b) Pentru orice polinom P € K[X], P(f) este normal.
¢) Ker fNImf = {0}.

Teorema 8.5.9 Daca f este un operator normal, atunci:

1) Orice vector propriu al lui T este vector propriu gi al lui T*. Mai mult, dacd x € V, x # 0 si f(x) = Ax,
atunci f*(x) = Ax.

2) Doi vectori proprii asociati unor valori proprii disticte sunt ortogonali.

Demonstratie. 1) Fie x # 0 astfel incat (f —ATy)(x) = 0. Atunci

deci (f* —ATy)(x) = 0.
2) Fie x,y € V doi vectori proprii astfel incat f(x) = Ax gi f(y) = py, unde A # p. Avem
0 =Axly) = (Axly) = (fF(X)ly) = (xIf"(y)) = (xlny) = Bixly).

Deoarece A # [, deducem ci (xly) = 0, adicd x L y. n

8.5.4 Teoreme spectrale

Teorema 8.5.10 1) (Teorema spectrald complexid) Operatorul f este normal dacd i numai dacd existd o
bazd ortonormatd w astfel incat matricea [fly 1, este diagonald.

2) (Teorema spectrala reald) Operatorul f este autoadjunct dacd si numai dacd existd o bazd ortonormatd
u astfel incat matricea [ﬂu‘u este diagonald si are elemente din R.
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Observatii 8.5.11 In termeni de matrice, afirmatiile de mai sus se traduc astfel:

1) Matricea A € M, (C) este normals dacd si numai daci existda T € U(n) astfel incat matricea TPAT este
diagonala.

2.1) Matricea A € My (C) este hermitiana dacd si numai daci existd T € U(n) astfel incat matricea T"AT
este diagonala gi are elemente din R.

2.2) Matricea A € M (R) este simetrici daci si numai dacl existd T € O(n) astfel incat matricea T*AT este
diagonala.

Corolar 8.5.12 (Reducerea la forma canonicd unei forme patratice) Fie B: V x V — K o formd her-
mitiand (respectiv simetricd, dacd K = R). Atunci existd o bazd ortonormatd w astfel incdt matricea [Bly, este
diagonala.

Exercitiul 118 Folosind o schimbare de baze ortonormate, sa se reduca la forma canonica urmatoarele forme
patratice:

a) 2x1x2 + 2x1%3 + 2x2X3;

b) 2x1 + xz —4xyxp — 4x2%3;

) X%+ 2x% + 3x3 — dx1x2 — 4xaX3;

) 3x1 + 4x2 + 5x3 +4dx1x) — 4x2%3;

) ZX% + 5x2 + 5x3 +4x1%x2 — 4x1x3 — 8X2X3;
) x sz 2x3 4x1xp + dx1x3 + 8x2X3;

) 5x1 + 6x2 +4x3 —4xyxp — Ax1%3;

) 3xF + 6x3 + 3x% — dx1x2 — 8x1x3 — 4x2X3;
1) 2x1X2 + 2x3%4.

c
d
e
f
g
h

8.6 Grupuri Lie de matrice si algebrele lor Lie

Principalele exemple de grupuri Lie sunt grupurile generale liniare GL, (R) i GL,, (C). Observam ca acestea sunt
submultimi ale lui C™*, unde avem la indemana metodele analizei matematice. Grupurile GL;, (K) se numesc
grupuri Lie deoarece operatiile de grup (inmultirea si inversarea) sunt functii diferentiabile. Denumirea e data in
onoarea matematicianului noregian Sophus Lie, care a initiat studiul grupurilor de transformari continue. Teoria
este utila in studiul simetriilor continue, cum ar fi simetria rotationala in plan sau in spatiu.

8.6.1 Grupuri ortogonale si unitare. Reflexii si rotatii in spatiu

Ca motivatie pentru studiul acestor grupuri, mentionam cd SO(n) este grupul rotatiilor proprii ale spatiului
Hilbert R™, iar Modelul Standard al fizicii particulelor este o teorie care se bazeaza pe pe simetriile descrise de
produsul direct SU(3) x SU(2) x U(1).

Exercitiul 119 Sa se arate ca:
a) dacd A € O(n), atunci det A = +1.
Daca A € U(n), atunci |det A| = 1;
§1 O(n) sunt subgrupuri ale lui GL,, (R).

b)
c) S
d) S ) si U(n) sunt subgrupuri ale lui GL,, (C).
e) O
f) U

\_/u

~ S0(n) x C,.
~SU(n u().

Definitia 8.6.1 a) O(n) se numeste grupul ortogonal, iar SO(n) grupul special ortogonal in dimensiune
n.
b) U(n) se numeste grupul unitar, iar SU(n) grupul special unitar in dimensiune n..

— =

Reflexia fata de un hiperplan

Consideram spatiul Hilbert (R™, (—|—)) si fie a = (aj,...,an) € R™ un vector nenul. Fie
n
Va={xeR"[(ax)}={x R | ) arx. =0}
i=1

Evident, V, este un subspatiu de dimensiune n — 1 al spatiului vectorial R™, numit hiperplanul perpendicular pe
vectorul a. Definim functia

Sq : R™ —» R™, Sa(x) =x—2
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Functia sq se numeste reflezia fata de hiperplanul perpendicular pe vectorul a, denumire justificatd de urméatorul
exercitiu.

Exercitiul 120 Sa se arate ca:
a) s(1 este functie liniara.
b) sq(a) = —1 si sq(x) = x pentru orice x € V.
c) Sa o Sa =TIgn.
d) sq este izometrie, adicd (sq(x)|sq(y)) = (x|ly) pentru orice x,y € R™.
e) Existd o bazd ortonormata a lui R™ in care matricea lui sq este diag(—1,1,...,1).
f) s € O(M)\ SO(n) si sq 0 sp € SO(n).

Rotatia in plan
Discutdm cazul particular al planului R? (vezi si Observatia 8 Exercitiile 1 si . 98| d)

Exercitiul 121 Sa se arate ca:
cost sint cost sint
2) 0(2) = {(sint cost) ) (sint cost) te [0,271)}.
b) U(1) = SO(2). (Acesta este grupul rotatiilor proprii in plan in jurul originii.)

Rotatia in spatiu

Consideram acum spatiul euclidian R3. Urmatorul exercitiu furnizeaza o demonstratie a teoremei lui Euler
mentionate in |4.4.1

Exercitiul 122 Fie A : R3 — R3 o izometrie care fixeaza originea O. Sa se arate ca:

a) A este o transformare liniard gi mai mult, A € O(3).

b) Daca A ¢ SO(3), atunci A este compunerea dintre un element din SO(3) si o reflexie fatd de un plan.

¢) Daca A € SO(3), atunci det(A —I3) = 0 (deci 1 este valoare proprie a lui A, adica existd un vector propriu
(nenul) U € R3 astfel ca All = ).

d) A(V x W) = det A(AV x AW) pentru orice v, w € R3.

e) Daca A € SO(3) si dimensiunea subspatiului propriu V(1) este 1, atunci A este o rotatie in jurul axei
determinate de U, iar daca dim V(1) > 1 atunci A = I3..

Am vazut in Sectiunea [4.4.1] c& rotatia cu unghi o a lui V in jurul axei determinate de versorul U este o
transformare liniara a R-spatiului V3 si notam R(U, ) € GL3( ) matricea acestei transformari relativ la baza

canonica (1,7, k), adicd V' = R(t, «)V. Amintim c& daca i = uxl—l—uy] +uzk este un vector de norma 1 si & € R,
atunci putem considera quaternionul

q :cos%—kﬁ'sin% =a+bi+cj+dk.

Cu aceste notatii, rotatia cu unghi « a lui v = xi +yj + zK in jurul lui @ este datd de

=/ 1

V' =R(U,x)V=qvq~ ', unde v=xi+yj+xk.

Exercitiul 123 Se arate ca:
a) matricea R(U, «) este datd de:

a? +b%?—c?2—d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
R(i, ) = 2(be + ad) a?+c?2—b2—ad? 2(cd — ab) :
2(bd — ac) 2(cd + ab) a?+d?*—b%2—¢?

b) avem R(i, o) € SO(3);
z  w
c) SU(2) = {(—W >
cuaternionilor de norma 1.
d) functia spinor

e Mz (C) ] z2 +w)? = 1}. Altfel spus, SU(2) poate fi identificat cu grupul S3 al

Spin:SU(2) = SO(3),  q~— R(i,«)

este un morfism surjectiv de grupuri al carui nucleu este {1} (spunem ci SU(2) este o acoperire dubld a lui

SO(3)).
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8.6.2 Grupul afin, grupul euclidian si grupul Galilei
Spatiul afin K"

Prin spatiul afin K™ peste K-spatiul vectorial (K™,+,K) intelegem multimea K™ (fird nicio structurd) asupra
caruia actioneaza tranzitiv grupul aditiv (K™, +). Intuitiv, putem aduna un punct P cu un vector x gi obtinem
un alt punct Q. Altfel spus, perechea de puncte (P, Q) este un reprezentant al vectorului x.

Fixand un punct O in K™ gi o baza a spatiului vectorial (K™, +,K), obtinem un reper in spatiul afin K™, deci
un sistem de coordonate. (Subliniem ci alegerea lui O este arbitrard, nu exista niciun punct privilegiat.)

Subspatiile spatiul afin K™ sunt toate translatiile de subspatii vectoriale, adica submultimile de forma P + U,
unde P este un punct din spatiul afin K™ iar U este un subspatiu al a spatiului vectorial (K™, 4+, K).

Grupul afin Ay, (K) este grupul de simetrie al (sau al automorfismelor) spatiului afin K™. Un element al acestui
grup este compunerea dintre un automorfism al spatiului vectorial (K™, +,K) (adica o funtie liniara bijectiva) si
o translatie.

Definitia 8.6.2 Pentru orice (A, a) € GL,(K) x K™ definim functia
fa,q: K" — K™ fa,a(x) =Ax + a.

Grupul afin este multimea acestor functii:
AL(K)={fa,a | (A,a) € GL,(K) x K"}

Exercitiul 124 Sa se arate ca:
a) (A, (K),o) este grup.

b) Functia @ : Ay, (K) = GLny1(K), O(fa,q) = este un morfism injectiv de grupuri.

A a
0 1
¢) Gy :={f1,a | a € K™} este subgrup al lui Ay, (K) izomorf cu grupul (K™, +)
d) Gy = {fA o | A € GL,(K)} este subgrup al lui Ay, (K) izomorf cu grupul GL;, (K).
e) An(K) >~ K™ x GL, (K), izomorfismul fiind dat de corespondenta fa q — (a, A).

Spatiul euclidian R™

Prin spatiul euclidian R™ intelegem spatiul afin R™ peste R-spatiul vectorial (R™,+,R) dotat cu metrica eucli-
diand, adica cu produsul scalar standard, sau echivalent, cu forma péatratica x% 44 Xi, a carei matrice este
matricea unitate I,. Daca Q = P + x, atunci prin definitie, distanta dintre punctele P si Q este chiar norma
vectorului x: d(P, Q) = [|x]|.

Grupul euclidian E(n) este grupul de simetrie al (sau al automorfismelor) spatiului euclidian R™. Un element
al acestui grup se numeste izometrie si este o compunere dintre rotatii, reflexii gi translatii.

Definitia 8.6.3 Pentru orice (A, a) € O(n) x R™ definim functia
fa,a : R" = R™, fa,a(x) =Ax + a.

Grupul euclidian este multimea acestor functii:
En) :={fa,a | (A,a) € O(n) x R™}.

Folosim si notatia SE(n) sau E*(n) atunci cand A € SO(n).

Exercitiul 125 Sa se arate ca:
a) (E(n),o) este grup.

b) Functia @ : E(n) — GLp41(R), @(fa,q) = este un morfism injectiv de grupuri.

A a

0 1
c) Gy :={f1,,a | @ € R"} este subgrup al lui E(n) izomorf cu grupul (R™,+)
d) G2 :={fa,0 | A € O(n)} este subgrup al lui A,,(K) izomorf cu grupul O(n).

G
e) E(n) ~ R™ x O(n), izomorfismul fiind dat de corespondenta fa o — (a,A).

Spatiul si timpul absolut R3 x R

Mecanica newtoniana presupune existenta spatiului absolut si a unui timp universal pentru toate sistemele de
referinta inertiale. Intr-un sistem de referinta inertial, un eveniment are coordonate spatiale (x,y,z) € R3, unde
R3 este spatiul euclidian, si o coordonati temporald t € R (unde R este de asemenea privit ca spatiu euchdlan
1-dimensional). Transformaérile lui Galilei dau legatura dintre doud sisteme de referinta inertiale ce difera doar
printr-o miscare uniforms cu viteza constantd v € R3.
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Pentru a defini formal spatiul si timpul absolut R3 x R, observam intai c& avem morfismul injectiv de grupuri

T: (R, +) — (SL4(R),-), VH(IS ¥>

. . , . . I t
(O matrice de acest tip se mumeste forfecare sau transvectie.) Din egalitatea ( 5’ \]}) (:) = (X tv ) deducem

ca grupul (R3, +) actioneazi prin automorfisme asupra grupului (R3 x R, +) astfel:
v (x,t) = (x+vt, t).

Construim produsul semidirect de grupuri ((R3 x R) x R3,+.), deci operatia din acest grup este:
((x,1),v) +< (x/,t),v) = ((x +x" +vt';t +t'), v+ /).

Grupul ((R? x R) x R3, 4+;) actioneaza tranzitiv asupra punctelor multimii R3 x R astfel:
((x,t),v) +1 (P,;s) = (P +x +vs,t+s).

Prin spatiul si timpul absolut R x R intelegem multimea R3 x R dotatd cu aceastd actiune si cu perechea de
metrici (independente) x* +y? + z? (avand matricea diag(1,1,1,0)) si t* (avand matricea diag(0,0,0,1)).

Grupul Galilei, notat Gal(3) este grupul automorfismelor (sau grupul de simetrie al) structurii R x R descrise
aici. Un element al lui Gal(3) este o compunere dintre o transformare ortogonald, o translatie in spatiu si o
migcare uniforma. Acest grup reflecta principiul relativitatii al lui Galilei: legile miscarii sunt aceleasi in toate
sistemele de referinta inertiale.

Definitia 8.6.4 Pentru orice (A,v,a,s) € O(3) x R x R? x R definim functia
fav,as: R3 xR — R x R, fav,as(xt) =(Ax+vt+a,t+s).
Grupul Galilei este multimea acestor functii:
Gal(3) :={fav,a;s | (A,v,a,5) € O(3) x R® x R® x R}

Folosim si notatia SGal(3) atunci cand A € SO(3). In plus, introducem urméitoarele submultimi ale lui Gal(3):
e Gi:={favo00l(A,v) €0(3) x R¥}
e Gy = {f13,0,a,s ‘ (Q,S) € R3 x R},
e G3 ={fa,0,00lA €03}

yUrlYs

o Gy ={f1,v,00|VveER.

Exercitiul 126 Sa se arate ca:
a) (Gal(3),0) este grup si SGal(3) este subgrup al lui Gal(3).

A v a
b) Functia @ : Gal(3) — GL5(R), ®(fav,a,s) = 0 1 s | este un morfism injectiv de grupuri.
0 0 1

Exercitiul 127 Sa se arate ca:
a) G, G2 ¥ R3 xR, G3 ~ O(3), G4 ~ R3 sunt subgrupuri ale lui Gal(3).
b) Gal(3) ~ G, x G =~ G2 % (G4 x G3), izomorfismul fiind dat de corespondenta fa v q,s — ((a,s), (v,A)).

8.6.3 Grupuri ortogonale indefinite. Grupul Lorenz si grupul Poincaré

Grupul O(p, q)

2

Consideram spatiul vectorial RP>9 = RP*9 dotat cu forma patratica Q(x) =x% +--- + x]zj —Xppy T

signatura (p, q), a carei matrice este I, 4 = diag(1,...,1,—1,...,—1).

c—x2 ., de
Definitia 8.6.5 Grupul ortogonal indefinit O(p, q) este grupul izometriilor liniare ale spatiului pseudo-
euclidian (RP>9,Q), adica

O(p,q) ={A € GLy; 4(R) | AtIp,qA =I5 q} ={A € GLy 4(R) | Q(Ax) = Q(x) pentru orice x € RP*9),

Exercitiul 128 Si se arate ca multimile de matrice de mai sus sunt egale i ca O(p, q) este intr-adevar subgrup
al lui GLp 4.
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Spatiu-timp Minkowski

Prin spatiul-timp Minkowski R"»3 intelegem spatiul afin R x R3 peste R-spatiul vectorial (R x R3,+,R) dotat cu

metrica Minkowski, adici cu forma pitraticd x3 —x3 —x3 —x3, a cirei matrice este = diag(1,—1,—1,—1). Vom
nota coordonatele astfel:

(x0,%1,%2,%3) = (ct, X,U>Z)-
Intervalul dintre doua evenimente este dat de formula
(As)? = (cAt)? — (Ax)* — (Ay)? — (Az)2.

Grupul Lorenz este grupul ortogonal indefinit O(1,3), adica este grupul izometriilor spatiului vectorial
(R"3,7). Transformarile care pistrazs orientarea (adicd au determinant 1) se numesc proprii. Transformarile
care pastreaza directia in timp se numesc ortocrone. Subgrupul format din transformarile proprii si ortocrone se
noteaza SO™(1,3), adica avem

SO*(1,3) ={A € O(1,3) |det A =1, ago > O}.

Grupul Poincaré R"»3 x O(1,3) este grupul de simetrie al (sau al automorfismelor) spatiului-timp Minkowski
R"3. Acest grup contine translatii in timp si spatiu, reflexii si rotatii in spatiu si impulsuri care leags doui obiecte
in migcare uniforma.

Exercitiul 129 a) Consideram matricele A = diag(1,—1,—1,—1) (inversiunea in spatiu) si B = diag(—1,1,1,1))
(intoarcerea in timp). S& se arate ci multimea {I4, A, B, AB} este un subgrup al lui O(1,3), izomorf cu grupul
Klein Cz X Cz.

b) Sa se arate ca O(1,3) ~ SO™(1,3) x (C2 x C3).

Urmaétorul exercitiu stabileste o legdturd intre Grupul Moébius (Exercitiul si grupul Lorenz restrans

SO™(1,3).
Exercitiul 130 a) Fie 3, multimea matricelor hermitiene de tip 2 x 2 (Exercitiul [L02]). Sa se arate ca functia

Xo+X3 X1 — ixz)

f:RY3 5 Ho, x = (x0,%1,%X2,%3) — X = .
2, ( 0y X1y X2, 3) X1 +ixa X0 — X3

este izomorfism de R-spatii vectoriale i avem det X = x3 —x% — x5 —x3.

b) Fie A € SL(C) si X € 3. Definim ¢ (X) = AXAM. Si se arate a:
(1) da(X) € 3;
(2) da : Hy — H; este automorfism al R-spatiului vectorial Ho;
(3) det A (X) = det X;
¢) Sa se deduca din a) si b) rezultd operatorul ¢ A poate fi privit ca un automorfism propriu si ortocron al lui
(R13,m), deci ca un element al lui SO™(1,3).
d) Sa se arate ca functia spinor

Spin: (SLZ(C)) ) - (SO+(1)3)) ')) A d)A

este morfism surjectiv de grupuri si KerSpin = {Io,—1I>}.

8.6.4 Algebra Lie a unui grup Lie

Vom considera mai jos exemple de grupuri Lie care sunt subgrupuri inchise ale lui GL;, (K) (in raport cu topologia
uzuala din K™*™ sau, altfel spus, sunt multimea solutiilor din K™*™ ale unui sistem de ecuatii date prin functii
diferentiabile).

Exemple 8.6.6 1) Grupul special liniar SLy, (K) :={A € GL(K) | det A = 1} este grup Lie.

2) Din Exercitiul rezulta cd O(n), SO(n), U(n) si SU(n) sunt grupuri Lie.

3) Grupurile ortogonale indefinite O(p, q) sunt grupuri Lie.

4) Grupul afin A, (K) este grup Lie, deoarece poate fi privit ca un subgrup inchis al lui GLy,41(K). Rezulta ca
grupul euclidian E(n), grupul Galilei Gal(3) respectiv grupul Poincaré R'»3 x O(1,3) sunt de asemenea grupuri
Lie.
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Fiecarui grup Lie G i se asociaza algebra Lie g = Lie(G), care joaca un rol important in studiul lui G. Algebra
Lie a lui GLy,(K) se noteaza (gl,, (K),+, [-,], K) si este algebra Lie asociata algebrei asociative (M (K), 4+, -, K).
Amintim ca produsul Lie (comutatorul) [+, ] respectiv anticomutatorul {-, -} sunt definiti prin:

[A,B]=AB—BA, {A,B}=AB+BA.

Daca G este un subgrup inchis al lui GLy (K), atunci se aratd cu algebra sa Lie g = Lie(G) este subalgebra Lie a
lui gl,, (K) data de:

g=1{Xegl (K)|e™ e G pentru orice t € R},
unde exponentiala eX = exp(X) a matricei X € M (K) este definits prin seria convergents:
eX =exp(X) = Z —Xk.
Studiul grupurilor si algebrelor Lie necesitda cunostinte de geometrie diferentiala. Nu abordam aici acest subiect,
ci doar vom discuta cateva exemple elementare cu metode pur algebrice.
Exemple 8.6.7 1) Algebra Lie a lui SL, (K) este sl (K) :={A € gl,(K) | Tr(A) = 0.}
2) Algebra Lie a lui SO, este so(n) :={A € gl (R) | At = —A, Tr(A) =0.}
3) Algebra Lie a lui SU,, este su(n) :={A € gl,,(C) | AP = —A, Tr(A) = 0.}
Exercitiul 131 S3 se verifice ca sl,, (K), s0(n) gi su(n) sunt intr-adevar subalgebre Lie ale lui (gl,, (K), +, [, -, K).

Exercitiul 132 Sa se arate ca:

a) s0(2) _{<_°X ’5) | x € R}

0 x vy 0 0 0 0 0 1
b) s0(3) = {[—x 0 z| | x € R}, iar matricele L; = [0 0 —1], L, = | 0 0 0] sil3 =
-y —z 0 o1 0 -1 0 0
0o -1 0
1 0 0] formeaza o bazd a R-spatiului so(3).
0 0 0
0 —az  ap
Exercitiul 133 Fie vectorul d = aﬁ—i— az]?—i— (13]2 € V3 ~ R3. Considerfm matricea @ = | a3 0 —a1| =
—az aq 0
aiLy + azly + azls € s0(3). S& se arate ca:
X1
a) Daca X = x11+ XJ—I— X312, atunci d x X =a | x
X3

b) @ x b =[a,b].
¢) Functia ¢ : (V3,+x,R) — (s0(3),+, [-,-],R), $(d) = @, este izomorfism de algebre Lie.

Exercitiul 134 (Matricele lui Pauli) Fie 07 = 0y = (? é), 0 =0y = (? —01>7 03 =0, = ((]) _0]) Sa

se arate ca:
a) Matricele Oi sunt hermitiene §i unitare.
b) cr] = 02 = 03 =10710203 =I3; 040 = 84,612 + i€abc Oc-
c¢) Relatiile de comutare, respectiv anticomutare sunt: [0q, 0b] = 2i€qbcOc, {Oa, Ob} = 284b 2.
d) Matricele I, = 0¢, 07, 02, 03 formeaza o bazd a R-spatiului H, al matricelor Hermitiene de tip 2 x 2.
e) Matricele 07, 102, 103 formeazd o bazd a R-spatiului su(2).
f) Are loc urméitoarea legiturd cu algebra H a cuaternionilor: 0102 = —0207 = i03 = i, 0203 = —030, =
iO‘] = k, 0301 = —0103 = 1..0'2 :]
g) Valorile proprii ale matricelor o; sunt 1 gi —1; s& se determine pentru fiecare o; vectorii proprii normalizati
(adica o baza ortonormata in C? formata din vectori proprii).

Exercitiul 135 (Matricele lui Gell-Mann) Considerdm matricele A; si gi = Ai/2,1=1,...,8, unde:
010 0 —i 0 1 0 O 0 0 1
AM=1 0 0),A=1|1 0 O|,A3=(0 —1 O|,Aq=(0 O 0],
0 00 0 0 0 0 0 0 10 0
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0 0 —i 00 0 00 0 1.0 0
A=10 0 0 ,7\6:001,)\7:0071,)\3:%01 0
i 0 0 010 0 i 0 00 -2

a) Sa se arate ca matricele A; sunt hermitiene gi formeaza o bazd a R-spatiului su(3).
b) Sa se calculeze coeficientii 7% € R astfel ca [gi, gj] = iZi:1 fikg,.

8.7 Spatii Hilbert infinit dimensionale

Am vazut R™ gi C™, dotate cu produsul scalar standard, sunt spatii Hilbert finit dimensionale. Prezentam aici
doua exemple de spatii Hilbert infinit dimensionale, care au aplicatii in fizica.

8.7.1 Spatiul ¢* al sirurilor de patrat sumabil

Consideram multimea

 ={x=(n)nen | xn €C, Y Pxnl? < oo}

n=0

Se aratiicd, €2 este C-spatiu vectorial cu adunarea si inmultirea cu scalari a sirurilor. Definind produsul scalar
o0
(xly) = Z XnYn,
n=0
? devine spatiu Hilbert peste C. Familia de siruri (en)nen, unde e, (m) = 8,m este ortonormati.

8.7.2 Spatiul L? al functiilor de pitrat integrabil

Fie a < b numere reale. Consideram multimea

b
1> ={f:[a,b] = C| J [f()]* dt < oo}.

a

Se arataca L? este C-spatiu vectorial cu adunarea si inmultirea cu scalari a functiilor. Definind produsul scalar

b

(flg) =J fDg(t) dt

a
L2 devine spatiu Hilbert peste C.

Exercitiul 136 Si se arate ca familia de functii (fn)nen, unde fy, : [0,1] = C, f(t) = e2™"t este ortonormata
in L2[01].

(Aceste functii sunt studiate in cadrul teoriei seriilor Fourier, sau mai general, in cadrul analizei armonice.
Aplicatiile practice se refera la reprezentarea semnalelor sau altor fenomene ondulatorii ca o compunere de unde
elementare.)

Observatii 8.7.1 Mai general, in locul intervalului [a, b] se poate lua un spatiu masurabil Lebesgue X si atunci
in definitii se folosegte integrala Lebesgue.



Capitolul 9

Tensoril

9.1 Introducere

Tensorii sunt obiecte geometrice care descriu relatii liniare intre vectori, scalari si alti tensori. Vectorii si scalarii
sunt cazuri particulare de tensori. Printre example se numara produsul scalar, produsul vectorial si operatorii
liniari.

Un tensor poate fi reprezentat ca un tabel multidimensional de numere. Ordinul (sau gradul sau rangul)
tensorului este dat de dimensiunea tabelului, adica de numarul de indici al fiecarui component al tabelului. De
examplu, un operator liniar este un tensor de ordin 2, deoarece se reprezinta printr-o matrice, adica un tabel
2-dimensional. Un vector se reprezintd printr-un tabel 1-dimensional, deci este un tensor de ordin 1, iar un scalar
se reprezinta printr-un singur numar, deci este un tensor de ordin 0.

Deoarece exprima a relatii intre vectori, tensorii trebuie sa fie independenti de alegerea bazei. Alegand o baza
(adicd un sistem de coordonate sau sistem de referinta) si aplicandu-i tensorul, obtinem un tabel multidimensional
ce reprezinta tensorul in baza respectiva. Independenta de coordonate inseamna o ,,lege” de transformare care
leaga tabelul asociat unei baze cu tabelul asociat altei baze. Aceasta lege de transformare este inclusa in definitia
notiunii de tensor, iar forma precisa a legii de transformare determina tipul (sau valenta) tensorului.

9.1.1 Istoric

Calculul tensorial a fost dezvoltat dupa anul 1890 de citre matematicienii italieni Tullio Levi-Civita si Gregorio
Ricci-Curbastro (pe scurt Ricci), sub numele de ,,calcul diferential absolut”, continudnd lucririle anterioare ale
lui Bernhard Riemann, Elwin Bruno Christoffel etc. In paralel, in a doua jumatate a secolului 19, Hermann
Grassmann a dezvoltat ,,algebra exterioara”. Aceasta teorie a putut fi unificata cu calculul tensorial, folosind
ideile lui Carl Friedrich Gauss din geometria diferentiald. In secolul 20 subiectul a fost redenumit , analizi
tensoriala”.

9.1.2 Aplicatii ale tensorilor

Tensorii sunt utili in modelarea matematica a multor ramuri ale stiintelor naturii.

e Mecanica mediilor continue: tensorul de presiune si tensorul de intindere sunt tensori de odin 2, si sunt
legati prin tensorul de elasticitate de ordin 4. De examplu, tensorul de presiune P asociaza unui vector Vv vectorul
de presiune P(V) aflat pe suprafatd normala la v, deci P exprima o relatie intre acesti doi vectori.

e Electromagnetism: tensorul electromagnetic (sau Faraday).

e Medii anisotrope: tensorii de permitivitate si and susceptibilitate electrica.

e In teoria relativitiitii generale cAmpurile tensoriale sunt frecvent utilizate. Levi-Civita a purtat o bogati
corespondenta cu Einstein pentru clarificarea aspectelor tehnice.

e Operatorii tensoriali sferici sunt functiile proprii ale operatorului de moment unghiular cuantic in coordonate
sferice.

e Tensorii de difuzie reprezinta rata de difuzie in medii biologice.

e In domeniul opticii computerizate se foloseste asa-numitul tensor trifocal.

e In geometria differentiald sunt foarte cunoscuti tensorii metrici (care sunt forme pétratice) si tensorul de
curbura Riemann.

e Dupa anul 1920 s-a constatat ca tensorii joaca un rol esential in algebra abstracta si in topologia algebrica.

70
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9.2 Notatii si conventii

In cele ce urmeazi vom insista doar asupra aspectelor algebrice. In fizici se folosesc frecvent nu doar spatiile
vectoriale ci gi campurile vectoriale, adica fiecarui punct din spatiu (care este presupus a fi o varietate diferentiabild)
i se asociaza un spatiu vectorial (si anume spatiul tangent in punctul respectiv), combinédndu-se astfel algebra cu
calculul diferential.

9.2.1 Coordonatele unui vector. Notatia lui Einstein

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita n gi fie e o baza a lui V. Formal, vom reprezenta baza e ca o
matrice linie:

e:(el)eb'"aen)-

Daci x este un vector din V, atunci el are coordonatele x',...,x™ relativ la aceastd bazi. Notatia cu indici
inferiori, respectiv superiori, este o conventie utila. De asemenea, vom folosi conventia conform céareia vectorii se
reprezintd ca matrice coloana:

Astfel, in concordanta cu regula de inmultire a matricelor, avem

n
X = E eix' = e;x'.
i=1

Aici, 1 se numeste indice de sumare, iar rezultatul nu depinde de el. Un indice care nu e de sumare se numeste
indice liber. In a doua expresie, simbolul ,,> " a fost omis. Aceasta este notatia lui Einstein: atunci cind un
indice i apare Intr-o expresie atat ca indice superior cat si inferior, atunci efectuam suma cu i luand toate valorile
de la 1 la n. In acest fel, expresiile care ar contine multe sume se simplificd in mod semnificativ. In continuare
vom folosi notatia lui Einstein.

Exemple 9.2.1 a) Produsul scalar standard al vectorilor x si y este x -y = Y [ ; x'y* = x'y 5.
b) Produsul C = AB al matricelor A = (A}) si B = (B}) din M;,(K) este dat de C} = Al Bj.
¢) Dacd A = (A}) € My (K), atunci Al este urma matricei A.

Consideram acum schimbarea bazei. Fie € o noua baza alui Vsifie T = (Tji) € GL,, (K) matricea de trecere
de la e la €. Formal, avem

e=ceT;

’e} = eiTji.
Fie ®',...,8™ coordonatele lui x relativ la baza €. Dupa cum stim, coordonatele se transforma astfel:
R=T""x; L= (TN,

Spunem ca aceasta este o transformare contravarianta de coordonate.

9.2.2 Spatiul dual. Covectori

Definitia 9.2.2 a) Spatiul vectorial V* = Homg (V,K) =: £L(V,;K) al formelor (functionalelor) liniare f : V — K
se numeste dualul spatiului V. Elementele lui V* se mai numesc covectori.

b) Aceasta este tot un spatiu de dimensiune n gi are o bazi € = e* asociatd in mod canonic bazei e, notata
formal ca o matrice coloans e = (e, e?,...,e™)!, definitd de egalititile

e'(e5) = 9o;.

Baza € se numeste duala bazei e si de multe ori se noteaza tot cu e, diferenta fiind data de pozitia indicilor. Ca
definitie alternativa, sa observim ca pentru orice x € V avem €*(x) = x'.

¢) Daca f € V*, atunci (cu notatia lui Einstein) avem

f=fe = fiet,
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unde f; = f(e;) € K si f este identificat cu matricea linie a coordonatelor sale relativ la baza e€:
f=(f1,...,fn).

Elementele spatiului V*, precum si matricele linie care le reprezinta se mai numesc covectorsi.
d) Produsul interior dintre un covector f = fie' € V* si un vector x = xJe; € V este dat de evaluare:
(flx) = f(x) = fix* € K.

Observatii 9.2.3 Deoarece au aceeasi dimensiune n, spatiile V gi V* sunt izomorfe, dar nu exista un izomorfism
canonic intre ele. In schimb, V este canonic izomorf cu bidualul sau V**, adica cu dualul lui V*. Izomorfismul
canonic

YV Ve Y(v)(f) =f(v)

este determinat de corespondenta e; — ei*, unde e** := €* este duala bazei e = e*, deoarece observam ca
1) _ si
W(ej)(e') = 6]-.

Consideram din nou schimbarea bazei de la e la € = eT. Fie € duala bazei €, adica ’éi(’e\j) = 5; Notam cu
S matricea de trecere de la baza € la baza €, deci S este definita de egalitatile

€ =S¢ et =Sjé.

Propozitia 9.2.4 1) Avem S =T, adicd matricea de trecere de la € la € este inversa matricei de trecere de la
e lae.
2) Componentele fi ale unui covector f € V* transformd covariant (folosind matricea T), adica avem

f=fT; fi =T

Demonstratie. 1) Avem 5} =e'(g) = iek(leel) = SLT]}(S}( = S]ETJAk7 deci ST =1,,.

2) Avem fe = fe = 1/“\8& deci f=fS1 = fT, adicad in coordonate, 1/:\] = fiTji. [

Observatii 9.2.5 Sa recapitulam conventiile acestui capitol.

e Vectorii sunt reprezentati de matrice coloana; indicii superiori sunt indici de linie, iar componentele (coor-
donatele) respective se transformi contravariant, adica folosind matricea T—'.

e Covectorii sunt reprezentati de matrice linie; indicii inferiori sunt indici de coloand, iar componentele (coor-
donatele) respective se transforma covariant, adicd folosind matricea T.

9.3 Definitii ale tensorilor

Exista diferite moduri echivalente de a defini tensorii, diferenta fiind doar de limbaj si de nivel de abstractiune.

9.3.1 Tabele (matrice) multidimensionale

In esenta, definitia mai jos a de tensorului este cea data de Ricci, si continua si fie utilizata in texte de fizica si
inginerie.

Definitia 9.3.1 Printr-un tensor A de+tip (p, q) Intelegem asocierea la fiecare baza e = (ey, ..., en) a spatiului V
a unui tabel multidimensional A € K™ ', notat

i1..ip
Ji-dq?

astfel incat daca aplicam o schimbare de baza
e e=eT = (Tiey,..., Tlei)
atunci tabelul multidimensional satisface urmatoarea regula de transformare:

Aty o r—1vi  r—=Tyie Tl Tla g Kisenky
j]...jq - (T )k1 (T )k'ij1 T)q Alh"-»lq :

Ordinul tensorului A este numarul total de indici p + q. Spunem ca A este un tensor de p ori contravariant si de
q ori covariant. (De notat ca aici Tj nu e tensor.)
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9.3.2 Forme multiliniare

Dezavantajul definitiei de mai sus este ca nu e clar ca tensorul este de fapt independent de alegerea bazei. O
definitie intrinseca este de aceea utila.

Definitia 9.3.2 Un tensor A de tip (p, q) este o functie (forma) multiliniara
A: Vix.--xV" x Vx.--xV —K,
—_—— —_——

p factori q factori

Aplicand forma multiliniara A bazelor e si e*, obtinem tabelul p 4+ g-dimensional de componente

i.ip i i . .
Aj = Al e e ey, )

Aceasta definitie este frecvent utilizata in textele de geometrie diferentiala si de fizica teoretica.

Observatii 9.3.3 a) Tabelul multidimensional ale componentelor lui A este un tensor conform definitiei din
paragraful precedent. Intr-adevar,

Alred i i
At =AY, L8, 8,) =
—1yir ok —Tyip kp Tl 1
=A(T ) e, . (T e, Tley, ..., Tle,) =
—1yi —1yip 7L L K 3
= (T8, (T T TIA(E, ... e ey, e, ) =

— -\ —1\ip T4 Lg a Kiyeenskp
= (T (T T AL T

Mai mult, nu e greu de aratat ca definitiile sunt echivalente.

b) De multe ori este util sa tinem cont de ordinea factorilor din definitia tensorului. De exemplu, tensorul
A: V" xVxV — K are componentele Aijk, in timp ce A : V x V* xV — K are componentele A]-ik, iar
A:V xV xV*— K are componentele Ajki.

c¢) Exista doud notatii utile pentru tensori, inventate de Roger Penrose:

e Notatia abstracta. Aceasta este o notatie independenta de alegerea bazei in V si arata tipul tensorului.
De exemplu, A%, A%,¢, A%, unde a,b,c nu sunt indici, ci pozitii pentru indici.

e Notatia grafici. Tensorul se reprezinta printr-o formé geometrica (cerc, patrat, triunghi, etc.), iar tipul
este indicate de’liniute’ sau ’antene’ sau ’picioruge’ indreptate In sus sau in jos, cite unul pentru fiecare pozitie
de indice. Operatiile descrise mai jos se indica prin ’legarea sau unirea picioruselor’. Si aceasta notatie este
independentd de baza si nu e nevoie sa folosim litere pentru indici.

9.3.3 Produse tensoriale de spatii vectoriale

O definitie chiar mai abstracta este de multe ori utila in matematica. Pentru aceasta, introducem intai produsul
tensorial de spatii vectoriale, constructie care satisface o proprietate de universalitate.

Dacd V gi W sunt K-spatii vectoriale de dimensiune n, respectiv m si baze e = (e1,...,en), respectiv f =
(f1,...,fm), putem forma produsul tensorial V@ W.

e Prin definitie, V ® W este un K-spatiu de dimensiune nm avand ca baza produsul cartezian e x f, si vom
notaex f={e;®fjli=1,...,n, j=1,...,mh

e Produsul tensorial este caracterizat de o proprietate de universalitate, care spune ca existd izomorfismele
canonice

L2(V x W,K) ~ Homg (V@ W, K) ~ V* @ W*,

unde £2(V x W, K) este spatiul formelor biliniare de la V x W la K.
e Aceasta definitie se generalizeaza imediat la produsul tensorial al unui numar finit de spatii, si avem izomor-
fismul canonic

L'V x - x Vi, K) >Homg (Vi@ - @V, K2 Vi® - @ V.
e Existad izomorfismele canonice
V* @ W ~ Homg (V, W) ~ £2(V x W* K);

primul asociaza elementului e ® fj din baza lui V* ® W functia liniara (p{ 1V — W, definita de @i(ek) = Oy fj,
unde T <i<n, 1 <j<m. Cu alte cuvinte, matricea [(péJe‘f are un singur 1 in pozitia (j,1) si O in rest. Inversa
acestui izomorfism asociaza functiei liniare @ € Homg (V, W) elementul ¢(e;) e’ ® f; € V* @ W (unde am folosit
notatia lui Einstein).
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Definitia 9.3.4 a) Un tensor de tip (p, q) este un element

Ace V@---®V @ V'@ ---@V".
—_—— —_——

p factori q factori

b) Componentele tensorului A sint coeficientii lui A relativ la bazele e gi e*, adica

A=A e, ® Qe @ @@ e

¢) Din proprietatea de universalitate rezulta ca exista izomorfismele canonice

TEV)=V®- - VeV'®---@V*
~LV'R - V'RV®- -1 V,K)
~ LPFAVE o x VE XV x--- x V, K).
Exemple 9.3.5 a) Spatiul V ® V al tensorilor de tip (2,0) are o baza constand din tensorii e; ® ej. Un tensor
A €V ®YV se scrie sub forma A = AVe; ® ;.
b) Spatiul V ® V* al (1, 1)-tensorilor este canonic izomorf cu spatiul operatorilor liniari Homg (V, V).

¢) Daci A € V® V® V* este un tensor de tip (2,1), atunci avem A = AVye; @ e; @ €*. Dacd T este matricea
schimbarii de baza de la e la e’, atunci componentele se transforma astfel:

Ai/j/k’ _ Ti/i T /j (T—1)kk/ Aijk-

9.4 Operatii cu tensori

Este clar c& multimea T} (V) a tensorilor de tip (p, q) formeazi un K-spatiu vectorial cu adunarea gi inmultirea
cu scalari definite pe componente. In afara de aceste doua operatii, avem cateva operatii specifice.

9.4.1 Produsul tensorial al doi tensori

Produsul tensorial al tensorului A de tip (p, q) cu tensorul B de tip (k,1) este tensorul A® B de tip (p+k, q+1),
unde, in termeni de forme multiliniare avem

(A@B)(F1y-vey Fpy Fpityeeey Fpriy X yeenyx9yx9TT L0 x9Fh

— 1 +1 +1
=Alf1y. oy X e X T)B(Fppay e, Fppi, x93 Lo x40,
iar componentele sunt date de:

U eedp it itk A b1eeippipiteeip ik
(A @B aiai o = A1 Bia i jan
Produsul Kronecker a doua matrice poate fi privit ca un caz particular al acestei constructii, chiar daca
formal se obtin obiecte diferite. Daca A = (ai;) este o matrice de tip m xn iar B = (by) este de tip p x q, atunci

A®B= (aijB)

este o matrice de tip (mp) x (nq).

9.4.2 Contractia unui tensor

Contractia reduce un (p, q)-tensor la un (p — 1, q — 1)-tensor. In componente, operatia se realizeaza insumand
dupa un indice contravariant si unul covariant al tensorului.

De exemplu, un (1, 1)-tensor A} se contracta la scalarul A%, care este chiar urma matricei Ag.

Sa observam ca aceasta constructie are la baza functia biliniara canonica Tr : V* x V. — K, (f,v) — f(v),
sau echivalent, functia liniara canonica Tr: V* @ V — K, f® v — f(v), numita trace sau urmd.

De exemplu, Tr; : Aabcde — Aabcda respectiv Tr% : Aabcde — Aabcbe .

Exemple 9.4.1 Produsul a doud matrice Af si By poate fi obtinut folosind produsul tensorial urmat de contractie:
(AB)g = A ® B§.
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9.4.3 Coborarea si ridicarea indicilor
O forma biliniara simetrica g : V x V — K corespunde unui (0, 2)-tensor numit tensorul metric (covariant) si

notat gij = g(ei, e]-).

Definitia 9.4.2 Cu ajutorul lui g definim operatia care convertegte un indice contravariant (superior) al unui
tensor de tip (p,q) intr-un indice covariant (inferior), prin contractarea indicelui superior al tensorului cu un
indice inferior al metricii g:

Catredp
glkJAj1 gt

Obtinem un tensor de tip (p — 1,q + 1), cu indicele inferior in pozitia indicelui superior contractat. Aceasta
operatie se numeste coborarea unui indice.

Invers, dacd in plus, forma biliniara g este nedegenerata atunci putem defini in mod canonic inversa (duala)
metricii g, care este un (2,0)-tensor g* : V* x V¥ — K, numit tensorul metric contravariant. Definind
gY = g*(e', €), avem c& matricea (g") € My (K) este inversa matricei (gy;), adica

i

gijgjk = gij gt =5t.

Definitia 9.4.3 Folosind g9, contractam un indice inferior al (p, q)-tensorului A cu un indice superior al metricii
inverse:
ijkAh g

9 N

Obtinem un tensor de tip (p + 1,9 — 1), cu indicele superior in pozitia indicelui inferior contractat. Aceasta
operatie se numegte ridicarea unui indice.

Exemple 9.4.4 a) giA; = Ai si gyA = Ai.

b) gyA m't = A*LY st gYAmjL = Akm 'L . .

¢) Putem folosi 15 pentru a cobora indicii vectorilor, adica w; = 851 and v = ;V). Atunci produsul scalar
standard poate fi scris astfel:

(upy) = uV gy = ulvy = uyvl.

¢) Transpusa matricei A poate fi scrisd astfel: (At);L =8k AkSY = /-\J1
d) Tensorul metric euclidian (produsul scalar standard) in R3. Notatia consacrata foloseste litere
latine pentru indici. Astfel, pentru un vector x € R3 scriem:

_ X X
x=x"=(x"=[x =1y
X z
Produsul scalar standard este
3 o o o .
(xly) =D x'yt = syx'y),
i=1

deci in acest caz gij = 8i; si g¥ = &Y, deoarece I3 = I3. Vectorului x® ii corespunde covectorul
xp = (%) = (Xl X2 Xs)»

unde x; = 5ijxi se mai numesc si componentele covariante ale vectorului x®. Evident, in acest caz x; = xJ.
e) Tensorul metric Minkowski in R"3. Notatia consacrata foloseste litere grecesti pentru indici. Astfel,
pentru un vector x € R"3 scriem:

x° ct
1
X X
X = ch = (Xp') = 2 =
X Y
x3 z

(Uneori, in loc de x° se foloseste x* = ict, inde i = v/—1 € C este unitatea imaginari.) Metrica Minkowski este
forma patratica de signatura (1,3)

22— x2 —y? 22,
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1 0 0 O
.. C ey .y o -1 0 0 .9 C
deci in acest caz guv =Npuv si g ="V, unde n =nyp = 0o 0o -1 ol deci n™' =mn. Vectorului x¢ 1i
o 0 o0 -1

corespunde covectorul

Xp =) =(x0 x1 X2 x3),

unde x, = Muvx" se mai numesc si componentele covariante ale vectorului x*. Evident, in acest caz xo = x°,

x1 = —x', x2 = —x? si x3 = —x>. (Unii autori, in loc de tensorul metric 1 lucreaza cu —, caz in care metrica

Minkowski este formi o pitratica de signatura (3,1). Diferentele nu sunt semnificative, deoarece R®! este canonic
izomorf cu R13.)

Observatii 9.4.5 a) Forma biliniara simetrica nedegeneratd g(—, —) determind un izomorfism explicit intre V si
dualul sau V*, astfel: pentru x € V notam

fx: V=K, fx(y) = g(x,y),
deci fy = g(x,—) € V*; este ugor de verificat cd functia
(DIV—>V*, (D(X):fx: (X>_)

este izomorfism de K-spatii vectoriale. Fie € = e* este duala bazei e. In baza e* scriem fy, = Xjej; prin abuz de
limbaj, componentele x; ale covectorului fy se numesc componentele covariante ale vectorului x. Avem

x; = x5 (1) = fx(e5) = g(x, 5) = g(x§, €5) = x'gyj.

Deoarece @ este izomorfism, familia ®(e;) = fe, = g(ei,—), i = 1,...,n; este o altd bazd in V*. Scriind
fe, =Yyi5€’, avem
co—qglee) =F. (e:) =uire(e:) = Ui 6K = uss
giyj = g(eue)) - ei(e)) = Yik€ (e]) =VYik j = Yijy
deci fe, = gyj e}, Aceasta arati ci matricea formei g coincide cu [@]¢,e Din nou prin abuz de limbaj, se scrie de
obicei e; = gije’. (Alternativ, notand f., =: e', avem e' = g';€/, unde g'; = gij, adica matricea formei g este
chiar matricea de trecere de la baza (e') la baza (e!) in spatiul dual V*.)

b) Tensorul metric contravariant g* este unica forma biliniara g* : V* x V* — K cu proprietatea g*(fy, fy) =
g(x,y), sau echivalent g*(e',e) = g(ei, e;) = gij. Intr-adevir, din egalititile

gij = g*(e', ¢) = g*(gixe", gire') = gig*'gs
obtinem [g]l. = [g]e[g*]e[g]?, deqi. [g*]e = [g]g1 este unic determinat. Evident, avem x' = gijxj. Prin abuz de

limbaj ca mai sus, scriem €' = gYe;.

9.4.4 Impletirea (braiding), simetrizarea si antisimetrizarea

Consideram permutarile o € S, si alegem m indici, toti superiori sau toti inferiori. Dintr-un tensor A de tip
(p, q) se obtin tot tensori de tip (p, q). Definim urméatoarele operatii:

a) Impletirea indicilor ij,...,1iy, determinatd de o € Syy: AL A'i"m Loty enn
i o (1) b (m) e
b) Simetrizarea indicilor iy,...,1m:
A 1 Z A
(‘L]'Lm) T m 16(])...ig(m)...'
GESm
¢) Antisimetrizarea indicilor i1,...,im:
A . L Z (_1)sgnUA:~ )
[i1.cimle. m! lo(1)---lo(m)---"
0ESm

Exercitiul 137 Fie V = R"3 dotat cu tensorul metric Minkowski n =145 = diag(1,—1,—1,—1). Se dau (1,0)-

2 -1 2 -2 0

0 . B v 1 0 2 -1 .
tensorul (vectorul) x = x* = (x*) = 1l (2,0)-tensorul X = X*P = (X*V) = 31 0 -1 (desi

3 0 2 -1 1

ambii indici sunt superiori, aici primul indice este de linie, iar al doilea de coloand). Sa se calculeze:
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a) Xy =Muax’
b) x*x;
) X XHY;
d) Xuv = XPJ\TU\\M
e) X,¥ = XMT];O\,
£) XM\
g) Xp-v = X)\ﬂnu?\nnv;
h) X(wv) — %(Xuv + XV
i) Xiuv] = %(Xuv Xvu)
. . 2 . . -1 2 . a 2
Exercitiul 138 Fie V = R“ dotat cu tensorul metric covariant gqp = (gij) =l 3) Fie x¢ = _a)
0 3 -1 0 2 =1\ . : -4 2
Yya=(3 —1), X% = (1 2)7 yaeb — <4 3>, Zoy = (3 1 > si A% = (aj3) unde Agy = (O 3> si
by = (_13 _2]> (in fiecare matrice, primul indice este de linie, iar al doilea de coloand). S& se calculeze:

a) tensorul metric contravariant g¢° = (g9);
b) xp si y%;
b

b
aba Zaba Zacu Zau;
Aave, A(ab]c; A(abc)a Aabc; Aabc’ Aa[bda A[abC];
g) produsul Kronecker de matrice X%, ® Y%p;
h) produsele tensoriale x* ® yp, x* ® Ybe, Ya ® Zb..

9.4.5 Dualul unui spatiu Hilbert finit dimensional. Notatia bra-ket a lui Dirac

Fie (V,(—|—)) un spatiu Hilbert, unde K = R sau C. Fie e = (ey,...,en) 0 bazi ortonormatd in V. Relativ la
aceasta baza, produsul scalar al vectorilor x,y € V este dat de:

n
(xly) =) X'yt =syx'y,
i=1

sau altfel spus, tensorul metric este d;;. Amintim ca (xly) = (xly), (axly) = a(xly) si (xlay) = a(xy), pentru
orice scalar a € K.

La fel ca in Observatia pentru orice x € V, functia fx = (x|=) : V. = K, y — (xly) este liniard. Mai
mult, produsul scalar determina un izomorfism explicit de K-spatii vectoriale intre V si dualul sau:

O: V-V, x— (x|-).

Astfel, y este un vector, iar fy = (x|—) este un covector, mai exact, este covectorul ce corespunde vectorului x
prin izomorfismul ®@. (S& notdm c& inmultirea cu scalari in V* este datd de (a - f)(y) = af(y) = f(ay) pentru
oricceacK, feV*siyeV.)

Fizicianul englez Paul Dirac a avut ideea de a introduce o notatie simetrica: |y) pentru vectori si (x| pentru
forme liniare (covectori). Deoarece expresia (x|y) este un ,,bracket”, adicd o ,,parantezd”, covectorul (x| a fost
numit ,,bra”, iar vectorul |y) a fost numit , ket”. Desi pare aproape o glumi, aceastd notatie conduce la un
formalism eficient mai ales iIn mecanica cuantica.

Tlustram mai jos acest formalism.

1. Notdm [i) := ey, deci baza lui V este formata din vectorii [1), ..., n) siavem |x) = Y " ; x'i) = Y1 | (ix)[i),
unde x' = (ei|x) = (ilx) sunt componentele vectorului |x). Pentru orice a € K avem alx) = |ax).

2. Notam (i| := €', deci baza duala e* lui V* este formata din covectorii (1], ..., (n|si avem (x| = 2?11 {ix){jl,
unde x;j sunt componentele covariante ale vectorului [x). Pentru orice a € K avem a - (x| = (ax/.

3. Avem (ifj) = &y, iar componentele covariante x; ale lui |x) sunte date de
X]' = <X|€j> = <Xi€i|€j> = %i<eile]~> = 77(161]' = 77(]'.
x! X

Matricial scriem |x) = [ | si (xI=(x1 ... xn)=
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4. Produsul scalar al vectorilor [x) si [y) se identificad cu produsul intern dintre covectorul (x| si vectorul |y):
(xly) = 8u%y" = xy".

5. Produsul extern [y)(x| dintre vectorul |y) si covectorul (x| se identificad cu produsul tensorial |y) ® (x|, care
este un (1, 1)-tensor:

=)o l=1 106k ... x).

6. In particular [i)(j| = e; ® €} = EJ; este matricea cu un singur element 1 in pozitia pe linia i gi coloana j.
Aceste matrice formeaza baza canonica a spatiului vectorial My (K). Daca A = (A}) € M, (K), atunci avem

A=(A)=AlEl= ) [AJ(Gl  siinparticular, I, =) [)il.

Lj=1 i=1

7. Fie A : V — V un operator liniar cu matricea A = (/—\}) € M, (K) relativ la perechea de baze (e,e). Avem
(identificand pe x € V cu matricea sa [x]¢):

ly) =Alx) &ly) =IAx) & y=Ax & y'=A}.

8. 1l putem privi pe acelasi A gi ca pe un operator liniar A : V* — V* astfel:

yl=xA & y; zxiA} S yh=x"A & y=A"x & ) =A"X) & y)=|AM) & [y = (A

9. Forma sesquiliniara B : V x V — K determinata de matricea A se exprima astfel:

n
Bix,y) =x"Ay = ) x'AYy =x'Ayy = xiAfy = xiAfY =
i,j=1

= (xIAly) = (xIAy) = (A™x[y) = (y|AMx).

9.5 Determinanti si simbolul lui Levi-Civita
Definitia 9.5.1 Simbolul lui Levi-Civita in dimensiune n este dat de:

+1 daca(iq,...,1in) este o permutare para a lui (1,...,n)
€iy...in = 4 —1 daca (i1,...,1n) este o permutare impara a lui (1,...,n)

0 in celelalte cazuri.

Cu aceasta notatie si filosind comventia lui Einstein, determinantul matricei A = (ai;) € Mn (K) poate fi scris
sub forma

det A =" agy, - Aniy, -

De notat ca ¢ nu este un tensor, ci un pseudotensor, deoarece la o schimbare de baza trebuie tinut cont si
orientare, adica de semnul determinantului matricei de trecere.

Exercitiul 139 Sa se arate ca:
1) Produsul vectorial al vectorilor @ = (a',a?,a3) si b = (b',b?,b3) din V3 este dat de

(@ x b)t = etjalbk.
1 .2

2) Produsul mixt al vectorilor @, b si = (c',c?,c3) este dat de

a- (‘5 x C) = sijkaibjck.
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Exercitiul 140 Sa se verifice urmatoarele formule:
1) In dimensiune 2:

mn __ gmgn ngm
Eijﬁln = 6;1

511' Sij =2
2) In dimensiune 3:

Ejmne "t = 26}

£ijk£1)k =6

imn men negm

Eijk € = 6]’ 6k — 6]‘ 6k
1 m n

) 6% o o]

mn m n

E€ijk € = 6{- 5]- 5]-
m n

6k (Sk k

3) In dimensiune n:

j j2 jn
st 8P L. ek
N )2 In
o, 8 .. b

j j 12 iy
Ei] --1“6]]~..)n =
j1 j2 in
AL
Jr+1 Jr+2 in
6?k+1 5ik+1 te ikt
]k+1 5].k+2 5]11
i1,k j dn Tk+2 k42 °°° ixg2
€4 i Ak godn €T I =

Jr+1 Jr+2 jn
éin ‘Sin v éin

Eiq..4
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baza
duala,
ortonormata, 59
bidualul unui spatiu, [72]

complement ortogonal,
complementara unei submultimi, [6]
coordonate,

carteziene, [I§]

cilindrice, 22]

sferice,
corp, [I4]

al cuaternionilor,

al numerelor complexe,
covector, [7]]

cuaternion, 28] 29

derivata formala,
determinant
antisimetric, [43]

ciclic,

Gram,
Vandermonde,
diferenta

a doud multimi, [f]

simetricd a doud multimi, [6]
dualul

unei baze,

unei forme biliniare,

unui spatiu Hilbert,

unui spatiu vectorial,

element, [f]
neutru, [
simetrizabil, [0]
unitate, [I4]
endomorfism

de grupuri, [T]]
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familie
de elemente,
de mul{imi,
familie de vectori
ortogonala,
ortonormata,
forma
biliniara,
hermitiana,
liniars,
multiliniara, [73]
patratica, [55]
sesquiliniara, [56} [78]
simetrica,
formula lui Rodrigues,
functie, [7]
bijectiva, [7]
injectiva, [7]
inversabila, [7]
liniars,
polinomiald, [31]
surjectiva, [7]

generatori
grup, [14} [I7]
spatiu vectorial,
grup, [
abelian, [J]
al claselor de resturi modulo n,
al cuaternionilor,
al radédcinilor unitatii, [I7]
altern, [12]
ciclic, [I4] [I7]
de simetrie,
diedral,
general liniar,
Klein, [67]
Lorenz, [67]
Mébius, [44], [67]
ortogonal,
Poincaré,
simetric al unei multimi, [I0]
simetric de grad n, [12]
special liniar, [44]
special ortogonal,
special unitar,

unitar, [63]
hiperplan,

identitatea

Lagrange, [24]

lui Jacobi, [26]

lui Parseval,

paralelogramului,
imagine

a unei functii, [7]

a unei functii liniare,

a unui morfism de grupuri,
indice

contravariant, [72]

covariant, [72]

de sumare, [71]

inferior, [71]

liber,

superior, [7]]
inegalitatea

Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz,

Minkowski,
inel,

al matricelor,

asociativ, [I4]

comutativ, [T4]

cu unitate, [I4]

nul,
intersectia, [0]
inversiune, [T2]
izometrie, [I3]
izomorfism

de K-spatii vectoriale, 27]

de grupuri, [T]]

de inele, [T5]

Lema
substitutiei,

matrice
adjuncta,
antisimetrica,
congruente, [56] 58]
de trecere de la o bazi la alta,
diagonala,
diagonalizabila,
echivalente, [38] [46]
hermitiana,
inversabila,
normala,
ortogonala,
simetrica,
similare,
triangularizabila,
triunghiulara, [52]
unitard, [61]
metrica
euclidiand, [65]
Minkowski, [67]
minor caracteristic, 7]
momentul unei forte,
monoid, [J]
morfism
de K-algebre,
de K-spatii vectoriale,
de grupuri,
de inele,
identic al unui inel,
nul de inele,
unital de inele,
multime, [6]
suport, [30]
vida, [6]
multiplicitate
algebrica, 52|
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geometricd, 2]

nedeterminata,

norma
unui cuaternion, [2§]
unui vector, [59]

notatia
aditiva, [0]
bra-ket a lui Dirac, [77]
multiplicativa, [9]

nucleu
al unei functii liniare,

al unui morfism de grupuri,

numar
intreg, [0]

complex, [6] [16]

natural, [6]
rational, [6]

real, [6]

operatie
anticomutativa,
asociativa, [9]
comutativa, [J]
distributiva,
operator
autoadjunct,
diagonalizabil,
normal,
triangularizabil,
ordin
serie formald, [3T]

ortogonalizare Gram—Schmidst,

permutare, [I2]
identica, [12]
impara,

para,
polinom,
produs

cartezian,

direct de grupuri,
direct spatii vectoriale,
extern, [79]

interior, [72]

intern, [78]

Kronecker de matrice, [74]
mixt, [20]

scalar, [77]

scalar standard,
semidirect de grupuri,

tensorial, [74] [7§

tensorial de spatii vectoriale,

vectorial,
proprietate de universalitate

a produsului tensorial,
a spatiilor vectoriale, [35]

radécini ale unitatii,
reflexie, [64]
reguli de calcul

Intr-un grup, [I0]

intr-un inel, [[5]
relatie, [7]
relatii de definitie,
reuniunea, [0]
rotatie
in plan,
in spatiu,

scalar,
schimbare de baz, [37]

contravarianta, [72]
covarianta, [71]
semigrup, [9]
serie formala, [31]
signatura
unei forme patratice,
unei permutari,
simbolul
lui Kronecker,
lui Levi-Civita,
spatiu
cu produs scalar,
Hilbert,
prehilbertian,
vectorial,
subalgebra,
subcorp,
subgrup,
propriu, [T]]
trivial, [T1]
submultime, [6]
subspatiu, 27]
trivial, [27]

tensor
de tip (p, q),
metric contravariant, [75]
metric covariant, [75]
tensor metric
euclidian,
Minkowski, [75]
Teorema
alternativei 1, 34]
alternativei 2, 35]
Bezout, [31]
Cayley—Hamilton,
cosinusului,
Cramer, regula lui, [47]
Euler, [64
Gauss—d’Alembert,
Gauss—Lagrange, [57]
Gram-Schmidt,
Kronecker,
Kronecker—Capelli, [47]
lui Sylvester de inertie,
Pitagora, 59
Rouché, [47]
spectrala complexa,
spectrala reala,
Steinitz, [34]
Viéte, formulele lui, [31]
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transpozitjie, [I2]

transpusa
hermitiani,
unei matrice, [44]

unitati
ale unui inel,
ale unui monoid,
urma
unei matrice, [51]
unui cuaternion, [2§|

vector, [I8] 25]

alunecator, [I§]

legat,

liber,

unitar, [I§]
versor, [I§]
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