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Convectia fluidelor viscoase, a nanofluidelor si a nanofluidelor hibride, au numeroase aplicatii in
inginerie, aerodinamica, sisteme geotermice, extractia petrolului, poluarea apelor, izolarea termica,
schimbul de cadura, stocarea deseurilor nucleare, constructii, agricultura, etc.

A. Nanofluidele

Sunt o clasa relative noua de fluide care constau dintr-o suspensie formata dintr-un fluid de baza si
particule avand dimensiunea de 1-100 nm. Termenul a fost introdus de Choi in 1995 la Argonne
National Laboratory, USA.

Fluide de baza si naoparticule

Fluide de baza
Apa, Etilena, Petrol, etc.

Nanoparticule

Metal: Cu, Al, Ti, Zn, Ni, Fe

Carbides: SiC

Nitrides: AiN, SiN

Ne-metale: Graphite, Carbon Nanotubes, Diamond
Oxides: CuO, Al,O3, TiO,, ZnO



Avantajele nanofluidelor

Comparate cu suspensiile conventionale solid-lichidutilizate la intensificarea trasferului de caldura,
nanofluidele poseda, urmatoarele advantaje:

O suprafata specifica mai mare si, prin urmare, o suprafatd mai mare pentru transferul de caldura
dintre particule si fluidul de baza.

Dispersia mare, predominanta miscarii Browniene a particulelor nanofluidelor.

Reducerea aglomerarii particlelor, in comparatie cu amestecul conventional.

Ajustarea proprietatilor fizice ale nanofluidelor, incluzand conductivitatea termica, prin variatia
concentratiei particulelor nanofluide pentru diferite aplicatii.

Aplicatii ale Nanofluidelor

Aplicatii pentru transferul de caldura

Aplicatii idustriale de racire (industria americana poate reduce pana la un miliard Btu de energie
din 10-30 miliarde Btu pe an, poate reduce 5.6 milioane tone de dioxid de carbon, 8.600 tone NOx,
21.000 tone de dioxid de sulf, vezi Routbort et al., 2008).

Fluide nepoluante (Datoritd absentei surselor de energie nepoluatd, si multitudinea innstalatiilor
bateriilor operationale, precum telefoanele mobile si laptopuri, este esential sa fie folosite
nanofluidele. Ele pot fi folosite pentru controlul transferului de caldura, Das et al., 2008; Minkowycz
et al., 2013; Shenoy et al., 2016).

Reactoare nucleare (Folosind nanofluide in locul apei (fluid de baza), barele de combustibilsunt
acoperite cu nanoparticle precum alumina, evitind formarea stratului de vapori in jurul barei si apoi
crescand substantial transferul de caldurd, Das et al., 2008; Minkowycz et al., 2013; Shenoy et al.,
2016).

Aplicatii biomedicale:
Nanomedicamente (nanodispozitive ce livreaza si elibereaza tintit medicamentele,
applications nanogeluri sau nanoparticule acoperite cu aur/argint)

Terapeutica cancerului (Aceastd initiativda implicd folosirea nanoparticulelor feromagnetice
impreuna cu tehnica iradierii)

Senzori si Imagistica (Aurul coloidal, este adesea considerat ca cel mai stabil coloid. Acesta este
folosit pentru cataliza chimica, optica si imagistica).

Aplicatii electronice (Nanofluidele pot fi folosite pentru racirea procesoarelor calculatoarelor
datoritd conductivitatii lor ridicate. Se prevede, cd generatiile viitoare de calculatoare vor produce un
flux local de cddura de peste 10 MW/m, cu o putere totald de peste 300W. in combinatie cu
evaporarea stratului subtire, siteme de tip heat pipe vor face posibila reducerea fluxului de caldura
cu peste 10 MW/m, facand posibila manevrarea disipatiei care provine de la tehologia viitoare).



Producerea nanoparticlelor

Metoda fizica

Metoda macinarii, Condensatia gazelor

Metoda chmica

Precipitatarea Chimica, Depositarea Vaporizarii, Emulsia Micro, etc.

Cercetarea in Nanofluide

Cercetare Experimentala
Proprietati termice
Corelatii pentru transferul de caldura

Cercetari Numerice

Nanofluide monofazice (Khanafer et al., 2003; Boungiorno, 2006; Tiwari & Das, 2007) nanofluide
bi-fazice (Devi and Devi, 2016a,b; 2017)

B. Nanofluide Hybride

Asa dupd cum s-a aratat mai sus, nanofluidele poseda proprietati reologice mai bune, dar, totusi, nu
poseda toate caracteristicile esentiale pentru aplicatii particulare. Multe aplicatii practice reale, cer o
performantd superioarda a numeroaselor proprietati/caracteristici ale nanofluidelor. De exemplu,
oxidul de aluminiu (Al,03) prezintd proprietdti chimice constante, dar posedd o conductivitate
termicd inferioard, in timp ce nanoparticulele metalice, precum aluminul (Al), cuprul (Cu), argintul
(Ag) au conductibilitdfi termice superioare, dar sunt reactivi chimici instabili. Prin hibridizarea
acestor nanoparticule metalice cu oxizi metalici, fluidul rezultat, numit nanofluid hibrid, poseda
proprietati termofizice §i comportdri reologice Inbunatatite. Nanofluidele hibride, care contin
suspensii omogene din doud sau mai multe nanoparticule, avand proprietdti fizice si chemice
superioare nanofluidelor, formeaza un alt domeniu avansat pentru aplicatiile transferului de caldura.
Idea fundamentald din spatele nanofluidelor hibride este sa se inbunateasca transferul de caldura
hidrodinamic si termofizic in comparatie cu mononanofluidele, ca rezultat al efectului synergistic.
Deoarece, domeniul nanofluidelor hibride este relative nou, au fost elaborate si publicate putine
studii pana in prezent. Masuratori privind viscositatea si conductivitatea termica pentru nanofluidul
hybrid Al,0; — Cu/apa, a fost efectuata de Suresh et al. (2014). Acesti autori, au ajuns la concluzia
ca toti parametrii nanofluidelor hibride, cresc cu cresterea volumului solid al nanoparticulelor.
Totusi, cateva investigatii numerice au fost recent elaborate si publicate privind nanofluidele hibride,
ca un concept nou al tehnologiei (a se vedea lista publicatiilor colectivului acestui grant).

Printre sursele existente de energie, energia solara este primara si prietenoasa cu mediul. Performanta
colectoarelor solare, se inbundtateste substantial prin folosirea nanofluidelor, in schimbul fluidelor
clasice (conventionale). Cresterea proprietatilor termofizice ale nanofluidelor, face posibila absorptia
radiatiei solare. Nanofluidele hibride, au atras atentia cercetatorilor, examinarea impactului



diferitelor compozitii de nanoparticule in diferite aplicatii ale transferului de céldura, precum
schimbatoarele de caldura, distilatoare, colectoare solare, boilere, microgeneretaore solare, etc.
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Tn perioada iulie 2017 — septembrie 2019 s-au prezentat la conferinte:

1. Natalia C. Rosca, Cost Action CA15119 (NANOUPTAKE) for the 2" Grant Period (Lisbon,
Portugal, 9 to 12 October 2017), where she has presented the paper: Axisymmetric rotational
stagnation point flow impinging radially a permeable stretching/shrinking surface in a nanofluid
using Tiwari and Das model.

2. Alin V. Rosca, Cost Action CA15119 (NANOUPTAKE) for the 2" Grant Period (Lisbon,
Portugal, 9 to 12 October 2017), where he has presented the paper: MHD oblique stagnation-point
flow for a Boussinesquian nanofluid past a stretching/shrinking sheet using Buongiorno’s model.

3. Mikhail A. Sheremet and loan Pop, Transient free convection in an inclined square porous cavity

filled with a nanofluid using LTNE and Buongiorno’s models. 11th International Conference on
Computational Heat, Mass and Momentum Transfer, Cracow, Poland, 21 - 24 May, 2018.

4. 1. Pop and M.A. Sheremet, Turbulent natural convection combined with entropy generation in a
nanofluid cavity with non-uniformly heated side walls. 2nd International Conference on Applied &
Industrial Mathematics and Statistics (CoAIMS-2019), 23 - 25 July, 2019, Universiti Malaysia
Pahang, Malaysia.

5. Stepan Mikhailenko, Mikhail A. Sheremet and loan Pop, Natural convection combined with
surface radiation in a rotating cavity with an element of variable volumetric heat generation.
International Conference on Computational Heat and Mass Transfer (ICCHMT), 03-06 September,
2019, Rome, ltaly.

Invited lectures

1. I. Pop, Convective flow in nanofluids and hybrid nanofluids: application to stretching/shrinking
surfaces. 2" International Conference on Applied & Industrial Mathematics and Statistics (CoAIMS-
2019), 23 to 25 July, 2019, Universiti Malaysia Pahang, Malaysia.

2. 1. Pop, Nanofluids and hybrid nanofluids with applications, Symposium on multidisciplinary
science, 31% July, 2019, University Putra Malaysia, Malaysia.

Lucrari reprezentative:

Sheremet M. A., Pop I., Mahian O., Natural convection in an inclined cavity with time-periodic
temperature boundary conditions using nanofluids: Application in solar collectors.
INTERNATIONAL JOURNAL OF HEAT AND MASS TRANSFER Volume: 116 Pages: 751-
761 DOI: 10.1016/j.ijheatmasstransfer.2017.09.070  Published: JAN 2018, WOS:
000415391800066

In aceasta lucrare se studiazd numeric convectia naturald a alumina-apa nanofluid in interiorul unei
cavitati patrate cu temperaturd sinuidald dependentd de timp. Domeniul de interest este o cavitate
patrata avand peretele X =L mentinut la o temperaturd constantd, in timp ce temperatura peretelui
X =0 este o functie sinusoidala de timp, ceilalti doi pereti fiind adiabatici. Ecuatiile adimensionale

ale problemei, formulate folosind functia de curent, rotationalul si temperatura sunt



0? 0?
KI/ZI + Wl/z/ =— (1)

2 2
8_a)+u6_a)+va_co:Hl Pr 8—620+a—? +H, %cos(a)—%sin(a) (2)
o VT WRalad oy ox oy

00 90 00  H, (aze azej

L Hu—=+v—= +
or  ox oy +«Ra-Prlox* oy’

(3)

I period

Fig. 1. Liniile de current pentru o perioada de oscilatie pentru Ra = 10°, f = 0.057, . = 0 si ¢= 0.0

(liniile continue), ¢ = 0.03 (liniile punctate).
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impreund cu conditiile la limita
=0 =0, =0, =05 at 0<x<1 0<y<]

>0 w=0, %//:0, @=sin(fr) at x=0, 0<y<I;
w=0, ¥ _0 0-0at x=1 0<y<1 “)
OX
w =0, %”:o, 9 0 aty=0,1, 0<x<1

i

il

:

I period

Fig. 2. Liniile isoterme pentru o perioada de oscilatie pentru Ra = 10°, f = 0.05%, .= 0 §i ¢=0.0

(liniile continue), ¢ = 0.03 (liniile punctate).
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In scopul determindrii transferului total de caldura de la peretele vertical sting al cavitatii cu ajutorul

numirului local Nusselt Nu=(k,, /k,)(~00/8X) _,. Astfel, numirul lui Nusselt mediat Nu este

1
definitde Nu = [Nudy
0

Equatiile (1)—(3), impreunad cu conditiile la limita (4) au fost rezolvate numeric folosind metoda
diferentelor finite de ordinal doi (Sheremet and Pop, 2015; Sheremet et al. 2014,2015). In scopul

validarii prezentei metode numerice, ea a fost comparatd cu rezultatele experimentale (Ho et al.,
2010) si numerice (Saghir et al., 2016). Valorile lui Nu penru ¢ =1%, Ra =7.74547 x10" si
Pr=7.0659 sunt: 32.2037 (Ho et al., 2010) si 30.657 (Shagir et al., 2016). Se poate vedea, astfel, ca
rezultatele obtinute in prezenta lucrare, demonstreaza ca ele sunt corecte. Liniile de current si

izoterme sunt prezentate in Fig. 1 si 2 pentru Ra = 105, f=0.057, =0 cu ¢=0.03.

Revnic, Cornelia, Abu-Nada, Eiyad, Grosan, Teodor, Pop, loan, Natural convection in a
rectangular cavity filled with nanofluids: Effect of variable viscosity, INTERNATIONAL
JOURNAL OF NUMERICAL METHODS FOR HEAT & FLUID FLOW Volume: 28 Issue: 6
Pages: 1410-1432 DOI: 10.1108/HFF-06-2017 Published: 2018, WOS: 000441017200009

Consideram o miscare liberd intr-o cavitate patratd umplutd cu nanofluidul CuO-apa. Notdm
lungimea si latimea cavitatii prin H, respectiv, W. Peretele sting este incdlzit si mentinut la

temperature constantd T,, , iar peretele drept este racit si mentinut la temperature constanta Tc unde

Ty >Tc, si pereti de sus si de jos sunt considerati adiabatici. Fluxul nanoparticulelor este

. _ VT . .. e TN . .
i, = _( p,DgVo +p, Dy T_j considerat zero pe peretii cavitatii. Difuzivitatea termica, densitatea

C

si capacitatea de caldura a nanofluidului sunt date de:
a. = knf
f = —
" (p C p ) nf

unde b este concentratia de volum medie a nanoparticolelor din interiorul cavitatii. Conductivitatea

I o :(1_(0b)/7f + 0, Py (PC)u :(1_(Pb)(pcp)f +¢, (pC,), 1)

termicd efectivd a nanofluidului k, este exprimatd dupa modelul:

bf d k

k q 0.3690 K 0.7476
ka 1+ 64.7¢b0.7640{ij (ij PrT 0.9955 Re1.2321 (2)
p p
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My Re = Pk T

unde Pr si Re sunt definite ca Pr, = , >
(pa); 3l

Ecuatiile adimensionale ce guverneaza miscarea nanofluidului sunt:
2
o ) iﬂ@i@%@mlwﬂ
ox\ oy " ox oy oXx oxXoyoy 3)
u)(U V), (onde dude
oy 0x ox 0x 0y oy

SRR

0420 0400 00\ (o0 @
L, o9 9 +L| | —| +| —
OX dX ayay 0X oy
o[, 0 0,0 Pr 0? 0° 1 (0°6 0o%0
O [40v)_ 040 ) 0,99, A (5)
ox\ oy ) oyl o0Ox Sc| ox? oy? NBT ox° 0y
2 2
OV OV o (6)
ox® oy

Consideram conditiile limita pentru aceste ecuatii

2

1- Pe peretele cald x=0: y =0, a):—zyj, 0=1 J,=0

XZ

R %
2- Pe peretele recex=1: v =0, w=- 6=0,J_ =0 (7)

X2’ p

2
v 99 4,3, =0

3- Pe peretii de sus sidejos y=1and y=0:y =0, o=-—3, —=
o X oy

Considerim pentru primul exemplu urmitoare expresie a vascozititi Heo(®@,T)in formi

adimensionala.
15.937 1356.14 2 2
,T)=-0.6967+ —————— +1.238 T —0.259
Hewo (@ T) T.+ATO P @ To + AT 0)? Py P
_30gg_ P4 1965274 01593¢; ¢* +438206M (8)
Tc +AT 6O (Tc+AT‘9) Tc +AT O

1147573 PP
(Te + AT 9)?

respective, pentru al doilea exemplu,
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In ticyo (@, T) = A(ﬁ} -B, 9)

unde A=20587¢p,°¢+15857¢p,4+1078.3 si B =—107.12¢,°¢+53.548p, ¢ + 2.8715

Transferul de caldura este dat de numarul lui Nuselt si a lui Sherwood mediu prin

Nu Nu(y)dy, Sh,, = | Sh(y)dy (10)

avg

O ey
O e

Folosim schema diferentelor finite centrale pentru a rezolva ecuatiile diferentiale partiale impreuna
cu conditiile la limita. Sistemul algebric obtinut dupad discretizare a fost rezolvat folosind iteratia
Gauss-Seidel pentru grid uniform. Conform analizei dependentei de retea am decis ca reteaua avand

150x150 puncte este potrivitd pentru acestd problema si urmatorul criteriu a fost folosit pentru a

H® new ®old

“@ new

verifica convergenta acestei metode <6 unde © este una din variabilele w, v, @

sau ¢, si 0 este eroarea prescrisa, cedepinde de valorile parametrilor ce guverneaza miscarea si are
valoarea 10°°. Valorile parametrilor ce intervin in rezolvarea ecuatiilor guvernante impreund cu
conditiile la limitd sunt numarul lui Ra=10%10* si 10°, fractia de volum ¢, =0.02 si 0.05 iar
diferenta de temperature intre peretele cald si rece este fixate la 10°C . Temperatura peretelui rece si
cald este luatd ca T_ = 22°C,40°C,70°C si T, =32°C,50°C,80°C.

Influenta fractiei de volum ¢, asupra izotermelor, liniilor de current si concentratiei de volum pentru

viscozitatea dinamicd a nanofluidului si pentru temperatura peretelui egald cuT, =32°C si

T, =22°C sunt afigate in Fig. 1. Se observa ca atunci cand convectia este in domeniul 10° < Ra <10°

transferal de caldura de la peretele cald la peretele rece creste. De asemenea, miscarea fluidului
creste iar imaginea concentratiei de volum ¢ este puternic modificatd de distributia temperaturii.
Mai mult, pentru Ra =10° se formeaza un singur vortex central al liniilor de current (Fig. 1) in timp
ce pentru Ra=10° acestea prezintd doud vortex-uri (Fig. 2). Dupd cum se vede din Fig. 2, are loc un
transport energetic mare de nanoparticule. In plus, pentru toate valorile lui Ra, vortex-ul central al

liniilor de current se rotesc in sensul acelor de ceasornic pe masurd ce fractia de volum ¢, creste.

Grosimea stratului limita creste cu, cresterea lui Ra.
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Fig. 2. Izotermele, linii de current si liniile concentratiilor pentru diferite valori ale fractiei de volum

pentru Ra = 10%, T =22°, T, =32° a) ¢, = 0.02, b) ¢, = 0.05.

Rosca, Alin V., Rosca, Natalia C., Pop, loan, Stagnation point flow of a nanofluid past a non-
aligned stretching/shrinking sheet with a second-order slip velocity, INTERNATIONAL
JOURNAL OF NUMERICAL METHODS FOR HEAT & FLUID FLOW Volume: 29 Issue: 2
Pages: 738-762 DOI: 10.1108/HFF-05-2018-0201 Published: 2019, WOS: 000459562500016.

1. Modelul matematic
Consideram punctul de stagnare stationar 2-dimensional al unui nanofluid pe o placa ce se

dilata/comprima situata in planul y =0, asa cum este prezentat in Fig. 1, unde X si Y sunt

coordonatele carteziene masurate de-a lungul suprafetei si respectiv, normal la aceasta. Presupunem
ca nanofluidul este diluat astfel ca instabilitatea datorata bioconvectiei poate fi evitata. De asemenea,
presupunem ca nanoparticulele suspendate in fluidul de baza sunt stabile si nu se aglomereaza in
fluid. Atat controlul pasiv cat si cel activ pentru fractia volumului de nanoparticule la frontiera partii
solide sunt luate in considerare.

Avand in vedere toate aceste presupuneri si folosind modelul propus de Buongiorno (2006),
legea conservarii masei, a miscarii, a energiei si concentratiei nanoparticulelor sunt descrise prin

intermediul urmatoarele ecuatii cu derivate partiale in forma vectoriala:

V.v=0 (1)
Q+(V-v)v:—le+vV2v (2)
ot P
T+ @.T= aV2T+6(DBVC-VT+ ?VT-VT) 3)

16



%jL(V'V)C:DB V2C+_|[_)—TV2T (4)

Aici V este vectorul viteza, T este temperatura nanofluidului, C este volumul fractiei de nanofluid,
T Si

0

C. sunt temperatura constanta si volumul fractiei constante a nanofluidului a fluidului

ambiental, p este presiunea, Vv Zeste Laplacianul 2-dimensional, t este timpul, p este densitatea

nanofluidului, a este difusivitatea termala, Dy este coeficientul de difuzie Browniana, D, este

coeficientul de difuzie termoforetica si & este un parametru definit ca 0 =(0C,),/(0C,); , unde

(p C,) , este capacitatea de caldura efectiva a materialului nanoparticulelor, (p C,) s  este

capacitatea de caldura efectiva a fluidului si C,, este caldura specifica la presiune constanta.

z z
| T | II |
I _
Ua(x) = axll | || . T ,Ca u (x) = ax |
| \ |
|I f | I| I| |
f I \ | I|
,'I |'I II I'. I'. f
| | | \ b I,' /
III ] |II lII I'-.lll' |I,'
| J f
."II J|" I II| IIIIII"\ \'-._ ."II
/ / \ Y
S / | / /
4 i”f - i
— u " u " u
T II'-. — — u
e <] - — __,_,.,-'-"‘"-..
o} IW \ | x... )
0 C
-— _

—_—

Uy, (X)

a) Placa ce se dilata

u,(x)

b) Placa ce se contracta

Fig. 1. Modelul fizic si sistemul de coordonate.

Ecuatiile (1)-(4) pot fi scrise in coordonate carteziene (x,y, z) astfel

0u+6v+aw_0 .
ox dy 0z ®)

ax Vo tVWarT pax Vo (6)



6v+ ov av 16p 0%v ;
“ox ”ay 9z p oy “azz )

ow 0w ow  1dp 0*w

Ua-l'UE-FWE——’[—)&-FU—aZZ (8)

or  or,  or_ o [ 6C6T+DT<0T>2 9
Yax T Vay T Waz T Yoz 8920z T, \0z ©)
ac+ ac+ o°r_, 62C+DT62T 0
0x dy Waz T TE .2 Ty, 022 10

unde U si V sunt componentele vitezei de-a lungul directiilor x si y. Suprafata ce se dilata/comprima
este situata in planul X—Z astfel componenta vitezei in directia y este v =0 pentru cazul curgerii
bidimensionale. Astfel conditiile la limita corespunzatoare ecuatiilor (5)-(10) sunt urmatoarele (vezi
Kuznetsov si Nield (2013))

6C D; 0T
u=u,(x)=b(x+c)+ugy,(x), w=0, T=T,, Dg—+——=0 at z=0
W() ( ) S|Ip() 82 TOO 01

u—-u,(x)=ax, vov,(y)=0, wow,(z)=-az

as z—o>w
T->T, C>C, }

Aici Ug;, (X) este viteza de alunecare, data prin

2(3-¢l? 31—I2 o%u ou o%u
U, (X) == A _2e 4 —1—| 2 A +B 12
s (X) 3( e 2 K, ]ﬁ 4{ ( )}ﬁ 0172 oz "oz (12)

unde A si B sunt constante, K, este numarul lui Knudsen, | =min (1/K,,1), & este coeficientul
acomodarii miscarii cu 0<&<1, si B este miscarea moleculara libera medie. Pe baza definitiei lui
I, se poate observa ca pentru orice valoare data K,, avem ca 0<1<1. Deoarece [ este mereu

pozitiv rezulta ca B este un numar negativ. Trebuie mentionat ca expresia (12) pentru Ug;, (X) a fost

data de Wu (2008) si folosita de Fang et al. (2010), si Rosca si Pop (2013).
Folosind ecuatiile (6) and (8) impreuna cu conditiile la frontiera (11), observam ca presiunea
p este data de relatia:

Po_g2X W 0W (13)
0 2 2 oz
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unde P, este presiunea de stagnare.

Introducem urmatoarele variabile similare

u=axf'(p) +bcg(y), v=0, w=—.Jav (), O@n) =T-T,)/AT

#(1) =(C—C,)IAC, n=2-alv (14)

unde derivarea are loc in raport cu 7, jiar AT =T, T, 5 AC=C, -C, Astfel, ecuatiile cu derivate

partiale (5) pana la (10) se reduc la urmatoarele ecuatii similare

frogffrel- f2=0 (15)
g"+fg'—gf'=0 (16)

-%ﬁ“+f0+rm¢ﬁt+maﬁzo (17)
" ' Nt n__

¢+ Lefga 0"=0 (18)

avand conditiile la frontiera

f(0)=0, f'(0)=A+a f"(0)+b, f"'(©0), g@)=1+a,9'(0)+b,g"(©)
0(0)=1, Nbg¢'(0)+ Nto'(0)=0 (19)
f'm -1 9(m)—0, 6()—>0 ¢n)—>0 as 7>
Aici Pr este numarul lui Prandtl, A este coeficientul de dilatare/comprimare cu A > 0 pentru placa ce
se dilata si A <0 placa ce se contracta, respectiv, Le este numarul lui Lewis, Nb este parametrul
miscarii Browniene, Nt este parametrul de termoforeza, a, >0 Si a, < O parametrii de ordinul 1

ai vitezei de alunecare si b, <0 este parametrul de ordinul 2 al vitezei de alunecare, definiti astfel

Voo b eV Npo9BsAC 0D AT
a a D, 1% vT

a,=A /2 a2=AB\/E, b =B2
1% 1% 1%

Mentionam ca ecuatiile (15) si (16) sunt identice cu cele raportate de Wang (2008), dar cu

o0

(20)

conditii la limita diferite. O masura de interes este functia de curent adimensionala 1, definita astfel:
P =xf () +Ac [ g(s)ds (21)

~ 1/2 . .
unde ¥ =y /(av)"* cu w ce se determina uzual ca u =0ow/ozSiv=—0w/ox.
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Cantitatile fizice de inters sunt coeficientul de frecare la perete C, si numarul lui Nusselt local

Nu, , definite astfel

T q
= W , NUX =W 22
" pud(x) kAT (22)

unde 7, si g, sunt

ou oT
A -kl 2L 23
SRR (N ®
Folosind (14), relatiile (22) se pot scrie ca si
Re;?C, =f"(0)+ be 9'0)  Re;’?Nu, =-6'(0) (24)

u, (x)

e

unde Re, =U,(X)X/Vv este numarul lui Reynolds local.

2. Metoda numerica si rezultate

In lipsa unei solutii analitice problema la frontiera (15)-(19) a fost rezolvata folosind functia bvp4c
din MATLAB pentru cateva valori ale parametrilor implicati astfel, parametrul dilatarii/comprimarii
A si parametrii alunecarii de ordinul intai (a;, a,) si de ordinul doi (b;) iar numarul lui Prandtl Pr
este fixat la Pr = 1, si parametrii Le, Nb si Nt sunt fixati la Le = 10, si Nb = Nt = 0.5. Mai intali,
trebuie sa transformam problema la frontiera (15)-(19) intr-un sistem de ordinul intai de 9 ecuatii

diferentiale ordinare astfel:

Vi = Y2, V2 = Y3,

!

ys=-ny3—1+Y: yi=s

Vs = —V1¥s + VaVa, V6 = V7 (25)
y7 = Pr(=y1y; = Nb y;y9 — Nt y%),  y§=q
Nt
Yo = —Le y1ys + 3 Pr(y1y7 + Nb yzys + Nt y%)
unde
Vi=fM,y2=f"M,ys=f"),ya =9, (26)

Vs =9' M), y6 =0m),y;, =0' (M), yg = d(),y9 = ¢’ ().

20



Transformari similare folosim pentru conditiile la frontiera. Functia utilizata bvp4c este un program
cu diferente finite ce implementeaza formula in 3 etape Lobatto Illa. Aceasta este o formula de
colocatie iar polinoamele de colocatie ne furnizeaza o solutie de clasa C'care este de ordinul 4 de
acuratete uniform pe intervalul unde se integreaza functia. Selectia punctelor de pe grid si controlul

erorii se bazeaza pe rezidualele solutiei continue. Rezidualul r(n) este definit astfel

r(m) =5"(m) — f(n,Sm) (27)
unde S(n) este solutia aproximativa a urmatoarei probleme la frontiera:
y'm=f(mym), as<n<b (28)
cu conditiile pe frontiera
be(y(a), y(b)) = 0 (29)

Fixam toleranta erorii relative la 10~7 pentru toate aproximatiile numerice. In abordarea noastra,
pentru conditiile asimptotice la frontiera n — co am ales o valoare finita pentru n, si anume n =
Ne = 20 pentru prima solutie si n = n,, intre 30 si 50 pentru a doua solutie. Observam ca pentru
aceste valori finite pentru n variatia la infinit a vitezei, temperaturii si concentratiei sunt extrem de
mici asa cum se obisnuieste in teoria stratului limita. Ne asteptam ca prezenta problema sa aiba mai
mult de o solutie , asadar gasirea unei solutii initiale este esentiala in rezolvarea numerica a
problemei la frontiera (15)-(19). Solutia initiala trebuie sa satisfaca conditiile la frontiera si sa
prezinte alura corecta a solutiei generale.

Valorile pentru f”(0) si g'(0) au fost comparate cu cele din Mahapatra et al. (2012) si Wang
(2008) in Tabelele 1 si 2. Se poate observa din aceste tabele ca este o potrivire excelenta a
rezultatelor obtinute de noi cu lucrarile de mai sus. Astfel, suntem pe deplin increzatori ca rezultatele
obtinute sunt corecte si acurate.

Rezultatele numerice obtinute sunt prezentate in figurile 2-9 in termenii coeficientilor de frecare
la perete f"(0) and g '(0), ratei reduse de transfer a caldurii — 6 '(0), si profilelor de viteza si
temperatura adimensionale f ' () si 6(y) pentru diverse valori ale parametrilor a,,a, si b;. Se
observa din figurile 2 la 7 ca sistemul de ecuatii diferentiale ordinare (15)-(18) impreuna cu
conditiile la frontiera (19) admite solutii multiple (duble). Pentru a determina care dintre cele doua
solutii este stabila determinam cele mai mici valori proprii y rezolvand numeric sistemul de ecuatii
diferentiale ordinare obtinut folosind functia bvp4c din MATLAB (vezi Shampine et al. (2003)).

Din analiza stabilitatii efectuate de noi rezulta ca o solutie a problemei este stabila si deci realizabila

fizic, iar a doua solutie este instabile si deci nu este realizabila fizic. Cele mai mici valoari proprii y
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pentru cateva valori ale parametrilor a,, a, si b; sunt date Tabelele 3 si 4. Mentionam aici ca cele
mai mici valori sunt pozitive pentru solutia stabila si negative pentru solutia instabila.

Figurile 17 la 19 prezinta liniile de curent pentru cele doua solutii ale problemei pentru cateva
valori ale lui a, (Fig. 17); ale lui b; (Fig. 18) ale lui ¢ (Fig. 19) in cazul in care placa se comprima
(A4 < 0). Fig. 17 arata ca regiunea de curgere inversa pentru solutia instabila creste cu parametrul a,,
si descreste cu parametrul b; (vezi Fig. 18). Figura 19 prezinta liniile de curent pentru cazurile
aliniate si nealiniate pe o placa ce se comprima. Din aceasta figura, se poate observa ca efectul
nealinierii este mai pronumtat pentru curgerea pe o placa ce se comprima. Deasemenea se paote
observa ca pentru punctul de stagnare exista o regiune in apropierea placii unde are loc o curgere
inversa.

Table 1. Comparatii ale valorilor lui f''(0) pentrua; =a, =b; =0
si cateva valori ale lui 4.

Mahapatra et al.

. (2012) Present study
Upper Lower Upper Lower
branch branch | branch branch

-0.25 1.4022 - 1.4022 -
-0.5 1.4956 - 1.4956 -
-0.75 1.4892 - 1.4892 -

-1 1.3288 0 1.3288 0

-11 1.1866 0.0492 | 1.1866 0.0492
-1.15 1.0822 0.1167 | 1.0822 0.1167
-1.2 0.9324 0.2336 | 0.9324 0.2336
-1.2465 | 0.5843 0.5542 | 0.5843 0.5542

Table 2. Comparatii ale valorilor lui g’'(0) pentru a; =a, =b; =0
si cateva valori ale lui 4.

; Mah?ggtlrg)et al. Present study
Upper Lower Upper Lower
branch branch branch branch

-0.25 -0.6685 - -0.6685 -
-0.5 -0.5014 - -0.5014 -
-0.75 -0.2937 - -0.2937 -

-1 0.0 - 0.0 -

-1.1 0.1769 4.2657 0.1769 4.2657
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Table 3. Cele mai mici valori proprii 7 pentru cateva valori ale lui 4 (<0, placa comprimata)

-1.15 0.2979 2.7634 0.2979 2.7634
-1.2 0.4718 1.8831 0.4718 1.8831
-1.2465 | 0.9476 0.9991 0.9476 0.9991

si a; cand b; = —0.5.

b, a 2 Upperybranch Lowerybranch
-1.4 1.2031 -1.1293
05 -1.5 0.9946 -0.9483
-1.7 0.2706 -0.2676
-2 1.2300 -1.1508
-0.5 1 -2.2 0.9225 -0.8811
-2.4 0.4359 -0.4272
-3.5 0.9875 -0.9391
2 -3.7 0.7385 -0.7121
-3.9 0.3432 -0.3376

Table 4. Cele mai mici valori proprii 7 pentru cateva valori ale lui 4 (<0, placa comprimata)

si b; cand a; = 0.5.

a, b, A Upper branch Lower branch
4 4

-1.9 0.5544 -0.5496

-1 -1.95 0.3908 -0.3885
-1.99 0.1713 -0.1709

-2 0.9453 -0.9372

05 | 15[ 22 0.6635 -0.6598
-2.35 0.3169 -0.3161

25 0.7702 -0.7668

2 2.7 0.4876 -0.4863
-2.8 0.2454 -0.2451
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Fig. 2. Variatia lui f'(0) cu 4 pentru cateva valori ale lui a;
cand a, = b; = —0.5.
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Fig. 3. Variatia lui g'(0) with A pentru cateva valori ale lui a,
cand a, = b; = —0.5.
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Fig. 4. Variatia lui —6'(0) with 4 pentru cateva valori ale lui a;
cand a, = b; = —0.5.
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Fig. 5. Variatia lui  f"'(0) with 4 pentru cateva valori ale lui b,
cand a; = 0.5sia, = —0.5.
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Fig. 6. Variatia lui g'(0) with 4 pentru cateva valori ale lui b,
cand a; = 0.5sia, = —0.5.
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Fig. 7. Variatia lui —8'(0) with 4 pentru cateva valori ale lui b,
cand a; = 0.5sia, = —0.5.
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Fig. 9. Profilele adimensionale de temperatura 8(n) pentru cateva valori ale luia,
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Fig. 10. Profilele adimensionale de concentratie ¢p(n) pentru cateva valori ale luia,

cand Pr =1, Nb = Nt = 0.5, Le = 10, b; = a, = —0.5si 1 = —1.5.
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Fig. 12. Profilele adimensionale de temperatura 8(n) pentru cateva valori ale luib, cand
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Fig. 16. Profilele adimensionale de concentratie ¢p(n) pentru cateva valori ale lui A < 0 cand
Pr=1,Nb =Nt =0.5,Le =10,a, = 2, a, = —0.5si b, = —0.5.

Sheremet Mikhail A., Pop loan, Rosca Alin V., The influence of thermal radiation on unsteady
free convection in inclined enclosures filled by a nanofluid with sinusoidal boundary
conditions, INTERNATIONAL JOURNAL OF NUMERICAL METHODS FOR HEAT &
FLUID FLOW Volume: 28 Issue: 8 Pages: 1738-1753 DOI: 10.1108/HFF-09-2017-0375,
Published: 2018, WOS: 000447730300001.

1. Modelul matematic al problemei

Modelul fizic de convectie libera intr-o cavitate patrata inclinata umpluta cu un nanofluid pe baza de
ce contine nanoparticule de Al,O3 si sistemul de coordonate sunt prezentate schematic in Figura 1.
Domeniul de interes include cavitatea umpluta cu nanofluid cu o distributie sinusoidala a
temperaturii de-a lungul peretelui stang. Peretii orizontali sunt adiabatici, in timp ce peretele vertical
drept este tinut la temperatura constanta T.. Presupunem in aceasta analiza ca proprietatile

termofizice ale lichidului sunt independente de temperatura, iar curgerea este laminara.

31



<

A

~

VIZTAAIIIIITIIIaaIIIsasssiiisiiii

nanofluid

g’/é T

I
1 (4

L

I'=T +(T,—T)sin(ny/L)

Vi

0 1777rrrriiriiiiiriiiieiirey

Fig. 1. Reprezentarea schematica a problemei

Nanofluidul este Newtonian si aproximarea Boussinesq este valida. Fluidul de baza si
nanoparticulele sunt in echilibru termic. Presupunem ca disipatia vascoasa se neglijeaza. Luand in
considerare ipotezele de mai sus ecuatiile ce guverneaza miscarea se pot scrie in forma

adimensionala in coordonate carteziene dupa cum urmeaza

2 2
gx_g+gy_lg:_w (1)
2 2
8_a)+u8_a)+va_a):Hl /ﬂ 8_(;)4_8_(;) +H, %cos(a)—%sin(a) (2)
or OX oy Ral ox® oy OX oy
90, u29,y90___H 829+62‘9 (3)
or ox oy «Ra-Pr\ox® oy’
avand conditiile la limita si conditiile initiale
=0 =0, =0, =05 at 0<x<]1 0<y<]
1% o’y .
>0 w=0, —=0, o=- , @=sin at x=0, 0<y<1,
’ vV X YT (7y) y
2
4
w=0, Y -0 w=-"Y 9=0at x=1, 0<y<L )
19)4 OX
2
w=0, Y0 0="2Y %_gay=01 0<x<1
oy ay" oy

Cantitatile fizice de interes sunt numarul lui Nusselt local Nu de-a lungul peretelui vertical cu

temperatura sinusoidala si numarul lui Nusselt mediu Nu , care sunt definite astfel
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1
. Nu=[Nud 5
f 3 knf .(')- y ()

Nu =—ii[1+ﬂ R, k—fJ% )
2. Metoda numerica si rezultatele obtinute

Ecuatiile (1)-(3) avand conditiile initiale si la limita (4) au fost rezolvate numeric printr-o metoda cu
diferente finite de ordinul 2. A fost facut un studiu pentru independenta gridului folosind cinci tipuri
de grid de dimensiuni diferite (50x50, 100x100, 200x200, 300x300 si 400x400) cu Ra = 10°,
Pr=7.0, ¢=0.03, Ry =1, a = 0. La final, un grid avand dimensiunile 200200 a fost selectat pentru
toate rezultatele numerice.

In acest studiu, investigam convectia naturala tranzitorie a unui nanofluid de tip aluminiu-apa
intr-o cavitate patrata inclinata cu temperature sinusoidala de-a lungul peretelui vertical drept.
Efectele numarului lui Rayleigh (Ra = 10°-10°), ale unghiului de inclinatie (o = 0-n/3), a fractiei
volumetrice de nanoparticule (¢=0.0-0.04) si a radiatiei (Rq=0-3) in curgerea fluidului si
transferului de caldura, pentru Pr = 7.0, sunt studiate. Rezultatele sunt prezentate sub forma liniilor
de temperatura si liniilor de curent, si deasemenea pentru numarul lui Nusselt mediu si rata de
curgere a nanofluidului. Liniile de temperatura si liniile de curent sunt reprezentate continuu pentru
fluidul clar (¢ = 0.0) si respectiv intrerupt pentru nanofluid (¢ = 0.04).

Figura 2 prezinta evolutia liniilor de temperatura si a liniilor de curent pentru Ra = 10°, . =0,
Rq=1 in cazul unui fluid clar (linii continue) si a unui nanofluid cu ¢=0.04 (linii intrerupte).

Domeniul considerat este o cavitate incalzita diferentiat, unde temperatura de-a lungul peretelui
vertical stang variaza de la y=0 pana la 0 at y=1 folosind o lege sinusoidala stin(ﬂy) cu

valoarea maxima 1 la y=0.5. In acelasi timp temperatura de-a lungul peretelui vertical drept este
constanta si are o valoare minima egala cu ,,0”. Luand in considerare gradientul de temperatura
orizontala si influenta gravitatiei curgerea convectiva evolueaza in interiorul cavitatii. La t =1 (Fig.
2a) avem incazirea din peretele stang si racirea dinspre peretele drept, in timp ce temperatura initiala
este 0.5. Asadar, se formeaza trei celule convective langa peretele stang, si anume, una de circulatie
majora localizata langa partea centrala a acestui perete, unde se mentine temperatura mare, si doua de
circulatie minora in partile stanga jos si sus datorita temperaturii joase din aceste zone. O celula
convectiva se formeaza in apropierea peretelui drept. Campul de temperatura ilustreaza formarea de
izoterme in apropierea peretilor izotermali verticali. Trecerea timpului conduce la o combinatie de

doua celule convective majore cu o deplasare a miezului celulei obtinute, la inceput catre partea
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dreapta la T =3 (Fig. 2b) si in continuare catre partea centrala la T = 10 (Fig. 2e). Izotermele arata
formarea unei unde fierbinti cu curgere ascendenta langa peretele stang si a unei unde reci cu curgere

descendenta langa peretele vertical drept.

S\ it Sl Sl W ava

Fig. 2. Linii de curent v si linii de temperatura 0 pentru Ra = 10°, o = 0, Rg = 1 si ¢= 0.0 (linii

solide), ¢ = 0.04 (linii intrerupte): t=1-a,t=3-b,t=5-¢c,t=7-d,t=10-e, 1 =201,
t=50-g,t=200-h.

Distributia izotermelor ilustreaza formarea a doua straturi limita ale temperaturii de-a lungul

peretilor verticali izotermali. Partea centrala a cavitatii este caracterizata de formarea unui miez
stratificat de temperatura incalzit dispre partea superioara si racit dinspre partea inferioara. Curgerea
descrisa si si comportamentul transferului de caldura sunt similare pentru fluidul clar si nanofluid.
Cateva diferente apar in liniile de curent si liniile de temperatura datorita curgerii mai inertiale a
nanofluidului cu vascozitate efectiva mai scazuta. Se observa ca stratificarea temperaturii are loc mai
repede pentru fluidul clar decat pentru nanofluid.

Evolutia transferului de caldura si a ratei de curgere sunt prezentate in Fig. 3 pentru diferite
fractii volumetrice de nanoparticule. Evolutia numarului Nusselt mediu poate fi decrisa ca o

schimbare in trei niveluri, ultimul corespunzand unei stari de echilibru cu o valoare constanta pentru
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numarul lui Nusselt mediu. Curgerea fluidului reflecta cele trei niveluri. O crestere a volumului
fractiei de nanoparticule conduce la o reducere a numarului lui Nusselt mediu si a ratei de curgere a

fluidului.

mas
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Fig. 3. Variatii ale numarului lui Nusselt mediu la peretele stang (a) si valoarea absoluta maxima a
functiei de curent (b) cu timpul pentru Ra = 10°, o = 0, Rq = 1 pentru diferite valori ale fractiei
volumetrice de nanoparticule.
3. Concluzii

Din cele doua lucrari prezentate, se pot desprinde urmatoarele concluzii:

Existenta solutiilor duale pentru cazul placii ce se comprima A < 0 cu grafice ce se bifurca la
valorile critice A, .

Graficele f''(0), g'(0) si —6'(0) pentru prima solutie descresc monoton cu parametrul de
alunecare de ordinul intai a; > 0 si cresc monoton cu parametrul de alunecare de ordin doi b; < 0.
Valorile critice A, descresc cu parametrul de alunecare a, sugerand ca acest parametru creste
regiunea unde problema pe frontiera (15) la (19) are solutii. Pentru parametrul de alunecare de ordin
doi b; < 0 se observa un comportament opus.

Liniile de curent pentru solutia stabila atunci cand curgerea si punctele de comprimare/dilatare sunt
aliniate este similara cu cazul punctului de stagnare clasic. Insa, simetria este distrusa atunci cand are
loc nealinierea. Mai mult, o curgere inversa este evidenta in cazul solutiei instabile. Acest lucru este
in concordanta cu rezultatele prezentate de Wang (2008).

A fost gasit ca evolutia numarului lui Nusselt mediu si rata de curgere a fluidului pot fi descrise ca o
schimbare in trei niveluri: unul initial de conductie a caldurii, unul intermediar de convectie a
caldurii si un ultim nivel de echilibru.

Numarul lui Nusselt mediu si rata de curgere a fluidului sun functii crescatoare de numarul lui

Rayleigh si radiatie si descrescatoare de fractia volumetrica de nanoparticule.
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O crestere a unghiului inclinatiei considerat conduce la o crestere a intensitatii curgerii convective, in
timp ce rata transferului de caldura este o functie neliniara de unghiul de inclinatie al cavitatii.

Waini Iskandar, Ishak Anuar, Pop loan, Unsteady flow and heat transfer past a
stretching/shrinking sheet in a hybrid nanofluid, INTERNATIONAL JOURNAL OF HEAT
AND MASS TRANSFER Volume: 136 Pages: 288-297 DOI:
10.1016/j.ijheatmasstransfer.2019.02.101, Published: JUN 2019,WOS: 000467195600024

1. Formularea matematica

Consideram problema curgerii nestationare laminare in strat limita a unui nanofluid hibrid
incompresibil peste o placa ce se dilata/contracta (vezi Figura 1)), unde x si y sunt coordonatele
carteziene dimensionale cu axa Ox masurata de-a lungul suprafetei, iar Oy normal pe ea, suprafata
fiind localizata in planul y=0. Presupunem ca viteza de dilatare/comprimare a placii este u,, (x,t) =
U, (x)/(1— at), unde t este timpul, a este un parametru ce masoara nestationaritatea problemei, iar

v, (x,t) este viteza suctiunii masei ce va fi determinata ulterior si U,(x) =ax, cu a constanta

pozitiva. Din punct de vedere fizic o > 0 reprezinta curgerea normala nestationara, o <0 reprezinta
curgerea reversa nestationara, in timp ce a = 0 corespunde curgerii stationare inviscide.

Presupunem ca lichidul de baza (de exemplu apa) si nanoparticulele sunt in echilibru termic si
nu are loc fenomenul de alunecare intre ele. Asadar, folosind modelul matematic propus de Tiwari si
Das (2007), ecuatiile ce guverneaza aceasta miscare scrise in coordonate carteziene sunt (vezi Rohni
si al. (2011); Devi si Devi (2017))

ou ov
—t—=
ox oy
ou ou ou 1 0Op M

—tU—+V— =
ot OX oy Phot X Pros

N OV oV 1 op M
E+u—+v—:———+

8X 6y p hnf ay phnf

Kk
CLICLIVICL I B (4)
ot ox oy (PC,)ny
avand conditiile initiale si la limita,
t<0: v=0, u=0, T=T_ pentruorice x, y

t>0: v=v,(xt), u=iu,(xt), T=T, daca y=0 (5)

0 (1)

Vi ()

Vv (3)
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u—0, T->T, cand y —>
unde u si v sunt componentele vitezei de-a lungul axelor x si y, T este temperatura nanofluidului

hibrid, p este presiunea, V? =02/0x% + 0?/0y? este Laplacianul, A este parametrul de

dilatare/contractie cu A > 0 pentru placa ce se dilata si A < 0 pentru placa ce se contracta, up,, s este

vascozitatea dinamica, k. este conductivitatea termica, pp,r este densitatea nanofluidului si

(pCp)nny e€Ste capacitatea termica a nanofluidului hibrid.

Folosind Devi si Devi (2017), o forma speciala a proprietatilor termofizice sunt introduse in
aceasta lucrare pentru a face o analiza a ecuatiilor nestationare ale stratului limita ale unui nanofluid
hibrid, considerand un amestec de nanoparticule de Cu cu concentratia volumetrica de 0.1 intr-un

nanofluid de Al,Oz/apa pentru a forma nanofluidul hibrid necesar studiului. In acest model pentru

inceput se adauga nanoparticule de Al,O3 (¢,) in fluidul de baza cu o concentratie volumetrica 0.1

(i.e. ¢, =0.1), fixata in aceasta problema iar apoi se adauga nanoparticule de Cu (o,) in diferite
concentratii volumetrice pentru a forma nanofluidul hibrid Cu-Al,Os/apa. Forma finala a
proprietatilor termofizice pentru nanofluide si nanofluide hibride este prezentata in Tabelul 1, iar in

Tabelul 2 sunt prezentate proprietatile termofizice ale fluidului de baza si nanoparticulelor.

2. Solutia pentru curgerea stationara (d/dt = 0)
Pentru a obtine solutii similare pentru sistemul de ecuatii (1)-(4) relativ la conditiile initiale si la

limita (5) introducem urmatoarele transformari similare:

av T-T a

o M )= n=y vd-o) (6)

Y =X

unde  este functia de curent ce satisface ecuatia (1), iar componentele vitezei sunt definite

u=0oy/oy si v=-0oy/ox. Cu aceste definitii, componentele vitezei devin

ax ., av
f'(n), v= f

u= —
1-at 1-at

f(m) (7)

Presiunea poate fi integrata din ecuatia (3). Astfel viteza transferului de masa devine:

av
V() == =S ®)
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unde S este viteza constata a fluxului de masa cu S >0 pentru suctiune si S <0 pentru injectie.

Substituind (6) in ecuatiile (2)-(4) obtinem urmatorul sistem de ecuatii diferentiale neliniare:

f'"+<1—cpl)”a—@2)2-5{(1—@2){@—@1)+<p{ﬂﬂ+cp{@]}
Pt Pt 9)

x{ff"—f'z—ﬁ(fwgf"j =0

" k_f _ _ (pCp)sl (pCp)SZ % r_E r__
0 +F’r[khm H(l @2)[(1 <pl)+<pl(pcp)f}+<p2—(pcp)f} {fe 2n9_—0 (10)

avand conditiile la limita

f(0)=S,f(0)=26(0)=1
f'() = 0,60 -0 candn - (11)

unde derivatele sunt in raport cu n iar = o/a este parametrul de nonstationaritate cu p > 0 pentru
curgere accelerata si B<0 pentru curgere decelerata. Pentru acest studiu consideram o curgere
decelerata peste o placa ce se dilata/contracta. Observam ca atunci cand ¢, =¢, =0, Eq. (9) se

reduce la Eq. (6) din Fang et al. (2009):
f”’+ff”—f’2—[3(f’+gf”):0 (12)

Cantitatile fizice de interes sunt coeficientul de frecare la perete C; si numarul lui Nusselt local

definite dupa cum urmeaza:
T Xq
C,.=—v_| Nu, = ——™" 13
f prw2 kf(Tw_Too) ( )

cu T, si g, date de

Tw = Hpnt (%J v Oy =K (%j (14)
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Substituind (6) in (14) si folosind (13), obtinem

1 , - Kot
C(Re,” = oy O NuRe, ¥ =20 (0) (15)
1 2 f

unde Re, =u,X/v, este numarul lui Reynolds local.

3. Analiza stabilitatii

Conform cu Merkin (1980), Weidman et al. (2006), Rosca si Pop (2013a,b) si Harris et al. (2009) in
cazul diferitelor probleme studiate ecuatiile similare ordinare admit solutii duale cu o solutie stabila
si deci realizabila fizic si una instabila si deci fizic nerealizabila. Pentru a testa solutia obtinuta

consideram problema (9)-(11) si introducem o noua variabila timp dimensionala t=at/(1—at).

Utilizand (6) si (7) avem ca:

ax of T-T a at
u X’ = 1 ] e ’ = - ] = ] =
(67) 1-at on (%) (M%) T,-T, " y\/ v (l-at) f 1-at (16)

Folosind (16), Egs. (9) si (10) se pot scrie astfel
Py

2 2 2 2¢ |
SPEANCANE S LA NN I
on on on  20m onor

20 (., [. (PCola |, (PCo)| [0 B 80 0]_
ﬁJrPr(mj{(l (Pz){(l (P1)+(P1(pcp)f:|+(P2 (pCp)f} |:f n __0 (18)

iar conditiile la limita (11) devin

ﬂ +(1- (pl)z.s (- (Pz)z's{(l (P2)|:(1_ ¢,) + @1[%}

on’ f
(17)

101=3, (0= 607=1
o (19)
i(11,T)—>0, 0(m,7) >0 as n— o

on
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Pentru a determina stabilitatea solutiei stationare f = f;(n) si ©=0,(n) ce verifica problema cu

valori pe frontiera (9)-(11) putem scrie (vezi Merkin (1980), Weidman et al. (2006), Rosca si Pop
(2013a,b) si Harris et al. (2009))

f(mo)=f,m+e"FMm), 06(mn,1t)=0,(m)+e"Gn) (20)

unde yeste o valoare proprie necunoscuta iar functiile F(n)si G(n)sunt mici relativ la f,(n) si
0,(m) . Substituind (20) in ecuatiile (17) si (18) impreuna cu conditiile la frontiera (19) obtinem

urmatoarea problema cu valori proprii

F"+(1- (P1)2'5 (- @2)2'5{(1 (PZ)I:(l_(Pl) + @1[&J:| + (Pz[psz J}
Py Py 1)

x{foF”+ Ffo”—ZfO'F’—B(F’+2F”j+yF'}:0

G+ Pr(f—%a—m[a—@o + (pc")“} + 9, —(pcp)sz}

hnf (pCp)f (pCp)f 22)

X fG’+F9’—EnG'+yG =0
0 0 2

iar conditiile pe frontiera (19) devin

FO0)=0, F'(0)=0, G(0)=0

(23)
F'n) >0, G(n)—>0 a n—ow

Rezolvand problema cu valori proprii (21)-(23) se obtine un numar infinit de valori proprii
7. <Y, <Y; <...Daca cea mai mica in modul valoare proprie y este pozitiva atunci curgerea este

stationara iar daca cea mai mica in modul valoare proprie y este negativa atunci curgerea este
nestationara.

4. Rezultate si discutii

Solutiile numerice ale sistemului de ecuatii diferentiale ordinare neliniare (9)-(11) si (21)-(23) au fost

obtinute folosind solverul bvp4c din programul MATLAB . Detaliile metodei sunt prezentate in
Shampine et al. (2003). Solutia initiala furnizata si grosimea stratului limita m_, se aleg in functie de

parametrii problemei.
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Procedura numerica a fost validata in cazul particular @, =0, ¢, =0 cu rezultatele numerice

din lucrarile Khan and Pop (2010), Devi and Devi (2016a) si Wang (2008) obtinandu-se o potrivire
excelenta (vezi Tabelul 3).

Valorile pentru C, Re,"'? si Nu, Re, '* in cazul nanofluidului hibrid Cu-Al,Os/apa cu diverse

valori ale lui ¢, cu ¢, =0.1, S=0, B=0, Pr=6.135 si A =1 (placa ce se dilata) se regasesc in
Tabelul 4. Conform Devi and Devi (2017), s-au folosit proprietatile termofizice ale apei la 25°C si
anume p; =997, (C,), =4180 si k; =0.6071.

Variatia coeficientului redus de frecare la perete f"(0) si a ratei reduse de transfer de caldura
—0'(0) pentru diverse valori ale parametrilor sunt prezentate in Figs. 2-7. Din aceste figuri se
observa ca pentru un anumit interval de variatie al parametrului de nestationaritate [ exista solutii
duale. Solutiile duale exista numai daca valoarea lui 3 este mai mare sau egala cu o anumita valoare
critica B,, aceasta fiind valoarea unde cele doua solutii ale problemei se intalnesc. Dincolo de
aceasta valoare critica nu exista solutii similare.

Profilele de viteza f'(n) si temperatura 6(n) pentru diverse valori ale parametrului ¢, cand
Pr=6.2, A=-1, B=-2, S=22 si ¢, =0.1 sunt prezentate in Figs. 8 si 9. Aceste figuri arata
existenta a doua profile pentru diverse valori ale concentratiei volumetrice de particule ¢,. Se

observa ca odata cu cresterea parametrului @,are loc si cresterea vitezei si temperaturii fluidului
pentru solutia stabila. Totodata, viteza fluidului descreste, dar temperatura creste pentru solutia
instabila odata cu cresterea concentratiei @, .

Figurile 10 si 11 prezinta profilele de viteza f'(n) si temperatura 6(n) pentru diverse valori ale
parametrului de suctiune/injectie S pentru Pr=6.2, A=-1, B=-2, ¢, =0.1 si ¢,=0.1. Se

observa ca o creste a suctiunii S conduce la o crestere a vitezei, dar la o descrestere a temperaturii
pentru solutia stabila. Pentru solutia instabila viteza si temperatura fluidului descresc cu parametrul

de suctiune S.

Cele mai mici valori proprii pentru diversi f cand Pr=6.2, A=-1, S=2.2, ¢, =0.1si ¢, =0.01
sunt prezentate in Fig. 12. Aceasta figura arata ca o valoare negativa a lui yse refera la o crestere
initiala in perturbatie, ducand la o solutie instabila, dar o valoare pozitiva a lui yse refera la o

diminuare initiala in perturbatie ducand la o solutie stabila. Deasemenea, se observa ca cele mai mici
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valori proprii ytind la zero atunci cand B tinde catre . Acest lucru arata ca tranzitia de la solutia

stabila la solutia instabila are loc in punctele de intoarcere.

Tabelul 1 Proprietatile termofizice ale nanofluidelor si nanofluidelor hibride (vezi Devi and Devi
(2017); Yousefi et al. (2018); Khanafer et al. (2003); Oztop and Abu-Nada (2008))

Properties Nanofluid Hybrid Nanofluid
Density P =A=0)p; +0pgy Pt = L= 9,)[A—01)p; + 014 ]+ 0P
?aeaa":()it (pCp)nf :(1_@1)(pcp)f +(P1(pcp)sl (pCp)hnf = (1_(P2)[(1_(P1)(pcp)f +(P1(pcp)sl]
i +0,(pCy)s;
Dynamic TP Hi
viscosity ot :W Moot = (1-0)(1—0,)%
1 2

Thermal kg 2k, =29, (k; —kgy)

N - _ ksg + 2knf _2(P2(knf - ksz)
conductivity R k, + 2k, +@,(k, k)

hnf = X
Ksy + 2Ky + @, (K —Ks,)

x (k) (krr)

where
_ ksl + 2kf - 2(Pl(kf - ksl)
" ksl + 2kf + (Pl(kf - ksl)

x (k)

Tabelul 2 Proprietatile termofizice ale fluidelor si nanoparticulelor (vezi Rohni et al. (2011); Oztop
and Abu-Nada (2008))

Physical properties  Fluid phase (water) Al,O3 Cu
p(kg/m®) 997.1 3970 8933

C, (J/kgK) 4179 765 385

k (W /mK) 0.613 40 400
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Tabelul 3 Valorile pentru —6'(0) in cazul fluidelor simple (¢, =0, ¢, =0)
pentru diverse valori ale lui Pr daca S=0, p=0si A=1

Pr  Khanand Pop (2010) Devi and Devi (2017) Wang (1989) Gorla and Sidawi (1994) Present results

2 0.9113 0.91135 0.9114 0.9114 0.911353
6.13 - 1.75968 - - 1.759682

7 1.8954 1.89540 1.8954 1.8954 1.895400
20 3.3539 3.35390 3.3539 3.3539 3.353902

Tabelul 4 Valorile lui C, Re, "' si Nu Re, % pentru nanofluidul hibrid Cu-Al,Os/apa cu diverse
valori ale lui ¢, daca ¢, =0.1, S=0, =0, A=1si Pr=6.135

1/2 -1/2
0 C, Re, Nu, Re,
2
Devi and Devi (2017) Present results Devi and Devi (2017) Present results
0.005 -1.327310 -1.327098 1.961686 1.961773
0.02 -1.409683 -1.409490 1.989226 1.989308
0.04 -1.520894 -1.520721 2.026368 2.026446
0.06 -1.634279 -1.634119 2.064075 2.064150
Y Y
A A
boundary layer boundary layer
/ N 0 / -
sheet _— sheet —
u=nru,(x,r1) u=~ru,(x,1)
(a) Stretching sheet (A >0) (b) Shrinking sheet (A <0)

Fig. 1 Modelul fizic si sistemul de coordonate.
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-06°(0)

A=-1,¢,=0, ¢,=0 B. = —1.6556

Fig. 2. Variatia lui f"(0) cu B pentru diversi S
daca A=-1, ¢,=0si ¢, =0

18
Pr=62,A=-1, - § =21

7L ®, =0, ¢, =0 —— - 8§=2.15

16 |
15
14 -

13 -

12 | 1
-10 -8 -6 -4 -2 0

B

Fig. 3 Variatia lui —6'(0) cu B pentru diversi S
daca Pr=6.2, A=-1, ¢, =0si ¢, =0
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-2 0

Fig. 4 Variatia lui f"(0) cu B pentru diversi ¢, si ¢,

daca A=-1si S=2.2

16

.—.___
‘“‘h
14 T Te—aa

10 ~8.0118

- 6'(0)
;@—b
Il
®
I
s

Fig. 5 Variatia lui —0'(0) cu B pentru diversi ¢, si ¢,

daca Pr=6.2, A=-1si S=2.2

45



-8 7BC

-10 \ L. \ ! \ !
-6 -14 -12 -10,-8 -6 -4 -2 0

B

Fig. 6. Variatia lui f"(0) cu B pentru diverse valori ale lui ¢, daca
A=-1,S=22si¢,=01

R ¢,=0.1

14
Pr=62,A=-1,85=22,¢,=0.1
B, = —8.4795
12~ l
17>
-~ B.=-13.8770
N’
- 10 L
? -::::::::: ::::: = =
8 - ——¢,=0.001 ‘“::::3::::::: ~~~~
———¢,=0.01 -
"""" ¢, =0.1
6 | |

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

p

Fig. 7 Variatia lui —0'(0) cu B pentru diversi @,
daca Pr=6.2, A=-1, S=22si ¢, =0.1
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
n

Fig. 8 Profilele adimensionale de viteza f'(n)) pentru diversi ¢, daca
A=-1,B=-2,5S=22si¢, =01

—First Solution -- Second Solution

Pr=62,A=-1,B=-2, .
§=22,09,=01

0.8

0.6
_—
=
e
D 04 o, =0.0, 0.05, 0.1 |
0.2+ ]
O L I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 9 Profilele adimensionale de temperatura 6(n)) pentru diversi ¢,
daca Pr=6.2, A=-1,B=-2,S5S=22si ¢, =0.1
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Fig. 10. Profilele adimensionale de viteza f'(n) pentru diversi S
daca A=-1,B=-2, ¢, =0.1si 9,=01

—First Solution -- Second Solution
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0.6+ J
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=
-
<
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Fig. 11. Profilele adimensionale de temperatura6(n) pentru diversi S
daca Pr=6.2, A=-1,p=-2, ¢, =0.1si ¢, =0.1
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A=-1,8=22,0,=0.1, ¢, =0.01

-15 -14 -13 B -12 -11 -10

Fig. 12. Cele mai mici valori proprii y pentru diversi 3
daca A=-1, S=22, ¢, =0.1si ¢, =0.01
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