Affin geometria 1. FELADATLAP

Vektorterek linearis varietasai

1. R*-ben adottak az aldbbi linedris varietdsok.

a=(2,1,21)

D =(1,3,0,0)4 < (1,1,1,1) >
a=(1,0,1,0)+ < (2,1,3,-1),(1,0,2,—-2) >
H =< (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) >

a) Melyik all fenn az aldbbi allitdsok koziil:

l.a€e D;2. a € ;3. a€ Hy4. D||a;5. D||H;6. of|H;7. D||H;8. o C H.
b) Hatdrozzuk meg az af(aU D) linedris varietdst!
c¢) Hatdrozzuk meg a DN H és D N « linedris varietdsokat!

2. R*-ben adottak az a = (—1,1,2,0) és b = (1,2,1,1) pontok, a D = (2,1,0,0)+ < (1,1,1,1) > egyenes,
az a = (1,1,2,0)+ < (1,0,1,0),(2,1,0,1) > sik és a H = (1,0,0,0)+ < (0,1,1,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1) >
hipersik.
a) Tanulményozzuk a kovetkezd reldcidkat:
l.ae D;2.ac H;3. D Ca;4. aC H;5D CH.
b) Hatédrozzuk meg a kovetkezé halmazokat: af{a,b}; af{a, D}; af{a,a}; af{b,D}; af{D,a}.

3. R*-ben adott a D = (2,3,—1,1)+ < (1,1,—1,1) > egyenes és az a = (2,4,1,2)+ < (1,1,1,1),(0,1,0,1) >
sik. Hatarozzuk meg a kovetkezo linedris varietdsokat:
a) DNa;b)af{D,a}.

4. R*-ben adott a H = (4,5, —1,2)+ < (—1,1,-2,0),(1,1,1,1),(2,2,—1,1) > hipersik ésa D = (1,2, o, 0)+ <
(1,8, —1,1) > egyenes. Hatdrozzuk meg az «, § paramétereket igy, hogy D C H!

5. Ri-ben adottak az a = (1,1,0,0), b = (0,1,1,0), ¢ = (0,0,1,1) és d = (1,0,0,1) vektorok valamint az
A=a+ <b,ec>, B=b+ <c,d > linedris varietdsok. Hatdrozzuk meg az AN B és af{A, B} halmazokat!

6. R%-ben adottak az aldbbi lineéris varietdsok:

A 1, 102)+<(1,1—1,0)
=(0,0,4, 1)+ < (1,0,0,0), (0,1,0,0) >
C (O 27 172)+ < (27()’05 )7( 33747 ) (277127716a3) >

Hatarozzuk meg :
1). a dimenzdjukat;
2). az AN B, AN C metszeteket;
3). af{A, B}, af{A,C} affin burkoldkat!

7. Legyenek M és N részhalmazai a V' vektortérnek. Igazoljuk, hogy:

af{M,N} = af{af(M),af(N)}.

8. Egy vektortérben adottak az A = a+ < dy >, B = b+ < dy,ds > linedris varietdsok. Hatdrozzuk meg
azt a minimélis dimenziés C linedris varietdst, amelyre A C C és C||B. Milyen esetben lesz C = af(A, B)?

9. Egy V vektortérben adott egy D egyenes és egy a sik 1gy, hogy a nem parhuzamos D-vel. Igazoljuk,
hogy létezik egyetlen A linedris varietds gy, hogy dimA =3, D C A és Al|a.

10. Hény pontot tartalmaznak a (Zs x Zs, +, -, Z3) vektortér linedris varietdsai?

11. Hogyan értelmezhetd az A, B € (Zs x Z3,+, -, Z3) szakasz felez6pontja? Ha A, B,C € (Z3 x Z3,+, -, Z3),
akkor az ABC héaromszog A csucsahoz tartozé oldalfelezén az A pont és a BC oldal felezépontja altal
meghatdrozott egyenest értjiik (hasonléan értelmezhetd a masik két oldalfelezd is). Bizonyitsuk be, hogy
(Zs x Z3,+, -, Z3) térben a haromszog oldalfelez6i parhuzamosak (nincs kozos pontjuk)!



12. Egy 4 dimenzids vektortérben hatirozzuk meg
a) két egyenes
b) két sik
c) egy egyenes és egy sik
d) egy egyenes és egy hipersik
e) egy sik és egy hipersik
metszetének lehetséges dimenzidit és affin burkol6jukat.

13. Legyen A és B két linedris varietéds gy, hogy AN B = (). Mutassuk ki, hogy A és B-n keresztiil hizhaté
egy-egy hipersik, amelyek parhuzamosak egymaéssal.

14. Adottak az A és B linedris varietdsok tigy, hogy AN B = (), dimA = dimB = p. Mutassuk ki, hogy
Al||B akkor és csakis akkor, ha A és B benne vannak egy p + 1 dimenzids linedris varietdsban!

15. Egy n dimenziés vektortérben legyen L; egy p dimenzids és Lo egy ¢ dimenziés linedris varietds (p >
¢,p+q <n—1)ugy, hogy Ly N Ly = () és Ly nem parhuzamos Lo-vel. Hatdrozzuk meg az af(L; U Lg)
dimenzidjanak lehetséges értékeit!

16. Az n dimenziés vektortérben legyen Hy, Hy hipersik. Melyek a lehetséges értékei a dim(Hy N Ha)-nek
és dim(af(Hy U Hy))-nek?

17. Egy n dimenziés vektortér affin strukturdjdban legyen H egy hipersik és A, egy p dimenzids linedris
varietds (p < n — 1). Igazoljuk, hogy az aldbbi reldcidk koziil az egyik mindig fenndll:

1.dim(HNAy) =p—1;

2. H||A,.

18. Legyen A és B két linedris varietds ugy, hogy dimA = dimB = p. Mutassuk ki, hogy A és B pontjai
kozott 1étezik egy bijekcié! Adjunk meg még legalabb p! — 1 bijekcidt!

19. Minimélisan hdny dimenzids vektortérben metszheti egyméast egyetlen pontban egy m és egy n dimenzids
linedris varietas?

20. Igazoljuk, hogy ha egy négy dimenzids vektortér affin struktirdjaban két hipersiknak van k6zos pontja,
akkor van ko6zos sikja is!

21. Legyen V egy vektortér és A € A(V) egy linedris varietds (dimA > 1) és legyen ¢ &€ A.
a) Linedris varietds-e az U af(c, ) halmaz?
T€EA

b) Igazoljuk, hogy: 1. af(c, A) =

U af(e, x)] Ulc+ D(A))!

z€EA

2. af(c, A) = U af(e, z, y)!
z,y€A

22. Mutassuk ki, hogy egy hermetikusan zart pancélszekrénybél egy 4 dimenzids térben él6 tolvaj el tudja
lopni a pénzt, anélkiil, hogy kinyitnd vagy feltorné a pancélszekrényt.

23. Egy n dimenziés V,, vektortérben legyen L = a+ < ui,ug,...,up > és Lo = b+ < v1,09,...,vp > két

p illetve g dimenzids linedris varietds, ahol p + ¢ = n. Igazoljuk, hogy a B = {u1,us, ..., up, V1, V2, ..., Up}

rendszer akkor és csakis akkor bazisa a V,, vektortérnak, ha dimL, N Ly = 0.

24. Ha A, B,C € A(V) lineéris varietdsok tigy, hogy ANB # (), akkor fennall az aldbbi ”moduldris” torvény:
ACC= Av(BNnC)=(AvB)nC,

ahol AV B2 af(AU B).



