Affin geometria 4. FELADATLAP
Affin koordinata-rendszerek. Affin leképezések

1. Legyen A, B két kiillonb6z6 pont az A valés affin térben, A € R, A # +1 és C, D a kdvetkezd két pont

az A-ban: ) \ ) \
Ot Pt At

Ha E a (C,D) szakasz felezépontja, akkor igazoljuk, hogy: E—1>4 = Azﬁ.

2. Legyenek A, B, C kiilonb6z6 pontok az A valds affin térben.

a) Legyen M (illetve N, P) a (B,C) (ill. (C, A), (A4, B) )irdnyitott szakaszt A € R\ {—1} ardnyban oszté
pont. Igazoljuk, hogy AM + BN + CP = 0.

b) Ugyanazon feltételek mellett, mint az a) pontban legyen I egy rogzitett pont az A affin térben és

H
legyenek a J, K € A pontok tgy, hogy ﬁ = Cﬁ és IK = ]@ Igazoljuk, hogy a (J, K) szakasz E
felez6épontja teljesiti az alabbi Gsszefliggést:

[@:1(1_/\67)4+1+2/\C@).

2\1+2A 1+A

c) Ha az A, B, C pontok affin fiiggetlenek és az M (ill. N, P) pont kollinedris B és C' (ill. C és A, A
és B)pontokkal, de kiilonbozik a C' (ill. A, B) ponttdl és akkor igazoljuk, hogy az M, N illetve P pontok
ugyanabban az ardnyban osztjak a (B,C), (C, A) illetve (A, B) irdnyitott szakaszokat.

3. Legyen Ay, A, A3, Ay négy pont az A valds affin térben; By, Bo, B3 illetve By az (A1, As), (As, A3),
(As, Ay) illetve az (A4, Ay) szakaszok felezépontjai; C' és D € A a kovetkezSképpen értelmezett pontok:
A18 = A1 A) és AsD = NA3A;, \ € R.

Igazoljuk, hogy:

a) BlBQ = B4B3;

b) OD = (1 — A)A1 Aj + A A, Ay,

4. Legyenek az A1, As, ..., A,, B1, Ba, ..., B, pontok az A valés affin térbdl. Tekintve a G = %Al + %Ag +
et %An és G' = LBy + =By + ... + + B,, pontokat igazoljuk, hogy

R e— B T— — —
AlBl + AQBQ + ...+ Aan = ﬂGG/

Sajatosan {Aj, As,...,A,} és {Bi1, Ba,..., B,} véges pontrendszereknek akkor és csakis akkor ugyanaz a
silypontjuk, ha A; By + Ay By + ... + A, B,, = 0.

5. Legyen A egy dltalanos affin tér és (V, +, ., K) a hozzdrendelt vektortér, P, Py, P3, Py illetve Py, Py, P}, P,
pontok A-bdl tigy, hogy P, P, = P,Ps illetve P{P) = P; Py, barmely i=1,2,3,4 esetén. Legyen P/’ az a pont
amely osztja a (P;, P/) irdnyitott szakaszt A € K ardnyban, barmely i=1,2,3,4 esetén. Igazoljuk, hogy:

2) PYP} = PP}

b) haO:%Pl—i—%Pg, és O =

szintén A ardnyban osztja.

$P{ + P}, akkor az O" = $ P/ + P4 pont az (O, 0’) irdnyitott szakaszt

6. Legyenek az A, B,C affin fiiggetlen pontok az A altaldnos affin térben (V' a hozzdrendelt K felett
értelmezett vektortér), dim A > 2. Igazoljuk, hogy:

a) Ha a P és Q pontok az (A, B) illetve (A4, C) irdnyitott szakaszokat ugyanabban ardnyban metszik,
akkor a @ és BC' vektorok kollinearisak.

b) Ha a P pont kollinedris az A és B pontokkal, P # B, és @ kollinedris az A és C' pontokkal, Q # C
dgy, hogy a ]@ és B? vektorok kollinedrisak, akkor a P és @ pontok az (A, B) illetve (A4,C) irdnyitott
szakaszokat ugyanabban az ardnyban osztjik (Thales tétele).



7. Legyenek az Ay, Ao, ..., A, affin fiiggetlen pontok az A, _; affin térben (n > 2) és By(Ba, ..., illetve
B,,) osztja az (A1, As) (illetve (Ag, A3), ..., (An, A1) ) irdnyitott szakaszt Ay (illetve Ao, ..., \,,) ardnyban, de
kiilonbozik az A1, As pontoktdl ( A és As;...; illetve A, és Ay). Igazoljuk, hogy annak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy a Bi, Ba, ..., B, pontok affin fiiggéek legyenek az, hogy AAg ... - A, = (=1)". (Meneldosz
tétele)

8. Legyenek az Ay, Ay, Aa, ..., A, affin fliggetlen pontok az A,, affin térben (n > 2), B; pedig A; ardnyban
osztja az A; A,y irdnyitott szakaszt (0 < i <mn), A1 := Ap. Minden i € {0,1,...,n} esetén jeloljik H;-vel
a {B;} U{Ap, A1, As, ..., Ax} \ A;, A;11 pontok &ltal meghatdrozott hipersikot. A Hy, Hy, Ha, ..., H, nem
parhuzmos hipersikoknak pontosan akkor van kozos pontjuk, ha A;As...A, = 1. (Ceva tétele)

9. Egy affin térben adottak az R = (O, e, e, ...,e,) és R’ = (O, €}, €}, ..., e),) Descartes-féle koordindta-
rendszerek. frjuk fel az attérési képleteket az R és R’ koordindta-rendszerek kozt, ha:

1.n=36és¢€1(2,3,5),e5(0,1,4),e5(5,7,—1), O'(0,3,—1);

2. n=446se,(9,-8,5,10),¢)(3,2,2,5), e4(5,—8,5,8), e, (11, 13,9, 15), 0'(0,3,—1).

10. Egy X affin térben adott a B(1,1,0,0) pont az R = (Ao, A1, A2, A3, Ay) affin koordindta-rendszerhez
viszonyitva.
a) Igazoljuk, hogy S = (As, A1, A4, B, As) affin koordindta-rendszer!
b) frjuk fel az attérési képleteket az R és S kozott!
¢) Az M pont koordindtai az S koordindta-rendszerben (5, —1,0,2). Melyek a régi koordinatai?

d) Egy affin résztér az { 4 222 — 3 =0 egyenletekkel adott. Melyek az egyenletei az S

X1+ Tg — 2=0
koordinata rendszerben?
T1—To+x3+24=0

o+ 15 = 5 . Hatarozzuk

e) Egy affin résztér egyenletei az S koordindta rendszerben :{

meg egyenleteit a régi koordindta rendszerben!

11. A C* affin térben adott az R = (Ag, A1, As, A3, Ay) affin koordindta rendszer.

a) Igazoljuk, hogy erre a koordindta rendszerre vonatkoztatva az A5(1,1,1,0), A¢(1,1,0,1), A7(1,0,1,1),
Ag(0,1,1,1) pontok affin fiiggetlenek!

b) frjuk fel az Attérési képleteket az R koordindta rendszerrdl az S = (Ao, As, Ag, A7, Ag) koordindta
rendszerre!

c) Ag-cel jeldlve az R koordinata-rendszerre vonatkoztatott (1,1, 1, 1) pontot {rjuk fel az &ttérési képleteket
az R koordinata-rendszerrél az T'(Ag, As, Ag, A7, Ag) koordindta-rendszerre!

12. A C? affin térben tekintsiik az R = (A, A1, Az, A3) affin koordinta-rendszert és az [A4]r = (1,1,1),
[Blr = (1/3,1/3,1/3) pontokat.

a) irjuk fel az Ay és B pontoknak az & = (Aj, Aa, A3, A4) koordindta-rendszerre vonatkoztatott ko-
ordinatait!

b) frjuk fel az Ay és Ay pontoknak a T = (B, Ap, Aa, As) koordindta-rendszerre vonatkoztatott ko-
ordindtait!

13. A (5 affin térben adott az R = (Ag, A1, A2) affin koordindta-rendszer és ebben az A(a,0), B(0,0)
pontok.

a). frjuk fel az AB egyenes egyenletét az R koordinata-rendszerhez viszonyitval

b). [rjuk fel az AB egyenes egyenletét az S (A1, As, As) affin koordindta-rendszerhez viszonyitval

c¢). Hatdrozzuk meg az {M} = AB N A1 A, pont koordindtdit az R majd az S koordindta-rendszerben.
Ellendrizziik az eredményt kiszdmolva az M koordindtéit kétféleképpen az S koordindta-rendszerben! (fel-
haszndlva az &ttérési képleteket és direkt: felhaszndlva a két egyenes egyenletét az S-ben).

14. Az X illetve YV affin tereket az (O, e1, e, e3) illetve (O', €], €5) koordindta rendszerhez viszonyitjuk.
Adottak az Ap(0,1,0), A1(0,1,1), A2(1,1,1), A3(0,0,1), AH(1,2), A1(2,0), A5(4, —1), A4(5,—1) pontok gy,
hogy f(A;) = A},i=0,3, ahol f: X — Y affin transzformacié.

a). Hatérozzuk meg az f nyomdnak métrixat az (eq, e, e3) illetve (e}, €,) bazisparra nézve!




b). Hatdrozzuk meg az f egyenleteit!

¢). Hatdrozzuk meg az M'(2,3) pont 6sképét!

d). Hatérozzuk meg az Y-ban lev$ azon egyeneseket, amelyek 6sképe egy az x1 = x9 = x3 egyenessel
parhuzamos sik!

15. Egy (O, e, ea, e3) Descartes-féle koordinata-rendszerhez viszonyitott X affin sikban legyen A(—1,2),
A’(2,3) két pont és f’ az X vektortér endomorfizmusa gy, hogy f’'(e1) = (—=2,3), f'(e2) = (1,4).

a) Hatdrozzuk meg annak az f : X — Y affin transzformdciénak az egyenleteit, amelynek nyoma [’ és
amelyre f(A) = A’

b) Hatédrozzuk meg a B’ = f(B) pontot, ahol B(0,4)!

c) Irjuk fel a d : 21 — 225 + 3 = 0 egyenes f(d) = d’ képének az egyenletét!

16. Az X affin sikot az (O, e1, e5) Descartes-féle koordinata-rendszerhez viszonyitjuk. Adott az f: X —
X affin transzformacié ugy, hogy :
7' = —15z + 25y + 41
{ y' = —9z + 15y + 22

a) Igazoljuk, hogy f affin transzformécié és irjuk fel a nyomdnak métrixat!
b) Igazoljuk, hogy létezik egyetlenegy A pont tgy, hogy f(A4) = Al
¢) Igazoljuk, hogy az X sik éltali f képe egy d egyenes és irjuk fel ennek az egyenesnek az egyenletét !

17. Egy (O, e1, €2, e3) koordindta rendszerhez viszonyitott X affin térben adottak az A;(1,0,0), A2(0,1,0),
As(1,1,-1), A1(1,-10,5), A5(—4,-2,6), A5(2,—2,0) pontok. Legyen f: X — X egy affin transzformécid,
amelyre f(A;) = AL, i=1,2,3és f(O)=0'(-3,-6,7).

a) Hatdrozzuk meg az f egyenleteit!

b) Irjuk fel az f -béli képét a d : & = z,y = 0 egyenesnek!

¢) Igazoljuk, hogy f(X) egy « sik, amelynek adjuk meg az egyenletét!

d) Legyen M egy valtozé pont az a sfkban és M’ = f(M). Igazoljuk, hogy létezik O € « és k skaldr
ugy, hogy (W = k()l—]\>4 . Hatdrozzuk meg az O; koordinétdit és a k skalart!

18. Hatdrozzuk meg a kovetkezd affinitdsok fix pontjait és fix irdnyait! (Tételezziik fel, hogy K = C.)

x! -1 0 x 3
IR
b) 2 =2x+ 3y

y =-3x+2y "’

[ o’ 3 -2 5 x 1
|y =] -6 7 =15 y |+ =3

4 1 -4 15 2 2

19. Mutassuk ki, hogy egy affin transzformécié bijektiv akkor és csakis akkor, ha nyoma bijektiv!

20. Legyen X affin tér, amelyet az (O, e1, ea, e3) koordindta-rendszerhez viszonyitunk és f : X — X affin

=y
transzformécié gy, hogy : y =z
Z=x

a) Mutassuk ki, hogy f affinités!
b) Hatdrozzuk meg az f fix egyeneseit!
c¢) Hatdrozzuk meg az f fix sikjait! (Tételezziik fel, hogy K = R.)

21. Egy (O, e1, eq, e3) koordinata rendszerhez viszonyitott X affin térben adottak az 4;(2,0,0), A2(0,0, 1),
As(1,1,-1), A1(0,-2,-2), A4(4,4,5), A —3'(—3,—3,—5) pontok. Legyen f : X — X egy affin transz-
formécid, amelyre f(A;) = AL, i =1,2,3 és f(O) =0'(2,2,2).

a) Hatdrozzuk meg az f egyenleteit!

b) frjuk fel az f -béli képét a d : x = z,y = 0 egyenesnek!

c¢) Hatdrozzuk meg az f fixpontjainak halmazdt!



22. a) Legyen O egy rogzitett pont az X affin térben. Ekkor barmely f € Af(X) afinitds egyértelmiien
felirhat6 f = tog lakban, ahol ¢t € T'(X) egy transzlicié és g € Af(X, Q) egy centralis affinitds. ( Af(X,Q) =
{g: X — X]|g affinitds és ¢(Q) = Q})

=224 3y
g € Af(X,Q) egy centrélis affinitds és Q(1,2, 3).

affinitast irjuk fel az f = ¢ o g alakba, ahol t € T'(X) egy transzlicié és

23. Adottak az A, B,C &ltaldnos affin terek és a hozzajuk rendelt U, V, W vektorterek ugyanazon K
test felett. Legyenek az f : A — B és g : B — C leképezések tgy, hogy a go f : A — C leképezés affin
transzforméacio.

Mutassuk ki, hogy:

a) Ha a g leképezés affin transzformécid és injektiv, akkor az f is affin transzformdcio.

b) Ha az f leképezés affin transzformécié és sziirjektiv, akkor az g is affin transzformécié.

Felhasznalva ezeket az eredményeket mutassuk ki, hogy egy bijektiv affin transzformécié inverze szintén
affin transzformacio.

24.Adott (A,V,p) egy affin tér, ahol A # (), V a K test felett értelmezett vektortér és p: A x A — V
az affin tér strukturdjiat megadé fiiggvény. Legyen A, B € A, A# B. Haopg: A >V iéspp: A—V a
kovetkezd bijektiv leképezések: ¢ 4(C) = (A, C) és pp(C) = ¢(B,C)¥C € A.

Igazoljuk, hogy f = <p§1 o @4 egy AB vektorral valé parhuzamos eltolds az A affin térben!

25. Legyen A egy nem {ires affin tér és f : A — A egy fiiggvény. Hatdrozzuk meg az f természetét
tudva, hogy kommutdl az A barmely transzlaciéjaval.

26. Adott az A altaldnos affin tér, a hozzdrendelt V' vektortér a K test felett, hy : A = A egy O € A
kozépponti és k # 0 ardnyd homotétia, hy/, : A — A az hy, homotétia inverze és t : A — A egy transzlicié
egy v € V vektorral. Mutassuk ki, hogy hy otohy/, : A — A egy transzldcié kv’ vektorral.

27. Adott az A valés affin tér, O € Aés f: A — A egy O fixponntal rendelkezé affin endomorfizmus,
gy, hogy f3 =14 (f # 14). Tekintsik a p: A — A, p(M) = LM + 3 f(M) + 1 f*(M) fiiggvényt.

a) Igazoljuk, hogy p egy O fixponntal rendelkez6 affin endomorfizmus és p? = p (az ilyen tulajdonsdggal
rendelkezd p affin leképezéseket projekcidknak nevezzik).

b) Mutassuk ki, hogy barmely P € A esetén p(P) az f fixpontja.

c) Igazoljuk, hogy ha A € A tgy, hogy f(A) # A, akkor a {4, f(A), f2(A)} pontrendszer affin fiiggetlen.

d) Ha dimA = 3 és B € A egy olyan pont, hogy az {A, f(A), f2(A), B} rendszer affin fiiggetlen, akkor
igazoljuk, hogy az R = {A, f(A), f?(A), p(B)} affin fiiggetlen pontrendszer.

e) Hatdrozzuk meg az f egyenleteit az R koordindta-rendszerben.

28. Az Aj valés affin térben adott az O'(2,—1,2) pont az R = {O; ey, e, e3} Descartes-féle koordindta-
rendszerben.

a) Hatdrozzuk meg az O’ pontra vonatkozé s : A3 — Az szimmetria egyenleteit az R koordindta-
rendszerben. (O’s(Mj =-0'M,YM € A.)

b) Hatdrozzuk meg az O" kozéppontd 5/2 ardnyd h : A3 — Az homotétia egyenleteit az R koordindta-
rendszerhez viszonyitva.

¢) Hatdrozzuk meg az A = %B + iC pont transzforméltjait az a), b) pontokban meghatdrozott transz-
formécidk 4ltal, ahol B(2,—4,5) és C(6,—8,1). Adjunk meg két kiilonb6z6 mddszert az A koordindtdinak
meghatarozasara.

. —2
d) Hatdrozzuk meg az *5=

— z+1
e) Hatdrozzuk meg az o : x +

Z= egyenes képét az s és h transzforméaciok altal.

Yy
Y =
y+ z—1 =0 sik képét az s és h transzformacidk altal.



