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Bevezetés

A szamitogépek programozasa, az algoritmusok elemzése matematikai el6isme-
retekre épiil. A rekurziv sorozatok tulajdonsagait, a generator fliggvények modszerét
feltétleniil ismernie kell annak, aki Osszetett feladatokat akar onalléan megoldani
szamitogép segitségével.

A modern szamitastudomany korszakaban a technika alapjat a diszkrét mate-
matika alkotja. Ma mar nélkiilozhetetlenek egy informatikus szaméra a logika, a
kombinatorika eszkozei.

A diszkrét matematika elkiiloniilt részekbdl allo, nem folytonos objektumokat
tanulmanyoz. Egy olyan targy , amely egyesiti a matematika kiilonbozé tradi-
ciondlis teriileteit, igy mint kombinatorika, aritmetika, halmazelmélet, grafelmélet,
sth. Ezek pedig a szamitastudomany valamely teriiletén alkalmazhatok.

A dolgozat hat fejezetet Olel fel, nem meriti ki teljesen a diszkrét matematika
Osszes tertiletét.

A fejezetek a kovetkezdképpen épiilnek fel:

1. A Maple, mint szamitogép-algebrai rendszer
2. Alapveto adattipusok

3. Kombinatorika

4. Halmazok generédlasa

5. Grafok és fak

6. Linedris rekurziés egyenletek

A dolgozatom végén taldlhatd targymutatd azokat a Maple eljarasokat tartal-
mazza, amelyeket itt emlitettem, felhasznéltam.



1. A Maple, mint szamitégép-algebrai rendszer
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Az els6 szimbdlikus szamitasokat végzé szamitogépes rendszerek mindossze a
hetvenes évek elején jelentek meg. Eleinte ezek a programok valamilyen konkrét
matematikai vagy fizikai probléma megoldésat tamogattak. Késébb aztan altalano-
sitottak 6ket az igényeknek megfeleléen. Szimbolikus algebrai algoritmusok sziilet-
tek és idokozben egy 1j elmélet jott létre, a szamitogép-algebra elmélete.

Egy ilyen szamitogép-algebrai rendszer a Maple - jelentése juharlevél -, amely
a nagypontossagi matematikai szamitasok elvégzése mellett képes szimbolikus
képletkezelésre, feldolgozasra, és a legkiilonbozobb két- és haromdimenzids dbrak
készitésére.

A Maple szoftver-csomagot 1980-ban kezdték el fejleszteni a kanadai Waterloo
Egyetemen, Moreven Gentleman, Michael Malcolm és Frank Tompa informatiku-
sok kozremiikodésével . Ma mar nagyon sok felhasznaléja van. Sikerét nem utolséd
sorban nyitott architekturajanak koszonheti, a rendszer lehetoségeit és ”tudasat”
szinte korlatlanul lehet boviteni. Ugyanis a Maple kernele és a hozza kapcsolodd
segédprogramok, algoritmusok nagy része C-ben irédott, mig a konyvtari eljarasok
a Maple sajat (C és Pascal keverékére emlékeztets) programnyelvén késziiltek.
Lévén a Maple nyitott rendszer, ezek elolvashatok, és tetszés szerint atirhatok,
ha egy specialis probléma ezt tgy kivanja. Am egy atlagos felhasznalonak erre
tobbnyire nincs szitksége, 8k a Maple nyelvén frhatnak programokat. Igy a Maple
lehetOséget ad barkinek a rendszer konyvtari eljarasainak megvaltoztatasara, vagy
akar 1j algoritmusok, konyvtarak létrehozasara. Nem kell beépitett fliggvényekre
szoritkoznunk, amikor a megoldand6 probléma matematikai modelljét készitjiik.
Megirhatjuk sajat eljarasainkat, kiterjesztve ezzel a rendszer lehetoségeit felada-
tok bovebb halmazara.

Kiilon fontossaggal bir a Maple esetében az a tényezd, hogy a rendszer doku-
mentacidéiban az altalanos felhasznaléi dokumentumok mellett, matematikai elmé-
leti osszefoglalokat, magyarazatokat is talalunk.

A Maple rendszer alkalmazhaté a matematika legkiilonbozébb agaiban, az ok-
tatasban, ezenkiviil a statisztikdban, a mérnoki, tizleti és gazdasagi életben modell-
alkotasra, szimulaciora, mérnoki tervezésre, tudoméanyos alkalmazasfejlesztésre.

Olyan feliillmilhatatlan pontossagot és rugalmassagot biztosit, amely korabban
elképzelhetetlen volt egy egyszerli szamitasi kornyezetben.

A Maple-lel egy munkalapon keresztiil lehet kommunikélni, az utasitasokat
a munkalap parancssorabdl tudjuk kiadni. Az aktualis parancssor ala irja ki a
véalaszait a Maple (szamitdsi eredményeket, hibaiizeneteket, eljardsokat), és egy
kiilon ablakba kertilnek az abrak, animaciok.
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A Maple osszekapcsolhaté a legfontosabb szoftverekkel, beleértve az Excel 2000-
et a Mathlabot, a legtobb szovegszerkeszto rendszert és nem utolsé sorban a Web-
et. Ezek a jarulékos funkciék még inkabb hozzajarulnak a problémamegoldas pro-
duktivitasanak és hatékonysdganak noveléséhez.

1.1. A Maple rendszer alapvet6 funkcioi

A Maple a matematika alkalmazasaival foglalkozd emberek régi almat valdsitja
meg, az intelligens rendszert, amely nem csak szamokat, hanem képleteket és for-
mulédkat is képes kezelni.

Habar a felsobb matematika szinte minden agaban jél helyt all, leginkabb
szimbolikus szamitasi képességeinek koszonheti hirnevét, pozicigjat a matemati-
kai kutatasban. Ismeri a szimbolikus miveletek Gsszes szabalyat. A tobbnapi kézi
szamolas és munka helyett masodpercek alatt végzi el a feladatokat. Egyértelmiien
konnyebbé teszi a technikai szamitasokat, gyorsabbd és hatékonyabba a modellal-
kotas folyamatat. A Maple-t alkalmazva nehézségek nélkil értelmezhetjiik, meg-
oldhatjuk, tanulmanyozhatjuk és optimalizadlhatjuk a matematikai problémakat
vagy a technikai jellegli adatokat.

Két- és haromdimenziés grafikonjai és animécidi segitenek dbrézolni egyes prob-
lémékat, példaul fraktalokat, vektormezoket vagy dinamikus rendszereket. Magas
szintll programozasi nyelve lehetévé teszi, hogy kiterjessziik és kombinaljuk ezeket
a vizualizaciés eszkozoket.

Alapvet6 funkcidi kozé sorolhatjuk: numerikus szamitasok, algebrai szamitasok,
differencial- és integralszamitds, linearis algebra, approximécid, grafika, csopor-
telmélet, geometria, grafelmélet, altalanos relativitaselmélet, statisztikai szamita-
sok, animacio.

A szoftvercsomag alkalmas aritmetikai kifejezések kezelésére, igy ismeri az alap-
miiveletek mellett a gydkvondst (az n-edik gyokot is), tudja kezelni a komplex
alapfliggvényeket, a Gauss-egészeket, a kozelitéseket, nem folytonos fiiggvényeket
(pl. Dirac-delta fliggvény). Azt is meg lehet adni, hogy a fliggvények szakaddsi
helyeit, pélusait hogy kezelje.

A hatarozott integrdalok elvégzése gyakorlatilag tetszoleges pontossagig lehet-
séges, a hatarozatlan integralok kiszamitasandl felhasznélja a beépitett fliggvényeit
(Bessel, Fresnel, elliptikus , hipergeometrikus fliggvények). Olyan esetekben is ad
megoldast, amikor "elemi” fiiggvényekkel esetleg nem irhaté fel a hatarozatlan
integral. Improprius, paraméteres és tobb dimenzids integralokat is tud kezelni.

Tetszoleges, maximum 4-ed fokd polinom zérushelyeit meg tudja talalni pon-
tosan, specialis esetekben magasabb rendtiekét is. Transzcendens egyenletek, ma-
gasabbfok1 polinomok esetén a megoldast formélisan kezeli, mint az adott egyenlet
gyokeit, amelyek a késébbi szamoldsokban felhasznalhatok. Numerikus megoldasra
természetesen mindig van lehetdség.

A komolyabb matematikai problémak megoldédsakor szinte kikeriilhetetlen, hogy
ne kelljen differencidlni, vagy integralni. A Maple beépitett funkcidi ezeket az
akadalyokat is konnyedén veszi, megszabaditva a felhasznalot a hosszu és id6igényes
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szamitasoktol. Természetesen a kozonséges differencidlegyenletek megolddsa sem
hidnyzik a program kelléktarabol. Altaldban sikeresen birkézik meg az inhomogén
egyenletekkel is. Ha nem talal zart alakban kifejezheté megoldast, a rendelkezésre
allé6 numerikus megoldasi modszerekre tamaszkodik. a megoldast pedig grafiku-
san abrazolni tudja. A legujabb verzidkban mar parcidalis differencidlegyenleteket
is meg lehet oldani és ugyancsak abrazolni.

A linedris algebra terén a vektorok és matrixok kezelése is adott a Maple-ben.
Mind az egyszerilibb (0sszeadds, szorzés, determindns vagy inverzmatrix-szamitas,
skaldrszorzat, vektorszorzat, vektor hossza, két vektor szége), mind pedig a bonyo-
lultabb miiveletek (sajatérték vagy sajatvektor-szamitas, karakterisztikus polinom
felirasa, képterek, magterek meghatarozasa, Jordan felbontas, Hermite normal
alak, Gram-Schmidt ortogonalizacié) rendelkezésre allnak.

A Maple ismeri a kovetkezd kozelitd eljardsokat: polinom-illesztés (Lagrange),
spline interpolacio, Padé-approximacié, Csebisev-Padé approximacid, vagy mini-
max kozelités. Minden esetben megadja a kozelitések pontossagat, relativ hibajat
és szorasat. Egy fliggvényt Taylor-, Laurent-, aszimptotikus- és ortogondlis poli-
nomok szerint haladé sorba tud fejteni.

Maple-ben a legegyszeriibb fiigguénydbrdzolasi lehetoségeken kiviil konnyen le-
het tetszoleges alakzatot kirajzolni. A fiiggvényeket megadhatjuk Descartes-féle
koordinatakban, polar-koordinatakban és paraméteres alakban is. A grafikonokat
az egér segitségével elforgathatjuk, ha nem lennénk megelégedve a nézoponttal.

Kiilon utasitas van poligonok, sikbeli vektormezok, implicit fiiggvények kiraj-
zoldsara. LehetOség van kétvaltozos fliggvények szintvonalainak meghatérozasara.
Kiilon opcidkat haszndlhatunk a szinek kezelésére, vonalak vastagsaganak me-
gadasara, nyilak, tengelyek pontos kinézetére, az abrak feliratozasara. A kész gra-
fikakat el lehet menteni post-script vagy gif formatumban.

Hdrom dimenzioban ismeri a Maple a feliiletek, térgorbék Descartes-koordinatas,
polar-koordinatas, henger-koordinatas és paraméteres megadasat. A kirajzolt feliilet
vagy térgorbe szinét, drnyékoldsdt, kirajzolasi médjat (hélds, teli, szintvonalas,
stb.), ralatasi sz0gét, nyujtasi ardnyait meglehet valtoztatni. A térgorbéket koriil
lehet venni akar valtozo vastagsagu csével, igy téve Oket térhatasuva. Egyetlen
utasitassal el6hivhatok a gyakran hasznalt testek: tetraéder, hexaéder, oktaéder,
dodekaéder és ikozaéder.

Harom dimenzidban is lehet implicit fliggvényeket, vektormezéket dbrazolni.
Egy dbrén tetszoleges szamu feliiletet, gorbét, vektormezot vagy testet lehet elhe-
lyezni.

Tobb lehet6séglink van diszkrét csoportok definidlasdra. Megadhatjuk konk-
rétan a csoportszorzasi, inverzképzési miiveleteket, és az egységelemet. Egy masik
lehetOség a csoport generatorelemekkel és relaciokkal valé megadasa. Tetszoleges
(diszkrét) csoportra elvégzi a kiovetkezoket: megkeresi egy elem rangjat, eldonti,
hogy egy részcsoport normaéloszté-e, megkeresi egy részcsoport normalizatorat,
meghatarozza egy elem orbitjat, reprezentalja a csoportot, mint permutaciocsoportot,
stb. Ezen kiviil tovabbi operacidkat ismer permutaciécsoportokra: eldonti, hogy két
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permutacié egymasnak konjugaltja-e, megkeresi a permutacidécsoport centrumat,
permutaciok egy halmazanak megkeresi a centralizatorat, permutaciécsoportok
metszetét hatarozza meg, eldonti, hogy a permutaciécsoport Abel-féle-e.

Maple-ben kétdimenzids euklideszi geometridval lehet dolgozni. A kévetkezo ob-
jektumokat ismeri: pont, szakasz, iranyitott szakasz, egyenes, haromszog, négyzet,
kor, ellipszis, parabola és hiperbola. El lehet donteni egyenesek parhuzamossagat,
merolegességét, sikidomok egybevagdsagat, hasonldsagat. Tobbek kozt a kovetkezo
transzformaciokat ismeri: eltolas, forgatds, nydjtas, nyujtva forgatas, inverzié. Vi-
szont nem tud dolgozni végtelen tavoli ponttal és végtelen tavoli egyenessel.

Tetszoleges grafot lehet definidlni a Maple-ben akar tobbszoros-, iranyitott-
vagy hurokéllel is. Egyetlen utasitassal elohivhaték a nevezetesebb grafok. Le-
hetoség van véletlen graf értelmezésére. Ismeri az alapveto grafelméleti fogalma-
kat , egyszertien megoldhatok az aldbbi problémak: komplementer graf megadasa,
csucsok 0Osszekotése, adott grathoz tartozd matrixok felirdsa, a legrévidebb kor
megkeresése, sikbarajzolhatésag ellendrzése.

Az altalanos relativitdselméletben hasznalt tenzorokat konnyen kezelhetjiik. A
Maple ismeri az alapvet6 fogalmakat, mint a metrika, gorbiilet, kovarians derivalas,
parhuzamos eltolas, geodetikus, koordindta transzformacio.

A statikus fliggvények abrazolasa mellett képes még adathalmazok megje-
lenitésére vagy animdaciora, alig valtozo képek egy sorozatanak készitésére. Kiilon
ablakban lejatszhato a kész animaciét, amely lehet 2, vagy 3 dimenziés is. En-
nek koszonhetéen figyelemmel kisérheték az idoben és térben egyarant valtozé
folyamatok.

1.2. Fuggvényeket tartalmazé csomagok

Az el6bbi részben emlitett problémak megolddsahoz kiilonbozo fliggvényeket, mas
néven eljarasokat hasznalunk.

A Maple rendszer eljarasainak egy része a rendszer betoltésével egyidejiileg ren-
delkezésre all. Mas résziik, a nem konyvtari eljarasok, in. csomagokban (package)
helyezkedik el, és ezen eljarasok esetén nemcsak a fliggvény nevét, hanem a csomag
nevét is meg kell adni a rendszernek. Példa csomagokra:

combinat kombinatorikai fiiggvény csomag
combstruct kombinatorikai struktira csomag
DEtools differencidlegyenletek fliggvény csomag
GausslInt a Gauss egészek csomagja
geometry geometria csomag
group csoport csomag
linalg linearis algebra csomag
logic logikai csomag
networks hélézatok csomag
numapprox approximacios szamitasok csomagja
stats statisztika csomag



2. Alapvet6 adattipusok

alma, szilva, eper
[1,3,5,2,1,x,x,3,a]
{x,y,z,a,b}

A Maple nyelv lehetoséget ad a diszkrét matematika széleskori probléméainak
tanulmanyozaséra.

A rendszerrel valé munka soran gyakran taldlkozunk a sorozat, lista ,halmaz
vagy tomb objektumokkal.

2.1. Sorozat, lista, halmaz

A sorozatok gyakran hasznalt strukturdk az informéacié abrazoldsara. Amikor
utasi-tast adunk ki oly mdédon, hogy a meghivandé eljardas neve mogé zardjelbe
felsoroljuk az aktudlis paramétereket, vesszovel elvalasztva, akkor a paraméterek
egy sorozatat adjuk at az eljarasnak. Példaul:

> sorozatl:=2,1,4,4,6,2,4,0;

sorozatl :=2,1,4,4,6,2,4,0
> sorozat2:=seq(2xi-1,i=1..10) ;
sorozat? :=1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19

Lekérdezhetjiik a sorozat egy adott elemét (vagy elemeit):

> sorozatl[5] ;
6

Ha egy sorozatot szogletes zardjelek kozé zarunk, akkor listat, ha pedig kapcsos
zardjelek kozé zarunk, akkor halmazt kapunk.

A Maple a halmaz tipusi objektumot elemei rendezetlen Gsszességének te-
kinti, az elemek ismétlodését nem veszi figyelembe, a sorrendet pedig a rendszer
hatarozza meg. Ezzel szemben a lista rendezett elemek Osszessége, ahol barmelyik
elem ismétlodését a Maple megkiilonbozteti. A listanak lehetnek azonos elemei, a
halmazban egy objektum legfennebb egyszer fordul eld.

Az iires lista jele [], az iires halmazé pedig {}.

2.2. Tabla

A rendszer gyakran hasznélja a tabla adattipust, sajatos esetben pedig ennek
valamelyik specialis esetét:a tombot, a matrixot vagy a vektort.

Tablét 1étrehozni a T' := table([indexl = eleml,index2 = elem?2, ...]) utasitassal
lehet. Ha nem adunk meg paramétert, akkor iires tablat kapunk, ha pedig egyenléségek
helyett kifejezések listaja a table() paramétere, akkor a rendszer az 1,2,... természetes
szamokat rendeli hozza az elemekhez indexként.
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A tomb specializalt tabla, olyan tabla, ami kiegésziil dimenzidinak hataraival.
Létrehozasara az array eljarast hasznaljuk.El6szor a dimenziok hatdrait, majd a
tomb elemeit kell megadnunk a fiiggvényben. Ha kétdimenzids a tomb, és alséd
hatara 1, matrixot kapunk, ha viszont egydimenzios, akkor vektorrél beszéliink.

> A:=array(1..2,1..3,[[1,3,0]1,[2,0,911);

1 30
A=
209

Matrix 1étrehozhaté a linalg csomag matrix eljarasaval is.

2.3. Tipuskonverzidk

Sorozatbdl listat és halmazt konnyen hozhatunk létre.

Tekintsiik az alabbi objektumokat:

> lista:=[sorozatl];

lista :==1[2, 1,4, 4,6, 2, 4, 0]
> halmaz:={sorozatl};
halmaz = {0, 1, 2, 4, 6}

Hogyan konvertaljunk listat és halmazt sorozattd, illetve listat halmazza, vala-
mint a halmazt listdva? Az op() és a convert() eljarasokkal. Az op() eljardsnak
egy argumentuma van, ennek allitja el6 az dsszetevoit, a convert() els6 paramétere
az atalakitando struktira, a masodik paramétere pedig az a forma, amivé az els6
paramétert konvertalni kell.

Végezziink a fenti objektumokkal dtalakitasokat egyik tipusbdl a masikba.

> lista; op(lista); convert(lista,set);
(2,1, 4, 4,6, 2,4, 0]
2,1,4,4,6,2,4,0
{0, 1, 2, 4, 6}
> halmaz; op(halmaz); convert(halmaz,list);
{0, 1, 2, 4, 6}
0,1,2,4,6
0, 1, 2, 4, 6]
A convert() eljarassal természetesen vektort, tombot, vagy tablat is alakithatunk
akar halmazza, akar listava.



3. Kombinatorika

1
1,1
1,2,1
1,3,3,1
1,4,6,4,1
1,5,10,10,5,1
1,6,15,20,15,6,1
1,7,21,35,35,21,7,1

A Maple rendszer a kombinatorika terén elvégzendd szamitdsokhoz sziikséges
eljarasokat a combstruct és a combinat csomagokban 6rzi. A csomagok betoltése a
kovetkezo utasitassorral torténik és minden munkalap elején el kell végezni:

> with(combinat);

Warning, new definition for Chi

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial,
nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, stirlingl, stirling2, subsets,
vectoint|
> with(combstruct);

[allstructs, count, draw, finished, gfeqns, gfseries, gfsolve, iterstructs, nextstruct]

3.1. Permutaciok

A kombinatorika leggyakoribb feladatai kozé tartoznak a sorba rendezési problémak.
A gyakorlatban el6fordulé sorba rendezési tipusoknak kiilon nevet szoktak adni,
két ilyen alaptipust képviselnek a permutaciok és a variaciok.

1. Ertelmezés. n kiilonbizé elem eqy bizonyos sorrendjét az n elem egy per-
mutdciojanak nevezzik.

Az elemek kiilonbozoségére gyakran az ismétlés nélkiili permutaciok elnevezéssel
utalunk.

n elem 6sszes permutacidinak szdma n!.

2. Ertelmezés. Legyen adott n elem, melyek kozil ky, ka, . . ., k. rendre egyforma(k;+
ko + ks + ..k, = n). Ezen elemek eqy rigzitett sorrendjét eqy ismétléses per-
mutdcionak nevezzik.
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n elem ismétléses permutacidinak szama

n!
kil kol ksl k!

Hasznos, ha ismertink néhany dolgot a faktorialisrol, mint példaul azt a tényt,
hogy 10! koriilbeliil harom és fél milliénal tobb vélasztast jelent, valamint azt, hogy
n! jegyeinek a szdma meghaladja n-et, ha n=25.

n elem permutécidinak szaméat Maple-ben a numbperm() eljarassal hatarozhatjuk
meg.

> numbperm(6) ;

720
A numbperm() fiiggvény argumentuma halmaz is lehet:
> numbperm({A,B,C,D,E,F,G,H,J,K});
3628800

Eszrevehet()', hogy a numbperm eljardsban egy n elemii halmaz helyettesitheto
magaval az n természetes szammal.

Megszerkeszthetjiik egy halmaz, vagy lista elemeinek 0sszes permutacioit a per-
mute() eljéras segitségével.

> permute({1,2,3});

1,2, 3], [1,3,2], [2, 1, 3], [2, 3, 1], [3, 1, 2], [3, 2, 1]]

Vegytik észre, hogy a Maple kimenetele egy sorozat.

A permute() paramétere lehet ismétlddé elemeket tartalmazo lista is.

> permute(lk,r,0,k,0,d,i,1]): numbperm([k,r,o0,k,0,d,i,1]);

10080
Hogy meggy6zodjiink az eredmény helyességérol, felhasznaljuk az ismétléses
permutaciok szamat.

> 81/(21%21);

10080
Egy n elemi halmaz véletlenszeriien generdlt permutéciéjat a randperm()
fliggvény adja meg.

> randperm({m,a,p,1l,e});

[p, I, m, e, d]

3.2. Kombinacidk

3. Ertelmezés. n kilonbiz6 elem eqy k-ad osztdlyu kombindciojdn valamely k
elem egyszerre torténd kivdlasztdasat értjik (a kivdlasztds sorrendje nem szdmit).

n elem k-ad osztdlyt kombindcidinak szdma CP.

4. Ertelmezés. Ha az n elem kiziil oly modon vdlasztunk ki k darabot, hogy eqy
elem tobbszor is szerepelhet és a sorrendre nem vagyunk tekintettel, akkor az n
elem eqy k-ad osztdlyi ismétléses kombindciojarol beszélink.
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n-féle elem k-ad osztalyd ismétléses kombindcidinak szdma C%,, ;.
A numbcomb() eljarast hasznalhatjuk két paraméterrel is. Ekkor n elem
k-ad osztalyu kombinacidinak szamat adja meg a Maple.
> numbcomb( {Maria,Eva,Istvan,Peter,Janos,Zoltan},2);
15

3.3. Variaciok

5. Ertelmezés. n kilonbéz6 elem kizil kivdlasztott rendezett k elemet ismétlés
nélkily k-ad osztalyu varidcionak nevezzik.

n elem k-ad osztalyu variacidinak szama ﬁ

Az ismétlés nélkiili varidcioknal természetesen k < n.

6. Ertelmezés. Ha n kiilonbizd elembdl k elemet oly modon vdlasztunk ki, hogy
egy elemet tobbszor is vdlaszthatunk és a sorrend szamit, akkor n elem k-ad osztdlyu
1smétléses varidciojarol beszélunk.

n-féle elem k-ad osztalyd ismétléses varidciéinak szama n”.

A Maple nem rendelkezik kiilon eljardsokkal a varidcidkat illetéen, ugyanis a
méar emlitett permute() és numbperm () fiiggvények erre kivdléan alkalmasak, az-
zal a kikotéssel, hogy most két opcidt kell megadnunk: az els6 egy lista, halmaz,
vagy természetes szam lesz, a méasodik pedig meghatérozza, hogy hanyad osztalyu
variaciét tekintsen.

> permute([alpha,beta,gamma,deltal,3);

[[av B, 7]7 [047 B, 5]: [aa v ﬁ]a [Oz, v 6]7 [aa 9, ﬁ]a [057 0, 7]? [ﬁv Q, 7]7 [ﬁa «, 5]7 [ﬁa s O‘]a
18,7, 6], [8, 6, o, 18,6, 7], [v, &, BL, [, v, 6], v, B, al, [y, B, 6, [, 6, e, [, 6, B,
[0, a, 8], [0, a, 71, 16, B, e, [0, B, 71, (6, v, al, 16, 7, fl]
Az alabbi kis eljarasok az ismétlés nélkiili, illetve ismétléses varidciok szamat
hatarozzédk meg.

> varszam:=proc(m,n)
local s,i:
if n>m then s:=0 else s:=1:
for i from 0 to n-1 do s:=s*(m-1i): od:
fi: s end:
> varszam(5,3);
60
> ismvarszam:=(m,n)->m"n;
ismvarszam = (m, n) — m"
> ismvarszam(3,5);
243
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Eljaras az 0sszes variacié szemléltetésére:

> variaciok:=proc(A,n)

local C,D,1i:

C:=[op(choose(A,n))]:

D:={}:

for i from 1 to nops(C) do

D:=D union {op(permute([op(C[i])]))}: od:
D end:

> variaciok({a,b,c,d},3);

3.4. Binomialis és polinomialis tétel

1. Tétel (polinomidlis). LegyenVay, as,...,ax € R, ahol R kommutativ gyiiri
és n egynél nagyobb természetes szam. Ekkor

n!

S1 S2 Sk

(a1 +as+-Fa) = ),

Ss1t+s2-+sg=n

ap "as LA

s1lso!l. .. syl

2. Tétel (binomidlis). Legyen Yai,as € R, ahol R kommutativ gyiri és n
egynél nagyobb természetes szam. Ekkor

" (n
(a1—|—a2)n = Z < )alsla&n_sl.
s1=0 51
Az (Z
Maple-ben a binomial() fliggvény hatdrozza meg a binomidlis egyiitthatdkat,
amint a neve is mutatja.
> binomial(6,2);

) szimb6lumot binomidlis egyiitthatonak is nevezziik.

15
Faktorialis segitségével is felirhatjuk a binomidlis egytitthatot. Ehhez a con-
vert() fiiggvényt kell hasznélnunk.
> convert(binomial (m,n),factorial);
m!
n!(m —n)!
A polinomidlis egyiitthatot, amely a tétel szerint az ismétléses permutaciok
szédmaval egyezik meg a multinomial() eljards adja meg.
> multinomial(8,2,2,1,1,1,1);
10080
A convert() fliggvénnyel szemléltetni lehet a polinomidlis formulét is.

> convert(multinomial(n,a,b,c,d),factorial);
|
n!

albl cld!
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Részhalmaz-kivélasztasi problémak a choose() fiiggvénnyel oldhaték meg .
> choose({Maria,Eva,Istvan,Peter,Janos,Zoltan },2);

{{Eva, Maria}, {Zoltan, Maria}, { Zoltan, Eva}, {Janos, Maria}, {Janos, Eva},
{Janos, Zoltan}, { Peter, Maria}, { Peter, Eva}, { Peter, Zoltan}, { Peter, Janos},
{Istvan, Maria}, {Istvan, Eva}, {Istvan, Zoltan}, {Istvan, Janos}, {Istvan, Peter}

}

Véletlenszertien is generdlhatunk részhalmazt. Ezt a randcomb() eljaréds teszi
lehet6vé.
> randcomb({alma,korte,szilva,banan},?2);
{alma, korte}
> randcomb(5,3);
{1, 3, 5}
Ismétléses kombindcié esetén a choose() els6 argumentuma lista kell hogy legyen.
> choose([a,b,al,2);
[la, a], [a, b]]
Ebben az esetben az ismétléses kombindcidk szamét a numcomb() eljardssal
kérdezhetjiik le, szintén listanak megadva az els6é paramétert.

> numbcomb([a,b,a],2);
2

3.5. A combstruct csomag hasznalata

A combstruct csomagot kombinatérikai struktiurak értelmezésére hasznaljuk.
Segit-ségével kombinatorikai osztalyok, objektumok definialhatok.

A combstruct csomag a combinat csomag fiiggvényeinek kiterjesztését teszi le-
hetévé.

3.5.1. Kombinatorikai struktirak nyelvtani leirasai

A rendszer er6ssége abban all, hogy sajat kombinatorikai strukturdk megadasat
teszi lehetévé.

Egy kombinatorikai osztélyt nyelvtani lefrdssal (specifikdciéval) adunk meg.
A specifikacié produkciék halmaza, formaja: A=jobb, ahol A az osztaly neve,
jobb pedig egy kifejezés,amely elemi osztalyokat (Atom, Epsilon), konstruktorokat
(Union, Prod, Set, Sequence, Cycle, Subst) és egyéb osztalyokat foglal magaba.

A Maple alkalmazni tud regularis-, kornyezetfiiggetlen nyelvtanokat, binaris
fakat értelmezo nyelvtanokat, altaldnos fakat, nyaklancokat, kifejezési fakat, stb.

Miutén értelmeztiink egy osztélyt, a draw() paranccsal véletlenszeriien ge-
neralhatunk is egy adott méretii objektumot, illetve megkaphatjuk az osszes ob-
jektum szémat a count() fiiggvénnyel.

Most pedig értelmezziink egy binaris fat. A Union és Prod konstruktorok
segitségével a kovetkezdképpen jarunk el:
> binfa := {B = Union(Z, Prod(B,B))};
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binfa := {B = Union(Z, Prod(B, B))}

A bindris fa dllhat csupan egy levélbél, ekkor a mérete 1 (size=1), vagy (a
Union jelentése itt vagy) két bindris fabol, amelyeket a Prod kapcsol a gyokérhez.

Generdaljunk 5 méretii bindris fat.

> draw([B, binfal], size=5);

Prod(Prod(Prod(Z, Z), Z), Prod(Z, Z))

Az atomokat minosithetjiik is, azaz megkiilonboztethetjiik egymastél. Ekkor a
labelled opciét kell hasznalnunk. Az elébbi példank esetén kapjuk:

> draw([B, binfa, labelled], size=5);

Prod(Prod(Zs, Prod(Zs, Prod(Z,, Z1))), Zs)
> count([B, binfa, labelled], size=b);
1680
> count([B, binfa, unlabelled], size=5);
14

A rendszerbe beépitett atom jele Z, de sajat magunk is értelmezhetiink atomo-
kat.

Felvetodhet a kovetkezo megszamlalasi probléma: n kiillonb6z6 gyongyiink van,
és ki akarjuk szamitani, hogy hany kiilonb6z6 mddon flizhetjiik fel cket ahhoz,
hogy m hosszisagu kor alaku nyakldncot kapjunk.

A kovetkezo struktura példaul egy olyan nyakldncot definial, amely harom
kiillonb6zo szinbdl all.

> nyaklanc:= {N=Cycle(Union(piros,kek,z0ld)),piros=Atom,kek=Atom,
zold=Atom}:

> draw([N,nyaklanc,unlabelled], size=10);
Cycle(piros, piros, zold, piros, piros, zold, zold, zold, zold, kek)
Minden atomnak van silya. Epsilon (jele E) stlya 0, a Z atom stlya pedig 1.
Az el6bb adott értelmzésiink a binaris fara nem engedte meg az iires fat. Az
alabbi definici6 ezt lehetévé teszi.
> Dbinfa2:= {T = Union(Epsilon, B), B=Union(Z, Prod(Z,Z))}:
draw([T, binfa2, unlabelled], size=0);
E
A Set, Cycle és Sequence konstruktorok hasznalatakor megadhatjuk a szamossa-
gukat is. Néhany példa:
> count([M, {M=Set(Z, card > 8)}, labelled], size=7);
0
> draw([A, {A=Cycle(Z, card=4)},labelled],size=4);
CYCIG(Zl, 227 Z4, Z3)
> count([A, {A=Cycle(Z, card=4)},labelled],size=3);
0

> draw([S, {S=Sequence(Set(Z, card>0), card <=10)}, labelled],
size=6);
Sequence(Set(Zs, Za, Z1), Set(Zs), Set(Zs, Zy))
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> count([S, {S=Sequence(Z, card <=10)}, labelled], size=13);
0
A Subst egy mechanizmus, amely egy objektum Osszes atomjanak helyettesitését
teszi lehetévé egy més objektummal. Subst(A,B) jelentése:végy egy B-objektumot
és barmely atomjat helyettesitsd egy A-objektummal.
A Subst konstruktor hasznélhato 2-3 fak rekurziv értelmezésére is.

7. Ertelmezés. Egy 2-3 fa olyan fa, amelynek végzddései (levelei) egy szinten
taldlhatok, és barmely kozbelsd csiucs pontosan két vagy hdrom fiit tartalmaz.

Ugy fogjuk értelmezni a fankat, hogy vagy egyetlen levélbdl 4all, vagy 2-3 fa,
amelynek barmely levelét olyan kozbelso szogponttal helyettesitjiik, ami két, illetve
harom fiut tartalmaz.

i fa23 := {T = Union(Z, Subst(Union(Prod(Z,Z), Prod(Z,Z,Z)), T))

> draw([T, fa23], size=11);

Prod(Prod(Prod(Z, Z), Prod(Z, Z)), Prod(Prod(Z, Z), Prod(Z, Z), Prod(Z, Z, Z)))

3.5.2. ElOre-definialt struktarak

Bizonyos kombinatorikai strukturak annyira hasznalatosak, hogy specidlis algorit-
musokat érdemelnek a sokkal altalanosabb nyelvtani mddszerek helyett.
A combstruct csomag a kovetkezo elore-definidlt strukturakkal rendelkezik:

Combination - elemek kombindciéi (Subset nevet is viseli)
Permutation - elemek permutacioi és variacioi

Partition - egészek particioi (sorrendtél fiiggetleniil)
Composition - egészek kompozicidi (szamit a sorrend)

A fiiggvények, amelyeket veliik kapcsolatosan hasznalhatunk, a kovetkezok:
draw(), count(), allstructs(), iterstructs().

Akarcsak a nyelvtan altal értelmezett strukturak, szemléltetheték és megszamol-
hatok.

> draw(Combination({a,b,c,d,e,f,g}), size=5);

{a, b, f, ¢, d}
> count(Partition(95), size=40);
450768

Az Osszes fiiggvény, amely a fent emlitett strukturakkal dolgozik, ugyanazzal a
szintaxissal rendelkezik: az els6 argumentum az értelmezett struktira, a masodik
a mérete. A Partition és a Composition struktiurak egészeket, mig a Combi-
nation és Permutation listdkat, halmazokat vagy egészeket fogad el argumen-
tumként. Utébbi esetben egy n egész szdm a Combination esetén az {1,...n}
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halmazt, a Permutation esetében pedig az [1,...,n] listat fogja jelenteni. A size

opci6 el is hagyhat6 (ekkor a default értéket rendeli hozzé a rendszer), vagy all-
sizes értéket is felvehet.

Az elmondottak szemléltetésére lassunk néhéany példat:
> draw(Combination({a,b,c,d,e,f,g}));

{a7 b7 C7 6}
> draw(Permutation(42));

[26, 3, 6, 16, 31, 30, 8, 29, 22, 13, 32, 37, 5, 20, 28, 9, 42, 17, 33, 24, 7, 2, 36, 12, 4, 10,
15, 19, 41, 25, 18, 11, 14, 38, 35, 34, 21, 27, 40, 23, 1, 39
> draw(Permutation(16) ,size=’allsizes’);
(13,6, 3,2, 14,4, 5,15, 8,9, 7, 12]

> draw(Composition(32));

1,3,1,1,1,3,2,6,1,4,3,2,1, 1, 1, 1]
Az allstructs() fliggvény adott méretli strukturak generaldsara hasznalatos.
> allstructs(Combination(4));

{{h {13, {23, 43, {3, 4, {1, 3,4, {4}, {1, 4}, {2, 4}, {1, 2,4}, {2}, {1, 2}, {3},
(1,3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3,4}}

> allstructs(Permutation([a,a,b,c]),size=3);

[[a, a, V], [a, a, d], [a, b, al, |a, b, ], [a, ¢, a], [a, ¢, b], [b, a, al, b, a, ], [b, ¢, a],
e, a, a], [¢, a, b], [c, b, a]
> allstructs(Partition(4));
M, 1,1,1], [1, 1, 2], [2, 2], [1, 3], [4]]
> allstructs(Composition(6));

) ) 1 3]7 ) 17 1]7 ) 17 17 2]7 [37 17 2]7 [27 27 2]7 [17 37 2]7 [17 27 3]7
’ 27 ]-]7
1, 1,3, 1), [1, 2, 1, 2], [3, 3], [2, 4], [1, 5], [3, 2, 1], [2, 3, 1], [1, 4, 1], [4, 1, 1],

Az iterstructs() fliggvény létrehoz egy mechanizmust, amely az 6sszes adott
méretil struktirat megadja, egyenként. A nextstruct() és finished() eljardsokat

akkor hasznéljuk, ha az iterstructs() dltal visszaadott tébla elemeivel szeretnénk
dolgozni.

> it := iterstructs(Combination([a, o, bl), size=2):
while not finished(it) do nextstruct(it) od;

[a, 0]

[a, o]

[, o]
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> it := iterstructs(Permutation(3), size=’allsizes’):
while not finished(it) do nextstruct(it) od;

A PowerSet konstruktor ismétlodé elemeket nem tartalmazé halmaz a Set-tel
ellentétben, amelyben az elemek ismétlédhetnek.

A PowerSet alkalmazdsa egészek nem egyenl6 szamokbdl alkotott particionalé-
sara:

> s := {L = PowerSet(Sequence(Z,card>=1)) },unlabelled;

s := {L = PowerSet(Sequence(Z, 1 < card))}, unlabelled
> draw([L,s],size=5);
PowerSet(Sequence(Z, Z, Z, Z, 7))
> seq(count([L,s],size=1i),i=1..10);
1,1,2,2,3,4,5,6, 8, 10

3.5.3. Generatorfiiggvények

8. Ertelmezés. Egy végtelen (an)p>g =< @0, 01,02, ..., 0y, ... > sorozat eqy 2
segédvaltozo segitségével hatvanysorként abrazolhato:

Az)=ap+ a1z + a2® + - =Y a2,
k>0

amelyet az (ay,),q sorozat generdtorfigguényének neveziink.

A generatorfiiggvény azért nagyon hasznos, mert egyetlen mennyiség, aminek
segitségével egy egész végtelen sorozatot abrazolni lehet.
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Nyelvtan altal leirt objektumok szaméanak meghatarozasara harom generator-
fliggvény-eljaras all rendelkezéstinkre. Ha adott egy z véltozd, barmely A nem-
terminalis az A(z) generatorfliiggvénnyel lesz tarsitva, ahol

> A(z)=Sum(a[n]*z"n,n=0..infinity):

a[n] az A-ban levé n méretii objektumok szama.

Tekintsiik az alabb értelmezett nyaklancot:

> lanc := {N=Cycle(gyongy),gyongy=Union(piros,kek,zold),piros=

Atom, kek=Atom,zold=Atom };

lanc := {gyongy = Union(piros, kek, zold), piros = Atom, N = Cycle(gyongy),
kek = Atom, zold = Atom}
A gfeqns() fiiggvény visszaadja egy nyelvtan generatorfliiggvényeinek a rend-
szerét, anélkiil, hogy megoldana. Ebben az esetben:
> gfeqgns(lanc,unlabelled,z);

1
0o numtheory,(ji) In( -
NG = Y B ) = 2 piros(z) = 2
J1=1

zold(z) = z, gyongy(z) = piros(z) + kek(z) + zold(z)

A gfsolve() segitségével meg is oldhatjuk.
> gfsolve(lanc,unlabelled,z);

1
oo numtheory,(ji) In(————7—)
blue(z) = z, piros(z) = z, zold(z) = z, N(z) = Y _ ' —1 4320 7
ji=1 J1

gyongy(z) = 3z

Mindenik generédtorfiiggvényre megtalalhatjuk a hozza rendelt sort a gfseries()
eljarassal. Eredményiil egy tabla adattipust kapunk.
> gfseries(necklace,unlabelled,z);

table(]
piros(z) = z
gyongy(z) =3z

zold(z) = z
N(2) =32+62"+112° +242* +512° + O(2°)
kek(z) = z

)

A gfsolve() nem mindig talal valaszt.Ilyenkor FAIL-t ad eredményiil.
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3.5.4. Alkalmazas

Feladat: Hatarozzuk meg az n+2 oldali sokszog n darab haromszogre vald
szétdarabolasat az illet6 sokszog nem metsz6 n-1 atléja mentén.

Megoldas: Rendeljink 1-t6] n+2-ig terjed6 szamokat a sokszog csiicsaihoz.

A haromszogelés 1épései : Kivalasztunk egy alap haromszoget, amely létezése
egyértelmii olyan értelemben, hogy a legkisebb szamokkal illetett cstucsokat tartal-
mazza (kezdetben 1,2). Az alap-haromszoghoz képest bal- illetve jobb- haromszoge-
lést végziink.

A sokszog haromszogelését a combstruct csomag segitségével a kdvetkezoképpen
oldhatjuk meg: A Z atom az alap-haromszoget fogja jelenteni, T pedig egy tetszole-
ges haromszogelést. Figyelembe kell venniink, hogy a bal-, illetve a jobb- haromszo-
gelés tires is lehet.

A nyelvtanunk tehat igy néz ki:

> haromszog:=[T, {T=Union(Z,Prod(Epsilon,Z,T),Prod(T,Z,Epsilon),

Prod(T,Z,T)) },unlabelled]:

Ez a leiras emlékeztet a binaris keresési fakra.

Megszamlalhatjuk, hogy a 102-szoget hanyféleképpen tudjuk haromszogekre
bontani a fent emlitett médon.

> count (haromszog,size=100) ;

896519947090131496687170070074100632420837521538745909320

Kilistazhaté az elsé 20 érték:

> seq(count (haromszog,size=i),i=0..20);

0,1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440,
9694845, 35357670, 129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420

Ezek a szamok a jol ismert Catalan szamok, neviiket a francia matematikus
nevérol kaptak, aki az 1850-es években kidolgozta a fébb tulajdonsagukat.

Lassunk egy adott méret esetén véletlenszerlien generalt haromszogelést. A
dodekaédernek (12 oldali sokszognek) haromszogekre valé bontdsa a kovetkezd
lehet:

> draw(haromszog,size=10);

Prod(E, Z, Prod(Prod(Prod(Prod(Prod(Prod(Prod(Z, Z, E), Z, E), Z, E), Z, E),
Z,E), Z, 7Z),Z, F))
Rajzzal is szemléltethetjiik a haromszogelést. Az alabbi eljardsok a meghtzott
élek (&tlok) listdjat szerkesztik meg.
> size:=proc(t) convert(map(size,t),‘+‘) end: size(Epsilon):=0:
size(Z):=1:
> elek:=proc(fa,org,el) local sel,se2;
if fa=Epsilon then org,org,el union {[org,org+1]}
elif fa=7 then org,org+l,el union

[org,org+1], [org+l,org+2], [org+2,org]
g,0Tg g g g g
else



Kombinatorika 20

1. dbra. A 20-sz0g egy lehetséges haromszogelése

sel:=elek(op(1l,fa),org,el);

se2:=elek(op(3,fa),sel[2]+1,sel1[3]);

sel[1],se2[2],se2[3] union {[sel[1],se2[2]+1]}

fi

end:

A kirajzolast megvaldsité eljaras:

> rajz:=proc(n) plot([op(map2(map, [cos,sin],expand(map(‘*‘,elek
(draw(haromszog,size= n-2),0,{}) [3],2%¥Pi/n))))],color=blue,
axes=NONE) end:

> rajz(20);

Most listazzuk ki az allstructs() fiiggvénnyel a hatszog Gsszes hdromszogelését.
> haromé:=allstructs(haromszog,size=4);

harom/ := [Prod(Prod(Z, Z, Z), Z, E), Prod(E, Z, Prod(Z, Z, Z)),
Prod(E, Z, Prod(Prod(FE, Z, Z), Z, E)), Prod(E, Z, Prod(E, Z, Prod(FE, Z, Z))),
Prod(Z, Z, Prod(Z, Z, E)), Prod(Prod(E, Z, Prod(E, Z, Z)), Z, E),
Prod(E, Z, Prod(E, Z, Prod(Z, Z, F))), Prod(Prod(Z, Z, E), Z, Z),
Prod(E, Z, Prod(Prod(Z, Z, E), Z, E)), Prod(Prod(Prod(Z, Z, E), Z, F), Z, E),
( ), Prod(Prod(E, Z, Z), Z, Z),
) (

Prod(Prod(Prod(E, Z, Z), Z, E), Z, E
E), Prod(Z, Z, Prod(E, Z, Z))]

Prod(Prod(E, Z, Prod(Z, Z, E)), Z,
14 objektumot talaltunk.
Generatorfliggvény megadasa ez esetben is lehetséges:
> gfeqns(op(2,haromszog) ,unlabelled,z);

[T(2) = Z(2) +27(2) T(2) + T(2)*Z(2), Z(z) = 2]
> gf:=gfsolve(op(2,haromszog) ,unlabelled,z);

11-22—-+1-4z2

of = (U =2 T(:) = 5 )
> op([1,2]1,%); series(%,z=0,12);
11-2z—+1—-4z2

2 z
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242224523 41424 4142 2° 4132 2% +429 27 41430 28 4-4862 2 416796 2'°4+-O(2")
> seq(count (haromszog,size=n),n=0..10);
0,1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796
> gfsor(op(2..3,haromszog) ,z, [[z]],6);

table(]
T(2) =2+222+52° +142* +422° + O(2%)
Z(z) =z
)

3.5.5. Természetes szamok particioi

9. Ertelmezés. Az n szdm particioinak az n-nek pozitiv egész szamok dsszegeként
vald eloallitdsait nevezzik.

Két particiét nem tekintiink kiilonbozonek, ha csak a tagok sorrendjében térnek
el egymaéstol.

Hatarozzuk meg példaul 10 particiéit. Ehhez a combinat csomag partition()
ejarasat hasznaljuk.

> partition(10);

(1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1),[1,1,1,1,1, 1,1, 1,2, [1, 1,1, 1, 1, 1, 2, 2,

1,1, 1,1, 2, 2 2, [1,1,2,2,2,2,[2,2222,[1,1,1,1,1, 1, 1, 3],
1,1,1,1,1,2,3],[1,1,1,2,2,3],[1,2,2,2,3], [1,1, 1, 1,3,3], [1, 1, 2, 3, 3],
2,2, 3, 3], [1, 03,3 [1,1,1,1,1,1,4], [1,1,1,1,2 4], [1, 1, 2, 2, 4],
2,2,2,4],[1,1,1,3,4], [1,2, 3, 4], 3,3, 4], [1, 1, 4, 4], [2, 4, 4],
[1,1,1,1,1,5], [1, 1,1, 2,5, [1,2,2 5], [1, 1, 3, 5], [2, 3, 5], [1, 4, 5], [5, 5],
[1,1,1,1,6], [1,1,2 6], [2, 2,6, [1, 3, 6], [4, 6], [1,1, 1, 7], [1, 2, 7], [3, 7],

1, 1, 8], [2, 8], [1, 9], [10]]

Ha az Osszes particidk szama érdekel, Mapleben adott a numbpart() eljarés.

> numbpart (10);

42
A randpart() fliggvény véletlenszer(i particiét generél.
> randpart(10);
1, 2,2, 2, 3]

A combstruct csomag egy, elobb mar emlitett strukturaja, a Partition, szintén
segitségiinkre lehet.

Egy adott szam particionalasdhoz megadhatjuk az egyes particidkat alkoto
szamok mennyiségét az allstructs eljarasban.

> allstructs(Partition(6),size=3);
1, 1, 4], [1, 2, 3], [2, 2, 2]]
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Egy kis munkdval a partition() eljarassal is meghatarozhaté ez.

> for part in partition(6) do if nops(part)=3 then print(part); fi;
od;

2
2
1, 1, 4]

Ha a particiok sorrendjére tekintettel vagyunk, vagyis ha egy adott szam kom-
pozicidi érdekelnek, erre az esetre is megoldast kinal a Maple. Ekkor a Composi-

tion strukturara kell hivatkoznunk.
> allstructs(Composition(6),size=3);

1,2, 3], [1,3,2],[2, 1, 3], [3, 1, 2], [2, 2, 2], [1, 1, 4], [1, 4, 1], 4, 1, 1], [3, 2, 1],
12, 3, 1]]
A count() fliggvényt ez esetben is alkalmazhatjuk.
> count(Partition(6),size=3);
3
> count (Composition(6),size=3);
10
Egy mésik alternativa a numbperm(), illetve a numbcomp() eljardsok alkal-
mazasa lehet. Példaul:
> numbcomp(6,3) ;
10
Konnyen észreveheto, hogy fennall a kovetkezo relacié:
numbcomp(n,m) = binomial(n-1, m-1).
Szintén két valasztasi lehetOséglink van véletlenszeri particié generalasara,
attdl fiiggden, hogy milyen csomagot toltottiink be.
> draw(Partition(6),size=3);
1, 1, 4]
> randpart(6);
2,4
Elobbi elénye, hogy a méretet is megadhatjuk, mig az utobbinal ez nem le-
hetséges.
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4. Halmazok generalasa

4.1. Descartes szorzat

Maple-ben rendelkezésiinkre allnak a megszokott halmazmiiveletek: egyesités (union),
metszet (intersect), kiilonbség (minus). Ezeken kivul még adott egy member() eljaras,
amely két paramétert hasznal, az elsé paraméter az objektum, melynek jelenlétét
a masodik objektumban a rendszer ellen6rzi. A visszaadott érték igaz (true), vagy
hamis (false).

Az alabbi eljaras két halmaz Descartes-szorzatat generélja.

> descartesl:=proc(X,Y)

local Z,x,y;

z:={};

for x in X do

for y in Y do

Z:=Z union {[x,yl};

od;

od;

Z end:

Alkalmazva két halmazra:

> descartes1({2,5,8,3},{1,3,5,9,4});

{3, 4], 3,5, [2, 1], 8, 5], 18, 9], [8, 1], 2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 9], [3, 9], [3, 1], [5, 3],
[5, 4], [5, 51, [5, 91, [5, 1], [8, 3], [8, 4], [3, 3]}

Egy masik, rekurziv eljaras, amely tetszoleges szamu halmaz Descartes-szorzatat
adja meg.

> descartes2:=proc()

local Z,k,x,y;

option remember;

if nargs=0 then Z:={};

elif nargs=1 then Z:=args[1];

else Z:={};

for x in descartes2( seq(args[k], k=1..nargs-1) ) do

for y in args([nargs] do

Z:= Z union {[op(x),yl};

od; od; fi;

RETURN (Z);

end:

Tesztelése:
> B1:={1,2,3}; B2:={b,a}; B3:={a,c,b};
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B1:={3, 1, 2}
B2 :={b, 6}
B3 :={b, ¢, 6}

> descartes2(B1,B2,B3);

{[1, a, al, [1, a, D], [1, a, c|, [1, b, al, [1, b, D], [1, b, | [2, a, a], [2, a, b], [2, a, ],
(2, b, a], [2, b, b], [2, b, ] [3, a, al, [3, a, b], 3, a, ¢, [3, 0, a], 3, b, b], [3, b, |}
Alkalmazhatjuk a Maple beépitett fliggvényét is, a cartprod() eljarast.
> T:=cartprod([[1,2,3], [a,b]]):
> while not T[finished] do T[nextvalue] () od;

4.2. Részhalmazok

A Maple maga is rendelkezik olyan eljarasokkal, amelyek segitségével adott halmaz
részhalmazait hatarozhatjuk vagy szamlalhatjuk meg. Ilyen példaul a combstruct
csomag allstructs() eljarasa, amelyet a Subset konstruktorral kell hasznélni.
> allstructs(Subset({a,b,c}),size=2);
{{0, 6}, {c, 6}, {b, c}}
> allstructs(Subset({a,b,c,c }),size=allsizes);
{{0, 6}, {b, ¢, 6}, {c, 6}, {b, c}, {b}, {c}, {6}, {}}
> count(Subset({a,b,c,c}),size=allsizes);
8
A combinat csomag powerset() fiiggvénye szintén részhalmazokat szarmaztat.
> powerset({a,b,c});
{{0, 6}, {b, ¢, 6}, {c, 6}, {b, c}, {b}, {c}, {6}, {}}
Paramétere ugyanakkor lista is lehet.
> powerset([a,b,c]);
[[b, ¢, 6], [c, 6], [6], [c], [b, 6], [0, ], [0], []]
Csak akkor van kiilonbség a két adattipus alkalmazasakor, ha ismétlodo eleme-
ket tartalmaznak.
> powerset({a,b,c,c});
{{0, 6}, {b, ¢, 6}, {c, 6}, {b, ¢}, {b}, {c}, {6}, {}}
> powerset([a,b,c,c]);

[0, [d], [6], [¢, 6], [e, ], [e, ¢ 6], [b], [b, ], [b, 6], [b, ¢, 6], [b, ¢, c], b, ¢, ¢, 6]
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4.2.1. Részhalmazokat meghatarozé eljarasok

Sajat magunk is irhatunk fliggvényeket hasonlé problémék megoldaséra.

Az aldbbi eljaras egy lista i-edik elemétél kezd6dé allistdjat (részhalmazét)
hatarozza meg. Meghivésakor( allista(lista,i)) figyelembe kell venni, hogy az elsé
argumentum nem iires lista, a méasodik paraméternek pedig teljesitenie kell az
1 <= ini <= nops(lista) Osszefiiggést.

> allista := proc(list, ini) [ seq(list[i],i=ini..nops(list)) J:

end:

Warning, ‘i¢ in call to ‘seq‘ is not local

> allista([a,b,c,d],1);
la, b, ¢, d
> allista([a,b,c,d],2);
b, ¢, d]
> allista([a,b,c,d],4);
[d]
Egy lista listaihoz adott elemet rendel a kévetkezo eljaras.

> restart;

> Rendel := proc(elt, list) local temp, i: temp:=[]: for i from 1

to nops(list) do temp:=[ op(temp), [elt, op(list[i])] ]: od: temp:

end:

> Rendel(m, [[1,a],[2],[3,b,c],[4,d,x,y,x],[1]1);

[[m, 1, a], [m, 2], [m, 3, b, ¢, [m, 4, d, x, y, «], [m]]
> Rendel(a, [[b,c],[b,d],[c,d]l]);
[a, b, ¢], [a, b, d], [a, ¢, d]]

Az Telemu_ reszhalm(L,i) eljards meghivédsa esetén visszaadja az L lista Osszes
allistdjat (részhalmazét) amely i elemet tartalmaz. Adott tehat egy L nem iires
lista és i, ahol 1 <= i <= nops(L).

> TIelemu_reszhalm := proc(L, i) local n, j, eredm, temp:

n := nops(L):

if i=1 then

eredm:=[]:

for j from 1 to n do

eredm:=[op(eredm), [L[j1]1]:

od:

else

eredm:=[]:

for j from 1 to n-i+l do

temp:=Ielemu_reszhalm(allista(L, j+1),i-1):

temp:=Rendel (L[j],temp):

eredm:=[op(eredm) ,op(temp)] :

od:

fi:

eredm:

end:
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> TIelemu_reszhalm([a,b,c,d,e,f,gl,1);

[[a], [0], [c], [d], [e], [], lg]]
Az oOsszes részhalmaz kilistazasara szolgal az alabbi eljaras.
Megjegyzendo, hogy L ismét egy nem iires lista.

> Reszhalmazok := proc(L)
local n, i, temp, eredm:
n := nops(L):

eredm := []:

for i from 1 to n do

eredm:=[op(eredm) ,op(Ielemu_reszhalm(L,i))]:
od:

eredm:

end:

> Reszhalmazok([x,y,z]);
=], W], [2], [, v, [, 2], [z, ¥, 2]]

4.3. Halmazok particiéi

10. Ertelmezés. Halmazfelbontdson azt értyik, hogy a halmaz minden eleme a
szoban forgo részhalmazok kozil pontosan egyhez tartozik.

Néha szeretnénk egy kifejtett listat kapni egy halmaz 6sszes particidirdl, hogy
tudjunk bizonyos miiveletet végezni veliik (azaz a lista elemeivel, amelyek particiok).
Ezt teszi lehet6vé az alabbi eljards, amely az 1,2, 3, ....,n particidit listazza ki.

> particiok:=proc(n)

local P,A,B,C; option remember;

if n=1 then P:=[{1}];

elif n=2 then P:=[ {{1},{2}}, {{1.2}} 1;

elif n>2 then P:=[];

for A in particiok(n-1) do

P:= [ op(P), A union {{n}} ];

for B in A do

C:= ( A minus {B} ) union { B union {n} };
P:= [op(P), C ];

od;

od;

elif n=0 then P:= []; else P:=FAIL;
fi; RETURN(P) end:

Kiprébaljuk, hogy miikodik:
> for A in particiok(3) do print(A); od;
{{2}, 3} {1}}
{{2, 3}, {1}}
{{2}, {1, 3}}
{{1, 2}, {3}}
{{1, 2, 3}}
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4.3.1. Stirling- és Bell-féle szamok

A Stirling-szamok, amelyeket James Stirling (1692-1770) matematikus tiszteletére
neveztek el, kapcsolatban all a binomialis egytitthatokkal. Két tipust kiilonboztetiink
meg ¢és ezeket elso- és masodfaju Stirling-szamoknak nevezziik.

11. Ertelmezés. Az elséfaji Stirling-szdm (s(n,m) )azon lehetdségek szamdt jeldli,
ahogyan n elemet m ciklusba lehet elrendezna.

12. Ertelmezés. A masodfaji Stirling-szdm, amelyre az S(n, m)jeldlést hasznaljuk,
azon esetek szamat jelenti, ahanyféleképpen eqy n elemii halmazt m szami nemiires
részhalmazra fel tudunk bontana.

13. Ertelmezés. A Bell-szdm, B, azon esetek szdmdt jeloli, ahdnyféleképpen n
elemet részhalmazokba lehet szétosztani.

Legyen A egy n elemii halmaz. Az A halmaz Gsszes nem {ires particidinak szama
tehat a Bell-féle szam.

Maple-ben az els6-, illetve a masodfaju Stirling-féle szamok kiszamitasara rendre
a stirlingl() és a stirling2() fliggvényt hasznaljuk. Példaul egy hat elemii halmazbdl
képezett négy elemi részhalmazok szama a kovetkezoképpen is megadhato:

> stirling2(6,4);

65
A Bell-féle szamokat a bell() eljardssal kapjuk meg.
> bell(4);

15

Maple-ben koénnyen szemléltethetd, hogy a Bell-féle szamok nagyon gyorsan
nonek n egyre nagyobb értékeire.
> ’bell(8)’ = bell(8); ’bell(10)’ = bell(10); ’bell(20)’ = bell(20);
bell(8) = 4140
bell(10) = 115975
bell(20) = 51724158235372
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5. Grafok és fak

14. Ertelmezés. A G = (V, E) rendezett pdrt grifnak nevezzik, ha V egy nem
tres halmaz, E pedig e halmazbol képezheto pdrok egy halmaza.

AV halmaz elemeit a graf csicsainak (csomdpontjainak, szégpontjainak), az E
halmaz elemeit a graf éleinek nevezzik.

A Maple kiilon csomaggal rendelkezik véges grafok megszerkesztéséhez: a net-
work csomaggal. Ezt kell betolteniink amikor grafokkal akarunk dolgozni.
> with(networks);

[acycpoly, addedge, addvertex, adjacency, allpairs, ancestor, arrivals, bicomponents,
charpoly, chrompoly, complement, complete, components, connect, connectivity,
contract, countcuts, counttrees, cube, cycle, cyclebase, daughter, degreeseq,
delete, departures, diameter, dinic, djspantree, dodecahedron, draw, duplicate,
edges, ends, eweight, flow, flowpoly, fundcyc, getlabel, girth, graph, graphical,
gsimp, gunion, head, icosahedron, incidence, incident, indegree, induce, isplanar,
mazxdegree, mincut, mindegree, neighbors, new, octahedron, outdegree, path,
petersen, random, rank, rankpoly, shortpathtree, show, shrink, span, spanpoly,
spantree, tail, tetrahedron, tuttepoly, vdegree, vertices, void, vweight]

5.1. Grafok létrehozasa

Gréfokat megjeleniteni tobbféle utasitassal lehet. Erre 1éteznek a graph(), new(),
void(), complete(), cube(), cycle() és random() parancsok.

A new() eljaras olyan grafot hoz létre, amelynek nincs egy csicsa és egy éle
sem.

> Gl:=new():
Az elébbi gréafhoz cstcsot az addvertex(), élet pedig az addedge()fiiggvénnyel
rendeliink.

> csucsok:={A,B,C,D,E};
csucsok :={FE, D, 4, B, C}
> addvertex(csucsok,G1);
E D, 4, B, C
> addedge ({{A,B},{A,C},{B,C},{C,D}, {B,E},{D,E},{B,D}},G1);
el, e2, e3,e4,eb, eb, el
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A hurokél megadésa, példaul annak a ténynek az értelmezése, hogy a graf A-
ban hurokélet tartalmaz, a {A} jeloléssel torténik. Sajnos ez nem lesz feltiintetve
a rajzon.

[ranyitott grafokat szintén nem lehet szemléltetni rajzon, viszont az iranyitott
élek megadasanal az 6sszekotendd csiicsokat szogletes zardjelbe tessziik. Példaul a
[B,D] jel6lést hasznédljuk a B-bol D-be tarté irdnyitott él értelmezésére.

Az el6bbi graf esetén lekérdezhetjiik az élek végesticsait az ends()fiiggvénnyel.illetve
az élek neveit az edges()eljarassal.

> ends(Gl); edges(Gl);

{E, D}, {B, C}, {D, C}, {E, B}, {D, B}, {4, B}, {4, C}}
{€2, e3, ¢/, e5, e6,e7, el}

Gréfot kirajzolni a draw() utasitassal tudunk.

Esetiinkben a G1 gréaf a kovetkezoképpen szemléltetheto:

> draw(Gl); ®

€

2. abra. A G1 graf

Bizonyos mértékig sajat magunk is szabdlyozhatjuk az abra kinézetelét, ha a
draw() utasitdasban a Concentric vagy Linear opciét hasznéljuk.
> draw(Linear([A,B], [C,D,E]),G1);

1 E

©C

3. abra. A G1 graf a csticsok atrendezésével

Graf rajzoldsa a graph() segitségével:
:= graph( {1,2,3,4,5,6,7,8},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{5,6},{6,7},

7.80.(5.6) 15} {267
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> draw(G2); 3

7

4. abra. A G2 graf

Elore definialt grafok is vannak a networks csomagban, ilyenek példaul a Pe-
tersen graf, a szabdlyos sokszoggrafok (szabélyos tetraéder, kocka, oktaéder, do-
dekaéder, ikozaéder grafjai), vagy a teljes grafok. Ez utébbit a complete()fiiggvény
hozza létre.

A Petersen grafot a petersen() fiiggvény értelmezi és a kdvetkez6képpen néz ki:

2

5

5. dbra. A Petersen graf

5.2. Matrix-reprezentaciok

A networks csomag adjacency() és incidence() eljardsai hozzarendelik egy adott
grafhoz szomszédsagi és illeszkedési matrixait. A szomszédsdgi matrix minden
soranak, illetve minden oszlopanak egy-egy cstcs felel meg, 1-gyel jelolve, ha két
cstcs szomszédos (Gssze van kotve éllel), O-val, ha nem szomszédos. Az illesz-
kedési matrix oszlopai éleket, sorai pedig csicsokat reprezentalnak, -1-gyel jelolve
az iranyitott élek kezdopontjat, 1-gyel a végpontot, a tobbi esetben pedig 0 az
értékiik.

A G1 graf szomszédsagi és illeszkedési métrixa:

> adjacency(G1);
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_O 1 01 0_
10011
00011
11101
01110

Ha a graf nem irdnyitott, a szomszédsagi matrixa szimmetrikus lesz.
> incidence(G1);

(100100 0]
1010100
0000011
0101110
(0110001

Ha adott egy A négyzetes matrix, amelynek elemei nullakbol és egyesekbol
allanak, megrajzolhaté-e a graf, amelynek a szomszédsagi matrixa A-val megegye-
zik?

Az aldbbi eljaras létrehozza az A matrix ismeretében a csiicsok halmazat. Ha
n*n-es a matrix, a cstucsok halmazét 1,2, ..., n-nel fogjuk jelolni. A linalg csomag a
matrixokkal val6 miiveleteket tartalmazza. Benne taldlhat6 a matrix() fiiggvény is,
amely létrehoz egy kétdimenziés témbot, vagyis egy matrixot. A matrix sorainak
szamat a rowdim, oszlopainak szamat a coldim eljarassal hatarozhatjuk meg.

> with(linalg):

> szogpontok:=proc(A::matrix)

local L,i:

L:={}:

for i from 1 to rowdim(A) do L:=L union {i}: od: L; end:

> szogpontok(matrix(s,5,(0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,

0,1,0,1,01));

{1, 2, 3, 4, 5}

Az élek meghatarozasa végett megkeressiik a matrix azon elemeit, amelyek 1-
gyel egyenl6k. Ha példaul A(i, j) = 1, akkor az i,j élet hozzavessziik az L, kezdetben
ires halmazhoz.

> elek:=proc(A::matrix)

local L,1,j:

L:={}:

for i from 1 to rowdim(A) do

for j from 1 to coldim(A) do

if A[i,jl=1 then L:=L union {{i,j}}: fi:

od: od: L; end:
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> elek(matrix(s,5,[0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,

1,01));
{{2, 4}, {1, 3}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {2, 5}, {1, 2}}

> graf:=proc(A::matrix)

local G:

G:=new():

addvertex (szogpontok(A),G) :

addedge (elek(A),G):

G; end:

> draw(graf(matrix(5,5,[0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,
1,0,1,01)));

2

5

6. abra. Az A matrix ismeretében kapott graf

A szomszédsagi matrix, mint ismeretes, egy graf i-edik csucsatdl a j-edik csicsig
tartd n hosszisagi utak meghatarozasara is alkalmazhato.

Példaul az el6bbiekben emlitett G1 graf 20 hosszisagi (20 élbél allg) B és
C szogpontjai kozotti utak szdma (a Maple szerint) 592841526 (a harmadik sor,
méasodik oszlop eleme), még ha szabad szemmel az Osszest nem is latjuk.

> evalm(szomszed~20) ;

A grafok matrixszal valé reprezentalasa elonyos lehet, ha a graf bonyolult, sok

277284196
442198913
371738687
371745452

277280015

éllel rendelkezik.

A grafikus abrazoldsmoédhoz képest egy masik elony, hogy a hurokél vagy a
tobbszoros €l is reprezentalhatd, a matrixokbdl kiolvashaté.

442198913
705206824
092841526
092841526
442198913

371738687
592841526
498387035
498376089
371745452

371745452
592841526
498376089
498387035
371738687

277280015
442198913
371745452
371738687
277284196
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5.3. Grafok osszefiiggosége

15. Ertelmezés. Azt mondjuk eqy grafrol, hogy konex (dsszefiiggd), ha barmely
két csucsa kozott létezik ut. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy konexr komponen-
sek alkotjak.

A components() parancs segit megtalalni egy graf osszefiiggé komponenseit.
> G2:=new():
> addvertex({v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9},G2):
> addedge ({{v1,v2},{v1,v3},{v5,v6}, {v6,v7},{v7,v8},{v8,v9}},G2):
> components(G2) ;
{{vd, v6, v7, v8, v9}, {v1, v3, v2}, {v}}}
> draw(G2);

]

v

7. ébra. A G2 graf

A szomszédsagi matrixrdl is leolvashatd, hogy egy graf osszefiiggd vagy sem.
> adjacency(G2);

(01100000 0]
100000000
100000000
000000000
000001000
000010100
000001010
000000101
(000000010 ]|

Lathatd, hogy blokkatlos matrixot kaptunk. Ez azt jelenti, hogy a grafot 0sz-
szefliggd komponensek alkotjak.
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5.4. Euler-grafok

16. Ertelmezés. Az Euler-kir a grafnak olyan zdrt vonala, mely minden élét
és minden szégpontjat tartalmazza (a csucsokat tobbszor, az éleket csak egyszer
érintheti). Azt a grdfot, amely Euler-kort tartalmaz, Euler-grdafnak nevezziik.

Az alébbi eljérds (Euler) azon a tulajdonsagon alapszik, hogy egy izolalt pontot
nem tartalmazoé graf akkor és csak akkor Euler-graf, ha 6sszefiiggd és minden csticsa
paros fokszamu.

Ha adott egy graf, a degreeseq() eljaras kilistdzza a szogpontok fokszamat
novekvo sorrendben. Példaul:

> degreeseq(G2);

0,1,1,1,1, 2,2, 2, 2]

Az eljaras Maple kddja:

> Euler:=proc(G::graph)

local c,i,r:

c:=degreeseq(G) :

i:=1:

while i<nops(c)+1 do

if (c[i] mod 2)<>0 then i:=nops(c)+2:else i:=i+1:

fi:

od:

if i=nops(c)+2 then r:="Nem Euler-graf":

else r:="Euler-graf":

fi:

r

end:

Tesztelés:

> Euler(cycle(5));

,Euler-graf”

> Euler(complete((4)));

»,Nem Euler-graf”
> FEuler(Gl);
»,Nem Euler-graf”

Megjegyzés: Ahhoz, hogy a szogpontok sorrendjében irja ki a rendszer egy graf
fokszamait, igy jarhatunk el:

> L:=[op(vertices(G2))]; vdegree(L[1],G2);
L:=[v4, v5, v6, v7, v8, v9, vl, v3, V2]
0
> for i from 1 to nops(L) do
c[i] :=vdegree(L[i],G2):
od:
seq(c[jl,j=1. .nops(L));
0,1,2,2,2,1,2,1, 1
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5.5. Silyozott grafok

Ha a graf éleihez stlyokat akarunk rendelni (idét, tavolsagot vagy koltséget akarunk
megfeleltetni az adott éleknek), ez megoldhaté gy, hogy az addedge() parancs
weights opciéjat hasznaljuk.

> new(G3):

> addvertex({a,b,c,d,y,z},G3);

d,a, b, c y, z
- addedge([{a,b},{a,d},{b,c}, by}, {2}, {d,y}.{y.21,
weights=[4,2,3,3,2,3,1],G3);
el, e2, e3,e4,ed, eb, el
> draw(G3);

¥

8. abra. A G3 graf

Az eweight() fiiggvény visszaadja egy meghatérozott él silyat.
> eweight(e5,G3);
2

5.6. Feszitofak, minimalis hossziisagu utak

17. Ertelmezés. Eqgy dsszefiiggd, kirmentes egyszerd (huroél- és tobbszordasél-
nélkili) grafot fanak neveziink.

18. Ertelmezés. Egy G grdf feszitofdja egy olyan F fa, amely szogpontjainak hal-
maza megegyezik g szogpontjainak halmazdval, élei pedig G élei kozul valdk.

19. Ertelmezés. A graf feszitofajat minimalisnak nevezzik, ha az éleihez tartozo
sulyok osszege minimdlis.

A feszit6fa meghatarozasira a Maple a spantree() eljarast adja.
A Petersen-graf egy feszitéfaja a kovetkezdképpen néz ki:
> draw(spantree(petersen()));
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g 9

9. abra. A Petersen graf egy feszitofaja

Megtudhatjuk egy adott graf feszitéfainak szamét, ha a counttrees() fiiggvényre
hivatkozunk. Példaul:
> counttrees(petersen());
2000
A networks csomagban talélhaté a shortpathtree() eljaras. Eredményeképp meg-
kapjuk egy adott cstcstol a minimaélis hosszisagu utakat a tobbi csticshoz.
> draw(shortpathtree(petersen(),5));

4 3

8 9y

10. dbra. Minimalis utak a Petersen graf 5-6s csticsatol

Ha egy graf tetszoleges két szogpontja kozotti (az élek silyai szerinti) legrovi-
debb it hosszat szeretnénk meghatdrozni, akkor az allpairs() utasitést kell alkal-
maznunk.
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6. Linearis rekurziés egyenletek

Apnt4 — 4an+3 + 68n+2 - 4an—&—l +a,=0

20. Ertelmezés. Azt az egyenletet, amelyben az ismeretlenek eqy adott szamsorozat
Ty Tnik tajai, k-ad rendi rekurziv relacionak nevezzik.

A rekurzié megoldaséhoz kezddértéket kell megadnunk.
Maple-ben az rsolve() eljardst hasznéljuk a linedris rekurzids eljardsok me-
goldasdhoz.
Egyik legismertebb méasod-rendii rekurzids relacié a kovetkezo,amelynek me-
goldasa a Fibonacci-sorozat:
> fibonacci:=f(n)=f(n-1)+f(n-2);
fibonacci :=f(n) = f(n — 1) +f(n — 2)
Kezdéérteket adunk meg:
> kezdetil:=f(0)=0,f(1)=1;
kezdetil = £(0) =0, (1) =1
A megoldas zart formaban:
> megoldasl:=rsolve({fibonacci,kezdetil},f);
1 1 1 1
L VR g (5B
1-V5 1+V5
A sorozat generatorfiiggvényét is egyszeri megkapni.
> generatorl:=rsolve({fibonacci,kezdetil },f,’genfunc’(z));

megoldasl =

enerator] = ————
g —14 2+ 22

A Maple rendszer egy jo sajatsaga, hogy akar értelmezhetjiik is az eljarast,
amely kiszamitja a(n)-et.

> fuggvenyl:=rsolve({fibonacci,kezdetil },f, ’makeproc’):

Kiprobaléasa:

> fuggvenyl(3) ;fuggvenyl (4) ;fuggvenyl(5) ;fuggvenyl(6) ;

fuggvenyl(7) ;fuggvenyl(8);

Tt W N

8
13
21

A fuggvényl eljards az a(n) sorozat abrazolaséra is felhasznalhato.
> sorozatl:=seq([n,fuggvenyl(n)],n=0..15);

sorozatl =0, 0], [1, 1], [2, 1], [3, 2], [4, 3], [5, 5], [6, 8], [7, 13], [8, 21], [9, 34],
10, 55], [11, 89], [12, 144], [13, 233], [14, 377], [15, 610]
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> plot([sorozatl],style=point,symbol=diamond,title="Fibonacci
sorozat",color=blue);

Fibonacci sorozat

600 -
500

400

200

100

A linedris,homogén rekurzids egyenlethez karakterisztikus polinomot rendel-
hetiink.
Az alabbi eljaras ezt a polinomot hatarozza meg.

> karpol:=proc(egyenlet,a,n,rang,valtozo)
local k,sor;
sor:=seq(a(n-k)=valtozo” (rang-k) ,k=0..rang) ;
subs (sor,egyenlet) ;

end:

Ellenorizziik le a fibonacci nevu egyenleten.
> karpol(fibonacci,f,n,2,z);
2 =z+1
Akar valds,akar komplex gyokkel rendelkezik a rekurziés egyenlet, a fent emlitett
modon hatarozzuk meg a megoldasat.
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