1.

Szeminarium
1. Igazoljuk az aldbbi egyenlétlenségeket:

(a) A szémtani, mértani, harmonikus kozép kozotti kapcsolat:

1+ ... +x, n

max {zy,...Tp2————> "$1~~=’Cn2—1 > min {zq,...

n 1
€ T

n 2 n n
(b) Cauchy-Bunjakovski-Schwarz: (Z xlyz) <Y a? Y y?
i=1 =1 =1

2. Hatéarozzuk meg: sup H,inf H, max H, min H (ha léteznek).

(a) H{:L, nGN}
(b) H={V/n+1-yn, ne N}

3. Adjunk példat korlatos sorozatra, amely divergens.

4. Adjunk példat konvergens sorozatra, amely nem monoton.

5. Adjunk példat konvergens sorozatra, amely nem korldtos. (nem létezik)

471/
6. Adott az a,, = T-3.4° sorozat.
(a) monoton-e?
(b) korldtos-e?
Szeminarium

1. Hatarozzuk meg, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat elemei a
hatérérték adott € sugari kornyezetébe?

n+2

(a) an:m,€:10_3
(=1)" -
b) ay = —10-2
(b) an 3+n+2,€ 0
1-243—44-.-—2
(¢) an = ks * n e —0,001

1+2+34-+2n

2. Vizsgéaljuk meg a kovetkezo sorozatokat monotonitas és korldtossag szem-
pontjabdl. Hatarozzuk meg a sorozatok hatarérékeit is.

n+1
n

(a) an =



b) an =

(b) a n+2

(©) an = (~1)" - =

an = 2n?

5n — 2

(d) an = 55,
3n+1_1

(e) an = —5—
57l

(f) On = qn—2

® o= (%)

3. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 sorozatokat konvergencia szempontjabél. Hatarozzuk
meg a sorozatok hatarérékeit is.

(a) a :n2+2n—3
" 5 — 2n?

(b) a, = 14+---+n
2n —3

3 n
n — 1 o
© an= (14 52)
(d) an=vIN2+2n—1-3n

3. Szeminarium

1 1 1
+ S -
VnZ+1 VnZ+2 vn2+n

1. Adott az aldbbi sorozat: a, =

Hatarozzuk meg:

(a) a1 =7,a2 =7,a3 =7

(b) lim a, =7 (fogd alkalmazssa)

n—oo

2. A monoton és korlatos sorozatok konvergencia tételét alkalmazva, igazol-
n

juk, hogy a,, = n—Q konvergens.

(nl)

1
3. Legyen a >0, a, = = <an_1 +
2 (np—1

konvergens és lim a, = \/a.
n—oo

) ; ag > 0. Igazoljuk, hogy (an),cy

4. Igazoljuk a hatdrértékek létezését (Cauchy kritériuma):

cos T n cos 2z T cosnw
3 32 3n

(a) An =



1 1 1

1 1
5. Cauchy kritérium segitségével mutassuk ki, hogy az a, =1+ 3 44—
n

sorozat divergens.

6. Sorozatok hatdrértékének kiszamitésa, példdk hatdrozatlan esetekre (0-0co,
00
—, 00 — 00, a®):
00

1
b) I = . 3n?
<>n£20(n ”)
. 1
© Jim (53n)
3n?+2n+1
d) li

n+1\"
1
() ngg()( o™
3n— 1\
h) i
<>n5r;o( 3 )
3
oo (20 +3n—1\"
(i) fim, (snan)

4. Szeminarium

1. Hatarozzuk meg az a, = /1P + 2P + ---nP; p > 1 sorozat hatérértékét
(fogd).
4204 +nl

2. Adott az a,, = -, n € N.Szdmitsuk ki:
(2n)!

(a) ai,as,as =7
(b) lim a, =7 (fogd)

n—oo
3. Hatarozzuk meg a lenti sorozatok hatarértékeit:

3" 4 5"

(@) an = ooy =



B VnZ4n+1-—-2vVn2—n+1

b) an
(b) a —
1 1 1
(C) an—1+§+2—2+~~-+27
3n+2\"
d) an =
(d) a <3n—|—3>

4. Szamitsuk ki a Cezaro-Stolz tétel segitségével (illetve annak kévetkezményeivel)
az alabbi hatarértékeket:

14 +20 4344 0t

n—oo N
1 b 2+ b
© lim a+ Jra\er ay/n +
n—oon |c+d  e/24d cy/n+d

5. Szeminarium

1. Igazoljuk definicié szerint az alabbiakat:

2n —1 2

lim 2~ _ 2

(a) Jfim 277 =3
n? + 2 1

(b)

im —— = -
n—oo 3n2 + 1 3

2. Cauchy kritérium segitségével mutassuk ki, hogy az alabbi sorozatok kon-

vergensek:
1 1 1 1 nt1 1
S -1 -
(a) an 2 3715 =0T
(b) __ sinx n sin 2z n n sin nx
=9 22 on

3. Cauchy kritérium segitségével mutassuk ki, hogy az a,, =

Sl
Sl

1
-+ —= sorozat divergens.

NG

4. Alkalmazzuk Cezaro-Stolz tételét az aldbbi sorozatok hatirértékeinek kiszdmitdsidhoz:



= o
1 1
Lt gtgto+
(b) an = 1
n
1+t
©a VBT
n \/ﬁ

6. Szeminarium

1. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 sorok természetét:

(a) Osszehasonlitasi krit.: > —; Y —
n=1n" n=1 V"N
(b) hényados krit.: nzz:l o n§1 o 2
2
Okkrit.: : -
(c) gyokkri n§::1 <n+1) ; g::l E nzz:l (3n+1>
(d) Leibnitz krit.: 3 (—1)1+1 1 S (1)
z . — . — _
n=1 2n —1 ’ n=1 {L/ﬁ

2. Szamitsuk ki az aldabbi sorok Osszegét:

Sl

n=1

NgE

(a)

7. Szeminarium

1. Vizsgaljuk meg az aldbbi valtakozd elGjelii sorok természetét:

(_1)n+1

=
e
N
3
1
:

(_1)n+1

G
e
S
S
1
:

©
8
T

3{\:

+

[N}

3
Il
i

2. Melyek konvergensek a lenti sorokbol?

[ele] 7”

(2) 2 Tagw



S
'

N
3

=
118

3
Il
-
0]
3

3n+1
(2n +1)57
(n+1)127
32n

©
18

3
Il
N

&
118

3
Il
-

as n
3. Abszolut feltétel k - 1) ?
szolit vagy feltételesen konvegens-e a ngl( ) B2 13 sor

oo 1
4. Hatdrozzuk
atarozzuk meg a ngl 2n—-1)2n+1)

sor Osszegét.

8. Szeminarium
1. Definici6 szerint igazoljuk:
(a) lirr12(ac2 -3z+3)=1

(x4 1)?
() dim ey =1
(c) P lim (1 — cosz)expx

x
(d) iﬂlimlefcfl

2. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

10 — 2z T+ /T +z I V1+sinz — /1 —sinzx
- im

Dlim ———— h. I .
& et ba? — Tz +10 b Vo +1 Rl x
sin Hx . .. €xXpoxr —exp3x . sin2z\ ' "
b. lim i lim ———— p. lim
r—1 x z—0 €T z—0 xT
2
. Inz i exp 4% — 1 I 2 +2\"
c. lim Clim ———— . lim [ ———
P I T o2 o \22 1
-1 2 2
d. lim — k. lim 2% v lim [ —F
r—1 " — 1 x—0 ‘IE| T— 00 3 +x
3720 3 +1 ooz —1 V2 =22 4+6—-V22+2:—6
e. lim ———— l. lim s. lim
z—o0 21220 — 14 1 5 z—1 " —1 z—3 22 —4x +3

. . 222 + 1 . JrT—Va+Vr—a
2+l (22 — 2 —2)%0

. 2 _ M - M
g. mlirrolox(\/z +1 x) n. JIELmI P B—) u. iL»H12 (29— 122 1 16)10




9. Szeminarium

1. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:

: 1
(a) alclirb zsin —

1— 3
(b) lim —— =

z—0 xsinx

(¢) lim Vitz-1

z—0 xT

(d) lim 2-vz-3

z—7 2— — 49

sin” ax
1
(e) lim ——

.o 22+ 27
sin® ———

im — 2
(®) ili% x?

Coxt—1
(8) :11—>mlx371

In(z? +x+1)

h) 1
()xLH;o 1'8—x+8
oo x? — 2z
(®) achmZxQ—élx—Hl
G) lim Vi+z—+1+43x
J x—0 X
T
1 —sin—
. sm2
(k) lim

z—m (m— )2

2. Vizsgéaljuk meg az aldbbi, a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvények

folytonossdgat:
x
——, hax #1,
(a) f(z)=4q 1—=
—1, hax=0
sinx
——, haz #0,
(b) flx)=1q 2]
1, haz=0

3. Az a paraméter fiiggvényében tanulményozzuk az aldbbi fiiggvények foly-
tonossagat:

W 5102 — R g ={ el



vVe—2-1

7ha’m€[273)
(b) f:[2,4] — R, f(a)= =3
?"‘g, ha$€[3,4];

. Hatéarozzuk meg az paraméter értékét gy, hogy létezzen a fliggvény hatarértéke
1-ben:

-1
7‘5%116@ ), haz <1
Fz) = sin 2(x — 1)
= 4a
a?+ ——— 44, hax > 1;
exp(z — 1)

Szeminarium

. Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenletek rendelkeznek gyokokkel a megadott
intervallumon:

(a) 27 =23, (1,2);(9,10)
(b) > -1)2" =1, (1,2)

. Igazoljuk, hogy alabbi fiiggvények Darboux tulajdonsaguak:

4r —1; ha z € [0,1]
(a) f: [0,3] — R, f(I) = ;E_—ll; ha z € (1,3]5

M haze[-1,0)
X

1—2?% haze[0,1];

(b) f:[-1,1] — R, f(l")Z{

x+1
x2+1

. Irjuk fel az érinté egyenletét az x¢ = 1 pontban az f (x) = figgvényhez.

. In(1+42z), haze (1,0
. Igazoljuk, hogy az f : (f%,Jroo) — R, f(x)= { (2:(; ha)x € (0 +E>o)2 )
derivalhato.

. Hatdrozzuk meg a paramétereket ugy, hogy az f : R — R, f(z) =

{ a+b, hazr <0

1 .y . .
x Chaz>o0; derivalhato legyen
2241

. Vizsgaljuk meg, hogy derivalhaté-e az

2+ 52+ 2, haz € (0,2
:(0,00) — R = fiiggvény?
(a) f:(0,00) , f(x) gx+z, ha 7 € (2, 00); liggvény
8 4
, _ In®z, ha z € (0,¢] L,
(b) f:(0,00) — R, f(z)= { 4+ b, ha z € (e, 00); fiiggvény?



7. Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

2
2
(a) lim & =7

r—2 — X
y—4 Y

sin zy

. 23 4P
2 2
z—0 X
y—0 Tty
. zy
im ———
z—0 2 2
e
a2 y?
(e) hm2 T2
x X
y—1i Yy

Tty

8. Vizsgaljuk meg az f : R> — R, f(x,y) =< a2+y2’
0; (z,y) = (0,0)

folytonossagat az origdban.

11. Szeminarium

1. Ervényesiil—e Rolle-tétele az alabbi fiiggvényekre:

2
x —1?
2 41

®b) fo[-L1— R, [f(z)=

x, ha z € [1,2]

22
Z—i—l, ha z € (2, 3];

2. Alkalmazhaté-e Lagrange tételeaz f: [1,3] — R, f(x) = fiiggvényre?

3. Szamitsuk ki a 'Hospital szabaly alkalmazasaval a lenti hatarértékeket:

. x4z —2
(8) lim —5—5—
(b) Tim expx —exp(—x) — 2z
z—0 T —sinx

In sin 2x

z—0 Insinz

.132

(d) lim

Tr— 00 eXp.T
Tz +Inx

I
(e) acggo z—Inx



12.

13.

Fejtsiik Taylor sorba a kovetkezo fliggvényeket:

Vizsgaljuk meg az f(z) = exp (a: —

1
5 ) fliggvényt monotnitds szempontjabodl
x

az értelemzési tartomanyén.

Vizsgdljuk meg az f(z) = va2? — 1 fiiggvényt konvexitds szempontjdbdl
az értelemzési tartomanyén.

Szeminarium

. Bizonyitsuk be, hogy az f(z,y) = In (x2 + zy + y2) fliggvény teljesiti az

Lo L of
('h +y— oy = 2 egyenletet.

. Egy cég kétféle terméket gyart, naponta x és y mennyiségben.A profit-

fiiggvény f(x,y) = 160z + 120y — 322 — 2zy — 2y — 18. Hatdrozzuk meg
x és y értékét ugy, hogy a profit maximaélis legyen.

Osztélyozzuk az aldbbi fiiggvények stacionarius pontjait:

(a) f:R? — R, f(x,y)=zyln(z? +y?)
(b) f:R> — R, f(x,y :zy+;+f
(c) f: R* — R, f(,
(d) f:R* — R, f(,

Szeminarium

. Definicié szerint szdmitsuk ki:

r T 2

() £2(5.0) és f (5. 5) ba flwy) = Vo o+ sin”y

’

(b) f.(1, §)és fy(l,O)7 ha f(x,y) = expsinzy

S (wy) # (0,0)
- e :L., y b
Igazoljuk, hogy az f(z,y) = Va2 +y? fiiggvény
0, (x,9)=1(0,0)
folytonos és az origéban rendelkezik parcialis derivaltakkal, de nem dif-
ferencidlhaté ebben a pontban.

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények parcidlis derivaltjait:

10



4.

14.

() F(z.) = exple — 3?)
(b) f(x,y) = (2% + y?) arctan g, y#0

¢ z,y, 2) = exp(z? + y?) sin? 2
(c) flz,y,2) p(z® +y
(d) f(z,y,2) =Inz¥y*z", 2 >0,y > 0,2 >0

Hatarozzuk meg az els6 és masodrendii differencidljait a kovetkez6 fliggvények
esetén:

(a) f(z,y) =expxcosy
(b) flz,y,2) = zyz

Alkalmazva Taylor képletét (mdsod rendfl), szdmitsuk ki a /1,03 - /0, 98
szam megkozelitd értékét.

Szeminarium

. Legyen z = In(u® +v); u= e"“yQ; v=2a%+y.

Szémitsuk ki o =2, 2% _
zémitsuk ki = =7, oy

. Hatédrozzuk meg az f(z,y) = zy(a—x —y); a > 0 fliggvény szélséértékeit.

Tanulmdnyzzuk az f(x) = 2cosz+e* + e~ fliggvény széls6értékeit, majd
igazoljuk, hogy 2cosx + e + e~ % > 4.

. Vizsgdljuk meg az x = 0 pont természetét az:

(a) f(z) =2° —In’(1+2),
(b) f(z):Sinzfor%f%,
(©) f@)=e"—In(14+2)—1—a2+ 2

fliggvények esetén.

Abrézold az f(z) = (-2)° fiiggvényt.

2

11



