1.

Szeminarium

1. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenloségeket:

(a) AUBNC)=(AUB)N(AUCQ)
(b) AUB=ANB

(c) ANB=AUB

(d A—(BUC)=(A—-B)n(A-0C)
() A—(ANnB)=A-B

2. frjuk fel a kovetkez6 halmazok Descartes-szorzatat:
(a) A= {17273} B = {475}
(¢) A=[1,3] B=][-1,2]

3. Legyen FE egy adott pillanatban Eurépaban életben levo emberek halmaza.
Mit mondhatunk el a kovetkezo reldcidkrél?

= {(a,b) € E x E | aés b hazastarsak}

)
)
(c) Q:={(a,b) € E x E | aés b egy varosban laknak}
) .
) X :={(a,b) € E x E | a egy napon sziiletett b-vel}?

4. Vizsgaljuk meg a lenti reldciokat:

(a) {(a,b) € Zx Z : |a—b| paros}
(b) {(a,b) € Zx Z : |a— b| paratlan}
(c) {(a,b) € N x N : alb}

(d) {(a,b) € Zx Z : alb}

(e) {(a,b) e Rx R : a®>+b* =1}

) {a+ibeC : |a|=1b|}

5. Az aldbbi fiiggvények koziil melyek injektivek, illetve melyek sziirjektivek?
(a) f:R— R, f(x)=2a3

(b) f: R— RTU{0}, f(z)=2a"
(c) f: RTU{0} — R, f(z)=2a3

6. Dontstik el, hogy az alabbi fiiggvények koziil melyek invertalhaték. Azok-
ban az esetekben, mikor invertalhatd, hatarozzuk meg az inverz fliggvényét.



(a) f:R— R, f(x)=22x+1
(b) f:R— R, f(z)=a?
() f:R\{0} — R, f(r)=~

@ fiB\{-1} — R fo)= 1

g
. Legyen P = M 7, N, f injektiv, f o g = f o h. Igazoljuk, hogy g = h.
h

(injektiv fliggvénnyel lehet balrdl egyszertisiteni)

g
. Legyen M SN =3 P, f sziirjektiv, go f = ho f. Igazoljuk, hogy g = h.
h

(szuirjektiv fiiggvénnyel lehet jobbrol egyszertisiteni)

Szeminarium

. Legyen H a sikbeli haromszogek halmaza. Tekintsiik a kovetkezd relaciokat:

(a) =:={(a,b) € H x H | a kongruens b-vel}
(b = {(a,b) € H x H | a hasonlé b-vel}

= {(
(

o

)
(c) a,b) € H x H | aés b keriilete egyenld}
d)

(e)

{ a,b) € H x H | aés b teriilete egyenlé}

P\“PT
i

(
= {(a,b) € H x H | aées b legalabb egyik szoge egyenl6}

Homogének? Ekvivalencia relaciok?

. Legyenek M és N véges halmazok, |[M| = |[N| =mn, és f: M — N egy

fliggvény. Igazoljuk, hogy az aldbbi tulajdonsigok egyenértékiiek:
(a) i f injektiv

ii. f sziirjektiv

iii. f bijektiv

. Adjunk ellenpélddkat az elébbi feladathoz:

(a) injektiv, de nem sziirjektiv fiiggvényre, amely értelmezési és értéktartomdnya
megegyezik;

(b) sziirjektiv, de nem injektiv fiiggvényre, amely értelmezési és értéktartomédnya
megegyezik.

. Adott a kovetkezd bels6 miivelet R-en, * : R — R, xxy =x+y —

zy, Va,y € R.



.AdottazM_{<

. Legyen A = (

(a) Igazoljuk, hogy asszociativ, kommutativ, létezik semleges elem.

(b) Hatdrozzuk meg az invertalhaté (szimmetrizalhat6) elemeket.

. A [0, +00) halmazon tekintjiik a kdvetkez6 miiveletet, o : [0, +00) %[0, +00) —

[0,400), zoy=+/22+4+y% Va,y<l0,+x).

(a) Igazoljuk, hogy asszociativ, kommutativ, létezik semleges elem.

(b) Mutassuk ki, hogy a valds szémok szorzdsa disztributiv a fenti miiveletre
nézve: Va,y,z € [0,400), z(yoz)= (zy)o (zz).

(¢) Hatdrozzuk meg z-et 1igy, hogy 2 o x = 3.

Szeminarium

1 n

01 ) |n € Z} halmaz. Igazoljuk, hogy

(a) M a matrixok szorzdsaval kommutativ csoport
(b) (M,-) = (Z,+).

. Igazoljuk, hogy a (Z,+) és a (@, +) additiv csoportok nem izomorfak.

. (Z,4) részcsoportjainak jellemzése. Legyen n egy tetszbleges természetes

szadm, és jeloljik nZ = {nk | k € Z}. Igazoljuk, hogy:

(a) nZ egy részcsoportja a (Z,4) aditiv csoportnak;
(b) (Z,+) barmely részcsoportja nZ alaku.

Szeminarium

. Legyen (G,-) egy csoport. Igazoljuk, hogy a Z(G) = {a € G | ax =

za, ¥V x € G} normélis részcsoportja G-nek. Ezt a csoportot a G cent-
rumanak nevezziik.

. Legyen (G,-) és (H,x) két csoport, f : G — H egy csoportmorfizmus.

Igazoljuk:

(a) Ker f <G
(b) Im f < H

| ) € My (K).Igazoljuk, hogy((A),-) = (Z,+).

S =

0 1

. Legyen A = ( 10 ) € My(K), B= < _01 _11 ) € My (K). Iga-

zoljuk, hogy :



Szeminarium

. Legyen (G, -) egy végtelen ciklikus csoport. Igazoljuk, hogy:

(a) ha n # k akkor z" # z*
(b) G={...,2 2z 1,2,22%,...}
(C) (Gv ) = (Z7 +)

. Legyen (G, ) egy véges ciklikus csoport (o(G) = n). Igazoljuk, hogy:

(a) hak #16s0<k, [<n,akkor z¥ # 2!
(b) G ={1,x,2%, ..., 2" 1}
(c) (G,+) = (Zn,+)

. Adottak az (R, +) és (C*, -) csoportok, valamint egy f : R — C*, f(x) =

cos 27x + 1 sin 2mx.

(a) Igazoljuk, hogy f csoportmorfizmus.
(b) Hatdrozzuk meg: Ker(f)-et és Im(f)-et
(c) Mutassuk ki: R/Z ~ ({z € C, |z| =1},)

Szeminarium

. Legyen a,b € R; fop: R— R; fop(x) = ax + b, valamint

G = {fa,b | G'#O}
H = {faola#0}
N = {fis|beR}

Igazoljuk, hogy:
(a) (G,-) csoport;

b) HLG, HLG
(¢) NIG; G/N~(R*,")

. Igazoljuk, hogy ha n és m relativ primek, akkor az Z/nZ x Z/mZ direkt

szorzat izomorf a Z/mnZ aditiv csoporttal.



7.

Szeminarium

. Legyen (G,-) csoport, & € G. Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényt: t, :

e; m=20
Z— G, ty(m)= ™ m >0 .Igazoljuk:
(:U_l)_m; m <0

(a) t, csoportmorfizmus
(b) = véges rendii (n # 0) akkor és csakis akkor, ha Ker t, = nZ

(¢c) Ha x,y € G akkor zy és yx azonos rendii.

Legyen S3 az {1,2,3} halmaz permutéciéinak csoportja. Jelolje H azon
permutaciok halmazat, amely a 3 elemet valtozatlanul hagyja.

(a) Igazoljuk, hogy H < S3; H ~ S
(b) Hatdrozzuk meg Ss faktorhalmazait H-ra nézve.
(c) Igaz-e, hogy H < S3?

Legyen G egy Abel-féle csoport. Igazoljuk, hogy Hom(Z, G) ~ G.
Igazoljuk, hogy End(Q) ~ Z.

Szeminarium

. Igazoljuk, hogy Q(v/2) = {a +bv2 | a,b € Q} kommutativ test.

. Igazoljuk, hogy (Z,, ) kommutativ test akkor és csakis akkor, ha n prim.

Legyen d egy négyzetmentes egész szam. Igazoljuk, hogy a Z [\/&] gytlri
m n

izomorf az
dn m

i m,n € Z alaki méatrixok alkotta gytirtivel.

Tekintjitkk a kovetkez6 alakid métrixokat: r 2y 3y ; x,Y €
2y T —2y
Q.

(a) Igazoljuk, hogy ezek halmaza (jeloljik K-val) testet alkot a matrixok
Osszeadasara és szorzasara nézve.

(b) Mutassuk ki, hogy K ~ Q[v/10] testtel.



9. Szeminarium
1. Legyen d egy négyzetmentes egész szam. Igazoljuk, hogy:
(a) (Q[\/&},er) < C (résztest)
a b
(b) M_{( b ) |a,beQ}_Q[\/&].

2. Legyen (A, +,-) gylrt,
R = My(A)

r={x=(
;= {x—(

(a) I jobboldali idedlja R-nek;
(b) J baloldali idealja R-nek.

Igazoljuk, hogy:

10. Szeminarium

1. Legyen (K,+,-) test, ahol K = {0, 1, a, b}. Igazoljuk, hogy

(a) ab=1=1ba
(b) a®>=b
() 1+1=0

2. Spircu: 194/IV.23
3. Spircu: 194/1V.24

11. Szeminarium

1. Spircu: 194/IV.38

2. Linedris fliggetlenséget, illetve fliggéséget vizsgalunk, ha fennallhat, akkor
leellendizziik, nem alkotnak-e bazist:

(a) v1=(1,2,-4); v2=(0,1,1); vz = (1,4,-2)

(b) v1 =(1,0,0); va = (0,1,0); vs = (0,0,1); vqg = (1,2,3)
(c) v1 =(1,2,-1); va =(3,2,1)

(d) v1 =(1,1,0); v2 =(1,0,1); v3 =(0,1,1)

U1

U1



3.

12.

13.

Legyen V egy 4-dimenzids valds vektortér, B = {x1, x2, 23,24} pedig egy
bézisa, és y = 2x1 + xo2 — 3x3 + 4. A bézisban kicseréljik az zi-et y-ra.
Hatéarozzuk meg a v = x1 + 2x9 + x3 — 3x4 vektor koordinatavektorat az
4j B = {y, x2, x3, x4} bazisban.

Szeminarium
. Legyen V egy 4-dimenzids valds vektortér, B = {x1,x2,23,24} pedig
egy bdzisa. Tekintsik a W = {yi1,y2,ys} vektorrendszert. A vekto-
1
s L. , -1
rok koordinatdi az adott bazisra vonatkozodlag: y; = 9 ;Yo =
0
-1 3
2 —4 P o . N
9 | Y= 6 . Ellenérizziik le, hogy W linedrisan Osszefiiggd
3 -3

vagy linedrisan fiiggetlen rendszer?

. Allapitsuk meg, hogy az Rs[t] vektortér (a legfeljebb 3-ad fokd valds

egyiitthatés polinomok tere) p(t) = —t + 3t2 + 2t3 vektora kompatibilis-e
aq(t) =1—t qt) =1-12 g(t) = 1+ t> vektorok rendszerére
vonatkozoéan?

A kislanyom, Anna négy éves kordban nagy pénzgytijto volt. Természetesen
a papirpénzek mellett szdmos fém pénzérmét is Osszegyijtott. A teljes kol-
lekcigja 48 darab érmét tartalmazott, és értéke 160 Ft volt. Gylijteményében
legtobb az 1 Ft-osok szama volt. 2 Ft-os viszont 10-zel kevesebb volt, mint
1Ft-0s. A 10 Ft-osok, 5 Ft-osok és 2 Ft-osok szdma Osszesen is 5-tel keve-
sebb volt, mint a gytjteményében levé 1 Ft-osok Osszértéke. Azt tudjuk
még, hogy 1-gyel tébb 10 Ft-osa volt, mint 20 Ft-osa. Allapitsd meg, hogy
Anna négy évers kori pénzérme kollekciéja milyen Osszetételil!

Szeminarium

. R%-ben adottak a

(1,0,0,1),
(2,1,3,1),
(1100)

v4—( 1)

vektorok. Igazoljuk, hogy bézist alkotnak. Adjuk meg a v = (0,0,0,1)
vektor koordinatdit ebben a bézisban.



2. Igazoljuk, hogy f : R? — R3; f(x1,72) = (21,371 — 72,271) linedris
leképezés.

3. Legyen az f: R® — R3
f(l‘l, To, I3) = (—xl + xo + 2x3, 311 + 329 + 43,221 + T2 + 2$3)
linearis leképezés.

(a) Igazoljuk, hogy f izomorfizmus.
(b) Hatérozzuk meg f~1(0,0,0)-t és f~1(1,5,2)-t.

4. Legyen a V valds vektortér egy bdzisa a V = {1, x2, x5} vektorrendszer
és az A linedris transzforméacié métrixa ebben a bézisban legyen

1 0 1
A= 0 1 -1
-1 -1 1

Hatédrozzuk meg az f matrixét a V' = {y1,y2,y3} bazisban, ahol
Y1 =21 + 222 — T3,
Yo = T2 + T3,

Y3 = 21 + T2.

14. Szemindarium
1. A mult heti 3. feladat megoldasa elemi bézistranszforméciéval. (mdtrix
inverzének meghatdrozasa elemi bazistranszformacival)
2. Legyen a T : R3 — R? linedris transzformdcié gy, hogy
T(ex) = (1,1, 1),
T(e2) = (0,1,0),
T(e3) = (0,1,0).
ahol B = {ey, e2,e3} a kanonikus bézis.
(a) Szamitsuk ki T'(u)-t, ha u = (1,2, 3).
(b) Hatdrozzuk meg a T linedris transzformdacié matrixdt a
B ={e) =(1,0,0); ey = (1,1,0); e = (1,1,1)}
bazisban.
(¢) Szédmitsuk ki KerT-t és Imf-et.

3. Hatérozzuk meg a T : R? — R? linedris transzforméaciot gy, hogy T'(v;) =
wy; 1 = 1,3, ahol

v =(2,3,5), w =(11,1)
V2 = (Oa 172)7 Wz = (17 1a _1)
U3 = (15070)7 w3 = (27 172)



