
1. Probleme

P 0.1 S¼a se arate c¼a funçtia f : [0;+1[! R de�nit¼a prin f (x) =
p
x;

oricare ar � x 2 [0;+1[; este continu¼a în punctul x = 1:
Rezolvare. Fie (xn)n�1 un şir de puncte din [0;+1[ convergent c¼atre
1: Pentru �ecare n 2 N� avem

0 � jf (xn)� f (1)j = jpxn � 1j =
jxn � 1jp
xn + 1

� jxn � 1j :

Deoarece şirul (xn) converge c¼atre 1; în baza teoremei , deducem c¼a
şirul (f (xn))n�1 converge c¼atre f (1) : Rezult¼a c¼a pentru orice şir (xn)
convergent c¼atre x0 = 1; şirul (f (xn)) converge c¼atre f (1) : Aşadar
funçtia f este continu¼a în punctul x = 1:

P 0.2 S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii sunt continue în punctele x0
indicate:

a) f : [0;+1[! R de�nit¼a prin f (x) =
p
x; oricare ar � x 2 [0;+1[; x0 = 4;

b) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = x2; oricare ar � x 2 R; x0 = 1;

P 0.3 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x dac¼a x este ra̧tional

�x dac¼a x este ira̧tional,

este continu¼a în punctul x = 0.

P 0.4 S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii f : R! R, nu sunt continue
în punctul x = 0:

a) f(x) =

(
cos(1=x), dac¼a x 6= 0
0, dac¼a x = 0;

b) f(x) =

(
sin(1=x), dac¼a x 6= 0
0, dac¼a x = 0;

c) f(x) =

(
1� x, dac¼a x este ra̧tional

x, dac¼a x este ira̧tional.

P 0.5 Folosind criteriul cu " şi � s¼a se arate c¼a funçtia f : R! R
de�nit¼a prin f (x) = x2 + 2x � 3; oricare ar � x 2 R este continu¼a în
punctul x = 2:

1



2

Rezolvare. Metoda 1. Pentru �ecare x 2 R, avem
jf (x)� f (2)j = jx� 2j jx+ 4j :

Fie � > 0 şi x astfel încât jx� 2j < �; atunci jxj � jx� 2j+2 < �+2
şi deci jx+ 4j � jxj+4 < �+6; prin urmare jf (x)� f (2)j < � (� + 6) :
Pe de alt¼a parte, dac¼a " > 0, atunci inegalitatea t (t+ 6) < " este

veri�cat¼a de orice t 2] � 3 �
p
9 + ";�3 +

p
9 + "[: De aici deducem

c¼a pentru �ecare num¼ar real " > 0 exist¼a un num¼ar real � = �3 +p
9 + " > 0 cu proprietatea c¼a oricare ar � x 2 R cu jx� 2j < � s¼a

avem jf (x)� f (2)j = jx� 2j : jx+ 4j < � (� + 6) < ":
In baza teoremei ?? (criteriul cu " şi �) funçtia f este continu¼a în

punctul x = 2:
Metoda 2. Observ¼am c¼a pentru �ecare x 2]1; 3[; echivalent cu

jx� 2j < 1; avem jx+ 4j � jxj+ 4 < 7 şi atunci
jf (x)� f (2)j = jx� 2j jx+ 4j � 7 jx� 2j :

De aici deducem c¼a oricare ar � num¼arul real " > 0; alegând � =
minf1; "=7g ob̧tinem c¼a � > 0 şi oricare ar � x 2 R cu jx� 2j < �;
avem

jf (x)� f (2)j � 7 jx� 2j < 7� � ":

In baza teoremei ?? (criteriul cu " şi �) funçtia f este continu¼a în
punctul x = 2:

P 0.6 Folosind criteriul cu " şi � s¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii
sunt continue în punctele x0 indicate în dreptul �ec¼areia:

a) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = x2 + 2x� 3; oricare ar � x 2 R;
x0 = 2;

b) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = x2 � 3x; oricare ar � x 2 R;
x0 = 0;

c) f :]0; 2[! R de�nit¼a prin f (x) = 1=x2; oricare ar � x 2]0; 2[;
x0 = 1;

d) f :]0; 5[! R de�nit¼a prin f (x) = (x� 1) = (x+ 3) ; oricare ar �
x 2]0; 5[; x0 = 2

P 0.7 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x2 + 1, dac¼a x este ra̧tional

2x, dac¼a x este ira̧tional,

este continu¼a în punctul x = 0.

P 0.8 S¼a se arate c¼a funçtia f : [�1; 2] [ f3g ! R de�nit¼a prin
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f(x) =

(
x, dac¼a x 2 [1; 2]
�5, dac¼a x = 3,

este continu¼a în punctul x0 = 3.

Rezolvare. Num¼arul x0 = 3 este punct izolat al muļtimii D = [1; 2] [
f3g; atunci, în baza teoremei ??, funçtia f este continu¼a în punctul
x0 = 3.

P 0.9 S¼a se arate c¼a funçtia f :]�1; 0[[f1g ! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
sin x, dac¼a x 2]�1; 0[

7, dac¼a x = 1,

este continu¼a în punctul x0 = 1

P 0.10 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
(x� 1)�1 tan 7 (x� 1) ; dac¼a x 6= 1
7; dac¼a x = 1,

este continu¼a în punctul x0 = 1.

Rezolvare. Folosim teorema ??. Num¼arul x0 = 1 2 D = R, este
punct de acumulare al muļtimii D. Întrucât

lim
x!1

f(x) = lim
x!1

tan 7(x� 1)
x� 1 = 7 = f(1),

deducem ca funçtia f este continu¼a în punctul x0 = 1.

P 0.11 S¼a se studieze continuitatea funçtiei f : R! R în punctul x0,
dac¼a:

a) f(x) =

(
arctan

�
jx� 1j�1

�
; dac¼a x 6= 1

�=2, dac¼a x = 1,
x0 = 1;

b) f(x) =

(
(sinx2) = jxj ; dac¼a x 6= 0
0, dac¼a x = 0,

x0 = 0;

c) f(x) =

(
(ln jx� 1j) = jx� 1j ; dac¼a x 6= 1
0, dac¼a x = 1,

x0 = 1;

d) f(x) =

(
arcsin (j x j = (1+ j x j)) ; dac¼a x 6= 0
1, dac¼a x = 0,

x0 = 0;
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e) f(x) =

(
ln ((j x j +1) j x� 1 j�1) , ; dac¼a x 6= 1
1, dac¼a x = 1,

x0 = 1:

P 0.12 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f (x) =

8><>:
�p

x� 1 sin(x� 1)
�
= (x2 � 1) , dac¼a x > 1

0, dac¼a x = 1

x2 + 5x� 6, dac¼a x < 1;
este continu¼a în punctul x = 1.

Rezolvare. Utilizam teorema ??. Evident, x0 = 1 este punct de acu-
mulare atât al muļtimii ]�1; 1[, cât şi al muļtimii ]1;+1[. Întrucât

f(x0 � 0) = lim
x%1
(x2 + 5x� 6) = 0,

f(x0 + 0) = lim
x&1

�p
x� 1 sin(x� 1)

�
= (x2 � 1) = 0,

f(x0) = 0;

deducem c¼a funçtia f este continu¼a în punctul x0 = 1:

P 0.13 S¼a se determine valoarea constantei a 2 R astfel încât funçtia
f : R! R de�nit¼a prin:

f (x) =

(
3 (x+ 2)�1 sin (a (x+ 2)) , dac¼a x > �2
ax+ 3 + 3

p
x2 � 2x, dac¼a x � �2,

s¼a �e continu¼a în punctul x0 = �2.

Rezolvare. Evident x0 = �2 este punct de acumulare atât al muļtimii
]�1;�2[, cât şi al muļtimii ]� 2;+1[. Întrucât

f(�2� 0) = lim
x%�2

(ax+ 3 +
3
p
x2 � 2x) = �2a+ 5,

f(�2 + 0) = lim
x&�2

3 sin a(x+ 2)

x+ 2
= 3a,

f(�2) = �2a+ 5,

deducem c¼a funçtia f este continu¼a în punctul x0 = �2 dac¼a şi numai
dac¼a �2a+ 5 = 3a, adic¼a dac¼a şi numai dac¼a a = 1.

P 0.14 S¼a se arate c¼a funçtia f :]�1; �=2[! R de�nit¼a prin:
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f(x) =

8><>:
exp (sinx) , dac¼a x 2]�1; 0[

1; dac¼a x = 0

x2 + 1 + tanx, dac¼a x 2]0; �=2[,

este continu¼a pe ]�1; �=2[.

Rezolvare. Fie ' : R! R, funçtia de�nit¼a prin '(x) = expx, oricare
ar � x 2 R şi �e  : R! R, funçtia de�nit¼a prin  (x) = sinx, oricare
ar �x 2 R. Funçtiile ' şi  , �ind elementare, sunt continue. Deoarece
f(x) = (' �  )(x), oricare ar � x 2] � 1; 0[, în baza teoremei ??,
deducem c¼a funçtia f este continu¼a pe ]�1; 0[.
Fie acum g : R! R, funçtia de�nit¼a prin g(x) = x2 + 1, oricare ar

� x 2 R şi �e h :]0; �=2[! R funçtia de�nit¼a prin h(x) = tan x, oricare
ar � x 2]0; �=2[. Funçtiile g şi h, �ind elementare, sunt continue.
Deoarece f(x) = (g + h)(x), oricare ar � x 2]0; �=2[, în baza teoremei
4.7, deducem c¼a funçtia f este continu¼a pe ]0; �=2[.

În punctul x = 0, avem f(0� 0) = f(0 + 0) = f(0) şi deci funçtia
f este continu¼a în punctul x = 0. Aşadar funçtia f este continu¼a în
orice punct x 2] �1; �=2[; prin urmare, funçtia f este continu¼a pe
]�1; �=2[.

P 0.15 S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii sunt continue pe muļtimea
lor de de�ni̧tie:

a) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = jsin xj ; oricare ar � x 2 R;
b) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = jcosx� sin xj ; oricare ar �

x 2 R;
c) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

8><>:
exp (x�1) , dac¼a x 2]0;+1[
0; dac¼a x = 0

x2 + 2x+ sinx, dac¼a x 2]�1; 0[;

d) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x sin (1=x) ; dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0;

e) f : [�1; 2] [ f4g! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
2x+ 3; dac¼a x 2 [�1; 2]
0; dac¼a x = 4:
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P 0.16 S¼a se studieze continuitatea urm¼atoarelor funçtii pe muļtimea
de de�ni̧tie:

a) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = bxc ; oricare ar � x 2 R;
b) f : R! R de�nit¼a prin f (x) = x� bxc ; oricare ar � x 2 R;
c) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x b1=xc ; dac¼a x 6= 0
1; dac¼a x = 0;

d) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x; dac¼a x este ra̧tional

1� x; dac¼a x este ira̧tional;

e) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
sin x; dac¼a x este ra̧tional

cosx; dac¼a x este ira̧tional;

f) f : [�2; 1] [ f3g! R de�nit¼a prin

f(x) =

8><>:
cos �x, dac¼a x 2 [�2; 0]
1 + sinx; dac¼a x 2]0; 1]
2, dac¼a x = 3;

g) f : [0;+1[! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
(1 + x)1=x ; dac¼a x 2]0;+1[
e; dac¼a x = 0.

P 0.17 Determina̧ti punctele de discontinuitate ale funçtiilor f; g :
R! R de�nite prin

f(x) =
p
x� bxc; g(x) = bxc+

p
x� bxc; oricare ar � x 2 R:

P 0.18 Fie f : R! R funçtia de�nit¼a prin

f(x) =

�
x; dac¼a x 2 Q
bxc ; dac¼a x 2 R nQ.

S¼a se determine muļtimile

L = fx 2 R : f are limit¼a în punctul xg;
C = fx 2 R : f este continu¼a în punctul xg:



1. PROBLEME 7

P 0.19 S¼a se studieze continuitatea urm¼atoarelor funçtii pe muļtimea
de de�ni̧tie:

a) f : [1; 3]! R de�nit¼a prin

f(x) =

( p
a2 � 2ax+ x2; dac¼a x 2 [1; 2]

3a+ 2x; dac¼a x 2]2; 3];
b) f :]� �=2; �=2[! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
a sin x+ cosx; dac¼a x 2]� �=2; �=4]

tan x+ 2a cotx; dac¼a x 2]�=4; �=2[;
c) f :]0; �[! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
exp (3x) ; dac¼a x 2]0; 1]
a (sin (x� 1)) = (x2 � 5x+ 4) ; dac¼a x 2]1; �[;

d) f : [0; 1]! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
(x3 sin (1=x)) = sin x2; dac¼a x 2]0; 1]
a; dac¼a x = 0;

e) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
(sinx) = jxj ; dac¼a x 6= 0
a; dac¼a x = 0;

f) f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
(xn � an) = (x� a) ; dac¼a x 2 R n fag
b; dac¼a x = 0.

P 0.20 S¼a se determine parametrii reali a şi b astfel încât funçtia
f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
arcsin (1=x)� arccos (1=x) ; dac¼a jxj � 1
ax+ b; dac¼a jxj < 1;

s¼a �e continu¼a pe R.

P 0.21 Determina̧ti parametrii reali an şi bn (n 2 N; n � 2) astfel
încât funçtiile urm¼atoare f : R! R s¼a �e continue pe R:

a) f (x) =

8>><>>:
an + x=n; dac¼a x 2]�1;�1= (2n)]
(1 + nx) =2; dac¼a x 2]� 1= (2n) ; 1= (2n)]
bn + x=n; dac¼a x 2]1= (2n) ;+1[;
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b) f (x) =

8>><>>:
0; dac¼a x 2]�1;�n]

an + bnx; dac¼a x 2]� n; n]

1 dac¼a x 2]1= (2n) ;+1[;

c) f (x) =

8>><>>:
anx

3 + bnx; dac¼a x 2]�1; n[

anx
2 + bn; dac¼a x 2 [n; n+ 1[

anx+ 1; dac¼a x 2 [n+ 1;+1[:

P 0.22 S¼a se determine muļtimea punctelor x 2 R în care funçtia
f : R! R de�nit¼a prin

f(x) =

(
x2; dac¼a x este ra̧tional

1=x2; dac¼a x este ira̧tional;

este continu¼a.

P 0.23 Fie f : R! R o funçtie continu¼a în punctul x = a 2 R.
a) S¼a se arate c¼a exist¼a o funçtie � :]0;+1[!]0;+1[; depinzând de

f şi a; cu proprietatea c¼a pentru �ecare " > 0 avem jf (a+ h)� f (a)j <
" de îndat¼a ce jhj < � (") :

b) Este funçtia �; de la punctul a); unic determinat¼a de f şi a:
c) Exist¼a funçtii f şi puncte a pentru care funçtia �; de la punctul

a); este constant¼a?
d) Exist¼a funçtii f şi puncte a pentru care funçtia �; de la punctul

a); este funçtia identic¼a a lui ]0;+1[?

P 0.24 Fie f; g : R! R dou¼a funçtii şi x0 2 R.
a) Dac¼a g (x) 6= 0; oricare ar � x 2 R şi funçtiile f + g; fg; f=g

sunt continue în punctul x0; atunci funçtiile f şi g sunt continue în x0?
Analiza̧ti exemplul:

f (x) =

(
�1; dac¼a x < 0

1; dac¼a x � 0;
g (x) =

(
1; dac¼a x < 0

�1; dac¼a x � 0:
b) Dac¼a funçtiile f şi g �f sunt continue în x0; atunci funçtia g este

continu¼a în x0? Analiza̧ti exemplul

f (x) = 0; oricare ar � x 2 R; g (x) =
(
0; dac¼a x 2 R n f0g
1; dac¼a x = 0:

P 0.25 S¼a se studieze continuitatea funçtiilor compuse g � f şi f � g;
unde f; g : R! R sunt de�nite prin

f (x) = sgnx; g (x) = x2 � 4x+ 4; oricare ar � x 2 R:
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P 0.26 Fie D o submuļtime nevid¼a a muļtimii R, f : D ! R o funçtie
şi x0 2 D: S¼a se arate c¼a funçtia f este continu¼a în punctul x0 dac¼a şi
numai dac¼a funçtiile f+; f� : D ! R de�nite prin
f+ (x) = maxf0; f (x)g; f� (x) = minf0; f (x)g; oricare ar � x 2 D;
sunt continue în punctul x0: (Funçtia f+ se numeşte partea pozitiv¼a a
funçtiei f; iar funçtia f� se numeşte partea negativ¼a a funçtiei f):

P 0.27 Fie f : R! R o funçtie continu¼a în punctul x0 = n 2 Z şi
g : R ! R funçtia de�nit¼a prin g (x) = bxc f (x) ; oricare ar � x 2 R.
S¼a se arate c¼a funçtia g este continu¼a în punctul x0 = n dac¼a şi numai
dac¼a f (n) = 0:

P 0.28 Fie a; b 2 R cu 0 < a < b şi f : R n f0g ! R de�nit¼a prin

f (x) =

�
ax + bx

2

�1=x
; oricare ar � x 2 R n f0g:

a) Ar¼ata̧ti c¼a funçtia f este continu¼a.
b) Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a o funçtie continu¼a F : R ! R astfel încât

F (x) = f (x) ; oricarear � x 2 R n f0g:
c) Calcula̧ti F (0) ; F (1=2) ; F (1) :
d) Exist¼a lim

x!1
F (x) şi lim

x!�1
F (x)?

P 0.29 Fie a; b 2 R cu 0 < a < b şi f : R n f0; 1g ! R de�nit¼a prin

f (x) =

�
bx � ax

x (b� a)

�1=(x�1)
; oricare ar � x 2 R n f0; 1g:

a) Ar¼ata̧ti c¼a funçtia f este continu¼a.
b) Ar¼ata̧ti c¼a existst¼a o funçtie continu¼a F : R ! R astfel încât

F (x) = f (x) ; oricarear � x 2 R n f0; 1g:
c) Calcula̧ti F (�1) ; F (0) ; F (1=2) ; F (1) ; F (2) :
d) Exist¼a lim

x!1
F (x) şi lim

x!�1
F (x)?


