1. Probleme

P 0.1 S se arate ci functia f : [0, +oo[— R definitd prin f (z) = /=,
oricare ar fi x € [0, +00[, este continud in punctul x = 1.

Rezolvare. Fie (z,),-, un sir de puncte din [0, +00[ convergent catre
1. Pentru fiecare n € N* avem

Tp—1

|20 — 1 < |x, —1].

OSIf(xn)—f(1)|=|\/E—1|=m—+—

Deoarece sirul (z,,) converge cdtre 1, in baza teoremei , deducem ca
sirul (f (z,)),>, converge catre f (1). Rezulta ca pentru orice sir (z,)
convergent citre zo = 1, sirul (f (x,)) converge citre f(1). Asadar
functia f este continua in punctul x = 1. m

P 0.2 Si se arate ca urmatoarele functii sunt continue in punctele zq

indicate:
a) f:[0,+oo[— R definitd prin f (z) = \/z, oricare ar fi x € [0, +oo[; o = 4,
b) f:R — R definitd prin f (z) = 22, oricare ar iz € R; g =1,

P 0.3 Sa se arate ca functia f : R — R definita prin

fx) =

x daca z este rational
—x daca x este irational,

este continua in punctul z = 0.

P 0.4 Sa se arate ca urmatoarele functii f : R — R, nu sunt continue
in punctul x = 0:

cos(l/z), dacdz #0
a) f(z) =

0, daca x = 0;

0, daca x = 0;

{ sin(1/z), dacd z #0

1—x, daca x este rational
c) fz) =

x, daca x este irational.

P 0.5 Folosind criteriul cu ¢ gi 0 sa se arate ca functia f : R - R
definita prin f (z) = 2% + 2z — 3, oricare ar fi z € R este continud in
punctul z = 2.
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Rezolvare. Metoda 1. Pentru fiecare x € R, avem

[f (@) = F )] = |z —2|[z +4].

Fie 0 > 0 si « astfel incat |x — 2| < 0; atunci |z| < |z — 2|+2 < 042
gi deci |x + 4| < |x|+4 < §+6, prin urmare |f (z) — f(2)| <0 (6 +6).

Pe de alta parte, dacd € > 0, atunci inegalitatea ¢ (t + 6) < ¢ este
verificatd de orice t €] —3 — /9 +¢, -3 + /9 +¢[. De aici deducem
ca pentru fiecare numar real ¢ > 0 existda un numar real 6 = —3 +
V9 + e > 0 cu proprietatea cd oricare ar fi x € R cu |x — 2| < § sd
avem |f () — f(2)| =z —=2|. ]z +4] <5 (J+6) <e.

In baza teoremei 77 (criteriul cu ¢ si §) functia f este continua in
punctul z = 2.

Metoda 2. Observam ca pentru fiecare = €|1,3[; echivalent cu
|z — 2| <1, avem |z + 4| < |z| +4 < 7 §i atunci

[f (@) = @) =z =2|[z +4] < Tz -2
De aici deducem ca oricare ar fi numarul real ¢ > 0, alegand § =
min{1,e/7} obtinem ca § > 0 si oricare ar fi x € R cu |z — 2| < 4,
avem
[f () = f@R) <Tlr=2[ <70 <e.

In baza teoremei ?? (criteriul cu € si §) functia f este continud in
punctul z = 2. m

P 0.6 Folosind criteriul cu ¢ si § sa se arate ca urmatoarele functii
sunt continue in punctele zy indicate in dreptul fiecareia:

a) f: R — R definita prin f (z) = z* + 2z — 3, oricare ar fi r € R;
Ty = 2;

b) f : R — R definitd prin f (z) = x? — 3z, oricare ar fi € R;
Ty = 0,

c¢) f :]0,2[— R definitd prin f(z) = 1/2?, oricare ar fi = €]0,2][;
xo = 1;

d) f:]0,5]— R definita prin f (z) = (x — 1) / (x + 3), oricare ar fi
x €]0,5[; xg =2

P 0.7 Sa se arate ca functia f : R — R definita prin
2?2 +1, dacs x este rational
flz) =

2% daca z este irational
) 3 )

este continua in punctul z = 0.

P 0.8 54 se arate ca functia f: [—1,2] U {3} — R definita prin
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Fa) = { z, dacdz € [l,2]

—5, dacax =3,
este continua in punctul zy = 3.

Rezolvare. Numdrul zo = 3 este punct izolat al multimii D = [1,2] U
{3}; atunci, in baza teoremei ??, functia f este continud in punctul
To=3. W

P 0.9 54 se arate ca functia f :] — 0o, 0[U{1} — R definitd prin
sinz, dacd z €] —o00,0]
J() = { 7, daca z =1,
este continua in punctul zog =1
P 0.10 Sa se arate ca functia f : R — R definita prin
(z—1)"tan7(z —1), dacdz #1

f2) = { 7, daca z =1,

este continua in punctul zo = 1.

Rezolvare. Folosim teorema ?7. Numarul zg = 1 € D = R, este
punct de acumulare al multimii D. Intrucat

tan7(x — 1)
1 —==T7=f(1),
lim () = lim 20 F)
deducem ca functia f este continua in punctul xo =1. m

P 0.11 Sa se studieze continuitatea functiei f : R — R in punctul z,
daca:

a) f(r) =

To=1;

arctan (|z — 1|71) , dacaz#1
daca x =1,

(sinz?) /|z|, dacix#0
0
(

{ Injz—1|)/]zr -1, dacdz#1
.%'0:1,

o zo = 0;
daca x =0,

0, daca z =1,

arcsin (| x| /(14| z|)), dacax#0

daca x =0,

IE[):O;



) f(x):{ln((|$|—|—1)|x_1|—1)” dac v £ 1

1, daca z =1,

P 0.12 Sa se arate ca functia f : R — R definita prin
(Vz —1sin(z — 1)) /(z*—1), dacdz>1
f(z)=1¢ 0, dacd x =1

22 + 5 — 6, daca r < 1,
este continua in punctul z = 1.

Rezolvare. Utilizam teorema ?7?7. Evident, o = 1 este punct de acu-
mulare atat al multimii | — oo, 1, cat si al multimii |1, +oo]. Intrucat

flzo—0) = il/n%(xz + 5z —6) =0,
fzo+0) = :lcl\‘Hi (Vo —1sin(z — 1)) / (z* = 1) =0,
f(zo) =0,

deducem ca functia f este continua in punctul zo = 1. m

P 0.13 Sa se determine valoarea constantei a € R astfel incat functia
f : R — R definita prin:

£ 3(x+2) 'sin(a(r+2), daciz>—2
€Tr) =
ar + 3+ V2 — 2z, dacd x < —2,

sa fie continua in punctul zo = —2.

Rezolvare. Evident o = —2 este punct de acumulare atat al multimii
| — 00, —2[, cat si al multimii | — 2, +o00[. Intrucat

f(=2—-0) = (ax + 3 + Va2 — 2z) = —2a + 5,
3sina(x + 2)

lim
x,/ =2

—240)= 1 =3
f(=2+0) = lim —>=— a,
f(_2) = —2a+ 57
deducem ca functia f este continua in punctul xqg = —2 daca si numai

daca —2a + 5 = 3a, adica daca si numai dacia=1. m

P 0.14 Si se arate cd functia f :] — oo, 7/2[— R definitd prin:
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exp (sinz), daca = €] — 00, 0]
flx)y=¢ 1, daca x =0
2?2 +1+tanz, dacd z €]0,7/2,

este continud pe | — oo, /2.

Rezolvare. Fie ¢ : R — R, functia definita prin ¢(x) = exp z, oricare
ar fi x € Rgi fie v : R — R, functia definita prin ¢ (z) = sin x, oricare
ar fi x € R. Functiile ¢ si ¢, fiind elementare, sunt continue. Deoarece
f(z) = (¢ o ¢)(x), oricare ar fi x €] — 00,0[, in baza teoremei 77,
deducem ca functia f este continud pe | — 0o, 0].

Fie acum ¢ : R — R, functia definitd prin g(z) = x* + 1, oricare ar
fi z € Rifie h:)0,7/2[— R functia definita prin h(x) = tan x, oricare
ar i x €|0,7/2]. Functiile g si h, fiind elementare, sunt continue.
Deoarece f(x) = (g + h)(x), oricare ar fi  €]0,7/2[, in baza teoremei
4.7, deducem c4 functia f este continud pe |0, 7/2].

In punctul # = 0, avem f(0 —0) = £(0 +0) = f(0) si deci functia
f este continua in punctul x = 0. Asadar functia f este continua in
orice punct x €] — oo, 7/2[; prin urmare, functia [ este continud pe
| —o0,m/2]. m

P 0.15 Sa se arate ca urmatoarele functii sunt continue pe multimea
lor de definitie:

a) f: R — R definita prin f (z) = |[sinx|, oricare ar fi = € R;

b) f : R— R definitd prin f(x) = |cosz —sinz|, oricare ar fi
r eR;
¢) [ :R — R definitd prin
exp (z71), dacd x €]0, +00]
flz) =< 0, dacd © =0
1?4+ 2x +sinz, dacd z €] — 00,0];

d) f:R — R definitd prin
zsin(1/z), dacd x #0
fz) = )
0, daca x = 0;
e) f:[-1,2]U{4}— R definitd prin
2z + 3, daca z € [—1,2]
flx) =

0, daca x = 4.
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P 0.16 Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii pe multimea
de definitie:

a) f:R — R definitd prin f (z) = |z], oricare ar fi x € R;
b) f: R — R definita prin f (x) = 2 — |z], oricare ar fi x € R;
¢) f: R — R definitd prin

{ z|1l/z|, dacdz #0

1, daca x = 0;

f(z) =

d) f:R — R definitd prin

fx) =

x, daca x este rational
1—2x, daca x este irational,

e) f: R — R definita prin

A sin z, daca x este rational
€T) =
cosx, daca z este irational;

f) f:]-2,1]U{3}— R definita prin

cosmr,  dacd x € [-2,0]
f(z) =4 1l+sinz, daca z €]0,1]
2, daca x = 3;

g) f:]0,+00[— R definita prin
{ (1+2)"", daci z €]0, +00]

e, daca z = 0.

fx) =

P 0.17 Determinati punctele de discontinuitate ale functiilor f, g :
R — R definite prin

f(z) =z —|x], g(x) = |x| + /o — |z, oricare ar fi z € R.

P 0.18 Fie f: R — R functia definita prin

x, daca x € QQ
f@):{m, dacd x € R\ Q.

Sa se determine multimile

L={z€R: f arelimitd in punctul x},
C ={x €R: f este continud in punctul z}.
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P 0.19 Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii pe multimea
de definitie:
a) f:[1,3]— R definita prin
va?—2ax + 22, dacdz e 1,2
flz) = )
3a + 2z, daca z €]2, 3];
b) f:] —m/2,m/2]— R definitd prin
i) asin + cos T, daca x €] — w/2,7/4]
€T) =
tanx + 2acotz, dacd x €|n/4,7/2[;
c¢) f:]0,7[— R definitd prin
A exp (3z) , daca x €]0, 1]
xTr) =
a(sin(x —1))/(2* = bz +4), dacdx €]l 7]
d) f :1]0,1] — R definita prin
(x3sin (1/z)) /sina?,  dacd z €]0,1]
a, daca x = 0;
e) f: R — R definita prin
(sinz)/|x|, dacdz#0
flz) = )
a, daca z = 0;
f) f: R — R definita prin
{(m”—a”)/(m—a), dacd v € R\ {a}

b, daca z = 0.

P 0.20 Sa se determine parametrii reali a si b astfel incat functia
f : R — R definita prin

arcsin (1/x) — arccos (1/x),  daca |z| > 1
fa) = { ax + b, daca |z| < 1,

sa fie continud pe R.

P 0.21 Determinati parametrii reali a, si b, (n € N, n > 2) astfel

incat functiile urmatoare f : R — R sa fie continue pe R:
a, +x/n, dacd z €] —o0,—1/(2n)]

a) f(z)={ (1+nz)/2, dacd x€]—-1/(2n),1/(2n)]

b, +x/n, dacd z €]1/(2n),+o0];



0, daca z €] — o0, —n]
b) f(z)={ an+byz, dacd z €] —n,n|
1 dacd z €]1/(2n),+oo];
( an®® 4+ byz, dacd z €] — oo, n|
c) f(z) = anx® +b,, dacid z € [n,n+1]
ant + 1, dacd z € [n+1,+o0].

\

P 0.22 Si se determine multimea punctelor x € R in care functia
f : R — R definita prin

{ 22, daca x este rational

fz) =

1/2?,  dacd z este irational,

este continua.

P 0.23 Fie f: R — R o functie continua in punctul x = a € R.

a) S& se arate cd exista o functie ¢ :]0, +o00[—]0, +o0], depinzand de
f sl a, cu proprietatea ci pentru fiecare ¢ > 0 avem |f (a + h) — f (a)] <
¢ de indata ce |h| < d ().

b) Este functia d, de la punctul a), unic determinatad de f si a.

c) Exista functii f si puncte a pentru care functia ¢, de la punctul
a), este constanta?

d) Exista functii f si puncte a pentru care functia J, de la punctul
a), este functia identicd a lui 0, +-00[?

P 0.24 Fie f,g: R — R doua functii si 2o € R.

a) Dacd g (z) # 0, oricare ar fi € R gi functiile f + g, fg, f/g
sunt continue in punctul xy, atunci functiile f si g sunt continue in xy?
Analizati exemplul:

() —1, dacaz <0 () 1, daca x <0
Tr) = €T) =

1, daca x > 0, g —1, dacax > 0.

b) Daca functiile f si go f sunt continue in x¢, atunci functia g este
continua in xy? Analizati exemplul

0, dacizeR\{0}

x) =0, oricare ar fix € R, g (x) =
/(@) 9(@) {1, daca z = 0.

P 0.25 Sa se studieze continuitatea functiilor compuse go f si f o g,
unde f, g : R — R sunt definite prin

f(z) =sgnz, g(r) = 2® — 4z + 4, oricare ar fi € R.
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P 0.26 Fie D o submultime nevida a multimii R, f : D — R o functie
si xg € D. Sa se arate ca functia f este continud in punctul xq daca si
numai daca functiile f*, f_ : D — R definite prin

[T (z) = max{0, f (z)}, f-(xz)=min{0, f (z)}, oricare ar fi z € D,

sunt continue in punctul xy. (Functia f* se numeste partea pozitiva a
functiei f, iar functia f_ se numeste partea negativi a functiei f).

P 0.27 Fie f : R — R o functie continua in punctul zo = n € Z si
g : R — R functia definita prin g (x) = |z| f (z), oricare ar fi = € R.
Sa se arate ca functia g este continua in punctul zy = n daca si numai
dacd f(n) =

P 0.28 Fiea,beRcul<a<bsif:R\ {0} — R definitd prin

f(x)= <a$—2|—bx> , oricare ar fi z € R\ {0}.

a) Aratati ca functia f este continua.
b) Ardtati cd existd o functie continud F' : R — R astfel incat
F(x) = f(z), oricarear fi x € R\ {0}.
c) Calculati F (0), F'(1/2), F (1).
d) Existd lim F'(x) ¢i lim F (x)?

r—00

P 0.29 Fiea,beRcul<a<bsif:R\{0,1} — R definitd prin

bt — g% 1/(z—1)
f(z) = (M) , oricare ar fi z € R\ {0, 1}.
a) Aratati ca functia f este continua.
b) Aridtati cd existstd o functie continud F' : R — R astfel incat
F(z) = f(x), oricarear fi x € R\ {0,1}.
c) Calculati F (1), F(0), F(1/2), F (1), F(2).
d) Exista lim F'(z) si lim F'(x)?



