SEMINAR CORPURI

FEz. 1. Fie (F,+,-) un corp. Notam cu char(F’) ordinul lui 1z in (F, +).
Demonstrati ca daca char(F) < oo, atunci char(F') este numar prim.

Solutie. Presupunem ca numarul char(F) = n € N* nu este prim.
Rezulta ca exista a,b € N cu 1 < a,b < n astfel incat n = ab. Din
nlp = Op rezulta (alp)(blp) = Op. Dar F nu are divizori ai lui
zero. De aici obtinem alp = 0 sau blp = 0, deci ord(p4)(1p) < n,
contradictie.

Observatia 0.1. Ordinul char(F') al lui 1r in (F,+) se numeste car-
acteristica inelului (corpului) F. La curs caracteristica a fost definita
ca filnd numarul n pentru care Ker(¢) = nZ, unde ¢ : Z — F este
morfismul definit de ¢(k) = klp. Cazul n = 0 corespunde cazului
ord(p4+)(1p) = oco. In literatura sunt intalnite ambele variante, adica:
daca un inel are caracteristica 0, atunci ord(p4)(1p) = oo.

Fz. 2. a) Aratati ca intersectia de subcorpuri este subcorp.

b) Daca F' este un corp, atunci exista P(F') cel mai mic (relativ la
C) subcorp al lui F.

c¢) Demonstrati ca

char(F) = oo = P(F) = Q;
char(F) =p e N* = P(F) = Z,.

Solutie. a) Fie K;, i € I, o familie de subcorpuri ale corpului F'. Atunci
i)viel, 0, 1€ K;=0, 1€, K.

ii) Fie z,y € (e, K. Atunci Vi € I, 2,y € K;. Cum K; sunt
subcorpuri, rezuta ca Vi € I,z —y € K;. Deci x —y € (,; K.

iii) Fie o,y € (,c; K cu y # 0. Atunci Vi € I, z,y € K;. Cum K;
sunt subcorpuri, rezutd ca Vi € I,zy~" € K;. Deci zy~' € ;. K.

Asadar (,o; K; verifica toate conditiile din caracterizarea subcor-
purilor, deci (,.; K; este un subcorp al lui F'.

b) Fie P(F') intersectia tuturor subcorpurilor lui . Din a) rezulta
ca P(F') este subcorp in F'. Oricare ar fi K un subcorp al lui F el apare
ca factor in intersectia considerata. Deci F'(F) C K si demonstratia
este completa.

c¢) Cazul char(F') = oo: Consideram functia o : Q — F definita de
(™) = (mlp)(nlp)~" pentru orice m € Z si n € Z*.

Demonstram ca « este bine definita. In primul rand, din n # 0 si
char(F) = oo, rezultd nly # Op, deci exista (nlp)~'.

Presupunem cd 2 = ¢. Trebuie s& demonstra ca (mlp)(nlp)~! =
n

b
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In general, pentru k € N* si © € I’ avem

(k:lp)x:£1F+---+1FZx:£$+---—|—x) :I(1F+"'+1FZ:$(IC1F).
de :zrori de :zfori de :ori

De aici se deduce ca pentru orice k € Z i orice © € F avem (klp)z =

Din ™ = ¢ rezulta mb = an, asadar (mlp)(blp) = (alp)(nlp).
Aplicand observatia anterior a se deduce ca (mlp)(nlp)~t = (alp)(blp)~?,
deci « este bine definita.

Demonstram ca a este morfism de corpuri. Fie Z, ¢ € Q. Avem

m m a) (mb + an
n b “ nb
mblp)(nblp)™ + (anlp)(nblp)™"

=
(m]_p) (blp)(nlp) (b1F>_1 + (CL].F) (TL]_F> (an)_l (b].p)_l
= (

) = [(mb + an)1p](nblp) ™

_ m a
deci « este aditiva.
Analog se demonstreaza ca « este multiplicativa.

Se constata ca « este functie injectiva:
m
— e Ker(a) ©mlp=0<m=0.
n

Rezulta ca a este un morfism de corpuri, deci
a(Q) = {(mlp)(nlp)~" [ m,n € Z,n # 0}

este un subcorp al lui F'. Daca luam un subcorp K al lui F, rezulta
ca 1p € K, deci pentru orice m € Z avem mlp € K. Mai mult, daca
n € N* avem Op # nlr € K, deci (mlg)(nlp)~' € K pratru orice
m,n € Z cun # 0. Am demonstrat ca «(Q) C K, oricare ar fi K
subcorp al lui F. Deci a(Q) este cel mai mic subcorp al lui F' si avem
o(Q) = P(F).

Cazul char(F) = p, unde p este numar prim se trateaza analog,
folosind functia g : Z, — F, B(k) = klp.

Observatia 0.2. Subcorpul P(F) se numeste subcorpul prim al lui F.
Daca F' = P(F), atunci spunem ca F' este un corp prim. Orice corp
prim este izomorf cu Q sau Z, (unde p este numar prim).

Ez. 3. (Tema) Demonstrati ca orice morfism de corpuri este injectiv.

Indicatie. Se calculeaza nucleul morfismului folosind caracterizarea cor-
purilor prin absenta idealelor gi faprul ca orice morfism de corpuri tre-
buie sa fie unital.



Fz. 4. Fie F = {0,1,a,b} un corp cu 4 elemente. Demonstrati ca

a) ab = ba = 1;
b)a*=b,a*=1,a>+a+1=0;
¢)1+1=0.

Solutie. a) Evident ab € {1,a,b}. Daca ab # 1 se deduce ca b =1 (pt
ab = a) sau a = 1, imposibil. Deci ab = 1. Analog si ba = 1.

b) Stim ci (F*,-) este un grup. Deci a® = b3 = 1 (Teorema lui
Lagrange).

Apoi, a® € {1,a,b}. Din a* = 1 se deduce ca ord(a) = 2, dar 2 1 3,
contradictie. Analog, din a®> = 2 am obtine a = 1, imposibil. Deci
singura varianta este a® = b.

[De fapt putem folosi izomorfismul (F*,-) = (Z3,+) ca sa obtinem
proprietatile de mai sus.|

Pentru ultima afirmatie, constatim cid 0 = a®*—1 = (a—1)(a®*+a+1)
sia—1#0.

¢) Ordinul lui 1 In (F,+) poate sa fie 2 sau 4. Dar din Ex. 1 gtim
ca trebuie sa fie numar prim. Deci 14+ 1 = 0.

Ex. 5. Demonstrati ca:

a) K = _ab

(My(Zs), +, ) care nu este corp.

or{(:

—b
+ st -

b : . : -
4 | a,b € Z5} este un subinel al inelului matricilor

2 | a,b € Z7} este un corp fata de operatiile obinuite

Solutie. a) Pentru prima cerinta se verifica toate conditiile din teorema
de caracterizare a subinelelor.

a b
—b
rezulta ca exista B € K astfel incat AB = BA = I,. Deci A este
inversabila in inelul matricilor de tip 2 x 2 cu coeficienti in Zs (si ca
B = A", Rezultd c& det(A4) # 0. Asadar a® + b2 # 0.

Pentru ce-a de-a doua, daca A = € K~ este inversabila,

Dar pentrua = Tgi b =2 avem a?+b? = 6, deci matricea ( 1§ % ) €
K nu este inversabila. Rezulta ca inelul K nu este corp.

b) Analog cu a) se demonstreaza ca L este subinel in My(Z7). Ca
sa demonstram ca este corp, trebuie sa demonstram ca oricare ar fi
A e L, A# 0y, A este inversabila in L. Cu un rationament analog cu
cel anterior deducem ca trebuie sa demonstram cam matricile nenule

din L sunt inversabile in My(Z7) si ca inversele lor sunt in L.



a b
—b

patratele elementelor din Z; si obtinem urmatorul tabel de valori:

Daca A = € L, atunci det(L) = a* + b*. Calculam

AN AN AN AN AN A A

Constatam prin cerificare directd ca din a? + b* = 0 rezultd a = b = 0.

Asadar, oricare ar i A = ( _ab 2 ) € L cu A # 0y, A este in-

versabila in My(Z;). Caculand A™' = (det(A))™! ( _ab Z )7 con-
statim ca A~! € L.

Deci toate elementele nenule din L sunt inversabile si rezulta ca
(L,+,-) este un corp.

Observatia 0.3. Am realizat verificarea ci din a? 4 b* = 0 in Z; rezultd
cia=b=0 pe cale empirica. De fapt se poate demonstra ca daca p
este un numdr prim de forma p = 4k +3 si a2+ > =0 in Z,, atunci
a=b=0.

O varianta pentru a obtine aceasta implicatie este urmatoarea:

Presupunem c& a # 0 si b # 0. Atunci a?* = =1 = 1 (aceasta
este mica teorema a lui Fermat, dar identitatea poate fi obtinuta direct
lucrand in grupul (Zj,-) (vezi cursul cu aplicatiile teoriei grupurilor).
Obtinem

/2\ _ (a2)2k+1 + (b2)2k+1 _ (CL2 + b2)( ) ) _ 6’

ceea ce este imposibil pt ca p este impar.

Pe de alta parte, orice numar prim de forma 4k + 1 este suma a doa
patrate perfecte
https://en.wikipedia.org/wiki/Proofs_of Fermat%
27s_theorem on_sums_of_two_squares.

Deci, daca in a) inlocuim 5 cu un numar prim de forma 4k + 1 atunci
obtinem un inel care nu este corp.

Ez. 6. Fie K si L corpuri comutative de caracteristica co. Demonstrati
ca o functie f : K — L este un morfism de corpuri daca gi numai

a) f(x+y) = f(z)+ f(y) pentru orice z,y € K;
b) f(2®) = f(x)? pentru orice x € K
c) f(1)=1.

Solutie. Demonstratia pentru = se realizeaza prin aplicarea definitiei
morfismului.
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(<) Fie z € K. Din identitatea f((1+ z)?) = f(1 + z)® se deduce
ca 3f(z?) = 3f(x)?, iar ipoteza asupra caracteristicii implica f(z?) =
f(x)? (aceasta egalitate este valabild pentru orice x € R).

Daci z,y € K, cum K este comutativ, avem 2zy = (z+y)*— 22 —y>.
Deci 2f(zy) = f((x +y)*) — f(a?) — f(y*) = flx +y)* = f(2)* -
f)? = (f(x) + f()* = f2)* = f(y)* = 2f(2) f(y). In final deducem
ca f(ry) = f(x)f(y) pentru orice x,y € K7

Observatia 0.4. (Tema) Verificati care din axiomele corpului sunt intr-
adevar necesare in solutia exercitiului precdent si incercati sa dati

un enunt, in care ipotezele sa fie minimala. Este necesar sa cerem
char(K) = char(K) = oo?

TEMA

Ez. 7. Fie p un numar prim si

a b
b= {( 8 1) 1esez)
a b
b= {( 8 V) ez}

M, ={a+b\p|a,be’Z}
M;, ={a+bi/p|a,beZ}.
a) Demonstrati ca L,, L_1, M, si M;, sunt domenii de integritate fata
de operatiile obignuite de + si - care nu sunt corpuri.
b) Demonstrati ca L, = M,,.
c) Demonstrati ca L_, = M;,.
d) Demonstrati ca Ly 2 Ms.
e) Demonstrati ca Ly 2 M_,.

f) Demonstrati ca dacd p # ¢ sunt numere prime, atunci M, % M,,
Mp ?Aé Miqa Mip % Mz’q-

respectiv

FEx. 8. Fie p un numar prim si

b
LP:{(pab a) |a,b€(@},
L_,,:{(_jjb 2) |a,be@},

M, ={a+0by\/p|a,beQ}.
M;, = {a+bi\/p|a,be Q}.

respectiv
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a) Demonstrati ca L,, L_y, M, si M;, sunt corpuri fata de operatiile
obignuite de + si -.

b) Demonstrati ca L, = M,,.
¢) Demonstrati ca L_, = M,,.

d) Demonstrati ca Ly 2 Ms.

e) Demonstrati ca Ly 2 M_s.

f) Demonstrati ca daca p # ¢ sunt numere prime, atunci M, 2 M,

Mp ;é Mz'qa Mz'p ;é Miq-



