TLINTEGRALE DE GAUSS ET I ANAL YSE DES N(EUDS
TRIDIMENSIONKELS '

(Rev. Roum. Math, Pures el Appl., £, 1959 ¥ 5-20)
P I

On doit & Gauss la découverte du premier invariant 'isotopie 1)
relatif & un enlacement de deux courbes fermées de Pespace euclidien tri-
dimensionnel. Les courbes fermdées rectifiables U, et Oy étant sans point
coramun, cet invariant est donné par la double intégrale curviligne
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les points M,(xy, y,, 2y)y M ola, Uy, 2) parcourant les courbes ¢, et (f,
respeetivemnent. En désignant par o(#,) une détermination de Vangle
solide sous lequel on voit le contour (y en se placant en W 2; ON trouve

E &

o S de(M,),

‘a

I rveprésente la varialion, divisée par 4dx, de o (M, lorsque M,
parcourt C,, done [ est un nombre entier. (Vest un invariant pour
toute déformation continue des courbes €y et (), pendant laguelle
Cy et Oy ne se traversent jamais 1'une Iautre, et cette invariance résulie
du fail que I, regardée comme fonction des lighes €, et (,, est continue
pat rapport a O et €, tant que r,, reste supérieur & un nombre pesitif
fixe, et du fait que / ne prend que des valetirs entiéres.

A notre connaissance, aucun mvariant de cette nature n’a é4é
signalé pour une courbe fermée ' unigue et, afin d’en obtenir un, nous
avons songé & faire coincider ) et ¢, dans Uinvariant I de Gauss. Nous
montrerons iei que 'on obtient ainsi un invariant d’isotopie attaché
% une courbe fermée ¢ de 'es pace, et que cet invariant n'est pag banal,
¢'est-a-dire qu’il n'est pas nul pour toute courbe fermée . Hxaminons
d’abord la double intégrale curviligne
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Y Devx courbes lermés de Vespace, € et (), sans points multiples, sout isefopes s7il
exiyte une délormation continue de € en €y, pendant laquelle la courbe déformée nacquiert
jamais de point multiple, L'isotopic est une relation déquivalence qui permet de partager 'en-
semible des courbes sans points multiples en elasses disofopic qu'il s’agit de caractériser par
une suite d'inperionds d'isolepie. Vn probléme analegue s¢ pose pour les enlacenients de deux
ou plusicurs courbes fepmées sans points communs detux a deux. On appele noeud toule courbe
fermnée sans points multiples. ' x :
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prige :sur la courbe fermée C:a = (), ¥ = y(t), = = 2(t), 0 £1.<4q
que les points M,(t;) et M ,(f;) parcourent indépenddmnwm Nous admet-
trons que x(t), y(t), #(¢) ont des dérivées continues jusqu’as ordre 3, ef
sont périodiques de période a, de maniére que la tangente, la courbure
et la torsion de ¢ varient contmument le long de cette eombe et que
cette courbe ne présente pas‘ de point mul’mple ou de rebroussement.
Alors P’intégrale (1} a un sens, malgré le fait que r,, s’annule en méme
temps que £, — ¢,. En effet, en pownt i, = 1, + i on trouve sous le gigne
intégral, en écrivant
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en convenant d’éerire une seule ligne du déterminant. On voit gue ce
déterminant est de 1'ordre 4 en k, pour A infiniment petit, done la fonetion
& intégrer dans (1) est confmue dansg le carré 0 < 1,,t, < ¢, et elle et
nulle sur la diagonale #, == #;. Ainsi, J a un sens. Nous verrons que Fih-
terprétation géométrique de J est encore lide & la variation d'nn angle
solide. Remarquons gne la valeur de J est indépendante du sens de par-
cours choisi sur ¢, et que, en remplagant ¢ par sa symétrique par rapport
a 'un des plans de coordonnées, J change de signe.
Nous croyons utile de préciser un peu la définition de I'angle solide.
(' étant une courbe fermée, rectifiable, de I'espace et M un point non
situé sur -, X étant la sphe;ri, unité de centre M, soit T la pr ojection coni-
que de ¢ sur Z,-avec M comme centre. Le sens pmmf adopté sur ¢ mnduit
un sens positif sur la courbe fermée sphérique I', courbe qui présente en
général des points multiples. La courbe T partawe 3 en domaines simple-
ment connexes D; qui sont guarrables. Attachons & chacun de ces do-
maines un indice entier, suivant une regle [1] gue on utilise pout le
caleul de Paire orientée d'une courbe p]ane fermée-i 1’aide d'une intégrale
curviligne classique. Alors, #; étant Uindice attaché au domaine 7, {’aire
(posﬂme) Ay la somme Lng A; donme l'aire orientée de Ia courbe sphé-
T lque T, qui est aussi Pangle solide sous lequel la courbe ¢ est vue de M.
L‘L régle pour le caleul des indices #; est la suivante : on attache
d’abord un indice entier », 4 'on des domaines Dy 5 “ensuite, D), étant un
domaine contigu & I, on attache & D, 'indice #}. + 1 si un observateur
qui parcourt, dans le sens positif, ’'are commun aux frontidres de [}, eb
D, aperc¢oit D, & sa gauche, et 1"indice n; — 1 dans le cas contraire. En
continuant de proche en. proche, tous les indices #u;: seront détermings,
;ar on voit, comme dans le cas du plan, que cette régle nest pas con-
tradictoire. 1\1&1;\, tandis que dans le cas d'une murbe plane, un des
domaines D; est privilégié, a savoir celui qui s’étend & Dinfini, 11 n’en est
plus-aingi dans le cas d'une courbe sphérlque I est naturel d’attacher
I'indi¢e. zéro au domaine indéfini extérienr 4 une eourbe plane, afin. d'ob-
tenir: une aire finie pour cellé-ci. Dans le cas d'une courbe sphérigue T,
le choix du- prem}ér indiee n; reste -arbitraire. En I(n\mphgant y; y&x un
autre entier ny, tous'ley autres ifidices aigmentent de Ry — Ny, done ire
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oriectée de TMaugmente de 4w (1 — ng). Ainsi, les div orses (1(=temnnn-
tions de Uangle solide différent entre elles par des multiples de 4x..

Si AM esl un arc de courbe rectifiable qui ne rencontre pas la courbe
¢, on sait [2] que l'intégrale
PR e A
4 3 ‘I : ’
D(H) = d-izs prat Rt
Ad C

sl Al
2. ~ ~

’
<1 <1

reprisente la variation continue de 4 & M d'une méme détermination
de Uangle solide sous lequel la courbe € est vue du point M, e A M. Clest
ung rm(‘hun de M continue dans tout ’espace, sauf aux pomt% de C qui
est une ligne critique, et ®(3) est une fonction multiforme qui embrasse
toutes les déterminations de Pangle golide attaché & (.

Le caleul déja fait pour J montre que O(M) est bien définie-méme
si 'are AM coincide avee un.are de ¢ (cette courbe étant supposée con-
tinue jusqn’a Uordre 3). Il en est de méme i ’'are 4 M a son extrémité 37
sur O, les autres points de AJM ¢tant extérieurs & ¢, et la courbe 40
ayant une tangente en Jf, faisant un angle 6 non nul avec la tangente 4
¢ au méme point. En effet, Pindice zéro marquant les valeurs prises en
M, on o x=ux,+ ha'y+ ..., 2 =2, + EF;+ ..., et la fonction 3
inlégrer devienl, en prenant pour parametre are, sur ¢ et A M,
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P, ¢, I étant des constantes, |R| << 1, et les points de suspension désig-
n&m {i{“w infiniment petits (’ordre supérieur & ceux déji éerits. En passant
aux coordonnées polaires dans le plan (h, k) on voit que l'intégrale @
exisle malgré la Hll‘l““l]]dﬂ{(‘ pour b = L = 0. Ainsi, lorsque le point M,
tend vers M le ],mm de 'arec A M, ]an,f_s]e solide ®(M,) tend vers une
limite. 11 est facile d’obtenir 1interprétation géoméirique de cette limite.
Tragons la sphére unité de centre M, et soit I' la projection de ¢ sur X.
Jette fois I' n’est pas une courbe fermde. C'est un arc de courbe sphéri-
que joignant les points antipodes N, et N, olt Ia tangente & ¢ en J - perce
Y. Le plan passant par cette tangente et la tangente en M & AM
coupe X suivant un grand cerele qui passe par les extrémités de I'. Com-
plétons I par le demi-cercle situé, par rapport & la tangente en’ M &
du eolé opposé & celui qui contient 'are 4 M. On obtient ainsi une‘courbe
évique fermée 1I'*, ayant des points de rebroussement en N, eb N,
.spheuquo correspondante- représente bien lim ®(M;) pour
—~BM, My s AJM. Cette image permet de reconnaitre le caractore multi-
LT 5 e (1){ M) autour de chaque point de ¢, quand M, tourne autour
de ia tangente en M i C, tout en restant voisin de M. :

n

259



1. Formation de Uinvarient K. Nous montrerons maintenant que,
dans les conditions de régularité déja indiquées pour la courbe (), ex-
pression
T an @y — @,

2
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représente un entier qui est un invariant d’isotopie attaché & €. Ici ~ re-
présente la torsion, et s Pare sur la courbe €. Ainsi, en ajoutant la «tor-
sion intégrale» de € & la double intégrale curviligne de Gauss prise sur
¢, on obtient un invariant d’isotopie attaché & €. D’ailleurs, aucun des
deux termes figurant dans K n’est un entier et ne représente, 3 lui seul,
un invariant.

Avec la courbe ' considérons encore une courbe C* paralléle & €,
représentée par z* =z 4 ca’, y* =y + ep’, 2* =2+ ey, ou o, P,
v’ sont les cosinus directeurs de la normale principale & ¢ en M, et = un
petit nombre positif. La courbure de C étant bornée, on peut choisir ¢,
assez petit pour que les courbes € et O* ne se rencontrent pas guel que
soit ¢ € (0, g]. Nous obtenons K comme limite pour ¢ — 0 de invariant
I de Gauss correspondant® 4 ¢ et O*.

Prenons comme parameétre, sur ' et C*, ’arc s mesuré sur € 3
: ot ; da® 1 o
partir d’une origine fixe. Alors o = o4 el — pa  wa), i, pélT
ds
représentant la courbure et la torsion au point M(s) sur ¢. Soit M,(s,)

un second point de €, et M*(g) le point (a%, y*, 2*) de C*. Posons

1 . - -
U, )= — |y, a-bel—patza”), &,—0—5&"|— ==

ok
Soient 4(s — H) et B(s 4 H) deux points de €, voisins de M(s),
H > 0 étant fixe. On a
SUGSI = S Uds, -- S Uds,,
G C—AB AB

*) Lorsque la courbure p s’anuule, avee p’ # 0, en un nombre fini de points de €
(points d'inflexion), il sera nécessaire, pour que C* soit une courbe fermée, de modilier la
convention habituelle sur le sens positif de la normale principale en A, qui est celui de
Ia concavité de la projection de € dans son plan osculateur en M. En effet, au passage
par un point olt p = 0. @’ # 0, le triedre de Frenet tourne brusquement de-V'angle 7 aulour
de la langenie, si I'on se maintient aux conventions classiques relalives au sens positil de
la normale principale. Mais, si les coordonées de M ont des dérivées conlinues jusgu'a Vordre
3, comme nous le supposons, on peul éviter cette’ discontinuité en changeant le sens positif
de la normale principale a chaque passage par un point d’inflexion de . La ecourbure ols)
étant une fonction continue périodigque le long de €, ceci revient a admettre que p(s) change
de signe a chaque passage par une valeur g = 0, p” % 0. Dans Vintervalle [0,1) il y aura dene
un npeombre pair de valeurs s correspondant 2 ces passages, et [0,1) se trouvera divisé en
un nombre fini d’intervalles partiels sur chacun desquels p(s) garde un signe constant’ Dang
ces intervalles partiels, le sens de la normale principale sera allernativement celui qui es! gitué
dans la coneavité de (0, ou son opposé. Iin changeant le sens habituel de la normale prinei-
pale, on devra changer simultanément celui de la binormale, et de cette manicre le triddse
de Frenet variera sans discontinuité le long de €. Le signe de p changeant en méme temps que
celui de n et de 7;, sans que la torsion < change de signe, on voit que les formules.de Frenet
restent valables sous leur forme elassique, toutl le long de C. ‘ it
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et

Uds, = 0, ¢ — 0

C— AR

uniformément par rapport & se(0, L], L = longueur de €, car M*M,
et MM, restent = 3 > 0 pour H fixe. Done

Uds, ' < ), e T et
i
i

)y g€ (0, L]

-
=

C—AB

Posons h = 5 — 5. On a

H H
L dh dh
Uds) = \ =—— lo;, ate({—putra”), ;—r—e’|— \ =imz|ay, 0,2— &)
J}l 2] "i'[:]} ﬁ‘fiy?
AB —H —H

On a vu que, dans Ia derniére intégrale, la fonction & intégrer est
partout ¢ontinue, done

Jrd

! dh | y
bV o ey, @, 2y — x| <<, H << Hyln).
: S M 1 &y @ f i3 ol

0 A
Quant i I'nutre intégrale, utilisons Ies développements bien connus

@, — @ = ah[L + RFR)] + o'R2V (k) + o' RSW(R),... |h| < H

o — a(l + 3h2F 4 R3F') + «'R(2V + RV') + o (3W -+ BW), . ..

avee

2 A

Poj== L. woy='E worsL" Foy-— —LL,
6 2 3 12
V'(0) = f;-, B0 = ;—"i
On a
|2y @ -k e(— pa 4 7o), @y — & — ca’| = @y — @, ate—( pat-va’)@ —
—x — za'| 4 la, eTa”, @ — 2 — za'|

et T'on trouve

log—-ea, @ -+ e(—patTa"), ;;—2 — ca’| = h¥ 2V~ — 3W) - 32 F1 1+
FW o) RV W L eh3(V =—W') + 23 F v 4+ W o)+ ehi(5FV - —
— VWep) + BV W +VW) 4 A(—VF'z= +FV'r £ VWp —

—¥W'p), fu, exa, 5, — £ — ea’| = e¥1 — bW,
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M*M; = [ah(l ++ R2F) + «'(B2V — &) + " RSWE 4 ... =
= B2 &t — 2eh2V 4 MR 1 V) 4 B0 (7 4 W,

b s dh i TR

8 = s s |y ok e o wal), o — = eal|=

M*E. 11‘

—H

:S etk A eh® | Bethi O chd+ D4 Teh e ;w Mfw Neh
(42 + & — 2eh2V + BH2F - V) + IS(E>  W2))

—~H

ot A, B, C,..., N sont des fonctions de & qui restent bornées pour [h| <H.

Posons 4 —= el < Pz H— . Llintégrale § devient, en posant s= v
e
) i B e , s b ;
oy A i T,(bi 4 OB+ Dty -+ q,g(l D3 -GEA - BT18 )—}————— Nt
Sf:
= TR PO AR [ W 5 ik i Py
ik [ LT i T ey U7 gy
i ] {4

Entre crochets en dénominateur, les fractions . 4
b g9 IfETE 9
S e ] 1 SR
* o S Aok :

oo Sont sous-unitaires, F, V et W sont bornés pour 0 < ¢ < T.
THI412) -
Done, pour H suffisanment pvhl H<H 1, on pourra utiliser le déy velop-
pement binemial, ce qui permet d’éerire :

2HV 12(2F - V2 H(PeL Wey 150
e e )f"} 111 pft, H),
T Sl 72(1 + 2 0n 0 T 82 I8 s

plt, I1) restant inférieur &4 un nombre fixe pour 0 < ¢ < 1, H < H,.

On voit que 8 se compose d’un 1911!1:0 Jndep(mddm de M1, auquel
s’ajoute un autre contenant H en facteur, et que le premier tend vers
une limite pour ¢ — 0 (done T — 4~ oo, H fixe), tandis que dans le second
terme le Coelfl(l(-m do . wxie b(n’nv "Pour cela on tw‘ﬂ(ha comptc des
relations

T g g T

df e o gﬁ” t2di % o 7mﬁﬁ
e *ap I P e it epan

i : e A
iR, B, 10ss 2dn e

; W el e

73 3 a8 I
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pour I — -}co. On trouve ainsi

N =274 H. 01)+"Y(e), aveec Y(e) = 0, & 0.
Ainsi, quel gue soit 5 > 0
i S Uds, — 27| << 2y -+ Hu + Lb(e) H o H L, (), & <2 gilm),
el gt | i : .
<

u étant eonstant, on eneore

7

(2) g Udsy = 27 - 2(s5), avec |[y(s)][<<8, H<Hy(8), €< ey(3)

ds ds, Wi e §oagis
= e | iy, Oy o
_ Sg 757 A

4

£ 2 % ~ds - g 7(%) ds
& a

C
avee

< L& H < B3 ¢ <ol

|
{ |g v(8)ds
|

<)

Or, DVintégrale du premier membre représente, au facteur 4z preés,
le coefficient d’enlacement des courbes ¢ et (%) qui n’ont pas de point
commun pour e suffisamment petit. Le premier membre reste done cong-
tant pour e (0, ;) avee s, suffisamment petit, et il en résulte que

'&';{(.S‘)‘e.}:f iy, it

T
done
{3) =t oy, o, 2% = Ty wyiy— @ 2% rds= 4l
TETT R ! s ]
o e L A
G o~ - ; o

pour s < g, Ainsi, K est un nombre entier. ; U :

La méme relation (3) montre le caractére invariant de K pour toute
déformation continue de la courbe ¢ pendant laguelle ¢ ne se traverse
pas elle-méme, les dlédments différentiels jusquau troisiéme.ordre variant
contintiment. Pour de telles déformations, 'intégrale du premier membre
de (3) varie continfiment, et comme ses valeurs ne peuvent'éire que des
multiples de 47,1l en yésulte son invariance, et.celle de K. -
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2. Application d'une méthode variationnelle. Nous retrouverons ce
résultat en montrant directement que la variation 3K est nulle pour toute
déformation de (! en une courbe isotope 4 €. Les courbes fermées sans
point multiple € et € sont isotopes 3'il existe une famille de déformations
dépendant d’un paramétre xe[0,1]

(4} X=atolt,n), Y =94+ {4 1), 7 =2+ 5t 1)

t étant le parameétre sur la courbe ¢, @, ¥, y des fonetions périodigues de
7, de période a, continues jusqu’d lordre 3, de manidre que o(t, 0) —
= [, 0) = y(¢, 0) = 0, tandis que pour » = 1, (X, ¥, Z) représente la
courbe €, et que pour aucun re[0,1] la courbe (X, Y, Z) ne posséeds des

powmts multiples. En posant 3;‘1..'::d~-~-j s+ -y OO peut ¢erire, pour toute
dX o

fouction ®(z, y, 2) continue jusqu'a lordre 3 et pour X infiniment petit,

OX, Y, Z)= Dz, y,2) + 23D L+ - 2@ - ... Il nous suffira de

montrer gque 'on a 3K = 0 pour toute déformation du type (4). On a

By — g+ N 8oty — Sy} + ...
2 oy dtydt,
r] ‘F )\.SJ —%‘ e Sur] *1w SRS --—S .’1)-; 'i )“SH;; "'f* _ W)m. - .2 =
2 J (ra+ 287%,) 72
RO Ll 2 <f-
[ 1 sx—dx, @, — &, [y —
1 b
8eJ == = @) ==Lt 8l e @ ki
JJ T2 )
£ w2 l x5 BYA l
by — ity
3 L B
T D 21 at,di,,
2 Gt
. & |

en convenanl {’éerire la premiere colonne seulement,pour chaque déter-
minant. Cette intégrale o un sens, car, pour &, = ¢, 4 I, le coefficient de
1 L L iy o ; ;
—— est de V'ordre de A%, et celui de —— est de l'ordre de A%, ce que ’on voit
Tz , Gt .

en éerivant =@, + haf 4 ..., 8w, = 3a, -+ Adxz{ - ... Nous transfor-
merons 8/ en utilisant igentitd

}f Say —Bay] |3 — @y 1[ [ay - @, | @ —&, |
i o | il
Ll , l—i—l +| I 3 | , T
i
| | |
i E

;}1‘;

D —

o ;rlﬁzfgi s
5.0 B

d By — 3y iy Y2 — Uy
) T e
2.-"; 2]* 531 dti 'r?g | &y Zg9 - .

out le signe X se référe aux termes analogues, en 3y, — 3y, 32, — 3¢
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Lintégrale 3J est étendue au carré @ : 0 <1, < a,0 <1, < e En
tenant eomptv de la périodicité, on p(,uL Iemplacex Q pal le parallélo-
gramme n: 0 < !, < @, 11 < 1, <1, + a. Intégrons @ dans le parallélo-
gramme plus ,pem 0 <t <e, 4+ H <1, <ty 4 e—H, auquel
on peni appliguer la fo:r'mu]e de (}reen. On a, U'intégrale &/ ayant un sens

8 = SS Ddtydts -+ OH ).

k3

On trouve, toujours en tenant compte de la périodicité,

@

r Wy £y
\ oasar, —\ — = [ 3, — 3wy |yl th — Ys|la =0t | g,
T’a 21 &y by == l_H
7y 0
'?"fz Zp Bg — %y {tg= ¥ —H
S Ll ok WL ¥lyy — 4 |t = 4 +H
"ty =
fé 7 Ry — ﬁz == gl
0
Z== >.¢ ! 8?] % h-gi’m.!m St h?f{+ . dt1 =
H@lW" ol TR X N T

5

(X pya’ 3a7) dty - O(H)

O\-’\a

d’o

SS Oty dly == — 28 oo’ Sa’ 4B 8y v ' 8%’) At + O(H).
o

™

Poar H — 0 on obtient

&) 3 == — 2\ plaBa 4 BB + v dy)ds.

Caleulons maintenant
SSTd '''' SSTdS-{— 73 ds.
C
On simplifie le caleul en remarquant que 'on peut se restreindre &

considérer seulement des déformations «isométriques» de €, telles que
3ds = 0, sans perdre la généralité. En effet, ¢ ¢tant une déformée isctope
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de O, une homothétie permel de transformer ¢ en une courbe € de méme
10ngueur que -C, évidemmment isotope & €, dont la torsion’ mteﬂ’rale sera
égale i celle de 0. On peunt méme supposer que les courbes € et 0 se eorres—
pondent par égalité dex ‘u‘cs, dong 8 = O e{ Sds = 0.

On a’
2w S = Za du’ = Fm du” =1,
d2x 1 TR
82" = §— =dpa'=a'dp+ pda,
(18—

= a'8p" + plda’ = 2palp— pBat prda"(pd4v3p) a”
d’oil
Sp = Za'32”, p8t+ t8p = Xa"d2"" — o' Za"" 3% + p?Ea’ Bu,
N {} s St &
Op=-— 2o o — T g du
ds
ct’i) t ‘: B - B ‘-“
N i i’! ‘g'! ER NS 7 |
Tmm — g 0o wr p acigoo
ds i

On a done

Sgﬂ:{is = g(-;— Za'' 80" + pZa” B:c) ds = § p(.x_ o - B78p oy 3y) ds,
o8
c c ' c

8J -+ 238 S s = 0, 3K =4,
C

ce qui prouve Dinvariance de K.

3. Imterprétation géomdétrique de K. Nous avons construit 'invariant
I en einployant une courbe C¢* paralléle & ¢, représentée par M* =
= M - en, oll 7 est le vecteur unitaire dirigé suivant la normale prin-
cipale & ¢ au point H. Soit AM un arc de € et A* M* Parc correspondant
de O*. Nos caleuls montrent que, pour ¢ — U,

= [y, @ avlm—w[~{~2g~cdsh£l( ).

4M C AM

Les intégrales

ds*ds ’
g ﬁ logy ¥, & — ¥ |, g g
1

d4¢ € MM C

266,




étant infiniment petites en méme temps que e, on peut éerire, P étant
un point choisi sur 4*M*, en omettant d’écrire toujours la méme fone-
tion & intégrer,

@ _Q“""’):"S §+ S Sx S Skg i

A44*P C PM™AM C PM*M C PA*A

En effet, donnons & ¢ un petite valeur g, et 8oit ¢’ < g. A & correspond
une courbe ¢, paralicle 4 ¢, et l'on a '

£3(g) = lim g g = lim { +
4 : 20

AATRA € AGMM T A AT

car la derniére intégrale double est nulle, puisqu’elle représente le coeffi-
cient d'enlacement de ¢ avec une courbe fermée engendrée par deux
courbes paralléles trés rapprochées de €. Cela ’éerit

Ofs) = lim = A Ak %
20

AAPA*MAMM C A4*PC PM*MC
Aingi, la formule (7) est établie. Or, nous avons vu que

(F e e
% S .-(}f?—.qjis-f: [org, o, 2y — |
; M

PMM C
représente 'angle rolide auloscope, sous lequel la courbe € est vue de
son point M, eorrespondant & Daire sphérique définie par la projection
conique I' de  sur la sphére unité X de centre M, complétée par le de-
mi-cercle situé dans le plan oseulateur & ¢ en M, qui forme avec I
deux points de rebroussement sur X. En désignant par s£(s) cet angle
solide, on a done j

Qs) = o#(s) — (0), & = arc AM

la détermination de #f(s) étant suivie par continuité le long de A4M.
L) = 47k n'est que la variation de </(s) le long de ¢, done

4nK — (L) — (0),

ce qui nous fournit une interprétation géométrique de K.

Quoique la fonction ##(s) ne soit pas, elle-méme, invariante par iso-
topie, elle fournit un invariant d’isotopie, qui est sa variation le Tong de
C: [(8)]ec = 4nH. On se demande si 1'étude de P'allure de «/(s) dans
Vintervalle (0, L] ne permettirait d’en déduire d’autres invariants d’iso-
topie de C. Par la méthode variationnelle on trouve les formules

ds,
—ee y — ®] = —& 2 " SB-L ~" 8v) ds
3 g d‘?g]ﬁﬁﬁf loy, o, o — 2| ﬁg pla’ Sat B 3B+ v 3v) ds,
AM [ AM
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SS wds = [Te” S’ + s o(a” 82 + 8788 + v 8y)ds,

AM

oy, oy @ — || ds=2[ Xa"" 8a'JF.

30(s) = 3 glz

Ay

Cas d'un contour polygonel. Nous avons supposé plus bhaut que
la bzmgcute a (!, la courbure p et la torsion t, varient continiment le long
de €. Voyons ee qui arrive lorsque la tangente, la courbure ou la torsion
font des sauls en nombre fini

Un saut de la tangente est caractérisé par la présence d’un point
anguleux M, sur €, sans que le plan ocsc ni'imd' cesse de varier conti-
niment au voisinage de #,. Les deux demi-langentes & ¢ en M, percent
la spire unité de oomw B, en deux points ,\ et N, qui ne sont pim des
antipodes. Mais la trace du plan osc ula,tvur sur cette sphéro tendant
vers une méme position limite lorsque 8, tend vers 3, d’un c¢o6té ou de
’autre, on voit que dans co cas 'angle solide (s), construil comme nous
'avons indiqué, n’éprouve aucune discontinuité an paﬁs’w;e par M, Un
saut de courbure en M, accompagné ou non d'un saut de la Langente,
reste aussi sans coffet sur la continuité de Q(s) en M.

Mais il n’en est plus ainsi lorsque la torsion fait un saut en M,.
En supposani que la taugente varie continfiment au voisinage de M,
les points &, el ¥, seront des antipodes, mais la trace du plan osculateur
sur la apheu, unité ne Leud pas vers la mbme p()%li;l()il—h]hh(‘, sguivant que
M, — M, par Uun ou 'autre c0té. Le saut de £(s) sera visiblement donné
par 'aire d’un fuseau sphérique déterminé par les (ieux plans osculateurs
& C en M,

Ues remarques nous permettent le caleul de Uinvariant K lorsque
C est un contour polygonal. Sur chaque coté A.4.,, de ¢ prenons un
point arbitraire p. Nous admettrons que e plan osculateur & € en chaque
point du contour p: .4 ps coincide avec le plan de ces trois points, et ceel
pour chague 4. Les sommets de ¢ n’introduisent done aucun saut pour
Q(s), et ’on aura en p; un saut de la torsion, mesuré par o; = angle des

plzms Ai_zAsulAi, A;‘_lA.iAiﬂ.

Il nous reste & monirer de gquelle maniére nous avens conduitb le
caleul pour nous convainere que A n'est pas identiguement nul. Le calcul
effectif de K, avec une approximation inférieure & 1/2 serait suffisant,
puisque sa valeur est un entier. Mais ce calcul étant des plus laborieux,
méme pour les courbes unicumale% les plus simples, non isctopes & un
cercle, nous avons préféré recourir 4 une représentation du nceud par un
contour polygonal fermé. Le caleul de K est alors possible exactement.
Ceci revient au caleul de l'intégrale de Gauss lorsque M, et M, décrivent
respectivement deux segments rectilignes dirigés, AB et OD. Examinons

done Vintégrale
2

1
I apcp = S [d31 dsz})

ABCD

le’_‘
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Posons = AB, § = (D, ¢ = AC, M, = A + sd, M, = C + tb;
s, te0,21. ‘ '

e 4. 23] 17
On a MM, = ¢ — sa -+ tb, et

11
‘t —,
T = \\-cooee (M, M,, G, §) dsdt — (@ 57) ‘Eﬁfif
fﬂrﬂld lui
v 00

M M, = c® + a’s® + b2 — 254¢ 4 2th¢ — 2stad = a%? 1+ b —
—2abst cosy — 2acs cosP -+ 2bei cosa + ¢ = Ps, 1)

en désignant par a, b, ¢ les longueurs des vecteurs @, b, ¢ et en posant

@b = abcosy, b€ = be cos a, ¢a = ca cos B

1s 9 : SC .
(s, 1) == SS a}?ﬁijlh =5 arc tg ‘_c[)\ [(1 — cosy)(as- bt — | P(s, 1)) +

13

-+ c¢(cos o — cos B)]

C’f:f:[f 1

— == ——=, g qui permet
isit P
le caleul de [I. Remarquons que l’expression entre crochets ne devi-
ent jamais infinie pour s, {e [0,1]. On peut done toupuis prendle pour

avee V =ab¢, (V| = aber. On a, en effet,

pour arclg sa détermination principale, comprise entre — 2— el —‘-)--. On tro-
-

ave ainsi les formules suivantes, nécessaires pour le caleul effectif de I,

it i Ree s PR
{8) i Ly ont = arclg > arctg 7 arctg = -} arctg =

avec
= ab[{1l — cos ye + & —§d) 4 clcos « —cos B)l=a.b¢ — b.G¢ -
4 (a + b — d){ab — ab),
Q = ab[(1L — cosy)(b — f) + cleos « — cos B)] = a. b¢ — b. a¢ -+
+ (b — f){ab — @b),
R = ab[(1 — cos y)}(@ — ¢) + 6(cos a — cos B)] = as58 — b.75 +
+ (& — e)(ab — 4@b),
8 = ab[(1 — cos v) {—¢) - o(cos « — cos B)] ="a. BC—b.4¢ — c(ab—ib),
4 = BD, 6 == _BG, fx.cfiD.
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~_La formule (8) suffit pour calculer K dans le cas d’un contour poly.
gonal, puisque le caleul des sauts o, de la torsion est immédiat. La farmule
(8) peut servir également pour calculer intégrale de Gauss relative i un
enlacement de deux contours polygonaux sans point commun. Dans ce
dernier cas on n’aura aucune correction i apporter par suite de Pexislence

des sommets.

5. Linvarawmt K n'est pas identiquement nul. Nous avons effectus
ce caleul pour le neeud en tréfle de la figure, les coordonnées des sopimets

étant

pa it

4(2, 0, 0) B0, 2, k)
o(-L1, — Y3, 0) D3, —1, k)
-E(“l; Vga G) I'J{_' Vg: ;1: ku\-'r

kE étant un parameétre positif, représentant
la hauteur des points B, ), F au-dessus du
plan des sommets 4, ¢, K. La valeur posi-
tive attribuée & k sera visiblement sans in-
fluence sur la valeur de notre invariant, la
clagse d’isotopie du neeud considéré étant la
méme pour tout &t > 0. Il suffit de calculer,
par les formules que nous venons d’indiguer,

I anngy Lap g Ipeppet Von a dnd = 61 anoe + 6L pe 61130,1:3;-

On trouve :

1. Pour I,z 5z Posons, afin d’appliquer (8)

@(—2,2,k), 5(—1 — V3, 1 4+ V3, —R), 6(J3 —2, —1, k).

On trouve apres caleul

P=Q@+ 8T R+ @241 —2/3) )5+ bt 43 +

(4 — k2 + 4)3) |8 + k2 — 4B — |/ (* T 8)(IA16k2 1 16),

Q=(6+4/3) 8+ & — (64 2/3) |8 + k24 4/3 +

+ 24 + 8Y3 — 2V/3k2 — 23]/(8 + B8 + k* + 4)3),
R=—(6+43) V8T & 1 (6 +2/3)/8 + + 4/3 +

+ 24 + 8)/8 — 23k — 23/ (8 + K28 + k* + 413),
S=—@+m8TR—@+1r—2/3) |8+t 45+

+ (4 — k2 4)3 )8 £ K —4)3 — V(kﬂ + 8)(k* + 16k + 16),

V = 6k,
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2. Pour I,5r on pose
a(—2,2, %), Bl —¥3, —1 —V3, %, d(—3, V5 0
et l'on frouve .. [ ; e
P=12(—2/3 + V8 1 &), @ = —12]/8 1 &* +4J3,
= —12}/8 ¥ , 8= —122Y3 + VB £ 7D, V = —12k
. Pour Iz ,r on pose :
a(—1, —2 —3, = B 2YE 1 /3 —k), 63, —3, 0)

et 'on trouve

P— 36— 243 + (12 + 6Y3) |8+ k2ot e

Q = —(12 +6V3) /8 + ©— 4}3, B'= —(12 eI
§ = =36 — 243 31— (12 + 6/3) p"éfﬁm‘ V = 6k
11 est av azwmﬂeu\ de changer de notations en posant
2=k +8, X = l/ 2+ 43, ¥ = Vr —4J3 avec @ > 2|2
Reste & faire la somme des termes suivants

T, ==arctg 3“?1; 62—2(3 + V3) X+ 4(34+V8) ¥+ a7+ X2~ Yo — X Y],

{)x/ 3
T, =arctg {m L2081 1/:‘3"}3?4_4(347 V3) ¥ —2®—Xa?— Y2 —X Tl

o
i

T,=— arctg 7 [(34+2)3)e—(3+ V3 X +12(1+ V3) — V3a(2 + X)]

Ti——aretg o [~ (34 2 Y8)o-+B+ VHI+120+13) -Véacm-xn,

. T, =arctg 5} (2][3“_;1;), T, = arctg } (2,, HJP), T mai"ctg% ’
_ ik o

Ty= —arctg }%, e a.rctg s [2 (34-2V3)—(2 + V3)X],

Ty = — aretg — 2342 VB+@+HBT), Ty=arotg2 L3,

Tya= arctg ——— + Vé
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On trouve sans peine

.1’\}5 '7'"3“3[— "T‘:‘.ll o &]'Ct‘ _r'_‘* i Yig

R s ampede D e e R gt e et
T+ J = —arclg Vaei o 63

V3t 2 _ey3’
d’oti
T4 T, 4+ T+ Ty = 0(mod =n).
DMane maniére analogue, en calculant
Ty 4 Ty, Ty 1o, T5 4+ T on trouve
Ty Ty +Ty+ Ts+ Ty + Ty =0 (mod x).

Quant aux termes T, + T, ils sont compensés par la correction
due aux sauts du plan osculateur. En désignant par * (ABC, BOD)
Pangle des plans A BC et BCD, ces corrections sont o —= % (A BC, BCD)
et B = ¥(BCD, CDE), et 'on trouve

PR G TR L
54 gyn? © Va4 8+ 4)3
d’ott
2l o= —a 2T, = B.

Aingi, on a

2 : : 27
}J BTy B Do Ty ipb- Lagppt-Tpe pp=—= ‘? K
g1 .
d’oir
A = 3.

On trouve la valeur 2= pour la premiére somme en prenant &k = 1
et en calculant les 7 & une minute pres.

Ceci prouve que Pinvariant K n’est pas identiquement nul.

Un caleul analogne permet le caleul de K pour les classes de neuds
les plus simples dont le tableau a ét¢ dressé par Alexander et Briggs [3],
el cherchant pour chaque eclasse un modéle polygonal aussi avantageux
que possible an point de vue calcul, c’est-a-dire un contour polygonal
pour lequel le nombre d’intégrales I,;cp2 calculer sera minimum. On
choisira, & cette fin, des contours & symétrie de rotation, ou par rapport
4 un plan. 11 y a lien deremarquer que I,z cp est nulle lorsque les eotés
AB et CD sont dans un méme plan.

Linvariant K, que nous venons de signaler, serait le premier terme
d'une suite infinie d’invariants d’isotopie attachée 2 toute courbe fermée
de 'espace, qui devrait caractérizer la classe d’isotopie de cette courbe,
suite qui regte encore inconnue. D'ailleurs, le probléme se pose également
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pour un enlacement de deux courbes, ear Uinvariant de Gauss ne sauraib
suffire pour caractériser les diverses classes d’enlacements, classes en
nombre infini. Pour les enlacements de trois ou plusieurs courbes, aucun
invariant de nature intégrale n’est connu. I1 nous semble possible que de
tels Invariants puissent étre déduits dela fonction spatiale Q(s) définie
plus haut (it y a 4 fonctions spatiales attachées & un enlacement de deux
courbes).
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