Seminarul 9

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:
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a ——— dady;
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2. Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

2 2 f2 1
a ———— dadydz;
)/1 /1/1 ty+ap

a b c
b) (Tema) / / / (r +y + 2) dzdydz, unde a,b,c > 0;
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3. Sa se calculeze //
AY

de parabola y = 2? si de dreapta y = 2x + 3.

4. Sa se calculeze //

de dreptele z = /3, y = z si de hiperbola de ecuatie zy = 1.

5. Sa se calculeze //

A:={(z,y) e R? | :1:>y>0$ +y? < 2}

dzdy, daca A este multimea plana marginita

d:cdy, daca A este multimea plana marginita

> dzdy, daca A este multimea definita prin
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. (Tema) Sa se calculeze Y dxdy, daca A este multimea defi-
1+ ’
A

2
nitd prin A :={(z,y) € R?* | y > |z|,2* +y* <2}

x? Y )

Fie a,b > 0 si fie A := {(.’E,y) € R?

2
se calculeze / /A ﬁ dxdy.

(Tema) Fiind date numerele reale a,b > 0, sa se calculeze

a b
/ / emax{beQ,a2y2}dxdy‘
0 0

Concursul William Lowell Putnam 1989, problema A2

1
. Sa se calculeze / / / dzdydz, daca A este multimea
alz+y 2

+z4+1)
din spatiu cuprinsa intre planele de ecuatii x = 0, y = 0, z = 0 si
r+y+z=1
Sa se calculeze /// (2% + y*) dadydz, daci
A

A={(2,y,2) R’ | 2® +y* < 2 <4}



Rezolvari

a) Aplicand teorema lui Fubini, avem
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b) Aplicand teorema lui Fubini, avem (atentie la alegerea ordinii de inte-
grare: una dintre integralele iterate se calculeaza usor, cealalta greu)
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c) Notam [ := /0 / (T cos? 2)(1 + cos2y) dxdy. Aplicand teorema



lui Fubini, avem

/y /2 xrsinx dy | dz
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rsinw y=r/2 dy
— — dz
1+ cos®x y=0 14 cos?y

I

T zxsinzx
—dz =L 1.
/0 1tcostn | 12

G J

I

.
[

fon

rsinz
Pentru calculul integralei I} = / — — dx, facem schimbarea de varia-
0

1+ cos?x
bila z = 7 — ¢. Obtinem

Ilz/ﬂo(ﬁ—t)sm(w—t)( § = /O(W_t)smtdt
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Pentru calculul integralei I, = /
0
variabila tgy = t. Obtinem
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In final, avem [ = I1 1, =



Observatie. In rezolvare s-a folosit urmatorul rezultat: daca functiile
f i la,b] = Rsig: [c,d — R sunt integrabile Riemann, atunci are loc

cgalitatea
[ [ rwswasar= ([ rwa) ([ o).

Acest rezultat este o consecinta imediata a teoremei lui Fubini si el va fi
folosit si in rezolvarea altor probleme.

d) Raspuns: g -1
e) Aplicand teorema lui Fubini, avem

1 pl y=1 r=1 1
I ::/ / min{z, y}dxdy :/ (/ min{a:,y}dx)dy:/ G(y) dy.
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Observam ca
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f) Aplicand teorema lui Fubini, avem

a 1 1 r=a y=1 1
1= —— dady = ——dy | dz
[ aA x? + y2 Y Ll/a (LO z? + y2 y)

r=a 1 y=1 a 1 1
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Facand schimbarea de variabila x = 1/¢, obtinem
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T [ 1 T
de unde 4/ tdt 5 na
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a) Aplicand teorema lui Fubini, avem

[ Lzt ([ ([ieorea)a)s
o (/Q(Wﬂ )
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( N >d$:_ln(x+2)(a:+4)
x—|—4 2

r+3 x+2

y=1
(x +3)?
128

125°

1
2
1
2
1
2
L,
T

b b

c) Fie I := / / / min {z,y, z} dedydz. Aplicand teorema lui Fubini,

avem
[:/ / F1<£L',y)d$dy,
0 0

unde F : [0,1] x [0,1] — R este functia definita prin
1
Fi(z,y) = / min {z,y, 2} dz
0

min {z,y} 1
= / min {z,y, z} dz +/ min {z,y, z} dz
0

min {z,y}
min {z,y} 1
= / zdz+/ min {z,y} dz
0 min {z,y}
3 2
~ min{z,y) %



Aplicand inca o data teorema lui Fubini, obtinem

1:/01 (/01 @m@,@-%) dy) du.

/ 1 <mm {r.y} - M) dy

x 2 1 2 3
_ ¥ v 2 Y
—/0 <y 2)dy—|—/z (x 2>dy T :zc—|—3,
1 3
1
I = 22+ ) de = -,
/O(x x+3)dx 1

Parabola y = x? si dreapta y = 2z + 3 se intersecteaza In punctele
M(—1,1) si N(3,9) (a se vedea figura 1).
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deci

121

Figura 1:



Aplicand teorema lui Fubini, avem

1 =3 y=2z+3 1
Ay+1 oe 1 \Jy=ez Y +1

r=3
= / In(y +1)
r=—1

- /3 (In(2z +4) — In(2* 4+ 1))dz

-1

y=2x+3

dx

y=z?

=442Inb5— g — 2arctg 3.

Hiperbola zy = 1 si dreapta y = «x se intersecteaza in primul cadran in
punctul de coordonate (1,1) (a se vedea figura 2).

y
3 y=x
2,
1,
~—
W
X X
0 1 32 3 4

Figura 2:

Trecand la integrale iterate, avem

=3 y=x
// QI dxdy:/ / 21’ dy | dx
AY +1 =1 y:% Yy +1

V3 y=x V3 1
= / xarctgy dr = / x (arctgm — arctg —) dx.
1 1 Z

y=1/z



. y 1 :
Tinand seama ca arctg — = 5~ arctg x, obtinem
x

V3
x - -
//Ay2+1dmdy:/1 x<2arctgx—§)dgg:1_\/§+§_

Trecand la integrale iterate, avem (a se vedea figura 3):

Raspuns: m — 2.

Trecand la integrale iterate, avem (a se vedea figura 4):
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Figura 4:

2 y=b z=% 4/y?+b? 2
//ﬁdxdy:/ / ——dz | dy
Ay +0 y=—b w_\/my Y2+ b
R
- y=—b y2 + b? 3

dy
_/b 1 ' (y +b2)
R+ 3b3

o [PTR
351/)\/y +02dy = i;<v§—%hm1+~¢§ﬁ.

Fie I valoarea integralei din enunt. Avem [0,a] x [0,b] = A; U Ay, unde

o)
o

0<z<a, 0<y

IN

A :{(:c,y) € R?

A2:{<.T,y) € R?

0<y<b 0<z<

0“|Q
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Tinand seama de aceasta, deducem ca

a b b a2b?
— / - xebQ;dex 4 / g y€a2y2dy _ 6—
0 a o b ab

A este multimea punctelor situate in interiorul si pe fetele tetraedru-
lui OMNP, unde O este originea, M(1,0,0), N(0,1,0), P(0,0,1) (a se
vedea figura 5). Proiectia lui A pe planul Ozy este triunghiul OM N, adica
multimea Ag := {(z,y) € R? | 2,y >0, vz +y < 1}.

N(1,0)

x+y=1

Figura 5:

Trecand la integrale iterate, avem

A
xdydz = x
a@+y+z+1)2 Y A0 \Ja=0 (x+y+z+1)2 Y
1 z=l-z— 1 1
= // - ydxdy = // (—— + —) dzdy
4, THy+z+1ll=0 Ao 2 xz+y+1
1 1
=——+ —— dady,
4 //on+y+1xy
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1
deoarece / / dzdy = m(Ay) = 5 Pentru calculul integralei duble, trecem
Ao

din nou la integrale iterate. Avem

1 =1 y=1—x 1
—dady = ——dy | d
//A035+y+1 v /a::O (/yz() r+y+1 y) !

le =1—2x 1
:/ ln(:v—i—y—{—l)y da::/ (In2—In(z+1))dz=1—In2.
T 0

=0 y=0

. 1
In final, avem /// dxdydz = 3 In 2.
W@ Tyt at1) 4

A este multimea punctelor situate in interiorul panzei paraboloidului
de ecuatie z = x? 4+ y?, sub planul z = 4 (a se vedea figura 6).

2,2
X +y =4

=
=

Figura 6:

Proiectia lui A pe planul Ozy este discul Ay, cu centrul in origine si de
raza 2. Trecand la integrale iterate, avem

[ o= / / /A (22 + y?) dadyds — / /A 0 ( /Z;;Q(xuf)dz) dudy

— //Ao(ac? +9%) (4 — 2* — ) dady.
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Incercand si calculdm integrala dubli cu ajutorul teoremei lui Fubini (adica
trecand la integrale iterate), obtinem

v=2 [ py=is?
]:/ / (> +v*)(4 — 2° — y?) dy | dz.
r=-—2 y=—v 4—qx2

GROAZNIC! (cine nu crede, se poate convinge incercand calculele)

De aceea, vom calcula integrala dubla nu cu teorema lui Fubini, ci cu ajutorul
coordonatelor polare (trecerea la coordonate polare este, de fapt, o schimbare
de variabile in integrala dubla). Avem (a se vedea figura 7)

y P(x.y)
x=pcosH
y=psin0 p
0
(@) X
Figura 7:

x = pcosb, p €10,2],
y = psinb, g € [0, 27].

Determinantul Jacobi al transformarii este

D(x,y) g—i 9 | cosf —psinh |
D(p,0) g—z % | 7| sinf pcosf |

Fcand schimbarea de variabila, obtinem

2 21
I = / / (,02 cos® 0 + p? sin® 9) (4 — p*cos? 0 — p?sin® 9) - pdpdd
02 027r
:/ / p*(4 — p?) dpdd
0o Jo
2 27
= (/ (4p3—p5)dp> (/ de).
0 0
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Pentru ultima egalitate s-a folosit observatia de dupa rezolvarea problemei
327

1c). Raspunsul final este I = 3
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