
Seminarul 8

1. Fie F : R2 → R funct, ia definită prin

F (x, y) := (1− x2) cos y − ex sin y ln(1 + x2 + y2).

Să se demonstreze că există o vecinătate deschisă U ⊆ R a lui 1 s, i o
funct, ie f : U → R, de clasă C1 pe U , ı̂n as,a fel ı̂ncât

f(1) = 0 s, i F (x, f(x)) = 0 pentru orice x ∈ U.

Să se determine f ′(1).

2. Fie a > 0 s, i fie mult, imea

C :=
{

(x, y)
∣∣∣ x2 + y2 − a

2

(
x+

√
x2 + y2

)
= 0
}
.

Punctele lui C sunt situate pe o curbă plană, numită cardioidă (a se
vedea figura 1). Să se determine toate punctele cardioidei ı̂n jurul
cărora se poate explicita y ca funct, ie de x.

Figura 1: Graficul cardioidei
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3. (Temă) Să se arate că ecuat, ia x2 + xy + 2y2 + 3z4 − z = 9 defines,te
implicit ı̂ntr-o vecinătate a punctului (1,−2) o funct, ie z = f(x, y), de
clasă C1 s, i cu proprietatea f(1,−2) = 1. Să se determine derivatele
part, iale de ordinul ı̂ntâi s, i diferent, iala lui f ı̂n punctul (1,−2).

4. (Temă) Fie a > 0 s, i fie mult, imea

C := { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = ax }.

Punctele lui C sunt situate pe o curbă ı̂n spat, iu, numită curba lui Vi-
viani (a se vedea figura 2). Să se determine toate punctele de pe curba
lui Viviani ı̂n jurul cărora aceasta se poate parametriza utilizându-l pe
y ca parametru.

Figura 2: Curba lui Viviani

5. Să se demonstreze că sistemul{
x2 + uy + ev = 0
2x+ u2 − uv = 5

defines,te implicit ı̂ntr-o vecinătate a punctului (2, 5) o funct, ie

f = (f1(x, y), f2(x, y)),

de clasă C1 s, i cu proprietatea f(2, 5) = (−1, 0). Să se determine
df(2, 5).
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6. (Temă) Să se demonstreze că sistemul
x2 − y cos(uv) + z2 = 0
x2 + y2 − sin(uv) + 2z2 = 2
xy − cosu cos v + z = 1

defines,te implicit ı̂ntr-o vecinătate a punctului
(π

2
, 0
)

o funct, ie

f = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)),

de clasă C1 s, i cu proprietatea f
(π

2
, 0
)

= (1, 1, 0). Să se determine

df
(π

2
, 0
)

.

7. Fie funct, ia f : R3 → R, definită prin f(x, y, z) := x+y+ z s, i mult, imea
C := { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1, 2x + y + 2z = 1 }. Să se
determine min f(C) s, i max f(C).

8. (Temă) Fie funct, ia f : R3 → R, definită prin f(x, y, z) := x2 + y2− z2
s, i mult, imea C := { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 9, x + y + z = 5 }.
Să se determine min f(C) s, i max f(C).

9. Fie funct, ia f : R3 → R, definită prin

f(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 2x+ 2
√

2y + 2z

s, i mult, imea B := { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1 }. Să se determine
min f(B) s, i max f(B).

10. Să se determine punctele critice ale următoarelor funct, ii s, i să se pre-
cizeze natura acestora:

a) f : R3 → R, f(x, y, z) := 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2;

b) f : R2 → R, f(x, y) := 3x− 3y − 2x3 − xy2 + 2x2y + y3;

c) f : R3 → R, f(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 2xyz;

d) f : R2 → R, f(x, y) := x4 + y4 − 2x2.
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Rezolvări

1. Avem de arătat că ecuat, ia

F (x, y) = 0 ⇔ (1− x2) cos y − ex sin y ln(1 + x2 + y2) = 0

defines,te implicit pe y ca funct, ie de x ı̂n jurul punctului (a, b) = (1, 0).
Verificăm ipotezele teoremei funct, iei implicite (Teorema 2.15.3 din notit,ele
de curs). Evident, F este de clasă C1 pe R2 s, i F (a, b) = F (1, 0) = 0. Cealaltă
condit, ie este

det Jy(F )(1, 0) 6= 0 ⇔ ∂F

∂y
(1, 0) 6= 0.

Deoarece

∂F

∂y
(x, y) = −(1− x2) sin y − ex cos y ln(1 + x2 + y2)− ex sin y · 2y

1 + x2 + y2
,

rezultă că
∂F

∂y
(1, 0) = −e ln 2 6= 0, deci teorema funct, iei implicite poate fi

aplicată. În baza ei, există o vecinătate deschisă U ⊆ R a lui 1 s, i există o
funct, ie f : U → R, de clasă C1 pe U , astfel ca f(1) = 0 s, i

F (x, f(x)) = (1− x2) cos f(x)− ex sin f(x) ln(1 + x2 + f 2(x)) = 0 ∀ x ∈ U.

Derivând ambii membri ai acestei egalităt, i, deducem că pentru orice x ∈ U
avem

−2x cos f(x)− (1− x2) sin f(x) · f ′(x)− ex sin f(x) ln(1 + x2 + f 2(x))

−ex cos f(x) · f ′(x) ln(1 + x2 + f 2(x))

−ex sin f(x)
2x+ 2f(x)f ′(x)

1 + x2 + f 2(x)
= 0.

Punând x = 1 s, i t, inând seama că f(1) = 0, găsim

−2− e ln 2 · f ′(1) = 0 ⇒ f ′(1) = − 2

e ln 2
.

2. Fie F : R2 → R funct, ia definită prin

F (x, y) := x2 + y2 − a

2

(
x+

√
x2 + y2

)
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s, i fie (x0, y0) ∈ C. Condit, ia ca y să se poată explicita ca funct, ie de x ı̂n
jurul lui (x0, y0) este, de fapt, condit, ia ca ecuat, ia F (x, y) = 0 să definească
implicit pe y ca funct, ie de x ı̂n jurul lui (x0, y0). Aceasta este

∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0 ⇔ 2y0 −

ay0

2
√
x20 + y20

6= 0.

Rezolvând sistemul
2y − ay

2
√
x2 + y2

= 0

x2 + y2 − a

2

(
x+

√
x2 + y2

)
= 0,

obt, inem (x, y) ∈

{
(0, 0), (a, 0),

(
−a

8
,
a
√

3

8

)
,

(
−a

8
,−a
√

3

8

)}
. Prin urma-

re, punctele de pe cardioidă ı̂n jurul cărora se poate explicita y ca funct, ie de x

sunt (x, y) ∈ C \

{
(0, 0), (a, 0),

(
−a

8
,
a
√

3

8

)
,

(
−a

8
,−a
√

3

8

)}
(a se vedea

figura 3).

Figura 3:

3. Considerăm funct, ia F : R2 × R→ R, definită prin

F (x, y, z) := x2 + xy + 2y2 + 3z4 − z − 9
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s, i punctele a := (1,−2), b := 1. Avem de arătat că ecuat, ia F (x, y, z) = 0
defines,te implicit pe z ca funct, ie de x s, i y ı̂n jurul punctului (a, b) = (1,−2, 1).
Verificăm ipotezele teoremei funct, iei implicite. Evident, F este de clasă C1

pe R3 s, i F (a, b) = F (1,−2, 1) = 0. Cealaltă condit, ie este

det Jz(F )(1,−2, 1) 6= 0 ⇔ ∂F

∂z
(1,−2, 1) 6= 0.

Deoarece
∂F

∂z
(x, y, z) = 12z3 − 1,

rezultă că
∂F

∂z
(1,−2, 1) = 11 6= 0, deci teorema funct, iei implicite poate fi

aplicată. În baza ei, există o vecinătate deschisă U ⊆ R2 a lui a s, i există o
funct, ie f : U → R, de clasă C1 pe U , astfel ca f(1,−2) = 1 s, i

x2 + xy + 2y2 + 3f 4(x, y)− f(x, y)− 9 = 0 ∀ (x, y) ∈ U.

Derivând ambii membri ai acestei egalităt, i, mai ı̂ntâi ı̂n raport cu x, iar apoi
ı̂n raport cu y, obt, inem

2x+ y + 12f 3(x, y)
∂f

∂x
(x, y)− ∂f

∂x
(x, y) = 0 ∀ (x, y) ∈ U

s, i

x+ 4y + 12f 3(x, y)
∂f

∂y
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y) = 0 ∀ (x, y) ∈ U.

Punând (x, y) = (1,−2) s, i t, inând seama că f(1,−2) = 1, găsim

∂f

∂x
(1,−2) = 0 s, i

∂f

∂y
(1,−2) =

7

11
.

Drept urmare, avem df(1,−2)(h1, h2) = 7
11
h2 oricare ar fi (h1, h2) ∈ R2.

4. Considerăm funct, ia F : R× R2 → R2, definită prin

F (x, y, z) :=
(
x2 + y2 + z2 − a2, x2 + y2 − ax

)
.

Avem de determinat punctele (x0, y0, z0) ∈ C cu proprietatea că ecuat, ia
F (x, y, z) = (0, 0) defines,te implicit ı̂n jurul lui (x0, y0, z0) variabilele x s, i z
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Figura 4:

ca funct, ii de y. Procedând ca ı̂n rezolvarea problemei 2 , se obt, ine (a se
vedea figura 4)

(x0, y0, z0) ∈ C \

{
(a, 0, 0),

(
a

2
,−a

2
,−a
√

2

2

)
,

(
a

2
,−a

2
,
a
√

2

2

)
,(

a

2
,
a

2
,−a
√

2

2

)
,

(
a

2
,
a

2
,
a
√

2

2

)}
.

5. Considerăm funct, ia F : R2 × R2 → R2, definită prin

F (x, y, u, v) :=
(
x2 + uy + ev︸ ︷︷ ︸
F1(x, y, u, v)

, 2x+ u2 − uv − 5︸ ︷︷ ︸
F2(x, y, u, v)

)

s, i punctele a := (2, 5), b := (−1, 0). Avem de arătat că ecuat, ia vectorială (sau
sistemul de ecuat, ii scalare) F (x, y, u, v) = (0, 0) defines,te implicit variabilele
u s, i v ca funct, ii de x s, i y ı̂n jurul punctului (a, b) = (2, 5,−1, 0). Verificăm
ipotezele teoremei funct, iei implicite. Evident, F este de clasă C1 pe R4 s, i
F (2, 5,−1, 0) = (0, 0). Cealaltă condit, ie este

det J(u,v)(F )(2, 5,−1, 0) 6= 0.
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Avem

J(u,v)(F )(x, y, u, v) =


∂F1

∂u
(x, y, u, v)

∂F1

∂v
(x, y, u, v)

∂F2

∂u
(x, y, u, v)

∂F2

∂v
(x, y, u, v)


=

(
y ev

2u− v −u

)
.

Prin urmare,

det J(u,v)(F )(2, 5,−1, 0) =

∣∣∣∣ 5 1
−2 1

∣∣∣∣ = 7 6= 0,

deci teorema funct, iei implicite poate fi aplicată. Conform acestei teoreme,
există o vecinătate deschisă U ⊆ R2 a punctului a, precum s, i o funct, ie
f = (f1, f2) : U → R2, de clasă C1 pe U , astfel ca f(2, 5) = (−1, 0) s, i

(1) ∀ (x, y) ∈ U :

{
x2 + f1(x, y)y + ef2(x,y) = 0
2x+ f 2

1 (x, y)− f1(x, y)f2(x, y)− 5 = 0.

Derivând cele două egalităt, i din (1) ı̂n raport cu x, obt, inem
2x+

∂f1
∂x

(x, y) y + ef2(x,y)
∂f2
∂x

(x, y) = 0

2 + 2f1(x, y)
∂f1
∂x

(x, y)− ∂f1
∂x

(x, y) f2(x, y)− f1(x, y)
∂f2
∂x

(x, y) = 0

pentru orice (x, y) ∈ U . Punând apoi (x, y) = (2, 5) s, i t, inând seama că
f1(2, 5) = −1 s, i f2(2, 5) = 0, găsim

5
∂f1
∂x

(2, 5) +
∂f2
∂x

(2, 5) = −4

−2
∂f1
∂x

(2, 5) +
∂f2
∂x

(2, 5) = −2,

de unde
∂f1
∂x

(2, 5) = −2

7
,
∂f2
∂x

(2, 5) = −18

7
.
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Derivând acum cele două egalităt, i din (1) ı̂n raport cu y s, i procedând ca

mai sus, obt, inem
∂f1
∂y

(2, 5) =
1

7
,
∂f2
∂y

(2, 5) =
2

7
. Avem atunci

J(f)(2, 5) =

 −2

7

1

7

−18

7

2

7

 ,

deci

df(2, 5)(h1, h2) =

 −2

7

1

7

−18

7

2

7

( h1
h2

)
=

 −2h1 + h2
7

−18h1 + 2h2
7

 .

7. C este mult, imea punctelor situate pe cercul de intersect, ie dintre sfera
(S) : x2 + y2 + z2 = 1 s, i planul (π) : 2x+ y + 2z = 1 (a se vedea figura 5).

Figura 5:

Prin urmare, C este o mult, ime compactă. Funct, ia f fiind continuă,
ı̂n baza teoremei lui Weierstrass rezultă că ea este mărginită s, i ı̂s, i atinge
marginile pe C. Există as,adar punctele (a, b, c) ∈ C s, i (a′, b′, c′) ∈ C ı̂n as,a
fel ı̂ncât

f(a, b, c) = min f(C) s, i f(a′, b′, c′) = max f(C).

Conform regulii multiplicatorilor lui Lagrange (Teorema 2.17.1 din notit,ele de
curs), există pentru fiecare dintre cele două puncte de extrem câte o pereche
de multiplicatori (λ0, µ0), (λ

′
0, µ

′
0) ∈ R2 astfel ı̂ncât punctele

(a, b, c, λ0, µ0) s, i (a′, b′, c′, λ′0, µ
′
0)
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să fie puncte critice pentru funct, ia lui Lagrange. Fie

F1(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1 s, i F2(x, y, z) := 2x+ y + 2z − 1

funct, iile care dau legăturile dintre variabile ı̂n definit, ia mult, imii C s, i fie

L(x, y, z, λ, µ) := f(x, y, z) + λF1(x, y, z) + µF2(x, y, z)

= x+ y + z + λ(x2 + y2 + z2 − 1) + µ(2x+ y + 2z − 1)

funct, ia lui Lagrange. Tot ce rămâne de făcut este să determinăm punctele
critice ale lui L. Acestea sunt solut, ii ale sistemului

L′
x(x, y, z, λ, µ) = 1 + 2λx+ 2µ = 0

L′
y(x, y, z, λ, µ) = 1 + 2λy + µ = 0

L′
z(x, y, z, λ, µ) = 1 + 2λz + 2µ = 0

L′
λ(x, y, z, λ, µ) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0

L′
µ(x, y, z, λ, µ) = 2x+ y + 2z − 1 = 0.

Scăzând membru cu membru prima s, i a treia ecuat, ie, găsim 2λ(x − z) = 0,
de unde x = z (nu putem avea λ = 0 deoarece, ı̂n caz contrar, ar rezulta
1 + 2µ = 0 = 1 + µ, ceea ce ar fi absurd). Prin urmare, avem

{
2x2 + y2 − 1 = 0
4x+ y − 1 = 0

⇒


x = 0, y = 1

sau
x = 4

9
, y = −7

9
.

În final, punctele critice ale lui L sunt

(0, 1, 0, ... , ...) s, i

(
4

9
,−7

9
,
4

9
, ... , ...

)
.

Nu am mai determinat valorile multiplicatorilor deoarece ele nu au nicio
relevant, ă pentru problemă. Cum f(0, 1, 0) = 1 s, i f

(
4
9
,−7

9
, 4
9

)
= 1

9
, rezultă

că min f(C) = 1
9

s, i max f(C) = 1.

9. Mult, imea B este compactă, iar funct, ia f este continuă. Conform teore-
mei lui Weierstrass, există punctele (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ B ı̂n as,a fel ı̂ncât

f(a, b, c) = min f(B) s, i f(a′, b′, c′) = max f(B).
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Observăm că

∇f(x, y, z) = (0, 0, 0) ⇔


2x− 2 = 0

2y + 2
√

2 = 0
2z + 2 = 0

⇔


x = 1

y = −
√

2
z = −1,

iar (1,−
√

2,−1) 6∈ intB. Prin urmare, (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ bdB. Avem

bdB = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1}.

Fie funct, ia F (x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1. Conform regulii multiplicatorilor
lui Lagrange, pentru fiecare dintre cele două puncte de extrem există câte un
multiplicator λ0, λ

′
0 ∈ R astfel ı̂ncât (a, b, c, λ0) s, i (a′, b′, c′, λ′0) să fie puncte

critice ale funct, iei lui Lagrange

L(x, y, z, λ) := f(x, y, z) + λF (x, y, z)

= x2 + y2 + z2 − 2x+ 2
√

2y + 2z + λ(x2 + y2 + z2 − 1).

Un calcul simplu arată că singurele puncte critice ale lui L sunt(
1

2
, −
√

2

2
, −1

2
, 1

)
s, i

(
−1

2
,

√
2

2
,

1

2
, −3

)
.

T, inând seama că f
(

1
2
, −

√
2
2
, −1

2

)
= −3 s, i f

(
−1

2
,

√
2
2
, 1

2

)
= 5, obt, inem ı̂n

final min f(B) = −3 s, i max f(B) = 5.

Interpretare geometrică. Mult, imea B este bila unitate ı̂nchisă din R3.
Avem f(x, y, z) = (x− 1)2 + (y +

√
2 )2 + (z + 1)2 − 4, deci

f(x, y, z) = PM2 − 4, unde P (x, y, z), M(1,−
√

2,−1).

Prin urmare, problema revine la a determina cea mai mică s, i cea mai mare
distant, ă PM , atunci când punctul P parcurge mult, imea B. Punctele P ′ s, i P ′′

pentru care distant,a PM este minimă/maximă se obt, in intersectând dreapta
OM cu sfera (S) : x2 + y2 + z2 = 1 (a se vedea figura 6). Dreapta OM are
ecuat, iile parametrice OM : x = t, y = −

√
2t, z = −t. Punând condit, ia ca

(t,−
√

2t,−t) ∈ S, găsim t = ±1
2
, deci P ′

(
1
2
, −

√
2
2
, −1

2

)
s, i P ′′

(
−1

2
,

√
2
2
, 1

2

)
.

11



Figura 6:

10. a) I. Determinăm mai ı̂ntâi punctele critice ale lui f . Acestea sunt
solut, ii ale sistemului

f ′
x(x, y, z) = 4x− y + 2z = 0

f ′
y(x, y, z) = −x− 1 + 3y2 = 0

f ′
z(x, y, z) = 2x+ 2z = 0.

Rezolvând sistemul, se obt, in punctele critice
(
1
3
, 2

3
, −1

3

)
s, i
(
−1

4
, −1

2
, 1

4

)
.

II. Determinăm derivatele part, iale de ordinul al doilea ale lui f s, i matricea
hessiană. Avem

f ′′
xx(x, y, z) = 4, f ′′

xy(x, y, z) = f ′′
yx(x, y, z) = −1,

f ′′
yy(x, y, z) = 6y, f ′′

yz(x, y, z) = f ′′
zy(x, y, z) = 0,

f ′′
zz(x, y, z) = 2, f ′′

zx(x, y, z) = f ′′
xz(x, y, z) = 2.

Prin urmare,

H(f)(x, y, z) =

 4 −1 2
−1 6y 0
2 0 2

 .

III.1. Matricea hessiană ı̂n primul punct critic este

H(f)

(
1

3
,

2

3
, −1

3

)
=

 4 −1 2
−1 4 0
2 0 2

 ,
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iar minorii principali diagonali din criteriul lui Sylvester

∆1 = 4, ∆2 =

∣∣∣∣ 4 −1
−1 4

∣∣∣∣ = 15, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 −1 2
−1 4 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 14.

Deoarece ∆1 > 0, ∆2 > 0 s, i ∆3 > 0, rezultă că
(
1
3
, 2

3
, −1

3

)
este punct de

minim local pentru f .

III.2. În cel de-al doilea punct critic avem

H(f)

(
−1

4
, −1

2
,

1

4

)
=

 4 −1 2
−1 −3 0
2 0 2


s, i

∆1 = 4, ∆2 =

∣∣∣∣ 4 −1
−1 −3

∣∣∣∣ = −13, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 −1 2
−1 −3 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣ = −14.

Prin urmare,
(
−1

4
, −1

2
, 1

4

)
este punct s,a.

Observat, ie. Cu toate că f are un singur punct de extrem local (minim),

acesta nu este punct de minim global pentru f . În adevăr, avem

f(0, y, 0) = y3 − y −→ −∞ când y → −∞.

b) I. Punctele critice ale lui f sunt solut, ii ale sistemului

f ′
x(x, y) = 3− 6x2 − y2 + 4xy = 0

f ′
y(x, y) = −3− 2xy + 2x2 + 3y2 = 0.

Rezolvând sistemul, se obt, in punctele critice (1, 1), (−1,−1),
(

1√
6
, − 2√

6

)
s, i(

− 1√
6
, 2√

6

)
.

II. Determinăm derivatele part, iale de ordinul al doilea ale lui f s, i matricea
hessiană. Avem

f ′′
xx(x, y) = −12x+ 4y, f ′′

xy(x, y) = f ′′
yx(x, y) = −2y + 4x,

f ′′
yy(x, y) = −2x+ 6y.
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Prin urmare,

H(f)(x, y) =

(
4y − 12x 4x− 2y
4x− 2y 6y − 2x

)
.

III.1. Deoarece

H(f)(1, 1) =

(
−8 2
2 4

)
,

avem

∆1 = −8, ∆2 =

∣∣∣∣ −8 2
2 4

∣∣∣∣ = −36,

deci (1, 1) este punct s,a.

III.2. Deoarece

H(f)

(
1√
6
, − 2√

6

)
=

(
− 20√

6
8√
6

8√
6
− 14√

6

)
,

avem

∆1 = − 20√
6
, ∆2 =

∣∣∣∣∣ − 20√
6

8√
6

8√
6
− 14√

6

∣∣∣∣∣ = 36,

deci
(

1√
6
, − 2√

6

)
este punct de maxim local pentru f .

Procedând ca mai sus, se constată (Temă) că (−1,−1) este punct s,a, iar(
− 1√

6
, 2√

6

)
este punct de minim local.

c) I. Punctele critice ale lui f sunt solut, ii ale sistemului

f ′
x(x, y, z) = 2x− 2yz = 0

f ′
y(x, y, z) = 2y − 2zx = 0

f ′
z(x, y, z) = 2z − 2xy = 0.

Rezolvând sistemul, se obt, in punctele critice (0, 0, 0), (1, 1, 1), (−1,−1, 1),
(1,−1,−1) s, i (−1, 1,−1).

II. Determinăm derivatele part, iale de ordinul al doilea ale lui f s, i matricea
hessiană. Avem

f ′′
xx(x, y, z) = 2, f ′′

xy(x, y, z) = f ′′
yx(x, y, z) = −2z,

f ′′
yy(x, y, z) = 2, f ′′

yz(x, y, z) = f ′′
zy(x, y, z) = −2x,

f ′′
zz(x, y, z) = 2, f ′′

zx(x, y, z) = f ′′
xz(x, y, z) = −2y.
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Prin urmare,

H(f)(x, y, z) =

 2 −2z −2y
−2z 2 −2x
−2y −2x 2

 .

III.1. Deoarece

H(f)(0, 0, 0) =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 ,

avem ∆1 = 2, ∆2 = 4, ∆3 = 8, deci (0, 0, 0) este punct de minim local.

III.2. Deoarece

H(f)(1, 1, 1) =

 2 −2 −2
−2 2 −2
−2 −2 2

 ,

avem ∆1 = 2, ∆2 = 0, deci criteriul lui Sylvester nu poate fi aplicat. De-
terminăm diferent, iala a doua a lui f ı̂n punctul critic (1, 1, 1). Aceasta este
forma pătratică

d2f(1, 1, 1)(h1, h2, h3) = 2h21 + 2h22 + 2h23 − 4h1h2 − 4h2h3 − 4h3h1.

Cum d2f(1, 1, 1)(1, 0, 0) = 2 > 0 s, i d2f(1, 1, 1)(1, 1, 1) = −6 < 0, rezultă
că d2f(1, 1, 1) este o formă pătratică indefinită. Drept urmare, (1, 1, 1) este
punct s,a.

Procedând similar, se constată (Temă) că s, i celelalte trei puncte critice
ale lui f sunt puncte s,a.

d) Punctele critice ale lui f sunt (Temă) (0, 0), (1, 0) s, i (−1, 0), iar
matricea hessiană este

H(f)(x, y) =

(
12x2 − 4 0

0 12y2

)
.

Cum H(f)(0, 0) =

(
−4 0
0 0

)
, avem ∆1 = −4, ∆2 = 0, deci criteriul

lui Sylvester nu poate fi aplicat. Diferent, iala a doua a lui f ı̂n (0, 0),
d2f(0, 0)(h1, h2) = −4h21 este o formă pătratică negativ semidefinită, deci
nici cu ajutorul ei nu putem decide natura lui (0, 0). Observăm că

f(0, y) = y4 > 0 = f(0, 0) oricare ar fi y ∈ R \ {0},
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deci (0, 0) nu poate fi punct de maxim local pentru f . Pe de altă parte,
deoarece

f(x, 0) = x2(x2 − 2) < 0 = f(0, 0) oricare ar fi x ∈ (−
√

2,
√

2 ) \ {0},

rezultă că (0, 0) nu poate fi nici punct de minim local. În concluzie, (0, 0)
este punct s,a.

Cum H(f)(1, 0) = H(f)(−1, 0) =

(
8 0
0 0

)
, avem ∆1 = 8, ∆2 = 0, deci

criteriul lui Sylvester nu poate fi aplicat nici acum. Diferent, iala a doua a lui
f ı̂n (1, 0) s, i ı̂n (−1, 0), d2f(1, 0)(h1, h2) = d2f(−1, 0)(h1, h2) = 8h21 este o
formă pătratică pozitiv semidefinită, deci nici cu ajutorul ei nu putem decide
natura punctelor (1, 0) s, i (−1, 0). Observăm că

f(x, y) = (x2 − 1)2 + y4 − 1 ≥ −1 = f(1, 0) = f(−1, 0)

oricare ar fi (x, y) ∈ R2, deci (1, 0) s, i (−1, 0) sunt puncte de minim global
pentru f .
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