Seminarul 8

1. Fie F : R? — R functia definita prin
F(z,y) := (1 —2%)cosy — e“sinyIn(1 + 22 + 3?).

Sa se demonstreze ca exista o vecindtate deschisa U C R a lui 1 si o
functie f : U — R, de clasd C' pe U, in asa fel incat

f(1)=0 si F(x,f(x)) =0 pentru orice x € U.
Sa se determine f'(1).

2. Fie a > 0 si fie multimea

a
C:= {(:v,y) ‘ x4y — 3 <x+ x2+y2> :O}.
Punctele lui C' sunt situate pe o curba plana, numita cardioida (a se
vedea figura 1). S&a se determine toate punctele cardioidei in jurul
carora se poate explicita y ca functie de x.

Figura 1: Graficul cardioidei



3. (Temd) Sa se arate ca ecuatia 22 + zy + 2y* + 32* — 2 = 9 defineste
implicit intr-o vecinatate a punctului (1,—2) o functie z = f(z,y), de
clasi C! si cu proprietatea f(1,—2) = 1. S se determine derivatele
partiale de ordinul intai si diferentiala lui f in punctul (1, —2).

4. (Tema) Fie a > 0 si fie multimea
C::{(Qj,y,Z) GRS | $2+y2—|—22:a2’ $2+y2:&$}.

Punctele lui C' sunt situate pe o curba in spatiu, numita curba lui Vi-
viani (a se vedea figura 2). Sa se determine toate punctele de pe curba
lui Viviani in jurul carora aceasta se poate parametriza utilizandu-1 pe
y ca parametru.

Figura 2: Curba lui Viviani

5. Sa se demonstreze ca sistemul

22+ uy +e’ =0
20 +u? —uwv=>5

defineste implicit intr-o vecinatate a punctului (2,5) o functie

f: (fl(xay)a f2($7y>>7

de clasd C' si cu proprietatea f(2,5) = (—1,0). Sa se determine
df(2,5).



10.

. (Tema) Sa se demonstreze ca sistemul

z? — ycos(uv) + 22 =0
2?4+ y? — sin(uv) + 222 = 2
Ty —cosucosv +z =1

T
defineste implicit intr-o vecinatate a punctului (5, 0) o functie

f= (fl(uvv)v f2(u7v)7 f3(u7v))7

de clasi C' si cu proprietatea f (g,O) =(1,1,0). Sa se determine

T
af (5.0).
/ 2
Fie functia f : R?* — R, definita prin f(z,y,2) := x +y+ 2 si multimea

C={(r,y2) eR |22 +y*+2* =1, 204+y+2z =1} Sdsc
determine min f(C') si max f(C).

. (Tema) Fie functia f : R® — R, definitd prin f(z,y, 2) := 2? +y? — 22

si multimea C' := { (z,y,2) e R® | 22+ + 22 =9, s +y+2=5}.
Sa se determine min f(C) si max f(C).

. Fie functia f : R® — R, definitd prin

f(fE,y,Z) :$2+y2+22—2$+2\/§y+22

si multimea B := { (z,y,2) € R® | 22 + y* + 2* < 1}. S& se determine
min f(B) si max f(B).

Sa se determine punctele critice ale urmatoarelor functii si sa se pre-
cizeze natura acestora:

a) [ R} =R, f(z,y,2) = 22> —ay + 222 —y + y> + 2%

b) f:R? = R, f(x,y) := 3z — 3y — 22° — xy® + 22%y + v>;

c) f:R* =R, f(z,y,2) = 2® +y? + 22 — 2zy2;

d) f:R? =R, f(z,y) = z* +y* — 222



Rezolvari
Avem de aratat ca ecuatia
Flz,y)=0 < (1—a%cosy—e“sinyln(l+2°+y*) =0

defineste implicit pe y ca functie de = in jurul punctului (a,b) = (1,0).
Verificam ipotezele teoremei functiei implicite (Teorema 2.15.3 din notitele
de curs). Evident, F este de clasa C! pe R? si F((a,b) = F(1,0) = 0. Cealalta
conditie este

det J,(F)(1,0) £0 < 86—5 (1,0) # 0.

Deoarece

OF 5

gy @y =-0- *)siny — " cosyln(l + 2 +y°) — "siny - . ;c2y+ ek

rezulta ca u (1,0) = —eln2 # 0, deci teorema functiei implicite poate fi
Y

aplicatd. In baza ei, existd o vecindtate deschisd U C R a lui 1 si exista o
functie f : U — R, de clasd C' pe U, astfel ca f(1) = 0 si

F(x, f(z))
Derivand ambii membri ai acestei egalitati, deducem ca pentru orice z € U
avem

—2zcos f(z) — (1 — 2 sin f(x) - f'(2) — e sin f(x) In(1 + 22 + f3(2))
—e®cos f(x) - f'(x)In(1 + 2* + f*

(z))
. 2z + 2f(x)f'(x) _
—e”sin f(z) T 22 + () = 0.

(1 — %) cos f(z) — e"sin f(x) In(1 4+ 2> + f*(2)) =0 Va2 eU.

Punand z = 1 si tinand seama ca f(1) = 0, gasim

2
eln2’

—2—eln2-f'(1)=0 = f(1)=-—
Fie F': R? — R functia definita prin

F(z,y) ::x2—|—y2—g<x+ x2+y2>



si fie (zg,y0) € C. Conditia ca y sa se poata explicita ca functie de = in
jurul lui (xg,yo) este, de fapt, conditia ca ecuatia F'(z,y) = 0 sa defineasca
implicit pe y ca functie de x in jurul lui (z¢,yo). Aceasta este

oF ayo
~ (0, 0 & 2p— ——t  A£0.
ay ( 0 yo) 7é yO 2 /xg _|_yg #

Rezolvand sistemul

3 3
obtinem (z,y) € {(O, 0), (a,0), (—%, %) , (—%, —%) } Prin urma-

re, punctele de pe cardioida in jurul carora se poate explicita y ca functie de x

sunt (z,y) € C'\ {(0,0), (a,0), (—g,%ﬁ) , (—g,—%)} (a se vedea

figura 3).

Figura 3:
Consideram functia F : R? x R — R, definitd prin

F(z,y,2) =2+ oy +2> +32* —2 -9

5



si punctele a := (1,—2), b := 1. Avem de aratat ca ecuatia F(x,y,z) = 0
defineste implicit pe z ca functie de x si y in jurul punctului (a,b) = (1, -2, 1).
Verificdm ipotezele teoremei functiei implicite. Evident, F' este de clasd C!
pe R si F(a,b) = F(1,-2,1) = 0. Cealaltd conditie este

oF
det J,(F)(1,-2,1) #0 < Em (1,—2,1) #0.
Deoarece OF
R (z,y,2) =122° — 1,

0
rezultd ca — (1,—2,1) = 11 # 0, deci teorema functiei implicite poate fi

0z

aplicata. In baza ei, existd o vecindtate deschisd U C R? a lui a si existd o
functie f : U — R, de clasa C* pe U, astfel ca f(1,—2) =1 si
o’ +ay+2y° +3f (2,y) — flz,y) —9=0 V(z,y) €.

Derivand ambii membri ai acestei egalitati, mai intai in raport cu z, iar apoi
in raport cu y, obtinem

aof aof
3 —_ _—— —
2e +y+12f (2, y) 57 (2,y) = 5 - (@,y) =0 V(z,y) €U
si
of af
dy +12f3(z,y) 2L _9Y _ :
vy 12z y) 5o (@ y) = 5o (@ y) =0 Vi(zy) €U
Punand (z,y) = (1, —2) si tinand seama ca f(1,—2) = 1, gasim
of B . Of T
5p LY =0 8 2 (1L-Y=1.

Drept urmare, avem df (1, —2)(hy, ha) = 5 ho oricare ar fi (hy, ko) € R
Consideram functia F : R x R? — R?, definita prin
F(z,y,z2):= ($2 +yP 422 —ad? 2yt — aw).

Avem de determinat punctele (xo,%0,20) € C cu proprietatea ca ecuatia
F(z,y,2z) = (0,0) defineste implicit in jurul lui (zg,yo, 20) variabilele z si z



Figura 4:

ca functii de y. Procedand ca in rezolvarea problemei [2], se obtine (a se
vedea figura 4)

a a a\/§ a a aVv?2
(‘r()?yOaZO) € C\{(CL,0,0), (57_57_T>7 57_57 9 )7

aa a 2 a a av?2
272’ 2 "\ 2727 2 ’

Consideram functia F': R? x R? — R?, definitd prin

F(z,y,u,v) = (;762+uy+ei, 2x+u2—uv—§)

-~

Fy(x,y,u,v)  Fo(x,y,u,v)

si punctele a := (2,5), b := (—1,0). Avem de aratat ca ecuatia vectoriala (sau
sistemul de ecuatii scalare) F'(z,y,u,v) = (0,0) defineste implicit variabilele
u si v ca functii de z si y in jurul punctului (a,b) = (2,5, —1,0). Verificam
ipotezele teoremei functiei implicite. Evident, F este de clasia C' pe R* si
F(2,5,—-1,0) = (0,0). Cealalta conditie este

det J(uw) (F)(Q, 5, —1, 0) 7é 0.



Avem
— (,y,u,v) = (x,y,u,v)
9u Y y? Y av 7y7 Y

JA(u,v) (1 )(l‘, Yy, u, 'U)
—2 (ZE u U) —2 (.I' u U)
0 Y, U, N » Y, U,

y e’
2u—v —u )

5 1

Prin urmare,
det J(u,v)(F)(Q, 5,—1,0) =

deci teorema functiei implicite poate fi aplicata. Conform acestei teoreme,
existd o vecindtate deschisi U C R? a punctului a, precum si o functie
f=(f1,f): U—R2 de clasi C* pe U, astfel ca f(2,5) = (—1,0) si

) 22+ fi(z,y)y + el2(@y) —
(1) V(x,y) eU : { 2 + f2(z,y) — filz,y) folz,y) — 5 = 0.

Derivand cele doua egalitati din (1) in raport cu x, obtinem

0fi P
2 f2($7y) I
v+ 5 (@ y)y+e 5, (@y) =0

0 0 0
2+2f1(x,y) a_];l (l’,y) - a_{;l(‘r7y) f2(x7y) - fl(x7y)8_{(;‘2 (I,y) =0

pentru orice (x,y) € U. Punand apoi (z,y) = (2,5) si tinand seama ca
f1(275) =-1 Sl f2(275) = 07 géSIm

of:
o

on
ox

df2 B
(2,5)+ 52 (2,5) = —4

9fs

) “J2
ox

(2,5) + (2,5) = -2,

de unde Oh (2,5) =

> ofy, . 18
ox ’

“7 e B0 =%



Derivand acum cele doua egalitati din (1) in raport cu y si procedand ca
1 2
mai sus, obtinem aa—];l (2,5) = 7 %—J; (2,5) = = Avem atunci
B 2 1
JNHeEs) =1 & 51,
7T 7
deci
2 1 —2h1 + hg
_c hy a2
df(2,5)(h17h2): _1_78 % ( h2 ) = —18h17+ th
7 7 7

C' este multimea punctelor situate pe cercul de intersectie dintre sfera
(S) : 22+ y*+ 2% =1siplanul (1) : 22 +y+ 22 =1 (a se vedea figura 5).

%

Figura 5:

Prin urmare, C' este o multime compacta. Functia f fiind continua,
in baza teoremei lui Weierstrass rezulta ca ea este marginita si isi atinge
marginile pe C. Exista asadar punctele (a,b,¢) € C si (a/,0,c) € C in asa
fel incat

fla,b,c) =min f(C) si  f(d,V,c) = max f(C).
Conform regulii multiplicatorilor lui Lagrange (Teorema 2.17.1 din notitele de
curs), exista pentru fiecare dintre cele doua puncte de extrem cate o pereche
de multiplicatori (Ao, to), (A, i) € R? astfel incat punctele

(a,b,¢, Mo, o) st (a', b, NG, o)



sa fie puncte critice pentru functia lui Lagrange. Fie
Fi(z,y,2) =2 +y*+ 22— 1 si Fy(z,y,2) =20+y+22—1
functiile care dau legaturile dintre variabile in definitia multimii C si fie

L(I7yaza>\’:u> = f(l‘,y, 2)+)\FI($,yaZ)+MF2($ay,Z)
= v+yt+z+ AN+ P+ - D) +urt+y+22-1)

functia lui Lagrange. Tot ce ramane de facut este sa determinam punctele
critice ale lui L. Acestea sunt solutii ale sistemului

L
L

;(a?,y,z7/\,ﬂ) = 1+2>\:E+2M:0
L@y, 2\ ) =1+ 2\y + =0
A
/
i

~

L
L

oy, s A p) =t +y 422 —1=0
Ty, 2, A\ ) =2r+y+22—1=0.
Scazand membru cu membru prima si a treia ecuatie, gasim 2A\(x — z) = 0,

de unde x = z (nu putem avea A = 0 deoarece, in caz contrar, ar rezulta
142u=0=1+ p, ceea ce ar fi absurd). Prin urmare, avem

207 + 42 —1=0 r=0y=1
= sau
{41‘—}_?/_1:0 4 o 7

In final, punctele critice ale lui L sunt

4 7 4
0,1,0,...,... i — = ey e |
( ) Y ) ) Sl (9’ 9797 ) >

Nu am mai determinat valorile multiplicatorilor deoarece ele nu au nicio
relevanta pentru problema. Cum f(0,1,0) = 1 si f (g , —g , %) = %, rezulta
& min f(C) = § si max f(C) = 1.

Multimea B este compacta, iar functia f este continua. Conform teore-

mei lui Weierstrass, exista punctele (a, b, c), (a’,0/,¢) € B in asa fel incat
fla,be) =min f(B) si f(a,V,¢) = max f(B).
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Observam ca

22 —2=0 =1
Vf(z,y 2)=(0,00) <& 2+2v/2=0 & y=—2
2242=0 z=—1,

far (1, —v/2, —1) ¢ int B. Prin urmare, (a,b,¢), (¢/,¥, ) € bd B. Avem
bd B = {(z,y,2) | 2* +y* + 2* = 1}.

Fie functia F(z,y,z) := 2 + y* + 22 — 1. Conform regulii multiplicatorilor
lui Lagrange, pentru fiecare dintre cele doua puncte de extrem exista cate un
multiplicator \g, Ajj € R astfel incat (a,b,c, \g) si (', V', ¢, \) sa fie puncte
critice ale functiei lui Lagrange

L(z,y,z,A\) = f(z,y,2)+ \F(x,y, 2)
= 24P+ 22 =2+ 2V + 22+ N2+ P+ 22— 1).

Un calcul simplu arata ca singurele puncte critice ale lui L sunt

1 V2 1 . 1 V2 1
_7__7__7]- 51 __a_7_7_3 .
2 2 2 ’ 22 2

Tinand seama ca f (%, V2o

final min f(B) = —3 si max f(B) = 5.

=—-3sif (—%, v2 %) = 5, obtinem in

Interpretare geometrici. Multimea B este bila unitate inchisd din R3.
Avem f(z,y,2) = (x — 1)+ (y + v2)? + (2 + 1)* — 4, deci

f(z,y,2) = PM* —4, unde P(z,y,z2), M(1, /2, —-1).

Prin urmare, problema revine la a determina cea mai mica si cea mai mare
distanta PM, atunci cand punctul P parcurge multimea B. Punctele P’ si P”
pentru care distanta PM este minima/maxima se obtin intersectand dreapta
OM cu sfera (S) : 22+ y* + 22 = 1 (a se vedea figura 6). Dreapta OM are
ecuatiile parametrice OM : x =1,y = —/2t, = = —t. Punand conditia ca

(t,—/2t,—t) € S, gisim t = i%, deci P’ (%, _ 2 —%) si P (—1 V2 1).

27722
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Figura 6:

a) I. Determindm mai intai punctele critice ale lui f. Acestea sunt
solutii ale sistemului

fi(w,y,2) =4 —y+22=0
f;(a:,y,z):—x—l—i—ByZ:O
filx,y,z) =22+ 22 =0.

Rezolvand sistemul, se obtin punctele critice (% , % , —%) si (—i , —% , %)
I1. Determinam derivatele partiale de ordinul al doilea ale lui f si matricea

hessiana. Avem

fa,;/x(m7yaz) :47 fa/:,y(m7yaz) = @/,,T,(%yaz) = _]-7
f;{z(wvyvz) =2, ;;($vyvz) = ;;lz(ﬁvyvz) =2.
Prin urmare,
4 -1 2
H(f)(z,y,2)=| -1 6y 0
2 0 2
II1.1. Matricea hessiana in primul punct critic este
4 -1 2
1 2 1
2 0 2



iar minorii principali diagonali din criteriul lui Sylvester

4 -1 2
‘:15, As=|—-1 4 0]=14
0 2

Deoarece A; > 0, Ay > 0 si Ag > 0, rezulta ca (%, %, —%) este punct de
minim local pentru f.

I11.2. In cel de-al doilea punct critic avem

4 -1 2
1 1 1
Hf) (--,-=, =)= -1 =3 0
si
T 4 -1 2
A, =4, AQZ‘_l _3’:—13, Ay=|-1 -3 0|=-14.
2 0 2

_1
4

1

Prin urmare, ( —% , Z) este punct sa.

Observatie. Cu toate ca f are un singur punct de extrem local (minim),
acesta nu este punct de minim global pentru f. In adevar, avem

f(0,9,0) =¢y*> —y — —oo cand y — —oo0.
b) I. Punctele critice ale lui f sunt solutii ale sistemului

folx,y) =3 —62% —y* +4ay = 0
[z, y) = =3 = 2xy + 22° + 3y* = 0.

Rezolvand sistemul, se obtin punctele critice (1, 1), (=1, —1), (\/Lé , —\%) si

1 2
V6 V6)
IT. Determinam derivatele partiale de ordinul al doilea ale lui f si matricea
hessiana. Avem

falzlx(xay) =12z +4y7 f:;/y($7y) = fg;/z(xuy) = _2y +4$7
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Prin urmare,
4y — 12x 4o — 2y
e = (T ),

IT11.1. Deoarece
-8 2
anu=( 51,

avern

deci (1,1) este punct sa.
II1.2. Deoarece

aveln

20 -2 £
A=-"2 Np=| ¥ Vi |=36
V6 ;
deci (\/L@ , —%) este punct de maxim local pentru f.

Procedand ca mai sus, se constata (Tema) ca (—1,—1) este punct sa, iar

(—\/ig , \/lg) este punct de minim local.

c) I. Punctele critice ale lui f sunt solutii ale sistemului

f;(‘rayv’z) = 2y —2zx =0
Rezolvand sistemul, se obtin punctele critice (0,0,0), (1,1,1), (=1,—-1,1),
(1,—1,—-1) si (—1,1,-1).
IT. Determinam derivatele partiale de ordinul al doilea ale lui f si matricea
hessiana. Avem

fa/:,a:(x7ya Z) = 27 fa/:,y(x7y7 Z) = ;;J(w7y7 Z) = _QZa
f;y(.l’,y, Z) =2, f;’z(x,y,z) = f;;(xyy;z) = 2z,
fl(x,y,2) =2, L@y, 2) = [y, 2) = =2y,



Prin urmare,

2 =2z -2
H(f)(xvya Z) - —22 2 —2x
—2y 2z 2
IT1.1. Deoarece
2 00
H(f)(0,0,0) = 02 0 |,
00 2

avem Ay =2, Ay =4, Az =38, deci (0,0,
I11.2. Deoarece

(e

) este punct de minim local.

2 -2 -2
HAHL,L,)=| -2 2 -2 |,
—2 -2 2

avem A; = 2, Ay = 0, deci criteriul lui Sylvester nu poate fi aplicat. De-
terminam diferentiala a doua a lui f in punctul critic (1,1,1). Aceasta este
forma patratica

d?f(1,1,1)(hy, ko, hs) = 2h% + 2h3 + 2h3 — 4h1hy — 4hohs — 4hsh,.

Cum d2f(1,1,1)(1,0,0) = 2 > 0 si d2f(1,1,1)(1,1,1) = —6 < 0, rezulta
ca d?f(1,1,1) este o forma patratica indefinitd. Drept urmare, (1,1,1) este
punct sa.

Procedand similar, se constata (Tema) ca si celelalte trei puncte critice
ale lui f sunt puncte sa.

d) Punctele critice ale lui f sunt (Tema) (0,0), (1,0) si (—1,0), iar
matricea hessiana este

a7 )

Cum H(f)(0,0) = ( _04 8 ), avem A; = —4, Ay = 0, deci criteriul

lui Sylvester nu poate fi aplicat. Diferentiala a doua a lui f in (0,0),
d?£(0,0)(hy, hy) = —4h? este o form& patraticd negativ semidefinita, deci
nici cu ajutorul ei nu putem decide natura lui (0,0). Observam ca

f(0,y) =y*>0= f(0,0) oricare ar fi y € R\ {0},
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deci (0,0) nu poate fi punct de maxim local pentru f. Pe de alta parte,
deoarece

f(x,0) =22(2® —2) < 0= f(0,0) oricare ar i z € (—v/2,v2) \ {0},

rezultd ci (0,0) nu poate fi nici punct de minim local. In concluzie, (0,0)
este punct sa.

Cum H(f)(1,0) = H(f)(—1,0) = ( o ) avem Ay = 8, Ay = 0, deci

criteriul lui Sylvester nu poate fi aplicat nici acum. Diferentiala a doua a lui
fin (1,0) siin (—1,0), d®f(1,0)(hq, hy) = d*f(—1,0)(hy, he) = 8h? este o
forma patratica pozitiv semidefinita, deci nici cu ajutorul ei nu putem decide
natura punctelor (1,0) si (—1,0). Observam ca

fla,y) = (2® = 1) +y* = 1> 1= f(1,0) = f(—1,0)

oricare ar fi (x,y) € R?, deci (1,0) si (—1,0) sunt puncte de minim global
pentru f.
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