Seminarul 7

. Fie multimea A := {(z,y) | |z] <y < 2} si fie f : A — R functia
definita prin
f(z,y) :== 5+ 4x + 3y — 22 — 2.

Sa se determine min f(A), max f(A) si f(A).

. (Tema3) Fie multimea A := [—1,1]* si fie f : A — R functia definita
prin

fly)=a"+ay+y"
Sa se determine min f(A), max f(A) si f(A).

. (Tema) Fie multimea A := {(z,y) |2 >0,y > 0,z +y < 1} si fie
f+ A — R functia definita prin

flzy) =ay*(1—z —y)*.
Sa se determine min f(A) si max f(A).

. Fie z,y,z € [0, 00) asa incat x +y + z = 1. Sa se demonstreze ca

7
0§xy+yz+zx—2xyz§2—7.
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. (Tema) Fie x,y,z € [0,00) asa incat « +y+ z = 1. Sa se demonstreze
ca
Azy + yz + zx) < 9zyz + 1.

. Fie multimile definite prin A := {(z,y) € R* |z > 0, y > 0} si
respectiv B := { (u,v) € R? | u+v >0, u—v > 0}. S& se demonstreze
ca functia f : A — B, definita prin f(z,y) = (22 + y?, 22 — y?), este
un difeomorfism de clasd C*.

. S& se demonstreze ca functia f : R? — R?, definita prin
f(xv y) = (‘T3 + 3x6y7 Y- l'2>,

este un difeomorfism de clasa C?.



8. (Temd) S& se demonstreze ca functia f : R? — R?, definita prin

f(xvy) = (I?’ + xr, y— 12)7
este un difeomorfism de clasa C*.

9. Se cauta functiile f: A — R, de clasd C* si care satisfac

0 L w0) = 2 (@) + 300~ 1)) =0

oricare ar fi (z,y) € A, unde A := {(x,y) € R* | = > y}.

a) Sa se demonstreze ca pentru orice (z,y) € A avem (zy,  +y) € B,
unde B := {(u,v) € R? | v* > 4u}.

b) Functia g : A — B, definita prin g(z,y) := (zy, * + y), este un
difeomorfism de clasa C*.

c) Daca f : A — R este de clasi C!, atunci si functia F' : B — R,

definitd prin F := f o g™! este de clasi C'. Mai mult, (1) are loc
oricare ar fi (z,y) € A daca si numai daca avem

vV (u,v) € B : Z—Z(u,v)—BF(u,v):O

d) Sa se determine functiile f : A — R, de clasd C" si care satisfac (1)
pentru orice (z,y) € A.

Rezolvari

A este multimea punctelor situate in interiorul si pe laturile triunghiului
POQ, unde P(—2,2), O(0,0), Q(2,2), deci A este compacta. Cum functia f
este continua, din teorema lui Weierstrass rezulta ca f este marginita si isi
atinge marginile pe A. Fie

m :=min f(A) sirespectiv M :=max f(A).

Pentru aflarea lui m si M folosim observatia 2.11.3 (3°) din notitele de curs.



I. Determinam mai intai valorile minima si maxima ale lui f pe frontiera

lui A. Notam
my := min f(bd A)

Observam ca

si respectiv. M; := max f(bd A).

bdA = [OP]U[OQ]U[PQ]
= {(z,—2) | 2 €[-2,0}U{(z,2) | = €0,2]}
U{(x,2) | x € [-2,2]}.
Fie
filz) = f(, —x):5+4x—3x—2x2 ( q;)Q— —32® + 1+ 5,
folz) == f(z,x)=5+4x+3z—22° — 2> = —32° + Tw + 5,
f3(z) = f(x,2)25—|—4x+6—2x —4=-22> +4x + 7.

Folosind proprietatile de monotonie ale functiei de gradul al doilea (clasa a

[X-a), avem:

min fi(z) = f1(=2) = -9,

z€[-2,0]
in fo(z) = £(0) =5
1?1512] fs(z) = f3(=2) = -9,
Prin urmare, avem
my = —9,
M, = 9E

7T
atins in punctul R ( )

xg[lago]fl() f1(0) =

7
gy 1) = 12 () =955
wg?agz]fé( z) = f3(1) = 9.

atins in punctul P(—2,2),

6’6

II. Determinam acum punctele critice ale lui f din int A. Mai precis,

determinam multimea

C:={(z,y) €int A | Vf(z,y) =

r,y)=4—4x =0
r,y)=3—2y=0

(0,0)}.
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Asadar, multimea C' contine doar punctul S(1,3/2). Atunci avem
1
me :=min f(C) = f(1,3/2) = 91 = max f(C) =: M.

In concluzie, avem (a se vedea observatia 2.11.3 (3°) din notitele de curs)

m = min {my, my} = —9, atins in punctul P(—2,2),

1 3
M = max{M, My} = 91, atins in punctul S (1, 5) )

Conform problemei 5 din Seminarul 4, f(A) este un interval compact, deci

1
flA) = {—9, 91}
I. Avem

bdA = {(z,~-1)|ze|[-L1}U{(z,1)|ze|[-1,1]}
Ul(~1,2) |z e [-1,1} U {(1,2) | = € [-1,1]}.

Folosind metoda de studiere a variatiei unei functii cu ajutorul derivatei
(invatata in clasa a XI-a), se constata usor ca

2V/3

min _ f(z,—1) = min f(—1,2) = min (:1:3—33—1)_—1—77

z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]
1 1,2) = mi 3 1) =—1
zgﬂ{luf(l’ ) = wé?f{fl]f( , ) fnin (2 +2+1) :

2v/3

max f(x,—1) = max f(—1,2) = max (ac3—x—1)——1—|——

ze[—1,1] z€[—1,1] ze[—1,1]
1) = lLz) = Str+1)=3.
D Sl 1) = max f(1,2) = max (20 +2+1)

Prin urmare, avem

my :=min f(bd A) = -1 — %g, atins in punctele <% —1) , <—1, \%) ,

M, := max f(bd A) = 3, atins in punctul (1,1).
II. Deoarece
prm— :0
fo(w,y) =32% +y =0 o
Vf(r,y) =(0,0) & 5 & sau
Fan =00 & { GENTILTIT0 & s ey



rezulta ca
C = (o) €t 4| V(o) = 0.0 = { 0.0, (-3, -3 ) }.

Cum

deducem ca
1

me :=min f(C) =0 sirespectiv My := max f(C) = 5

In final,
m = min {my,my} = —1 — %37 atins In punctele (7 — ) , ( , \/ig) ,
M = max {M;, My} = 3, atins in punctul (1,1),

deci, f(A) = [— — %g, 3]

I. Deoarece f(x,y) = 0 pentru orice (x,y) € bd A, rezulta ca
my :=min f(bd A) =0 si M; := max f(bd A) =0.

II. Avem
Vf(z,y)=(0,0)
N { filzy) =21 —x —y)® — 3ay?(1 —x —y)? =
fy(z,y) =2zy(1 — 2 — y)? —3zy*(l—2—y)? =0
N { Pl—z—y)?(l—dz—y) =
zy(l —x —y)*(2 — 2z — 5y) =0,

de unde

C = {(z,y) €eint A | Vf(z,y) =(0,0)}
= {(a:,y)\1—4x—y:0,2—2x—5y:0}:{(%,%)}.

Rezulta ca

my :=min f(C) = f (%, %) = 4;)2 = max f(C) =: My,
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deci

m = min {my,my} =0, atins in toate punctele lui bd A,

M = max {M;, M,} =3, atins in punctul (3, 1).

Consideram multimea
A= {(z,y.2) €[0,00)° | x +y + 2z =1}.

Aceasta este multimea punctelor situate in interiorul si pe laturile triunghiu-
lui PQR, unde P(1,0,0), Q(0,1,0), R(0,0,1), deci este compacta. Intrucat
functia definita prin

flz,y,2) =2y +yz + zo — 2xy2

este continua, din teorema lui Weierstrass rezulta ca f este marginita si
isi atinge marginile pe A. Problema cere sa determinam m := min f(A)
si M := max f(A). Din pacate, avem int A = (), ceea ce face inaplicabila
teorema lui Fermat, deci si metoda descrisa in observatia 2.11.3 din notitele
de curs.

Din z +y+ z = 1 rezulta z = 1 —x — y. Inegalitatea din enunt se rescrie
in forma echivalenta

7
O<ay+yl-o-—y+A-ov—yz—2zyd -z -y) < .

g([E,y) = f(x7y7]- -z _y>
Avem m = min g(B) si M = max g(B), unde
B:={(z,y) |z>0,y>0,x+y <1}

B este multimea punctelor situate in interiorul si pe laturile triunghiului
P'OQ’, unde P'(1,0), O(0,0), @'(0,1). Spre deosebire de A, multimea B are

interiorul nevid. Prin calcul, se obtine expresia lui g
g(x,y) = 22%y + 229° — 2* —y* — 3ay + 1 + 9.
I. Procedand ca in problemele anterioare, se obtine (Tema)

my :=ming(bd B) =0, atins in punctele (0,0), (1,0), (0,1
M; :=maxg(bd B) = 1, atins in punctele (3,0), (0, 3), (

Y

N | ~—r
N

).

)

o=
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II. Avem

B g (z,y) =4doy+2y* —2x —3y+1=0
Vy(z,y) =(0,0) = {g;(x,y):2x2+4xy—2y—3x—|-120.

Rezolvarea sistemului conduce la (Tema)

¢ = (mp emia | Vo) = 00k ={ (3. 3)}.

de unde

) 1 1 7
me :=ming(C) =g (g, §> =57 = max g(C') =: M.

In final, avem m = min {my, ms} = 0 si M = max{M;, Mo} = =, ceea ce

demonstreaza inegalitatea din enunt.

Observatie. Inegalitatea stanga din enunt are loc cu egalitate daca si numai
daca doua dintre variabilele x,y, z sunt 0, iar a treia 1. Inegalitatea dreapta
din enunt are loc cu egalitate daca si numai daca z =y =z = 1/3.

Deoarece derivatele partiale de ordinul intai ale lui f

L= @n2 8 Ly - -2

sunt continue pe A, rezulta ca f este de clasa C! pe A. Pentru a demonstra
bijectivitatea lui f, avem de aratat ca

V(u,v) € B3l (z,y) €A+ flz,y) = (u,v).
Fie (u,v) € B arbitrar. Avem

fey) = (o) o {‘f“ﬂ:“

x _y2:U7

2
ca f este bijectiva si am determinat totodata si inversa f~1: B — A,

P u0) = (\/u—gv \/ugv)

7

sistem care are in A solutia unicd x = /*=2, y =, /*5%. Am dovedit astfel




Deoarece derivatele partiale de ordinul intai ale lui f~!

1 1
ou (wv) = (2 2u+v) 2 2(u—v)>’

1 1
W(u,v) B (2 2(u—{—v)’_2 Q(U—U))7

sunt continue pe B, rezultd ca f~! este de clasa C! pe B. In concluzie, f
este difeomorfism de clasa C*.

Deoarece derivatele partiale de ordinul intai ale lui f

of > of

— (x,y) = (32° 4+ 3eY, —2x) si — (x,y) = (3xe?, 1

o7 (@) = ( ) s gy (0¥ = )

sunt continue pe R?, rezulta ca f este de clasa C' pe R?. Pentru a demonstra
bijectivitatea lui f, avem de aratat ca

V (u,v) € R? 3! (2,9) € R? : f(z,y) = (u,v).
Fie (u,v) € R? arbitrar. Avem

3 — 3 vta? _

x° + 3xe’ = u x° + 3xe =u

x = (u,v = =

fen = o) e {0 {23,

Este suficient asadar si dovedim c# ecuatia 2% + 3z¢*+t*" = u are in R o

unicd solutie xg. Atunci (xg,v + x3) este unica solutie in R? a sistemului
f(z,y) = (u,v). Functia ¢ : R = R, g(x) := 2° + 3ze"™ are derivata

g'(z) = 32> + 3" + 622"+ > 0,

deci este strict crescatoare pe R. Cum lim g(z) = —oo si lim g(z) = oo,
T—r—00 T—00

rezulta ca exista un unic zo € R astfel ca g(xy) = u. Aceasta demonstreaza
ca f este intr-adevar bijectiva.

Spre deosebire de problema anterioara, acum nu putem determina explicit
pe f!, deoarece nu putem determina explicit radacina zg in functie de u si
v. Prin urmare, nu putem demonstra direct, pe baza definitiei, ca f este
difeomorfism de clasa C'. Salvarea o ofera Consecinta 2.14.6 din notitele de
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curs. Aceasta este deosebit de importanta deoarece ofera conditii suficiente
ca f si fie difeomorfism de clasi C' pe baza unor informatii legate doar de
f (nusi de f7'). Conform Consecintei 2.14.6, este suficient s& probam ca
aplicatia liniard df(z,y) : R? — R? este bijectivd oricare ar fi (z,y) € R
Fie (z,y) € R? arbitrar. Avem

df(z,y) bijectiva < J(f)(z,y) inversabila

& det J(f)(z,y) #0
322 + 3e¥  3xeY

— 2.2 Yy 2.y
o 1 3x” 4 3e¥ 4 6z7e? # 0,

ceea ce Intr-adevar are loc.
a) Fie (z,y) € A arbitrar. Atunci avem x > y si
(zy,x+y)€B & (z+y)P>day & (r—-y)* >0,

ceea ce este adevarat.

b) Evident, g este de clasd C' pe A. Pentru a demonstra ci g este
bijectiva, fie (u,v) € B arbitrar. Avem

g(r,y) = (wv) & ay=ugiac+y=1

v+ V2 —4u v — V2 —4u
- L Y=———7,

<f,> —
v 2 2

deoarece x si y sunt radacinile ecuatiei de gradul al doilea 22 — vz +u = 0
si x > y (conditia ca (z,y) € A). Asadar, pentru orice (u,v) € B exista un
unic punct (x,y) € A cu proprietatea ca g(z,y) = (u,v). Rezulta ca g este
bijectivd, iar inversa ei este functia g=' : B — A, definita prin

<v + V2 —4du v — Vv — 4u>
2 ’ 2 '

9 (u,v) =

Un calcul simplu aratd ci derivatele partiale ale lui g~! sunt continue pe B,
deci g7! este de clasa C! pe B. In concluzie, functia g este un difeomorfism
de clasa C*.

¢) Fie f : A — R o functie de clasa C' pe A, care satisface

of of

(2) e (z,y) — o (z,9) +3(x —y)f(z,y) =0 V (z,y) € A



si fie F': B — R functia definita prin F := f o g~!. Notam

v+ Vo2 —4u . v — V2 —4u

x(u,v) = sl y(u,v) = 5

componentele scalare ale lui g7'. Aplicand regula de derivare a unei functii
compuse, avem

OF _of , Oz of , 4 oy
5o (1) = G ) 5 )+ 5 (07 ) - 5 (o)
B 1 of of
- \/m 8:17 (x(u,v),y(u,v)) ay (ZE(U, U)vy(uav))
Intrucat derivatele partiale % si % sunt continue pe A, rezulta ca ‘3—5 este

continua pe B. Similar se probeaza ca si %—f este continua pe B, deci F este

de clasd C'. Mai mult, cum f satisface (2), rezulta ca

0
G (0:0) = e (B [al) = gl 0] o 0) ,0)
3

= —m-muog’l)(u,v) = 3F(u,v).

d) Fie f : A — R o functie de clasd C' pe A, care satisface (2) si fie
F : B — R functia definitd prin F':= f o g~'. Conform punctului ¢), pentru
orice (u,v) € B avem

oF _ —3u fSua_F o —3u _
5 (u,v) — 3F(u,v) =0 e & e (u,v) —3e " F(u,v) =0

& 0 [673“F(u,v)] = 0.

du
Rezulta de aici c& e “F(u,v) = h(v), unde h : R — R este o functie
derivabild arbitrara, deci F(u,v) = e*h(v). Cum f = F o g, deducem in
final ca functiile f care satisfac (2) sunt de forma f(z,y) = e3*¥h(z +y), cu
h : R — R functie derivabila arbitrara.
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