Seminarul 6

. S& se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin
23—y

flay) =4 i daed (@) #(0,0)
0 daca (z,y) = (0,0).

. S& se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite prin

%3 sin ¥ daca xz #0
f(z,y) = x ) #
0 daca x = 0.

. (Tema) S& se studieze diferentiabilitatea functiei f : R? — R, definite
prin

vy(® —y?)
flay) = g Qi (@) 70,0
0 daca (z,y) = (0,0).

. Fie f = f(u,v) : R* = R o functie diferentiabild pe R? si fie functia
F :R?® — R, definita prin F(z,y,2) := f (x2 — Y+ 2y2?, 236“’). Sa se
determine, in functie de derivatele partiale de ordinul intai ale lui f,
derivatele partiale de ordinul intai ale lui F'

. (Tema) Fie f = f(u,v,w) : R® = R o functie diferentiabild pe R? si
fie functia F : R? — R, definitd prin

F(z,y) = f (—39[: + 2y, x® + 2, 223 — y3) )

Sa se determine, in functie de derivatele partiale de ordinul intai ale lui
f, derivatele partiale de ordinul intai ale lui F'.

. Fie f : R® — R? o functie diferentiabila pe R® si fie F : R? — R?
functia definita prin

F(z,y) = f (cosx + siny, sinx + cosy, ex’y) :

Stiind ca J(f)(1,1,1) = ( L34 ), sa se determine dF' (%, g)
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7. Folosind eventual coordonatele polare, sa se determine functiile dife-
rentiabile f : (0,00) x (0,00) = R, care satisfac
of of x
$%($7y)+ya—y($7y) = W
8. (Tema) Cu ajutorul coordonatelor polare sa se determine functiile

diferentiabile f : (0,00) x (0,00) — R, care satisfac

Jfg—i(m,y)—iryg—gjj(x,y): Va2 +y? ¥ (z,y) € (0,00) x (0, 00).

V (z,y) € (0,00) x (0, 00).

9. (Tema) Cu ajutorul coordonatelor polare sa se determine functiile
diferentiabile f : (0,00) x (0,00) — R, care satisfac

vk (@) = o 5 () = 1 ¥ (2) € (0,00) x (0,09)

Rezolvari

Consideram multimea A := R? \ {(0,0)}. Aceasta este deschisa, f este
derivabila partial pe A, iar derivatele sale partiale

of ot + 322 + 222 . Of —yt — 32%y? — 223y
_(x7y): D) 2\2 51 _<xvy): 2 2\2
Ox (22 +y?) oy (22 4+ y?)

sunt continue pe A. Drept urmare, functia f este diferentiabila in toate
punctele lui A.

Studiem in continuare diferentiabilitatea lui f in punctul (0, 0). Verificam
mai intai existenta derivatelor partiale in (0,0). Avem

=1 si lim =—-1
z—0 r—0 T y—=0 y—0

0 0

deci f este derivabila partial in (0, 0), 8_f (0,0) = 1si 8_f (0,0) = —1. Trecem
Z Y

la etapa a Il-a, adica la studiul limitei

F(O+h1,0 4 hy) = f(0,0) — ha %L (0,0) — hy 3L (0,0)
{ = lim ad Y

(h1,h2)—(0,0) Vh3 + h3

= lim (U(hl, hg),

(h1 ,hg)%(0,0)

Y




unde

f(ha, h2) = £(0,0) = ha 5L (0,0) — hy %L (0,0)

w(hi, hy) =
( 1 2) m
B — b
Y ~huth Wty — b3
NCENT (h + h3)*
Intrucat

. 1 1 . . 2 1 2
,}E&W(z’z)—o JL%“(E’E)—WﬁO’

deducem ca ¢ nu existd, deci f nu este diferentiabild in (0,0).
In concluzie, f este diferentiabila pe R?\ {(0,0)} si nu este diferentiabila
in punctul (0, 0).

Consideram multimea A := {(0,y) | y € R}. Atunci multimea R? \ A
este deschisi, functia f este derivabild partial pe R?\ A, iar derivatele sale
partiale
of 4 y y . 0f y
1/3 2/3 (x,y) _ 1‘1/3

—(x = sin< —x cos= si — = cos =
ox 3 x x 0Oy x

sunt continue pe R?\ A. Drept urmare, f este diferentiabild in toate punctele
lui R?\ A.

Studiem in continuare diferentiabilitatea lui f in punctele lui A, adica in
puncte de forma (0,a), cu @ € R. Verificam mai intai existenta derivatelor
partiale in (0,a). Avem

)~ f0.0) ‘
lim —— T = lim ——L = limz®sin— =0
z—0 z—0 z—0 T z—0 T
si
lim f(07y) — f(07 CL) — lim _ 07
y—a y—a y—a Yy — a
: e : of
deci f este derivabila partial in (0,a) si 92 (0,a) = E» (0,a) = 0. Trecem la
T Y



etapa a Il-a, adica la studiul limitei

F(O+hi,a+hsy) = £(0,a) — ki 55 (0,a) — hy5L (0, a)
{ = lim Y

(h1,h2)(0,0) Vhi+h3

= lim  w(hy, ho),
(hl,hg)—)(0,0) ( 1 2)

unde
f(h1,a+ hQ)

W(hl, h2) =

Daca hy # 0, atunci avem

|h1’4/3 Silﬂa—}th2 |y |¥/3 |ha
|w(hy, ho)| = <= = = ||
NEN N E VIR
S ‘h1’1/3'

Deoarece f(0,a + hy) = 0, avem w(0, hy) = 0, deci inegalitatea de mai sus
are loc si pentru by = 0. Am demonstrat astfel ca

0 < |w(hy, ho)| < [he|Y?  oricare ar fi (hy, hy) € R?\ {(0,0)}.

In baza teoremei clestelui, deducem de aici ca { = lim w(hy, hy) =0,
(hl,hg)—>(0,0)

deci f este diferentiabild in punctul (0,a). In concluzie, functia f este
diferentiabila pe R2.

Réspuns: f este diferentiabild pe R2.
Avem F = fog, unde g : R?* — R? este functia definitd prin
g(z,y,z) = (:r:2 — Y+ 2y2°, 23619) )

Fie

u(z,y,2) = 2> —y +2yz* sirespectiv. v(x,y,2) = 2™
componentele scalare ale lui g. Aici I'T-istul din voi va exploda. Cine ne
permite sa folosim aceeasi literd u pentru a nota atat o variabila (prima
variabila a functiei f) cat si o functie (prima componenta scalara a functiei
g)? Cred ca nici Python-ul nu inghite asa ceva. Facem acest "abuz” de
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notatie deoarece astfel e mai usor de tinut minte formula de derivare partiala
a unei functii compuse (a se vedea cele doua formule din finalul sectiunii 2.8
din notitele de curs). Conform acestei formule, avem

oF _Of Ou Of v

or Ou Or  Ov Or
Va atrag atentia ca aceasta formula, cu toate ca e usor de memorat, nu este
: y . : ou . dv o
riguroasa deoarece derivatele partiale — , — si — se evalueaza in punctul
’ ox a@x T Or
(z,y,2) € R3, pe cand derivatele partiale u si 90 se evalueaza in punctul
u v
g(z,y,2) € R? Riguros, formula de mai sus se scrie
OF of ou af v
a sy Y = 5 ' Y a9 Y + 4 Y a9 sy Y ;
o (0¥ 2) = 5 (9(2,y,2)) - 5 (2,9, 2) + =~ (9(2,9,2)) - 5 (2,9, 2)
adica
OF of ( » 2 3
— (x,y,2) = 20— (z°—y+2yz°, z°e™
a7 (©:1:2) oo (P -y +2y )

0
—i—yz%“”a—i (m2 — Y+ 2y2?, 236”) :

Analog, avem formulele prescurtate

oF _of ou of o
oy Ou Oy Ov Oy
si

oF of Ou  Of v

9z ou0: v 0z
formulele riguroase
or af

a_y (.T},y,2> = % (g(a:,y, Z)) ’ Z_Z (q:,y,z) + % (g(a:,y,z)) ’ a_y (l’,y,Z)

si
oF of Ju af v

5 (x,y,z) = % (g(l’,y,Z)) ’ % (x,y,z) + % (g(x,y,z)) ’ E (ﬂf,y,Z),



de unde

OF 0
8_y (z,y,2) = (22°—1) 8_{L (x2 —y + 2yz? z?’exy)
0
+$236$y8—f (2° —y +2y2%, 2%e™)
v
si
OF
5 (x,y,2) = 4dyz Ju (2® —y +2y2%, ™)
0
+3226“’8—f (:1:2 — oy + 2y2?, 236”)
v

Se procedeaza ca in rezolvarea problemei anterioare. Avem F = f o g,
unde g : R? — R? este functia definitd prin

g(x,y) = (—Sx + 2y, ? 4+ o2, 22° — y3) .
Fie
v(x,y) =2 +y* sirespectiv w(z,y) = 22° — ¢

u(z,y) = —3x + 2y,

componentele scalare ale lui g.
Raspunsuri: formulele prescurtate in acest caz sunt

OF _of ou_0f ov 0f ou

or  Ou Or Ov Oxr Ow Ox
si respectiv

OF _0f ou_ 0f 9 0f o

dy Ou Oy Ov Oy Ow Oy’

iar expresiile finale

oF 0
% (IL’,y) = -3 a_i (_31‘ + 2y, a? + y27 22° — ?/3)
0
+2x a—i (=32 + 2y, 2* + %, 22° — °)
2 0f 2., .2 9.3 _ 3
+6x 90 (—3x+2y, x4y, 20—y )



si respectiv

oF

of
a_y(xay) = 2= (-3[L‘—|—2y, a? +y27 22 —?/3)

ou
0
+2y 8_£ (—395 + 2y, 2 + y?, 22° — y3)

0
—3y? 8_@]; (—Sx + 2y, 2 + 12, 2% — y?’) .

Diferentiala lui F' in punctul (%, g) este aplicatia liniara

a cdrei matrice este matricea Jacobi J(F) (%, Z). Observdm c& F = fog,
unde g : R? — R? este functia definita prin

g(z,y) := (cosz +siny, sinz + cosy, ")
Fie
u(z,y) :=cosx +siny, v(z,y) :=sinz + cosy si respectiv w(x,y) = e* ¥

componentele scalare ale lui g. Conform teoremei 2.8.2, avem

I(F) <g g) = J) (9 (% g)) -J(9g) (g g)
= JNLLY I (5. 5)-

Raméne sa determindm matricea Jacobi J(g) (2, Z). Avem

Ou (z,9) Ou (z,9)

gg 7 gg 7 —sinz  cosy
J(9)(x,y) = B (z,9) Ew (z,y) | =| cosz —siny [,

ow O ey —ev

de unde



Prin urmare, avem

deci
m™ T . 3 =7 hl o 3h1 —7h2
dF(E’ §><h1’h2)_ ( 1 —2) (hz ) _( hy — 2hy >
Fie f: (0,00) x (0,00) — R o functie diferentiabila, care satisface

of af x
(1) x@(%ywrya—y(%y) :\/ﬂ:W

Sugerata de legatura dintre coordonatele carteziene si cele polare

{ x = pcost

V (x,y) € (0,00) x (0, 00).

y = psinb,
considerdm functia F : (0,00) x (0,%) — R, definitd prin
F(p,0) := f(pcosb, psinb).

Observam c& F = fog, unde g : (0,00) x (0,%) — (0,00) x (0,00) este
functia definita prin g(p, 0) := (pcosf, psinf). Fie

x(p,0) == pcosf sirespectiv y(p,0) := psiné

componentele scalare ale lui g. Aplicand formula de derivare partiala a unei
functii compuse, avem

5 (00 = S 60005 (00)+ L (0l0.0) - 5L (00

= (30849ﬁ (pcosb, psind) —I—sin@g(pcose, psind).

ox dy
inmulpind ambii membri cu p, obtinem
OF 0 0
pa—p (p,0) = pcosh 8_£ (pcosb, psind) + psind 0—2]; (pcosb, psind)
0
= peos = cos b,
v/ p?cos? 6 + p?sin’ 0
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deoarece f satisface (1). Rezulta ca

oF cos 6

De aici, prin integrare, gasim

cos 0
F(p,@):/ dp =cosf -Inp+ h(0),
P
unde h : (O, g) — R este o functie derivabila arbitrara. Ramane ca din
expresia functiei F' sa recuperam expresia lui f. Se poate demonstra (Tema)
ca g este bijectiva, inversa ei fiind functia

g " :(0,00) x (0,00) = (0,00) x (0, z) :

definita prin
g_l(x,y) = (\/ﬁ + 12, arctg %) .

Din F = fogrezultd f = Fog!, adica

f(z,y) = cos (arctg g) ‘Iny/22+y2+h (arctg Q)
x x

- In(z* +y*) +h (arctg Q) .
T

2/

Se poate verifica prin calcul direct (si sunteti invitati sa o faceti !) ca
pentru orice functie derivabila h : (0, g) — R, functia f, avand expresia de
mal sus, satisface (1).



