Seminarul 5

. Fie f : R? — R functia definita prin f(z,y) := z/22? + y2. Sa se deter-
mine derivatele partiale de ordinul intai ale lui f, V f(3,4) si df(3,4).
. (Tema) Fie A := {(z,y) € R* | y # 0} si fie functia f : A — R,
definita prin f(z,y) := arctg LS4 se determine derivatele partiale de
ordinul intai ale lui f, Vf(1,1) si df(1,1).

. Fie multimea A := {(z,y,2) € R* | zy + 2z > 0} si fie f : A — R?

functia definita prin f(z,y,z) := (ln(xy + 22), sin(zy +yz + zx)) Sa
se determine derivatele partiale de ordinul intai ale lui f si df(2, —1,2).

. (Tema3) Fiind data functia f : R? — R3

f(x,y) = (:UQ - Y, Ty + y27 sin(x2 - y2)>7
sa se determine df(1,1).

. Sa se demonstreze ca functia f : (0,00) x R = R, f(z,y) := arctgg
T
satisface egalitatea

of

ma_y($7y>_y

% (x,y) =1 oricare ar fi (z,y) € (0,00) x R.

. (Tema) Fie multimea A := {(z,y,2) € R? | 23+ y> + 23 > 3wyz } si
fie f : A — R functia definita prin f(z,y, z) := In(2® +y3 + 2® — 3zyz2).
Sa se demonstreze ca pentru orice (z,y,z) € A are loc egalitatea

of of of __ 3
ax(x’y’Z)—i_ ay(xvyaz)+ az<x7yaz) - $+y+z

. Sa se determine a € R astfel incat functia f : R x (0,00) — R, definita
prin f(z,y) == ye /W) gy satisfaca

V (z,y) € R x (0,00) : :z:Qa—f (x,y) = 9 (x2a—f (:c,y)) :



8.

10.

Fier >0, fie A:={(z,y) e R* | 2 +y* <r?}sifie f: A — R functia
definita prin

rvV8
f(z,y) :=2In o —y
Sa se demonstreze ca pentru orice (z,y) € A are loc egalitatea
0 f 0 f

Br®] (z,y) + B (,y) = /0.

. (Tema) Sa se demonstreze ca functia f : (0,00) x R — R, definita prin

f(a,y) = (2 +y?) arctg 2.
satisface pentru orice (z,y) € (0,00) x R egalitatea

o0 f
0xdy

92 f
xQ@(x,y)nL%y

o°f
0y?

(z,y) + 4 55 (z,y) = 2f (z,y).

(Exemplu de functie discontinua, derivabila dupa orice directie) Sa se
demonstreze ci functia f: R? — R, definita prin
332y 4
floa)={ o bt @£ 00
0 daca  (z,y) = (0,0),

este discontinua in punctul (0, 0), dar este derivabila dupa orice directie
in acest punct.

Observatie. Acest exemplu arata de ce nu ne putem rezuma la deriva-
tele partiale. Daca derivabilitatea partiala ar fi singurul concept de
diferentiabilitate pe care l-am folosi, atunci ar aparea acest fenomen
neplacut, al existentei unor functii diferentiabile care sunt discontinue.
In cazul diferentiabilititii Fréchet acest fenomen nu apare. Orice functie
diferentiabila Fréchet intr-un punct este continua in acel punct.

Algoritm cu ajutorul caruia se poate studia diferentiabilitatea unei
functii reale f : A C R” — R intr-un punct a € int A:

I. Se studiaza daca f este derivabila partial in punctul a.
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11.

e daca f nu este derivabila partial in a, atunci f nu este diferentiabila
in punctul a;

L o . .0

e daca f este derivabila partial in a, atunci se calculeaza —f (a) pentru
Lj

Jj=1,...,n sise trece la etapa urmatoare.

II. Se studiaza limita

C = ) - S0 - Y (- a) e @

- lim f(a1+h17"->an+hn)_f(a)_zglzlhjg?fj ((l)

(h1yeeeshn)—0p A /h% 4+ h%

e daca ¢ = 0, atunci f este diferentiabila in a si

Vh=(hi,... h) ER" : df(a)(h) = iha_f (a);

e in caz contrar, f nu este diferentiabila in a.

Pentru o functie vectoriala f = (f1,..., fm) : A = R™ se studiaza, pe
baza algoritmului de mai sus, diferentiabilitatea in a a fiecarei compo-
nente scalare f; : A >R (i =1,...,m).

e daca toate functiile fi,..., f,;, sunt diferentiabile in a, atunci f este
diferentiabila in a si

df (a) = (dfi(a),...,dfm(a)).
e in caz contrar, f nu este diferentiabila in a.

Foarte util in studiul diferentiabilitatii este urmatorul rezultat.

Teorema. Daca A C R" este o multime deschisa, iar f : A — R™ este
o functie derivabila partial pe A, cu toate derivatele partiale continue
pe A, atunci [ este diferentiabila pe A.

Sa se studieze diferentiabilitatea functiei f : R* — R, definite prin
fla9) = /o=



Rezolvari

Pentru orice (z,y) € R*\ {(0,0)} avem

of 2x 222 + 12
—(r,y) =V’ +y*+x- =
Ox (z,9) Y 222+ 12 2+ P

si
of (2.9) 2y Ty
—(r,y)=x- = )
dy 222 +y?  Jrr 4P
Formulele de mai sus pentru derivatele partiale de ordinul intai ale lui f nu

sunt valabile si in originea lui R?. In acest punct derivabilitatea partiala
trebuie studiata cu ajutorul definitiei. Deoarece

lim f(z,0) = /(0,0) = lim o] = lim |z| = 0,
x—0 xr — O z—0 2 z—0
] )
rezulta ca Iz (0,0) = 0. Pe de alta parte, deoarece
x
y—0 y—0 y—=0 gy

0
rezulta ca 2 (0,0) = 0. Avem

dy

of of 34 12
Vi) = (Lo P )+ viey- (2 2)
Diferentiala lui f in punctul (3,4) este aplicatia liniara df(3,4) : R* — R,
definita prin

of
ox

of

34 12
Af 3 )y ho) = 50 (B, 4) -+ 50 (3:4) - ha = = o == o

Raspunsuri: f(z,y) := arctg L ,
Y

af Y of x 1 1
—_— = ——Q - - — & 1 ]_ = ., T =

1 1
df(1,1)(hy, he) = §h1 3 ha.



Fie fi, fo : A — R functiile definite prin fi(x,y,2) = In(zy + 22) si
respectiv fo(z,y, z) := sin(xy + yz + zx). Acestea sunt componentele scalare
ale lui f. Pentru orice (z,y,2) € A avem

%(m,y, z) = (3f1 (7,9, 2), %]; (@,y,2 >>

_ (xw?z y+z)cos(acy+yz~|—zx))
g—g(a;,y,z) = (afl Y, 2 f y (@2 )>

— ( o z+a:)cos(a:y+yz+za:))
g—ﬁ(x,y,z) = (8—f f G ))

_ (xy+22 (x+y)cos(xy+yz—|—zx)).

Diferentiala Fréchet a functiei f in punctul (2,—1,2) € A este aplicatia
liniard df(2, —1,2) : R® — R2, a cirei matrice este matricea Jacobi

ah df1 dfi
Dty Loy Leoy

2 2 2
oe (2712 52(2,-12) F2(2-12)

_ —% 11
1 4 1)
Prin urmare, pentru orice (hy, hy, h3) € R® avem

1 11 h

w120 ht) = (735 1) | b

1 41 3

3

_( —3hithathg
hi+4ho+hs )°



Raspunsuri: f(z,y) == (22 — y, zy + y?, sin(z? — y?)),
of

% (I,y) - (2$7 Y, 2 COS(:E2 - y2))7
O (2.9) = (~ 1.2+ 2, ~2ycon(a? — 1),
Y
2x —1
J(f)(x,y) = Y T+ 2y :

2z cos(z? — y?) —2ycos(z? — y?)

df(1,1) este aplicatia liniara df(1,1) : R? — R3, definita prin

h 2 1 h
Af (L )k he) = J(OHAD( 0 ) ={ 1 3 :
h2 h2
2 =2
2h1 — hs
= hi + 3hs
2h1 — 2hs
Avem f(z,y) := arctgy, deci
x
a_f(x J—_ si g(x j=——
oz YT 22+y? 7 Oy Y a2y
de unde
0 0
ma—‘; (x,y) —ya—i (x,y) =1 oricare ar fi (z,y) € (0,00) x R.

Indicatie: se foloseste identitatea
(x+y+2)P =2+ + 22+ 3@ +y+2)(ay +yz + 22) — 3zyz,
de unde

Py 42 =3y = (v+y+2)? =3 ty+ ) vy +yz+oew)
= (z+y+2)(@®+y*+ 22 — 2y —yz — 21).
Pentru orice (z,y) € R x (0,00) avem f(z,y) = y%e /™) deci
a—1
OF (g, y) = ~ T sy
Y 2 Y



af $3ya—1
20 _ vy
de unde = 5 (x,y) 5

0 ( 20f 3T ey TN sy
%(z %(m,y)> ——5 ¢ t— ¢

a2 -
e~/ i prin urmare

_ inyoc—Qe—mj/My) (xQ — 6y).

Pe de alta parte, avem

2, a—2
2 0y = 2 (aya—le—r2/<4y>+&6—z2/<4y>>

oy 4
1
= 22y 2e W) (22 4 day).
Asadar, egalitatea din enunt are loc pentru orice (x,y) € R x (0,00) daca si
3
numai daca 4a = —6, adica a = —5
V8
Cum f(z,y):=21In o —e avem
af 4z . Of 4y
%(x7y):7,2_1‘2_y2 $1 8_y(x’y):r2—x2—y2’

de unde

02 ) da
@@’y) ™ (7’2 —x2—y2>

si analog

Drept urmare, avem

62
a_:[£1<x7y)+a_yg(x7y) = (

pentru orice (z,y) € A.



Indicatie: se procedeaza ca in rezolvarea problemei anterioare, tinand

0? 0 (0
seama de definitia derivatei partiale mixte s <—f)

oxdy o dy
Deoarece

(11 o 11 Rk
o () =000 57 (G5 ) = i g = i =
rezulta ca f este discontinua in (0,0). Pe de alta parte, daca v = (v, v9) este
o directie arbitrard din R? atunci
f(tog, tvg) t3viv, 7

_ f(Op+1tv) = f(02) _
lim =lim ——— =lim —————— =
t—0 t —0 t =0 t(t60) + t2v3) Vg

)

daca ve # 0 si respectiv

lim f0 +tv) = /(02) = lim M .

t—0 t t—0 t t—0 t

daca vy = 0. Prin urmare, f este derivabila in O dupa orice directie si

2 v
rin oy ] vi/ves daca v = (v1,v2), cuvy #0
F(050) = { 0 dacd v = (v1,0).

Consideram multimea A := {(x,z) | * € R}. Atunci multimea R?\ A
este deschisd, functia f este derivabila partial pe R? \ A, iar derivatele sale
partiale

Tm=—e s Ly s

— (1Y) = —F/—]——= i — (1Y) = ————

oz Y (a3 —y32 T Oy Y /(13 — 13)2

sunt continue pe R?\ A. Drept urmare, f este diferentiabild in toate punctele
lui R?\ A.

Studiem in continuare diferentiabilitatea lui f in punctele lui A, adica in
puncte de forma (a,a), cu a € R. Verificam mai intai existenta derivatelor
partiale in (a,a). Avem

lim f(z,a) — f(a,a) _ lim Va3 — a’ i ¢ (x —a)(z? + ax + a?)
z—a T —a z—a T —a z—a (x — a)3




si analog

. fla,y) = fla,a) . ad—y> L [—(y—a)(y®+ay +a?)
lim = lim Y— = lim
y—a y—a y—a Yy —a y—a (y —a)3
. LYt ay+a?
= —lim ¢/ = —
y—a (y —a)

oricare ar fi @ € R\ {0}. Prin urmare, f nu este derivabila partial, deci nu
este nici diferentiabila in punctele de forma (a,a), cu a € R\ {0}.
In fine, mai avem de studiat diferentiabilitatea lui f in punctul (0,0).

Deoarece 0 0.0
z—0 z—0 =0
s
y—0 y—0 y—=0 y
C S o of . Of
rezulta ca f este derivabila partial in (0,0), . (0,0) =1 si E» (0,0) = —1.
z Y

Trecem la etapa a Il-a, adica la studiul limitei

F(O+ 11,04 hy) = £(0,0) — h 8 (0,0) = ha%E (0,0)

/= lim
(h1,h2)—(0,0) Vhi+ h3
= lim W(hl, hg),
(h1,h2)—(0,0)
unde
F(ha, ha) — £(0,0) — ha 2L (0,0) — ha%2 (0,0)
W(hl, hg) = Y
Vi + 13
T — by + by
Vh2 4 13 '
Intrucat

11 2 1 V7 -1
: 1y L 2 1y
e (o) =0 s e () =220
deducem ca £ nu exista, deci f nu este diferentiabila in (0, 0).
In concluzie, f este diferentiabild pe R?\ A si nu este diferentiabila pe A.
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