Seminarul 4
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. Fie B o submultime inchisa a lui R" si fi,..., fp,01,...,94 : B = R
functii continue pe B. Sa se demonstreze ca multimea

A={zeB]| filx)=0,1=1,...,p, gj(x) <0, y=1,...,¢}
este Inchisa.

. Fie f : R" — R™ o functie continua pe R" si fie B o submultime
deschisa a lui R™. Sa se demonstreze ca multimea

fH(B) :={zeR"| f(z) € B}
este deschisa in R™.

. Fie f : R® — R™ o functie continua pe R" si fie B o submultime inchisa
a lui R™. Sa se demonstreze ca multimea

fH(B):={zeR"| f(z) € B}
este Inchisa in R”.

. Sa se demonstreze ca daca A C R" este o multime convexa, compacta,
nevida, iar f : A — R este o functie continua pe A, atunci f(A) este
un interval compact.

. Fie f : [a,b] = R o functie si fie Gy = {(x, f(z)) | = € [a, b]} graficul
sau. Sa se demonstreze ca f este continua pe [a, b] daca si numai daca
G este o submultime compacta a lui R?. Generalizare.

. Conform teoremei lui Weierstrass, daca A C R" este o multime com-
pacta, atunci orice functie continua f : A — R este marginita (si chiar



isi atinge marginile). Demonstrati reciproca: daca A este o submultime
a lui R" cu proprietatea ca orice functie continua f : A — R este
marginita, atunci A este compacta.
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Rezolvari
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de unde lim (x2 + y2) sin — = 0, in baza teoremei clestelui.
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3) Vom dovedi ca limita nu exista (in general, limita raportului a doua
polinoame omogene de acelasi grad, in doua sau mai multe variabile, nu
exista). Pentru aceasta vom folosi caracterizarea limitei cu ajutorul sirurilor
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(teorema lui Heine). Fie f: R*\ {(0,0)} = R, f(z,y) := 22 v

. 1 1 ) 1 1 .
;}LTO(E’E)_m’O)’ ,}E{}of(z’z)—,}%o—o

Deoarece

1 1
i (10) = 00: g g (7.0) = 11
rezultda ca limita  lim  f(z,y) nu exista.
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4) Fie f : R\ {(0,0)} — R, f(z,y) = 2y

( l)mz : f(x,y) = 0. In acest scop, vom folosi teorema clestelui (este dealtfel
z,y)—(0,0

Vom demonstra ca



singurul instrument pe care il avem la dispozitie; din pacate, nu exista o
varianta a regulii lui L’Hopital pentru functii de mai multe variabile). Avem
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5) Vom dovedi ca limita nu exista. Pentru aceasta vom folosi caracteri-
zarea limitei cu ajutorul sirurilor (teorema lui Heine). Fie multimea
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10) Deoarece z* + y* > 1 (22 + y?)?, avem
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Aceasta egalitate poate fi verificata prin calcul, cu ajutorul regulii lui L’Ho6-

pital, sau poate fi privita drept un caz particular al formulei lui Taylor cu
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Vom dovedi In continuare ca ¢, = 0 oricare ar fi n > 3. Pentru orice
(x1,...,2,) € R*\ {0,} avem

1 0< |ful@y,... x,) — 0] = STl

In baza inegalitatii dintre media geometrica si media patratica a numerelor
|z1], ..., |zn|, avem
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Combinand inegalitatea de mai sus cu (1), obtinem
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de unde ¢, = 0 (in baza teoremei clestelui).

Fie () un sir convergent arbitrar de puncte din A si fie z := limy_, 0 2.
Pentru a dovedi ca A este inchisa, este suficient sa demonstram ca = € A.
Deoarece B este inchisa, avem = € B (x). Fie apoi i € {1,...,p} arbitrar.
Cum zp € A, avem fi(zx) = 0 oricare ar fi £ € N. Facand k¥ — oo si
tindnd seama ca f; este continua in z, deducem ca f;(z) = 0 oricare ar fi
i€ {1l,...,p} (**). Analog se ajunge la concluzia ca g;(z) < 0 oricare ar fi
JE€{l,...,q} (xxx). Din (x), (x%) si (* * x) conchidem ca = € A.

Fie a un punct arbitrar din f~*(B). Atunci punctul b := f(a) apartine
lui B. Intrucat B este deschisi, existd un ¢ > 0 astfel ca B(b,e) C B. Pe
de alta parte, din continuitatea lui f in a rezulta existenta unui 6 > 0, cu
proprietatea ca pentru orice x € R™ cu ||z — al| < J sa avem

If(z) = bl = lf(x) = fla)| <e & f(z) € B(be) C B.
Rezultd de aici cad B(a,d) € f~Y(B). Cum a a fost arbitrar in f~!(B),

deducem ci multimea f~!(B) este deschisa.

Temi. Se procedeaza ca in rezolvarea problemei [2]. Mai precis, se arati
ca daci () este un sir convergent arbitrar de puncte din f~!(B), iar  este
limita sirului, atunci x € f~!(B).



Fie m := inf f(A) si respectiv M := sup f(A). Conform teoremei lui
Weierstrass, exista punctele a,b € A astfel ca f(a) = m si f(b) = M. Evi-
dent, avem

(1) f(A) € [m, M].

Cum A este convexa, avem {(1 —t)a+tb |t € [0,1]} C A. Prin urmare,
functia ¢ : [0,1] — R, g(t) := f((1 — t)a + tb), este bine definita si continua
(fiind compusa a doua functii continue). Evident, avem Img C f(A). Pe
de alta parte, se stie ca Img este un interval. Cum m = ¢(0) € Img si
M = g(1) € Im g, deducem ca

) . M) € Tng € f(A).
Din (1) si (2) rezulta ca f(A) = [m, M].

Necesitatea. Presupunem ca f este continua pe [a, b]. Pentru a demonstra
cad Gy este compacta in R?, este suficient sa ardtam ca G este secvential
compacta. Fie (zx) un sir arbitrar de puncte din Gy. Pentru fiecare k € N
exista un punct xy € [a, b astfel ca z, = (xy, f(xy)). Sirul (zx) fiind marginit,
el poseda un subsir (zy,);>1, convergent catre un punct z* € [a,b]. Din
continuitatea Iui f in 2* rezulta ca lim;_ f(z,) = f(2*). Drept urmare,
avem

lim 2, = Jh_glo (wy, flan;) = (2", f(2")) € Gy

j—00
Cu alte cuvinte, sirul (z;) poseda subsirul (z;,), convergent catre punctul
(x*, f(2*)) € Gy. In consecinta, multimea Gy este secvential compacta.

Suficienta. Admitem acum ca multimea G, este compactd in R?. Pre-
supunem, prin absurd, ca existd un punct z* € [a,b], In care f nu este
continua. Negand definitia continuitatii, deducem ca exista un € > 0 cu pro-
prietatea ca pentru orice 6 > 0 exista x € [a, b] astfel incat |z — z*| < J si
|f(z) — f(z*)] > e. In particular, alegand § = 1/k, rezulti ci pentru orice
k € N exista un zy, € [a, b] astfel incat |z —a*| < 1/k si |f(xr) — f(2*)] > €.
Atunci avem limy_,o, 2, = 2*. Pe de alta parte, sirul (zx), de termen gene-
ral zj, := (x, f(zg)), are termenii in multimea compacta Gy. Prin urmare,
exista un subsir (z,) al lui (2;) si exista un punct (z, f(z)) € Gy astfel ca

lim 2, = (o, f@) @ lim (o, flo) = (@ f(2)

o { lim; oo g, = @

lim; o0 f(21;) = f(7).



Dar lim; ,o wx;, = %, deoarece (wy,) este un subsir al sirului (7). Prin

)
urmare, trebuie sa avem lim;_,., f(zx;) = f(2*). Dar aceasta egalitate este in

contradictie cu faptul ca | f(xx;) — f(2*)| > € oricare ar fi j € N. Contradictia
obtinuta arata ca f este continua pe [a, b].

Fie A o submultime a lui R", avand proprietatea ca orice functie continua
f A — R este marginita. Atunci, in particular, functia f : A — R,
f(z) := ||x|| este marginita. Prin urmare, exista un M > 0 cu proprietatea ca
f(x) < M, adica ||z|| < M oricare ar fiz € A, deci A este marginitd. Ramane
sa aratam ca A este si inchisa. Presupunand contrarul, ar exista un sir
convergent (xy), de puncte din A, cu proprietatea ca punctul z* := limy_, o 7
nu apartine lui A. Dar atunci functia f : A = R, f(x) := 1/||lx — x*|| este
continua pe A si limy,o0 f(2r) = limgo0o 1/||zx — 2*|| = o0, deci f nu este
marginita pe A, in contradictie cu ipoteza.



