
Seminarul 3

1. Fie (xk) un s, ir convergent de puncte din Rn s, i x := lim
k→∞

xk. Să se

demonstreze că mult, imea A := {x}∪{ xk | k = 1, 2, . . . } este compactă.

2. Să se demonstreze că mult, imea

A := {0} ∪
{
1

n

∣∣∣∣ n ∈ N
}
∪
{
1

n
+

1

m

∣∣∣∣ n,m ∈ N, n ≥ m

}
este compactă ı̂n R.

3. Să se demonstreze că dacă A este o submult, ime compactă a lui Rn, iar
B este o submult, ime compactă a lui Rm, atunci mult, imea A× B este
compactă ı̂n Rn × Rm = Rn+m.

4. Fiind date mult, imile A,B ⊆ Rn, notăm

A+B := {x ∈ Rn | ∃ a ∈ A s, i ∃ b ∈ B : x = a+ b }.

a) Să se demonstreze că dacă una dintre mult, imile A s, i B este ı̂nchisă,
iar cealaltă este compactă, atunci mult, imea A+B este ı̂nchisă.

b) Dat, i exemplu de mult, imi ı̂nchise A s, i B pentru care mult, imea A+B
nu este ı̂nchisă.

5. Fie A s, i B submult, imi nevide ale lui Rn s, i fie

d(A,B) := inf { d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B }.

a) Să se demonstreze că dacă A = {a} s, i B este ı̂nchisă, atunci există
un b ∈ B as,a ı̂ncât d(A,B) = d(a, b).

b) Să se demonstreze că dacă A este compactă s, i B este ı̂nchisă, atunci
există a ∈ A s, i există b ∈ B as,a ı̂ncât d(A,B) = d(a, b).

c) Arătat, i printr-un contraexemplu că afirmat, ia de la b) nu rămâne
adevărată ı̂n cazul când A s, i B sunt ambele ı̂nchise dar niciuna com-
pactă.
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6. Fiind dată mult, imea A ⊆ Rn s, i numărul real r > 0, notăm

B := {x ∈ Rn | ∃ a ∈ A : ∥x− a∥ = r }.

a) Să se reprezinte grafic mult, imea B ı̂n cazul ı̂n care r = 1, iar A ⊆ R2

este cercul cu centrul ı̂n (0, 0) s, i de rază 2, respectiv segmentul care
unes,te punctele (0, 0) s, i (1, 1).

b) Să se demonstreze că dacă A este ı̂nchisă, atunci s, i B este ı̂nchisă.
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