Seminarul 3

. Fie (zx) un sir convergent de puncte din R™ si z := lim x;. Sa se
k—o0

demonstreze ca multimea A := {z}U{ 2z} | k = 1,2,... } este compacta.

. 5a se demonstreze ca multimea

A::{O}u{% neN}u{%Jr%

n,meN,an}

este compacta in R.

. Sa se demonstreze ca daca A este o submultime compacta a lui R", iar
B este o submultime compacta a lui R™, atunci multimea A x B este
compactd in R" x R™ = R,

. Fiind date multimile A, B C R", notam
A+B:={zeR"|JacAsidbeB : z=a+b}.
a) Sa se demonstreze ca daca una dintre multimile A si B este inchisa,

iar cealalta este compacta, atunci multimea A + B este inchisa.

b) Dati exemplu de multimi inchise A si B pentru care multimea A+ B
nu este inchisa.

. Fie A si B submultimi nevide ale lui R" si fie

d(A,B) :=1inf{d(z,y) |z € A, y € B}.

a) Sa se demonstreze ca daca A = {a} si B este inchisa, atunci exista
un b € B asa incat d(A, B) = d(a,b).

b) Sa se demonstreze ca daca A este compacta si B este inchisa, atunci
exista a € A si exista b € B asa incat d(A, B) = d(a,b).

c) Aratati printr-un contraexemplu ca afirmatia de la b) nu raméne
adevarata in cazul cand A si B sunt ambele inchise dar niciuna com-
pacta.
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6. Fiind data multimea A C R™ si numarul real » > 0, notam

B:={zeR"|JacA : ||z—al=r}

a) Sa se reprezinte grafic multimea B in cazul in care r = 1, iar A C R?
este cercul cu centrul in (0,0) si de raza 2, respectiv segmentul care
uneste punctele (0,0) si (1,1).

b) Sa se demonstreze ca daca A este inchisa, atunci si B este inchisa.

Berkeley 1989



