Seminarul 10

. Sa se calculeze // xy/1 — 22 — 4?2 dady, daca
A

A={(z,y) €eR* | V3z -3y >0, 1 <4(2?+y%) <4}.

2
. Sa se calculeze // L dxdy, daca
A 2 + 3y2

A={(ry) eR* 1<’ +¢° <3, x+y >0, y>0}.

dxdy, daca

7/ “ y
. (Tema) Sa se calculeze / /
( ) AT +y+2?+y?
A={(ry) eR* | 1<’ +y" <4, 24y >0, y>0}.
. Fiea>0si A:={(z,y) € R? | 22 + y* < 2ax }. Sa se calculeze

// V2 + y? dady.
A

. Fiea>0si A:={(z,y) e R*| 22 +y? < 2az, 2> +y* <2ay}. S se

calculeze
// (z° + y*) dody.
A

2 V2r—12
. Sa se calculeze / Va2 +y?dy | de.
0 0

12 [ /192
. (Tema) Sa se calculeze / (/ Vat+y? dx) dy.
0

V3y

1
. Sa se calculeze / / / dxdydz, daca
A2+ Y2+ (2 —2)2

A={(z,y,2) eER* | * + ¢+ 22 <1}
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10.

11.

12.

13.

14.

1
. Sa se calculeze / / / dxdydz, daca
A2+ Y2422 +3

A= A{(z,y,2) eR* | 2 + 7 +2° <1, 2> 0},

o z o
Sa se calculeze / / /A m dxdydz, daca

A={(z,y2) eR* |2 +y"+2° <1, 2> 0}

1
Sa se calculeze / / / dxdydz, daca
A2 +y2+ (3 —2)?

A={(z,y,2) eR* | ®+¢y* <1, 0< 2 <2}

Sa se determine aria multimii plane A, marginite de parabolele de
ecuatii y* = ax si y* = bx (0 < a < b) si de hiperbolele de ecuatii
zy=psizy=q(0<p<gq).

(Tema) Sa se determine aria multimii plane A, marginite de parabolele
de ecuatii 22 = ay, 2% = by, y* = pr, y* = gz, unde 0 < a < b,
0<p<aq.

(Tema) Sa se calculeze / / arcsin /z + y drdy, daca A este multimea

A
din plan marginita de dreptele de ecuatiiz +y =0,z +y =1,y = —1
siy=1.



Rezolvari

Trecem la coordonate polare: x = pcosf, y = psinf, unde (a se vedea
figura 1)

1 7 5
,06[5,1} si 06[0,%]U|:%,27T:| sau 96[—%,%}.

Figura 1:

Obtinem
// xy/1 — 2% — y?dady
A

p=1 0=m/6
:/ pcose\/l—p200829—p2sin29-pdpd9
p=1/2 JO=—57/6

p=1 0=m/6
:/ / p*cosf/1 — p2dpdf
p= (%

1/2 J6=—57/6

1 /6
= (/ p2\/1—p2dp) (/ COSHdQ)
1/2 —57/6

3
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Trecem la coordonate polare: x = pcosf, y = psiné, unde p € [1,v/3]
sif € [0,28] (ase vedea figura 2).

x2~|-y2:3

Figura 2:

Obtinem

p=V3 0=37/4 2 29
p° cos
I:= dxdy = - pdpdf
// x2+3y v = / /9 p?cos? 0 + 3p2sin® 0 pep
0= 371'/4 20
/ / 2cos __dpdo
p 0 cos 0 + 3sin” 6

3r/4 cos?d
= d deo | .
(/1 P p) (/0 cos? 0 + 3sin? 6

Pentru calculul integralei in raport cu 6, facem schimbarea de variabila
ctgf =t. Avem

12/3”/4 cos? 0 dgz/_l % 1 it
010 cos20 + 3sin®f o e 3 2+1

t24+1 241

o0 2 3 1
. (t2+1)(t2+3) & 243 241

1
2
1
= (\/g arctg — — arctg t) 8\/_ 9).
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3 1
Raspuns: % + 1 In(2 — V2).

Metoda 1. Trecem la coordonate polare, tinand seama ca A este un
disc de raza a, cu centrul in punctul (a,0) (a se vedea figura 3):

y
M
P(x, y)
P p
0 0 x
(0] 2 N
Figura 3:
x=a-+ pcosh, p € [0,qal,
y = psinb, 6 € [0, 27].

Determinantul Jacobi al transformarii este p. Obtinem

p=a
// Va2 +y?2dady = /
A p=0

p=a 0=2m
- / p\/a2 + p? + 2apcos B dpdd.
p=0 6=0

6=2m

\/(a + pcosB)2 + p2sin? 0 - pdpdd
6=0

Aceasta integrala dubla nu pare deloc promitatoare. Niciuna dintre inte-
gralele iterate nu este usor de calculat.

ABANDON DU TRAVAIL.



Metoda 2. Facem trecerea uzuala la coordonate polare:

Tom
— peos, oel-2. 2],
T = pcos S 99
y = psinb, p € [0,2acos ).

In acest caz p nu mai reprezintii distanta de la P la centrul discului, ci
distanta OP, de la P la origine. Valoarea maxima pe care o poate lua p
pentru unghiul 6 fixat este OM. Lungimea segmentului [OM]| se determina
usor din triunghiul dreptunghic OMN: OM = ON cosf = 2a cosf. Avem

z p= 2acosl9
// \/:1:2+y2dxdy— </ p c0829+p281n26-pdp) dé
A
P’

B /9 =2a cos O SCL 32@
bz

dd = — cos® 0df =

3 J.=
2

Trecem la coordonate polare: x = pcosf, y = psinf€. Avem 0 € [O, %}

(a se vedea figura 4).

l\:):l

N\=\ w\ﬂ

9

Figura 4:

Daca 6 € [O, %], atunci valoarea maxima pe care o poate lua p este OM.

Lungimea segmentului [OM] se determina usor din triunghiul dreptunghic
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OMN: OM = ONsinf = 2asinf. Daca insa 0 € [” “], atunci valoarea

402
maxima pe care o poate lua p este OP. Lungimea segmentului [OP] se
determina usor din triunghiul dreptunghic OPQ: OP = O(Q) cos = 2a cos 6.

Prin urmare, avem
p €[0,2asinf], dacaf € [0, %] ;

p € [0,2acosd, dacéﬁer W].

472

Facand schimbarea de variabile (trecerea la coordonate polare), obtinem

// (2% + y?) dady
A
0=7 p=2asin 6 0=% p=2a cos
L e [ )
0=0 p=0 o=1 p=0
= 4a4/4 sin40d9+4a4/2 cost6dl = 8@4/ sin* 6 do
0 ks 0
3
= (Zﬂ — 2) a*.

Fie]::/ (

2
0 0

NE]

4

Va2 +y? dy) dz. Integrala iterata I provine din

calculul integralei duble (cu care este egala dealtfel) / / V2 4 y? dady,
A

unde

A;:{(x7y)eR2 | O§x§2,0§y§\/2x—az2}.

Curba de ecuatie y = v/2z — 22 are drept imagine semicercul situat deasupra
axei Oz al cercului y* = 2x —2? < (r —1)? +y*> = 1. Prin urmare, A
este multimea plana marginita de axa Oz si de semicercul amintit mai sus.
Procedand ca in rezolvarea problemei , se obtine I = 16/9.

T
7.| Ra .
dspuns: oo
y 1 : .
Notam I := /// dzdydz. Multimea A este bila
ANz + 2+ (2 —2)?

unitate din R3. Proiectia lui A pe planul Oxy este discul

Ao :={(z,y) eR?* | 22 +¢y* <1}
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Incercand si calculdm integrala dubli cu ajutorul teoremei lui Fubini (adica
trecand la integrale iterate), obtinem

Visat—y? dz
I—// / dxdy
Ao Vg By + z—2)
=4/1—22—y2
// In z—2+\/z—2 +x2+y> dzdy
Ao —/1—g2—y2
:// ln(\/l—x2— 2—24—\/5—4 1—x2—y2)dxdy
Ao
—// 1n<—\/1—:p2—y2—2+\/5+4\/1—$2—y2)d$dy.
Ao

GROAZNIC! (cine nu crede, se poate convinge incercand sa continue
calculele)

De aceea, vom calcula integrala tripla nu cu teorema lui Fubini, ci cu ajutorul
coordonatelor sferice (a se vedea figura 5).

Coordonatele sferice ale punctului P(z,y, z) sunt distanta p de la P la origine,
unghiul polar # al proiectiei lui P pe planul Oxy si unghiul ¢, format de OP
cu directia pozitiva a axei Oz. Legatura dintre coordonatele carteziene si
cele sferice este urmatoarea (a se vedea figura 5):

x=0Qcos = PRcosf = psin pcosb,
y=0@sinf = PRsinf = psinysind,
2 =0Pcosp = pcos .

Determinantul Jacobi al transformarii este

D(z,y, z) gp %’0 ge sinpcosf pcospcos —psinpsind
e L singpsinf pcospsinf  psinpcosd
D<p7 ©, 6) ap 890 00 oS _ sin 0
0z 0z 0z ¥ psip
Gp 8g0 00
= p*sin .

Atunci cand punctul P parcurge bila unitate din R?, avem

pel0,1], ¢el0,x], 6€]l0,2n].
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xz)

Figura 5:

Facand schimbarea de variabila, obtinem
p=1 =T 0=2m 2 1
I= / / pFEny dpdipdd
p=0 Jop=0 Jo=0 \/P2 —4pcosp +4
p= o= 2 3 2m
= / / pFEny dpdep </ d9>
p=0 Jo=0 \/p* —4pcosp + 4 0

1
0
p=1 p=m 2 &
:271'/ / - peme de | dp.
p=0 ©=0 \/,0 —4pcosp +4

Facem schimbarea de variabild /p2 — 4pcosp + 4 = t. Atunci

1
p> —4pcosp+4=1> = psinpdp = étdt.

p=1 t=24p , 1 1 9
I:27T/ </ £~—tdt)dp:7r/ 2p2d,0:—7T
p=0 t=2—p t 0 3

Avem

[\



1
Notam [ := dxdydz.
o ///A\/x?+y2+z2+3 e

Metoda 1. Proiectia lui A pe planul Ozxy este discul
Ao :={(z,y) eR?* | 2 +¢y* <1}

Aplicand teorema lui Fubini, avem

1— $2 y2 d
1_// / : dady
Ao \/2=0 Vi +y?+22+3
2=/1-22—2
// In z+\/x2+y +22—|—3) dzdy
Ao =0
1
:// 1n 2+\/1—x2—y2>d:pdy—// §ln(:p2—|—y2+3) dxdy.
AO AO

Cele doua integrale duble de mai sus se calculeaza destul de usor prin trecere
la coordonate polare (Tema).

Metoda 2. Trecem la coordonate sferice
x =psinpcosf, y=psinpsinfd, 2z = pcosy,

unde p € [0,1], ¢ € [0, %], 6 € [0,27]. Obtinem

0=2m
I —/ / / p % sin ¢ dpdpd6

p=0 0 p +3

e
= ——==dp sin g dy

0o Vp2+3 0 0
:27T(1—§1n3).

10 Notam] —/// 5 dxdydz
(22 +y2 +

Metoda 1. Proiectia lui A pe planul Oxy este discul

Ag = {(z,y) eR* | 22 +y*> <1}
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Aplicand teorema lui Fubini, avem

1— xzfy P
I = ——dz | dzd
//A /Z:o @ryZrre )Y

22 z2=+/1—22—y2
// 5 — dxdy
Ao .Z' +y +1) 2 z=0
1—a?—y?
= - —dd
2/[40(x2+y 241)2 vy

Integrala dubla de mai sus se calculeaza usor prin trecere la coordonate polare
(Tema).

Metoda 2. Trecand la coordonate sferice, avem
=3 0=27
[:/ / / 0 smgocosgo dpdipdf
o 0 (p?sin? o +1)2
/P 1 /90 3 p slnngOS 2 dpdy (/27r d@)
(p?sin’ ¢ + 1)2 0
:27r/:1 /“" 2p 2p? smgpcoscpd dp
p=0 =0 2 (/0 SlIl ¥ + 1)
Facand schimbarea de variabila p? sin® p+1 = ¢, avem 2p? sin ¢ cos ¢ dg = dt,
deci
p=1 t=p?+1 dt p=1 =
p=0 t=1 2t p=0 3 =
1
p s
7T/o (p p2+1> p=gll=—h2)

1
11.| Notam [ := /// dxdydz.
AVZ2 42+ (3—z2)?

Metoda 1. Proiectia lui A pe planul Ozy este discul unitate inchis Ay
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din R2. Aplicand teorema lui Fubini, avem

z=2
I = // / dz dxdy
Ao \Je=0 /(B —2)2+ 22+ 2
dxdy

://A —1n(3—z+\/(3—z)2+x2+y2) .
://A (n (Va2 +9+3) ~n (Va2 + 42+ 1+1)) dady.

Pentru calculul integralei duble, trecem la coordonate polare. Obtinem

1_/ /09 " (n (VA +9+3) —tn (ViZ+1+1)) - pdpdo
_</D d@) (/ pln(\/ﬁ+3)dp /Olpln(\//T—i—l—l—l)dp).

Facand schimbarile de variabila \/p? + 9 = t si respectiv y/p? + 1 = ¢, gasim
V10 V2
[=or / tln(t+3)dt—/ fn(t + 1) dt
3 1

3VI0-v2—-8 1 3+/10
=27 — In
2 2 142
Metoda 2. Trecem la coordonate cilindrice. Coordonatele cilindrice ale
unui punct P(x,y,z) sunt distanta p de la P la axa Oz, unghiul polar 6
al proiectiei @ a lui P pe planul Ozy si cota z a lui P (cota z este coor-

donata atat in sistemul cartezian, cat si in cel cilindric). Legatura dintre
coordonatele carteziene si cele cilindrice este (a se vedea figura 6)

z2=2

r=pcost, y=psinf, z=~z.

Determinantul Jacobi al transformarii este

dp 00 0z 0 —psing 0
D(z,y,z) _| 9y Oy Oy | _ 2?29 pizlsne 0
D(p.6.2 dp 00 0z
(p,0,2) a_g o2 o 0 0 1
dp 00 02
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Figura 6:

Atunci cand punctul P parcurge cilindrul A, avem
pel0,1], 6el0,2n], =ze€]l0,2].

Facand schimbarea de variabila, obtinem

pdpdfdz

f—/po /f [
)(/po/ \/—_dedz>
27r (/ p2+’23 NI e dp> dz
27r/ z)2p1

dz
27‘(‘/0 1—(3—2))(12

p=0
13




Facand schimbarea de variabild 3 — 2z = ¢, obtinem

3 V10 — 2 — 1 V1
[:277/ (w/t2_|_1_t>dt:2ﬂ- 3 0 \/_ 8+_]nu .
1 2 2 1++2

Notam cu A(A) aria multimii A. Atunci avem A(A) = // dzdy. Pen-
A

tru calculul integralei duble, facem schimbarea de variabile definita de (a se
vedea figura 7)

Figura 7:
y? = ux N = u" Y303, u € [a, b],
Ty =v y = uBol/3, v € [p,ql.
Determinantul Jacobi al transformarii este
L amges 2 s s
D(z,y) | 3 3 _ 1
D(u,v) | 1 1 - 3u’
e TSR VE B VE AL

Avem

u=>b v=q 1 qg—0p b
A) = — dudv = In—.
A(A) /ua /Up 5, dudv g -
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