
Seminarul 1

1. Fie a = (3, −2, −4) ∈ R3 s, i b = (8, 6, 3) ∈ R3. Să se determine a+ b,
a− b, −3a+ b, ⟨a, b⟩, ∥a∥, ∥b∥, d(a, b).

2. Să se demonstreze inegalitatea lui Cauchy-Buneakovski-Schwarz:

∀ x, y ∈ Rn : |⟨x, y⟩| ≤
√
⟨x, x⟩

√
⟨y, y⟩.

3. Să se demonstreze identitatea paralelogramului:

∀ x, y ∈ Rn : ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

4. Fiind date numerele reale p, q > 1, cu proprietatea 1
p
+ 1

q
= 1, să se

demonstreze că:

1◦ Are loc inegalitatea lui Young

∀ a, b ∈ [0,∞[ : ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

2◦ Are loc inegalitatea lui Hölder

∀ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ [0,∞[ :
n∑

k=1

akbk ≤

(
n∑

k=1

apk

) 1
p
(

n∑
k=1

bqk

) 1
q

.

5. Fiind dat numărul real p ≥ 1, să se demonstreze că are loc inegalitatea
lui Minkowski[

n∑
k=1

(ak + bk)
p

] 1
p

≤

(
n∑

k=1

apk

) 1
p

+

(
n∑

k=1

bpk

) 1
p

oricare ar fi a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ [0,∞).

6. Fiind dat numărul real p ≥ 1, să se arate că funct, ia ∥·∥p : Rn → [0,∞),
definită prin

∥x∥p :=

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

oricare ar fi x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

este o normă, numită p-norma pe Rn.
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7. Fie X un spat, iu liniar real s, i ∥ · ∥ : X → [0,∞) o normă pe X. Se
spune că norma ∥ · ∥ provine dintr-un produs scalar dacă există un
produs scalar ⟨·, ·⟩ pe X, cu proprietatea ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ pentru orice

x ∈ X. Să se demonstreze că p-norma ∥·∥p pe Rn, unde p ≥ 1 s, i n ≥ 2,
provine dintr-un produs scalar dacă s, i numai dacă p = 2.

8. Să se demonstreze că funct, ia ∥ · ∥∞ : Rn → [0,∞), definită prin

∥x∥∞ := max { |x1|, . . . , |xn| } oricare ar fi x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

este o normă, numită norma Ceb̂ıs,ev pe Rn. Să se arate că norma
Ceb̂ıs,ev nu provine dintr-un produs scalar.

9. Să se demonstreze că pentru orice x ∈ Rn are loc egalitatea

lim
p→∞

∥x∥p = ∥x∥∞.
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