Rangul unei matrice

Definitia 1. Notam cu K unul dintre corpurile R sau C. Pentru orice
matrice A € My n(K), A = (aij)1<;<m,, consideram functia p4 : K" — K™,
1<j<n
definita prin p4(z) = Az, oricafeJEr fi z € K" (cu conventia uzuald ca
spatiul K? se identifica cu spatiul M, 1(K)). Se constata imediat ca ¢4
este o aplicatie liniara, numita aplicatia liniara generata de matricea A. De
asemenea, un calcul simplu arata ca daca {ei,...,e,} este baza canonica in
K™, atunci
pale;) =), oricare ar fi j € {1,...,n},

unde 0}4, ...,y € K™ sunt coloanele matricei A.
Fiind dat un punct arbitrar x = (z1,...,z,) € K", avem
pa(x) = pa(zier + -+ xpen) = z10a(€1) + - + Tnpalen)

= zich+ - F 2,

deci
Im(pa) = {valx,...,zn) | (21,...,2,) € K"}
(1) = {xlc%%—-‘-—i-xncﬁ|(:c1,...,xn)€K”}
= lin{ck,...,c%}.

Fie matricile A € My, n(K) si B € M, ,(K) si fie pq : K* — K™
si pp : KP — K" aplicatiile liniare generate de A si respectiv B. Atunci
aplicatia liniara ¢ap : KP — K™, generatd de matricea AB € M, ,(K),
satisface pentru orice x € KP egalitatea

pap(r) = (AB)z = A(Bz) = pa(v5(2)) = (pa 0 ¢p)(2).
Drept urmare, avem
PAB = PAOCYB-

Definitia 2 (rangul unei matrice). Fie A € M,, ,(K). Se numeste ran-
gul matricei A numarul maxim de coloane liniar independente ale lui A,
adica dimensiunea subspatiului liniar lin {0114, ...,c%} al lui K™, Rezulta
din aceasta definitie ca

rang (A) < min{m,n}.



De asemenea, in baza relatiei (1), avem
rang (A) = dimg Im (p4),
unde ¢4 este aplicatia liniara generata de matricea A.

Teorema 3 (formula dimensiunilor). Fie X si Y spatii liniare peste acelasi
K, dintre care X este finit dimensional si fie ¢ : X =Y o aplicatie liniara.
Atunci are loc egalitatea

dimg X = dimg Im (¢) + dimg Ker ().

Teorema 4. Pentru orice matrici A € My, o(K) si B € My, ,(K) are loc
inegalitatea
rang (AB) < min {rang (A), rang (B)}.

In particular, dacd A, B € M (K) si A este inversabila, atunci
rang (AB) = rang (B) = rang (BA).

Teorema 5 (inegalitatea lui Ferdinand Georg Frobenius). Pentru orice ma-
trici A € My n(K), B € My, ,(K) si C € M, 4(K) are loc inegalitatea

rang (AB) + rang (BC) < rang (B) + rang (ABC).

Demonstratie. Fie ¢4 : K" — K™, ¢op : KP — K" si oo : K —» K?
aplicatiile liniare generate de A, B si respectiv C'. Notam

X = Im(pp) = ¢(K?), Y :=Im(pc) = po(K)

si respectiv Z := ¢p(Y). Atunci X este un subspatiu liniar al lui K", Y este
un subspatiu liniar al lui K?, iar Z este un subspatiu liniar al lui X. Avem:

rang (B) = dimg X
rang (AB) = dimgIm (pap) = dimg pa(¢p(KP)) = dimg pa(X),
rang (BC) = dimgIm (ppc) = dimg ¢p(ec(K?)) = dimg ¢5(Y)
= dimg Z,
rang (ABC) = dimg pa(Z).

Consideram restrictiile o4 : X — K" si o4 : Z — K™. Scriind formula
dimensiunilor pentru cele doua restrictii, obtinem

dimg X = dimg ¢4 (X) + dimg (Ker (¢4) N X)



dimg Z = dimg p4(Z) + dimgk (Ker (p4) N Z),
rang (B) — rang (AB) = dimg (Ker (p4) N X)

rang (BC') — rang (ABC) = dimg (Ker (p4) N Z).

Cum Z este subspatiu liniar al lui X, avem
dimg (Ker (p4) N Z) < dimg (Ker (p4) N X),

decirang (BC')—rang (ABC') < rang (B)—rang (AB), inegalitate echivalenta
cu cea din enunt. O

Observatia 6. In cazul particular cand n = p si B = I,,, inegalitatea lui
Frobenius devine

rang (A) + rang (C) < n + rang (AC),
adica
rang (A) + rang (C) —n < rang (AC).

Aceasta ultima inegalitate este cunoscutd in literatura matematica drept
inegalitatea lui Sylvester.

Consecinta 7. Daca A € My, ,(K) st B € My, ,(K), atunci
rang (A) 4+ rang (B) — n < rang (AB) < min {rang (A4), rang (B)}.

Teorema 8. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1° Daca A € My, n(K) sir := rang (A), atunci A se poate reprezenta
sub forma A = PJ,Q, cu P € M, (K) si Q € M, (K) matrici inversabile,

iar Jr = < 8 ) € My n(K).

2° Doua matrici A, B € My, n(K) au acelasi rang daca si numai daca
exista matrici inversabile P € My, (K) si Q € M, (K) in asa fel incat sa
avem A = PBQ.



Probleme

Fie n > k > 1 numere intregi si fie Ay, ..., Ay € M, (R) matrici avand
toate rangul n — 1. Sa se demonstreze ca Aj - -+ Ax # O,.

Concursul Vojtéch Jarnik, categoria a II-a, 2011/1
Fie A = (aij)1<i<m € Mmn(C). Sa se demonstreze ca rang (A) < 1

1<j<n
daca si numai daca exista p1,...,pm € Csiq,...,q, € C asa Incat
a;j = piqj pentru orice i € {1,...,m} si orice j € {1,...,n}.

Olimpiada nationala, 1986/3

Fie A € M, (C) o matrice cu proprietatea ca rang A < 1. Sa se
demonstreze ci A% = (tr A) - A.

Fie A, B € M, (C) matrici cu proprietatea rang (AB — BA) = 1. Sa
se demonstreze ci (AB — BA)? = O,,.
IMC 2000
Fie A € M,,(C) astfel ca det A = 0 si fie A, adjuncta clasica a lui A.
Sa se demonstreze ca existd A € C in asa fel incat A2 = \A,.
S. Radulescu, P. Alexandrescu, Olimpiada jud. Bucuresti, 1999/4
Fie A € M, (C) o matrice astfel ca det A = 0 si fie A, adjuncta sa
clasica. Demonstrati ca A? = (tr Ay) A..
M. Ionescu, Olimpiada judeteana, 2017/4
Fie n > 2 un numar natural, fie C' € M,,(C) o matrice idempotenta si

fie A, B € M,,(C) matrici cu proprietatea cda AB — BA = C,. Sa se
demonstreze ci (AB — BA)? = O,,.

Olimpiada nationala, 2019/1

Fie A € M,,(C) si fie A, adjuncta clasica a lui A. Demonstrati ca daca
existd un numar intreg m > 1 astfel incat A = O,,, atunci A2 = O,,.

M. Ionescu, Olimpiada nationala, 2006/1

Fie n > 2 un numar intreg, fie A € M,,(R) o matrice neinversabila si

fie A, adjuncta clasica a lui A. Sa se demonstreze ca tr A, # —1 daca
si numai daca matricea I, + A, este inversabila.

Olimpiada nationala, 2013/1



Fie n un numar natural impar si fie A, B € M,,(C) matrici cu proprie-
tatea ca (A — B)? = O,,. Sa se demonstreze ca det (AB — BA) = 0.

Olimpiada judeteana, 2019/3

Sa se determine toate functiile surjective f : My, (R) — {0,1,...,n},
cu proprietatea

F(XY) <min{f(X), f(Y)} pentruorice X,Y € M,(R).
V. Pop, SEEMOUS 2008/3

Fie A € M,(C) si fie aj := rang (A*"!) — rang (4*) pentru orice
numar intreg k > 0. Sa se demonstreze ca sirul (ax)r>0 este crescator.

Concursul studentesc Traian Lalescu, faza nationala, 2011

Sa se demonstreze ca:

a) Pentru orice A € M,,(C) are loc egalitatea rang (A") = rang (A"*1).
b) Existd matrici B € M,,(C) astfel ca rang (B"~!) # rang (B").

c) Toate matricile B € M,,(C) pentru care rang (B"~!) # rang (B")
sunt asemenea intre ele.

Concursul Traian Lalescu, UTCN, profil electric, anul I, 2008

Pornind de la o matrice inversabila A € M,,(C), ale carei linii sunt
Li,..., Ly, construim matricile B € M, (C), cu liniile O, Lo, ..., L,
si C € M,(C), cu liniile Lg,...,L,,0, unde O desemneaza o linie
cu toate elementele nule. Notand D = A™'B si E = A71C, si se
demonstreze ca

rang (D) = rang (D?) = - - - = rang (D")

rang (E) > rang (E?) > --- > rang (E™).
V. Pop, Olimpiada nationala, 2016/2

Rezolvari

Pe baza inegalitatii lui Sylvester (consecinta 7), se demonstreza usor,
prin inductie dupa k, c& pentru orice Ay,..., Ap € M,(R) are loc inegali-
tatea

rang(Ay - -+ Ag) > rang Ay + - - - +rang Ay, — (k — 1)n.



Presupunand, prin absurd, ca A; --- Ap = Oy, ar rezulta atunci ca
0>rang Ay +---+rang Ay —(k—1)n=k(n—1)—(k—1)n=n—k,
de unde n < k, in contradictie cu ipoteza.

Daca rang(A) = 0, atunci A = Oy, si putem alege p; = ¢; = 0
pentru orice ¢ € {1,...,m} si orice j € {1,...,n}. Daca rang(A) = 1,
atunci teorema 8 asigura existenta a doua matrici inversabile P € M., (K)
si Q € M, (K) astfel incat

1 0 O 0
0O 0 0 0
A=P 0 0 0 0 Q
o o o0 ... 0
Fie p1,...,pm € C elementele de pe prima coloana a lui P, iar ¢1,...,q, € C

elementele de pe prima linie a lui Q). Se constata imediat ca a;; = p;q; pentru
orice i € {1,...,m} siorice j € {1,...,n}.

Reciproc, daca exista pi,...,pm € Csiqi, ..., q, € Casaincat a;; = p;q;
pentru orice i € {1,...,m} si orice j € {1,...,n}, atunci se verifica usor ca
orice minor de ordinul 2 al lui A este nul, deci rang (A) < 1.

Conform problemei 2, exista p1,...,p, € C si exista ¢1,...,¢, € C,
astfel ca elementul de pe pozitia (4, j) din matricea A sa fie egal cu p;qg;
pentru orice 4,j € {1,...,n}. Drept urmare, elementul de pe pozitia (3, j)
in matricea A2 este egal cu

n

n
> (piar) (pras) = pigy Y prar = pigj tr A,
i k=1

deci A? = (tr A) - A.

Aceasta problema este consecinta imediata a problemei 3, tinand seama
catr(AB — BA) =0.

Conform ipotezei, avem AA, = (det A)I,, = O, sirang A <n—1. Daca
rang A < n — 2, atunci toti minorii de ordin n — 1 ai lui A sunt nuli, deci
A, = O, si concluzia are loc alegind A = 0. Admitem in continuare ca
rang A = n — 1. Conform inegalitatii lui Sylvester, avem atunci

0 =rang (AA,) > rang A + rang A, — n =rang A, — 1,



de unde rang A, < 1. Notand X := tr A,, In baza problemei 3 deducem ca
A? = \A,.

A se vedea rezolvarea problemei precedente.

Matricea C trebuie sa fie singulara. In adevar, daca C ar fi inversabila,
atunci din C? = C ar rezulta C = I,,, deci C, = I,,. Dar atunci am avea
n=trCy =tr (AB—BA) = 0, ceea ce este absurd. Prin urmare, det C' = 0.
Cum tr C = tr (AB—BA) = 0, in baza rezultatului din problema 6 deducem
cid (AB— BA)?=C? =0,.

Fie d := det A. Trecand la determinanti in egalitatea AA, = dI,,, gasim
d™ = (det A)(det Ay) = 0, deoarece det A, = 0. Drept urmare, avem d = 0.
Aplicand rezultatul problemei 6, rezulta ca A? = (tr A,)A, = O,, intrucit
tr A, = 0 (A, fiind nilpotenta, are toate valorile proprii 0).

Necesitatea. Admitem ca « := tr A, # —1. Conform problemei 6, avem
Az = aA,. Fie XA € C o valoare proprie oarecare a lui A,. Atunci A2 =),
de unde X € {0,a}, deci 1 + X\ # 0. Deducem de aici ca matricea I,, + A,
nu are pe 0 ca valoare proprie, deci este inversabila.

Suficienta. Presupunem acum ca matricea I,, + A, este inversabila. Daca
rang A < n—2, atunci A, = O, deci tr A, =0 # —1. Dacarang A =n—1,
atunci rang A, < 1, deci polinomul caracteristic al lui A, este de forma
pa,(t) =" —at™ 1 cu a = tr A, (ceilalti coeficienti sunt nuli deoarece toti
minorii principali de ordin mai mare sau egal cu 2 sunt nuli). Prin urmare,
valorile proprii ale lui A, sunt A\ = asi Adp = --- =\, =0, iar a # —1
(altfel O ar fi valoare proprie pentru I, + A, si I, + A, nu ar fi inversabila).
Rezulta ca tr A, # —1.

Fie C := A — B. Deoarece C? = O,,, in baza inegalititii lui Sylvester
avem
2 rang C' — n < rang (C?) = 0,

de unde rangC' < 3. Intrucat n este impar, urmeaza ca rangC' < ”T_l

Tinand seama ca AB — BA = CB — BC, deducem ca

rang (AB — BA) = rang(CB — BC) < rang (CB) + rang (BC)
< rangC +rangC <n — 1.

Drept urmare, rang (AB — BA) < n, deci det (AB — BA) = 0.



Vom dovedi ca f(X) = rang (X) oricare ar i X € M, (R). Aratam

mai intai ca
f(PX)= f(X)= f(XP) pentru orice X, P € M,(R) cu P inversabila.

In adevar, avem

fPX) <min{f(P), f(X)} < f(X)

F(X) = f(PTH(PX)) <min {f(P71), [(PX)} < [(PX),
deci f(PX) = f(X). Egalitatea f(XP) = f(X) se stabileste analog.

Fie X € M,(R) o matrice nenula si fie r := rang (X). Atunci exis-
td P,Q € My(R) matrici inversabile in asa fel incat X = PJ,Q, unde

Jr = ( g 8 > . Din cele demonstrate mai sus, rezulta ca f(X) = f(J,).

Drept urmare, avem

Im (f) = {f(on)v f(J1)7 ) f(Jn)}

Intrucat f este surjectivd, multimea {f(O,), f(J1),..., f(Jn)} este o per-
mutare a multimii {0,1,...,n}.

Deoarece

f(On) = f(Op - Jx) < f(Jr) oricarearfik=1,...,n

F(Je) = f(Jg - Jks1) < f(Jg41) oricarear ik =1,...,n—1,

deducem ca f(Op) < f(J1) < -+ < f(Jn). Surjectivitatea lui f asigura
ca f(O,) = 0si f(Jr) = k pentru orice k = 1,...,n. Drept urmare, daca
X € M, (R) este o matrice nenula si r = rang (X), atunci f(X) = f(J,) = 7.
In concluzie, f(X) = rang (X) oricare ar fi X € M, (R).

Inegalitatea a; < agy1 este echivalenta cu
rang (AkH) — rang (Ak) < rang (Ak+2) — rang (Akﬂ),
adica cu

rang (AAk) + rang (AkA) < rang (Ak) + rang (AAkA).



Dar ultima inegalitate nu este altceva decat un caz particular al inegalitatii
lui Frobenius.

Pentru fiecare numar intreg £ > 0 fie ¢, : C* — C", aplicatia liniara
generat# de matricea A*| adica o () := A¥x (cu conventia ¢y = I, aplicatia
identica a lui C™). Pentru simplitate, notam ¢ := ; aplicatia liniara definita
prin ¢(z) := Az. Notand X := Im(ypy), avem rang (AF) = dim¢ Xj.
Intrucit X1 = o(X}) oricare ar fi k > 0, rezultd imediat (prin inductie)
ca Xiy1 C Xy, deci Xj4 este subspatiu liniar al lui Xj;. Drept urmare,
avem urmatorul lant de spatii vectoriale

C'=Xo=X1 = = Xp = Xpg1 = .

a) Presupunem cé rang (A") # rang (A"*!). Cum rang (4A") = dim¢ X,
rang (A”+1) = dim¢ X;,11 si X,,41 este subspatiu liniar al lui X,,, deducem
ca X,4+1 este inclus strict in X,,. Considerand restrictia ¢ : X,, — C", din
formula dimensiunilor

dimc X,, = dim¢ ¢(X,,) +dimc (Ker (¢) N X5,),
—_———
=dim¢ Xn+1
rezulta ca dimc (Ker (¢) N X,,) > 1, deci dime (Ker () N Xx) > 1 pentru

orice k € {0,1,...,n}. Considerand acum restrictia ¢ : X — C" si scriind
formula dimensiunilor, obtinem

dim¢ X}, = dime ¢(Xj) + dime (Ker (@) N Xy),

Zdim({: Xk+1 Z 1

de unde dim¢ Xy, > dimg Xpq1. In consecinta, avem
n = dim¢ Xg > dime X7 > dime X3 > -+ - > dimce X, > dime X, 41 > 0,

ceea ce este absurd.

b) Fie
0 1 0 O 0 0
0 o0 1 0 0 0
B := J,(0) = :
0 0 0 O 0 1
0 0 0 O 0



blocul Jordan de ordin n avand 0 pe diagonala principala. Ridicand B la
puteri succesive, diagonala de 1 se muta cu cate o pozitie in sus. Astfel,
avem

0 0 ... 0 1
gl | 0 0 .0 0
0 0 ... 0 0

si B" = O, deci rang (B”_l) =1 si rang (B”) = 0.

c¢) Fie B € M,(C) o matrice astfel incat rang (B"~!) # rang(B").
Pentru fiecare numar intreg k > 0 fie ¢, : C* — C" aplicatia liniara gene-
rata de B, adici ¢ () := Bz si fie Y3 := Im (¢,). Un rationament similar
celui de la a) arata ca

n = dim¢ Yy > dimc Y7 > dime Y2 > -+ > dimc Y,,_1 > dimc Y,, > 0.

Rezulta de aici ca dimcY; =n—1, ..., dimcY,_1 =1, dim¢ Y,, = 0. Prin
urmare, avem Y, = {0,}, adica B" = O,. Fiind nilpotenta, matricea B
are valorile proprii Ay = --- = A\, = 0. Fie J matricea Jordan a lui B si fie

S € M,,(C) o matrice inversabild in asa fel incat B = SJS~!. Vom dovedi ci
J = Jn(0), adica J consta dintr-un singur bloc Jordan de dimensiune n. Pre-
supunem contrarul, adica J consta din k£ > 2 blocuri Jordan J;(0), ... Ji(0),
de dimensiuni 71, ..., rg, cel mult egale cu n — 1. Conform observatiei de la
b), avem J;(0)" = O,,, de unde J;(0)"~! = O,, oricare ar fi i € {1,...,k},
deci J* ! = O,. Deducem cia B* ! = SJ*1S~1 = O, deci B" =
O, si drept urmare rang (B”_l) = rang (B"), in contradictie cu ipoteza.
Contradictia obtinuta arata ca J = J,,(0), de unde B = S.J,,(0)S™!, adica B
este asemenea cu blocul Jordan J,,(0). Am dovedit astfel ca toate matricile
B € M, (C), cu proprietatea rang (B”_l) % rang (B") sunt asemenea cu
blocul Jordan J,(0), deci sunt asemenea intre ele.

Pentru orice kK > 0 consideram aplicatiile liniare ¢y, ¢ : C* — C",
definite prin

or(x) == DFz  sirespectiv ¢y (z) := E*uz,

cu conventia ¢ = o = I, aplicatia identica a lui C". Pentru simplitate,
punem ¢ := 1 sirespectiv ¢ := ;. Notand X := Im (¢g) si Yi := Im (¢y),
avem rang (Dk) = dim¢ X}, si respectiv rang (Ek) = dimc Y.

Intrucat Xj . = ©(X}) oricare ar fi k > 0, rezulta imediat (prin inductie)
ca Xpt1 € Xy, deci Xp41 este subspatiu liniar al lui Xj. Scriind formula
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dimensiunilor pentru restrictia lui ¢ la X}, gasim

dimc X = dimg ¢(Xg) + dime (X N Ker ()
= dimc Xg41 + dime (Xx N Ker (¢)),

adica
rang (D¥) = rang (DkH) + dimc (Xj N Ker (¢)).

Vom dovedi ca X N Ker (p) = {0,} oricare ar fi k > 1, de unde va rezulta
ca rang (Dk) = rang (DkH) si implicit prima cerinta din enunt.

Avand in vedere ca X}, este subspatiu liniar al lui X7, este suficient sa
aratam ca X; NKer (¢) = {0,}. Fie z € X; NKer (¢) arbitrar ales. Atunci
avem 0,, = p(r) = Dz = A7 Bz, de unde Bx = 0,,, deci

Lyx =0 oricare ar i k € {2,...,n}.

Pe de alti parte, existia y € C" asa incit z = p(y) = Dy = A~ By, de unde
Az = By. Deducem de aici ca Lijz = 0 si prin urmare Ax = 0,. Cum A
este inversabila, conchidem ca x = 0,,.

Ca mai sus, avem ca Yy este subspatiu liniar al lui Y oricare ar fi
k > 0. Scriind formula dimensiunilor pentru restrictia lui 9 la Y, gasim

rang (Ek) = rang (E’k+1) + dimg (Y% N Ker (¢)).

Fie C1, ..., C, coloanele matricei A~1. Vom dovedi c& C; € YiNKer (¢)) pen-
tru orice k € {1,...,n—1}, de unde va rezulta ca rang (Ek) > rang (EkH)
pentru orice k € {1,...,n — 1}, incheind rezolvarea problemei.

Deoarece AA™! = I,, avem L;C; = §;; oricare ar fi i,j € {1,...,n}, de
unde

L,Cy

o, = : =0, = () =EC =A"'cc,=0,
Lnol

0

si prin urmare C; € Ker (¢)). Pe de alta parte, pentru orice j € {2,...,n}
avem

0
LsC;
coi=| =1 ]=¢.,
J LG, . j
0 .
0
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de unde ¥(C;) = EC; = A7'CC; = A7'ej_1 = Cj_1. Obtinem apoi

succesiv

Ur(Cry1) = Yr—1(¥(Cry1)) = Yr-1(Ck)

= ¥1(C2) = ¥(Cs) = (1,

deci C1 € Im (%) =Y.
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