Forma canonica Jordan

Teorema 1 (teorema de triangularizare unitara a lui Schur). Fie matricea

A € M,(C), avind valorile proprii Ai,...,\,. Atunci exista o matrice
unitara U € My (C) astfel incat matricea U* AU sa fie superior triangulard,
avand pe diagonala principald A1, ..., Ay,

Daca A € My(R) si toate valorile proprii ale lui A sunt reale, atunci
existd o matrice ortogonald U € M, (R) astfel tncat matricea U'AU sd aibd
proprietatea de mai sus.

Teorema 2 (teorema de triangularizare simultana). Fie A, B € M,(C)
astfel ca AB = BA. Atunci existda o matrice unitara U € M, (C) cu proprie-
tatea ca matricile U AU si U*BU sunt ambele superior triangulare.

Mai mult, daca F C My (C) este o familie comutativa (adica o familie
cu proprietatea ca oricare doud matrici ale sale comutd), atunci existd o
matrice unitara U € M,,(C) in asa fel incat U*AU este superior triangulard

oricare ar fi A € F.

Definitia 3. Fie m € N. Se numeste bloc Jordan de ordinul m orice matrice
superior triangulara din M,,(C), de forma

A1 0 O ... 0 O
0o A 1 ... 0 0
Tn(\) = o o0 x 1 ... 0 O
0 0 0 0 ... X 1
0o 0 0o 0 ... 0 A

Se numeste matrice Jordan orice matrice de blocuri J € M,,(C), de forma

Iny (A1) O O
S O Iny(A2) | -+ 0 7
O O o I (Ak)

in care Jy,(A\;) sunt blocuri Jordan, iar n; + - -- + ng = n. Ordinele n; ale
blocurilor Jordan, precum si valorile )\; nu sunt neaparat distincte.



Teorema 4 (teorema formei canonice Jordan). Pentru orice A € M, (C)
exista o matrice inversabila S € M, (C) astfel ca

)] 0 0
0 [(a)] -+ O
STIAS = , QF 2) _ ' —Ja.
0 O o [Jmw)

Matricea J4 se numeste matricea Jordan (sau forma canonica Jordan) a lui
A. Ea este unica, abstractie facand de o permutare a blocurilor diagonale.
Numerele Ai,...,\; sunt valori proprii ale lui A si ele nu sunt neaparat
distincte.

Daca A € M,(R) si toate valorile proprii ale lui A sunt reale, atunci
matricea de similaritate S poate fi aleasa din M, (R).

Observatia 5. Fie A € M,,(C) o matrice avand valorile proprii distincte
Al,. .., Am, cu ordinele de multiplicitate s1,..., S, € N. Atunci polinomul
caracteristic al lui A are forma

pa(t) = (t—A1)% - (t — A\p)"™.
Conform teoremei lui Frobenius, polinomul minimal al lui A are forma
ma(t) = (= A)"™ - (= Am)™,

unde 71,..., 7, sunt numere naturale astfel incat 1 < r; < s; pentru orice
i€ {l,...,m}. Legatura dintre matricea Jordan Jy si cele doua polinoame
este sintetizata mai jos:

¢ Numarul total & al blocurilor Jordan (numéarand si aparitiile mul-
tiple ale aceluiasi bloc) reprezinta numarul vectorilor proprii liniar
independenti ai lui A;

¢ Numarul blocurilor Jordan corespunzatoare unei valori proprii \;
reprezinta multiplicitatea geometrica a valorii proprii \;, adica dimen-
siunea spatiului vectorial al vectorilor proprii asociati

{r e C" | Az = Nz}

¢ Suma ordinelor blocurilor Jordan corespunzatoare unei valori proprii
A; reprezinta multiplicitatea algebrica s; a valorii proprii \;, adica
puterea la care apare factorul (¢ — \;) in descompunerea polinomului
caracteristic p4.



¢ Ordinul celui mai mare bloc Jordan corespunzator unei valori proprii
A; reprezinta puterea r; la care apare factorul (t—\;) in descompunerea
polinomului minimal m 4.

O consecinta imediata, dar importanta in aplicatii, a ultimei remarci de mai
sus este urmatoarea.

Teorema 6. Daci A € M, (C) si f € C[X] este un polinom avand numai
radacini simple astfel incdt f(A) = Oy, atunci A este diagonalizabila.



Probleme

Fie A, B € M3(R) matrici nilpotente, diferite de matricea nula, astfel
ca AB = BA. Sa se demonstreze ca:

a) AB = 02.
b) Exista o € R\ {0} astfel incat A = aB.
D. Mihet, Concursul L. Duican, 2011/2
S& se demonstreze ca daca matricile A, B,C € M3(C) comuta intre
ele doud cate doud si A% = B3 = C3 = O3, atunci ABC = Os.
M. Radulescu, Concursul M. Tarina, 2006/3
Fie A,B € M,(C) matrici cu proprietatea ca AB = BA. S& se

demonstreze ci daca existd un numar natural k > 1 astfel ca BF = Oy,
atunci det (A + B) = det A.

Fie matricile A, B € M, (C), avand valorile proprii de modul strict
mai mic decat 1.

a) Sa se demonstreze ca dacd AB = BA, atunci valorile proprii ale
matricei AB sunt de modul strict mai mic decat 1.

b) Ramane adevarata afirmatia de la a) fara ipoteza AB = BA?

Olimpiada de matematica a studentilor din Republica Moldova, 1999
Fie A, B € M,,(C) matrici cu proprietatea ca AB = BA, det B # 0 si

|det (A+ zB)| =1 oricare ar fi z € C, cu |z| = 1.

a) Sa se demonstreze ca A" = O,,.
b) Ramane adevarata aceasta concluzie in absenta ipotezei AB = BA?
V. Pop, Olimpiada nationala, 2009/3
Fie A € M, (C), fie A € C o valoare proprie a matricei A" si fie v

un vector propriu corespunzator. Sa se demonstreze ca daca vectorii
v, Av, A%v, ..., A" 1v sunt liniar independenti, atunci A" = AI,,.

Concursul T. Lalescu, faza nationala, 2013

Fie A € M3(C). Sa se demonstreze ca tr A = 0 daca si numai daca
existd, B,C € M3(C) astfel incat A = B+ C si B2 = C% = O,.

I. Savu, Olimpiada localda Bucuresti, 2006/4



a) Demonstrati ca pentru orice matrice X € My(C) exista Y € My(C)
in asa fel incat Y3 = X2,

b) Dati exemplu de matrice A € Mj3(C) cu proprietatea ca Z3 # A?
oricare ar fi Z € M3(C).

V. Pop, SEEMOUS 2016/2

Fiind date numerele naturale m,n > 2, sa se demonstreze ca:

a) Oricare ar fi matricea A € Ms(C) exista X,Y € My(C) astfel incat

A=X"+Y™
b) Oricare ar fi matricea A € M3 (R) exista X,Y € M3y(R) astfel incat
A=Xn—ym,

G. Militaru, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1996/3

Demonstrati ca nu exista matrici A, B € Mjy(C) astfel incat matricea
C := AB — BA sa fie nenula si sa comute atat cu A cat si cu B.

P. Schweitzer, Amer. Math. Monthly, problema 10930 [2002]

Fie m si n numere naturale si fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea
ca A™ = I,,. Sa se demonstreze ca

rang (A—eol,) +rang (A—eiI,)+---+rang (A—ep—11,) = n(m—1),

unde {ep,e1,...,em—1} ={2€C | 2™ =1}.
D. Moldovan, V. Pop, Concursul T. Lalescu, faza nationala, 2014
Fie A € M, (C) o matrice cu proprietatea cd A si A% au ranguri

diferite. Sa se demonstreze ca exista o matrice nenulda B € M,,(C) cu
proprietatea ci AB = BA = B?> = O,,.

C. Delasava, Olimpiada nationala, 2018/4

Sa se demonstreze ca:

a) Pentru orice A € M,,(C) are loc egalitatea rang (A") = rang (A" *1).
b) Existd matrici B € M,,(C) astfel ca rang (B"!) # rang (B").

¢) Toate matricile B € M,,(C) pentru care rang (B"~!) # rang (B")
sunt asemenea intre ele.

V. Pop, Concursul Traian Lalescu, UTCN, profil electric, anul I, 2008



Fie A € M,,(C) astfel incat det (A + XY') = det (A + Y X) oricare ar
fi X,Y € M,(C). Sa se demonstreze ca:

a) Daca det A # 0, atunci A = al,, cu a € C\ {0}.
b) Daca det A = 0, atunci A = O,.
M. Andronache, I. Savu, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1998/4

Rezolvari

a) Matricile A si B fiind nilpotente, au toate valorile proprii nule.
Aplicand teorema de triangularizare simultand (teorema 2), deducem ca
existd o matrice ortogonald U € Ma(R) astfel incat matricile Ty := U'AU
si Ty := U'BU si fie superior triangulare. Mai mult, observatia precedenti
referitoare la valorile proprii arata ca T si Tp sunt de forma

0 a 0 b

unde a,b € R\ {0} (deoarece A si B sunt nenule). Cum T17T» = Oy, rezulta
ca AB = UT]_TQUt == 02.

b) Avem A = UT1U! si B = UTRU!. Notand « := a/b, avem Ty = oTb,
deci A = aB.

Aplicand teorema de triangularizare simultana (teorema 2), rezulta ca
exista o matrice unitarda U € M3(C) astfel incat matricile T} := U*AU,
T, := U*BU si T3 := U*CU sunt toate superior triangulare. In plus, din
A3 = B3 = C3 = O3 rezulti ca 0 este valoare proprie cu ordinul de multi-
plicitate 3 pentru fiecare dintre matricile A, B si C'. Drept urmare, matricile
T1,T5 si Ty au pe diagonala principala 0, deci ele sunt de forma

0 a1 b1 0 a9 bg 0 as b3
T1 = 0 0 C1 s T2 = 0 0 (&) s T3 = 0 0 C3
0 0 O 0 0 O 0 0 O

Avem A = UTlU*, B = UTQU*, C = UTgU*, de unde ABC = UT1T2T3U*.
Un calcul simplu arata ca 111573 = Og, deci ABC = Os.

Deoarece AB = BA, din teorema de triangularizare simultana (teorema
2) rezultd ca exista o matrice unitara U € M,,(C) cu proprietatea ca matri-
cile Ty := U*AU si T, := U* BU sunt ambele superior triangulare. Cum A si



T7 sunt asemenea, rezulta ca T are pe diagonala principala valorile proprii
ale lui A (intr-o ordine oarecare). Analog, T are pe diagonala principala
valorile proprii ale lui B. Dar B fiind nilpotenta, are toate valorile proprii
nule. Deci T5 are pe diagonala principalad zerouri. Avem

A+ B=U(Tr +T»)U",

de unde det (A + B) = det (11 + 1). Dar matricea T} + 15 este superior
triangulara, deci det (17 + T5) este egal cu produsul elementelor de pe dia-
gonala principala in 77 + 15, adica produsul tuturor valorilor proprii ale lui
A, care este tocmai det A. Drept urmare, avem det (A + B) = det A.

a) Cum AB = BA, din teorema de triangularizare simultani (teorema
2) rezulta ca exista o matrice unitara U € M,,(C) cu proprietatea ca matri-
cile Ty := U* AU si Ty := U*BU sunt ambele superior triangulare. Deoarece
matricile A si T} sunt asemenea, ele au acelasi polinom caracteristic, deci
au aceleasi valori proprii. Intrucat 7} este superior triangulara, valorile sale
proprii sunt tocmai elementele de pe diagonala principala. Drept urmare,
T1 este o matrice superior triangulara, avand pe diagonala principala ele-
mentele Ay (1), .., Ag(n), unde A1, ..., Ap sunt valorile proprii ale lui A, iar
o este o permutare a multimii {1,...,n}. Un rationament similar arata
ca si Ty este superior triangulara, avand pe diagonala principala elementele
Pr(1)s - -+ s Br(n), Unde fpig,. .., i, sunt valorile proprii ale lui B, iar 7 este o
permutare a multimii {1,...,n}.

Avem A = UThU* si B = UTyU*, de unde AB = UTToU*. Drept
urmare, matricile AB si T17T5 sunt asemenea, deci au aceleasi valori proprii.
Dar matricea 1775 este superior triangulara, avand pe diagonala principala
elementele Ay (1)ftr(1)s - - s Ag(n)lir(n), acestea fiind si valorile proprii ale lui
T1T». Rezulta asadar ca valorile proprii ale matricei AB sunt

Ao Hr(1)s - -+ s Ao (n) r(n)s

toate avand modulul strict mai mic decat 1, deoarece |Ag| < 1 si |ug| < 1
oricare ar fi k € {1,...,n}.

b) Raspunsul este NU. Un contraexemplu posibil este urmatorul:

2 0 0 0

0o 2 0 0 0
o o 1 o 0
A=1"09 0o 0 : 0 |’

0 0 0 0 :



0 0 0 0
2 1 0 o0 0
o o 31 o 0
B=1"9 0o o 3 0
0 0 0 0 3

2

Atunci matricile A si B au toate valorile proprii egale cu 1/2. Pe de alta
parte, matricea

1 0 0 0
1 3+ 0 0 0
0o 0 ;1 0 0

_ 1
AB o 0o o0 1 0
0 0 0 0 :

are polinomul caracteristic

_ e (2 9, LY\
pa(t) = det(tl, AB)_<t st ) (13 .

Radicinile ¢ si to ale ecuatiei t? — %t + % = 0 nu pot avea ambele modulul
strict mai mic decat 1, deoarece |t1| + |ta] > [t1 + t2| = %.

a) Conform teoremei de triangularizare simultana, existd U € M,,(C)
matrice unitara astfel incat matricile 71 := U*AU si T, := U*BU sa fie am-
bele superior triangulare. Mai mult, T are pe diagonala principala valorile
proprii A1,..., A, € C ale lui A, iar Ty are pe diagonala principala valorile
proprii p1,..., uy € C ale lui B. Avem

A+ 2B = UTYU* + 2UTyU* = U(T} + 2T5)U*,

de unde det (A + 2B) = det (11 + 2T) = (M + p12) - - (An + pn2).
Conditia din ipoteza arata ca pentru orice z € C cu |z| = 1 avem

1= |+ mz)- - (A + pn2)
= (M m2) O+ pnz) M+ 512) - (A + 7,7
= ()\1—1—#12)-"()\”4-,&”2)()\1—1-”1)"'()\”4-%),

z z
de unde rezulta

(1) =AM mz) o O+ pez) Mz 1) - (a2 +1y,)-



Intrucat egalitatea (1) are loc pentru o infinitate de valori ale lui z, ea trebuie
s& aiba loc pentru orice z € C. Egaland coeficientii lui 22", obtinem

M...Mnxl...xn:()_

Cum fi1,. .., pun € C\ {0}, rezulta ca exista j € {1,...,n} astfel ca \; = 0.
Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca A\; = 0. Inlocuind in
(1), deducem ca

=P g + p22) - i+ pnz) Moz + ) - Az +1,)

pentru orice 2z € C. Egaland acum coeficientii lui 22”2, obtinem

|M1|2M2...an2...xn =0,

deci exista j € {2,...,n} astfel ca \; = 0. Fara a restrange generali-
tatea, putem presupune ca Ay = 0. Continuand rationamentul, ajungem la
concluzia ca A\ = --- = A\, = 0, deci pa(t) = t". Aplicand teorema lui

Cayley-Hamilton, conchidem ca A" = O,,.

b) Raspunsul este NU, dupa cum arata urmatorul contraexemplu:

1100 ...0 v 0o 0
100 0 0
0000 ..0
000 0 X 0010 0
A= oo T B= 0001 0
0000 0 0000

Atunci avem det (A+2B) = 2" !, deci | det (A+2B)| = 1 oricare ar fi z € C
cu |z| =1, dar A" = A # O,.

Rezolvarea 1. Deoarece A"v = \v, rezulta ca A"(A*v) = XA oricare
ar fi k € {0,1,...,n — 1}. Prin urmare, vectorii v, Av, A%v,..., A" 1y sunt
vectori proprii ai lui A", corespunzatori valorii proprii A. Intrucat acesti
vectori sunt liniar independenti, rezulta ca multiplicitatea geometrica a lui
A este n. Urmeaza de aici ca numarul blocurilor Jordan corespunzatoare
valorii proprii A in matricea Jordan J a lui A™ este n, deci J = Al,. Daca
S € M,(C) este o matrice inversabild cu proprietatea ca S~1A"S = J,
atunci avem A" = SJS™t = S(A[,)S™! = AI,,.

Rezolvarea 2. Fie matricea B := A" — A, si fie pp : C* — C"
aplicatia liniars corespunzitoare. Atunci pg(AFv) = A"(Akv) — AA*v =0,



pentru orice k € {0,1,...,n — 1} (a se vedea rezolvarea 1). Rezulta de aici
ca lin {v, Av, A%v, ..., A" '} C ker pp, deci dimc ker o = n. Din formula
dimensiunilor urmeaza atunci ca dime Im pp = 0, deci B = O,,.

Rezolvarea 3. Fie pa(t) :=det(tl, —A) = t" +a, 1t" 1 +---+art+ag
polinomul caracteristic al lui A. Conform teoremei lui Cayley-Hamilton,
avem

(1) A"+ ap, 1AV N+ @ A+ aol, = O,,.

Inmultind aceastd egalitate la dreapta cu v si tindnd seama ci A™v = v,
deducem ca
an 1 A" 4+ a1 Av + (ag + N)v = 0,,.

Din ipoteza ci vectorii v, Av, ..., A" 1y sunt liniar independenti rezulti ci

p—1=---=a1 =0slap=—\ Inlocuind in (1), deducem ca A™ = AI,.

Necesitatea. Admitem ca tr A = 0. Conform schemei standard, este
suficient sa dovedim existenta a doua matrici B,C € M3(C) astfel incat
A= B+ C si B2 = (C? = 03 doar in cazul particular cind A este o matrice
Jordan.

Cazul I. A= ( ?)\ _O/\ > In acest caz se poate alege
_( A2 1 : . (A2 A
B—<_)\2/4 _)\/2> si respectiv C’—<)\2/4 _/\/2).
0 1 5 .
Cazul I1. A = < 0 0 > In acest caz se poate alege B = A si C' = Os.

Suficienta. Este imediata.

a) Fie X € My(C), fie Jx matricea Jordan a lui X si fie S € My(C)

o matrice inversabild astfel incat X = SJyxS~ L. In functie de Jx, sunt
posibile urmatoarele doua situatii.

A0
0 X
neaparat distincte) ale lui X. Alegem p, 2 € C in asa fel incat puf = \? si

Cazul I. Jx = < >, unde A, Ay € C sunt valorile proprii (nu

p5 = X3, iar apoi deﬁnimY:zS( ’lé)l /?)S_l. Atunci avem
2
3 2
3 _ py 0 -1 _ A0 1 _ y2
vios(A h)st=s( ) )soxt

10



Al

Cazul II. Jx = < 0 A

>, unde A € C este valoare proprie a lui X.

Cautam matricea Y de forma Y := 5 < g Z > S~ cu p,a € C. Se con-

statd imediat ca egalitatea Y3 = X? este echivalents cu

Loa s AP ! 2 o = \2
0 u L0 A 3ap? = 2\.
Daca A = 0, atunci alegem = a = 0. Daca A\ # 0, atunci alegem pu € C\{0}

incat u3 = A2 (u este una dintre radicinile de ordin 3 ale lui A\?), iar apoi

_ 2X
alegem a = 32

b) Fie A :=

o o O

10

0 1 |. Presupunem, prin absurd, ca exista o matrice
00

7Z € M3(C) astfel ca Z3 = A%, Atunci Z5 = A* = O3, deci toate cele trei
valori proprii ale lui Z sunt nule. Fie Jz matricea Jordan a lui Z, care are
una dintre formele

o = O

00 010
Jz7=03 sau Jz=| 0 0 sau Jz=| 0 0 1

0 0 0 00
si fie S € M3(C) o matrice inversabild cu proprietatea cd Z = SJ,S71.
Atunci avem Z3 = S J%S*1 = O3, deoarece J; = Os indiferent de forma

matricei Jz. Pe de altd parte, A2 # O3z. Drept urmare, avem Z3 # A2, ceea
ce este absurd.

a) Fie J matricea Jordan a lui A si fie S € M3(C) o matrice inversabila
astfel incat S~1AS = J. Vom demonstra ci exista U,V € My(C) astfel ca
J =U"+ V™. Atunci matricile X := SUS™!si Y := SV.S~! satisfac

X" 4+Y™=8SU"STH 4+ SVTST = S(U+ V™S = 9J57 = A
Pentru a demonstra existenta matricilor U si V' analizam urmatoarele

cazuri, In functie de structura blocurilor lui J.

A1 0
0 X
mensiune 1), unde A, Ay € C sunt valorile proprii ale lui A. In acest caz

Cazul I. J = < ) (adica J contine doua blocuri Jordan de di-

11



Z1 0

putem alege, de exemplu, V = Oy si U = ( 0 -
2

), unde 21 si 2o sunt
radacini de ordinul n ale lui A; si respectiv Aa.

A
0 A

mensiune 2), unde A € C este unica valoare proprie a lui A. In acest caz

Cazul II. J = ( ) (adica J contine un singur bloc Jordan de di-

cautam matrici U, V de forma U = z 1 si respectiv V = w0 .
0 z /)~ 0 w

Se constata imediat ca egalitatea J = U™ + V™ este echivalenta cu

S wm =X\ si n"l=1.

Aceste egalitati sunt satisfacute daca alegem z := 1/ "~/n, iar apoi alegem
w o radacina complexa de ordinul m a lui A — 2™.

. a b
b)FleA<c d

[Ty . . (w0
X—(O z) si respectiv Y_(v w)

care sa verifice egalitatea A = X™ — Y. Aceasta este echivalenta cu

). Cautam matrici X si Y de forma

n—1 m—1
" —u" =a, 2" —w"=d, y E AP L )y E um IRk = e,
k=0 k=0

Aceste egalitati sunt satisfacute daca, de exemplu:
o alegem u,w € (0,00) astfel ca v +a > 0 si w™ +d > 0, iar apoi
alegem x, z € (0,00) in asa fel incat 2" = a +u™ si 2" = d +w"™;

o alegem 3 := b/zz;é gk E gy = —C/ZZL:_OI w1 Rk
Rezolvarea 1. Presupunem, prin absurd, ca exista A, B € My(C)
astfel Incat C := AB — BA # O3, CA = AC si CB = BC. Fie A

matricea Jordan a lui A si fie S € M3(C) o matrice inversabila astfel incat
S~1AS = A,. Notidm By := S™'BS si C1 := A1B; — B1A;. Atunci avem

C,=S8"1ABS — ST'BAS = S71CS # O,
C1A; = S7ICAS = S71ACS = A.Cy
si analog C1B; = B1Cy. Fie By = ( Z Z

Aj, avem urmatoarele doua cazuri posibile.

). In functie de structura lui

12



A 0

Cazul I. A1:< 0
2

A. Atunci avem
C o )\1 0 a b . a b )\1 0
L= 0 Ao ¢ d ¢ d 0 Ao
- 0 b\ — A2)
o C()\Q—)\l) 0 )

Rezulta de aici ca A1 # A2 (altfel, am avea Ci = Oa, in contradictie cu
ipoteza noastra). Un calcul simplu arata ca egalitatea C1A; = A;C) este
echivalenta cu

>, unde A1, Ao € C sunt valorile proprii ale lui

{ bAa( A1 — X2) = bA1 (AL — A2)
C>\1(>\2 — )\1) = C>\2(>\2 — )\1)

Avand in vedere ca A; # A9, aceste doua egalitati implica b = ¢ = 0. Dar
atunci avem C7 = Os, ceea ce este absurd.

Al

Cazul II. Ay = ( 0\

>, unde A € C este unica valoare proprie a lui

A. Atunci avem
- A1 a b [ a b Al
= Lo A c d c d 0 A
_ c d—a
- 0 —c ’
Egalitatea C1 A1 = A1Cy este echivalenta cu
c d—a Al AP c d—a
0 —c 0o X/ L0 X 0 —c '

Rezulta de aici ca ¢ = —c¢, adica ¢ = 0, de unde

a b . (0 d—a
Bl_(o d> s Cl_(o 0 >

Un calcul simplu arata acum ca egalitatea Cy By = B1(C este echivalenta cu
a = d. Dar atunci avem C7 = Os, ceea ce este absurd.

Rezolvarea 2. Presupunem, prin absurd, ca exista A, B € Mjy(C)
astfel incat C' := AB — BA # Oy, CA = AC si CB = BC. Fie

X = {M € Ms(C) | CM = MC?.

13



Atunci X este un subspatiu vectorial al lui M3(C), care contine matricile
I, A, B si C. Daca dime X = 4 = dimg¢ M3 (C), atunci avem CM = MC
oricare ar fi M € M3 (C), deci exista o constanta o € C asa incat C' = als.
Cum trC = 0, rezulta ca a = 0. Dar atunci avem C' = O,, ceea ce este
absurd. Prin urmare, avem dimc X < 3, deci sistemul (I2, A, B,C) este
liniar dependent. Cu alte cuvinte, una dintre cele patru matrici poate fi
scrisa ca si combinatie liniara de celelalte trei.

o Iy = A+ BB+ ~C, unde o, 3,7 € C. Daca a # 0, atunci inmultind
aceasta egalitate de la dreapta si apoi de la stanga cu B, obtinem

B=aAB+ BB*+~+CB si B=aBA+ B*+~BC.

Scazand membru cu membru aceste egalitati obtinem aC = O, de unde
C = O», contradictie. Analog se obtine o contradictie si cand 3 # 0. Pe
de alta parte, daca @ = § = 0, atunci Is = (. Dar atunci am avea
2=trly =~vtrC =0, ceea ce este absurd.

o C =aA+ BB+ Iy, unde o, 3,7 € C. Daca a # 0, atunci iInmultind
aceasta egalitate de la dreapta si apoi de la stanga cu B, obtinem

CB =aAB+BB*+~B si BC =aBA+ 3B*+B.

Scazand membru cu membru aceste egalitati obtinem aC' = Os, de unde
C = Oq, contradictie. Analog se obtine o contradictie si cand 8 # 0. Pe
de alta parte, daca a« = § = 0, atunci C = ~vIy. Dar atunci am avea
0 =trC =~ytrly = 2v, adica v = 0, deci C' = Oq, contradictie.

o A=aly+ B+ ~C, unde «, 3,7 € C. inmul‘gind aceasta egalitate de
la dreapta si apoi de la stanga cu B, obtinem

AB =aB+ BB*+~4CB si BA=aB + B*+~BC.

Scazand membru cu membru aceste egalitati obtinem C' = O3, contradictie.

o B=aA+ Bl +~C, unde o, 8,7 € C. Procedand ca in cazul anterior,
se obtine o contradictie si In aceasta situatie.

Contradictiile obtinute in fiecare dintre cele patru situatii arata ca nu
exista matrici A, B € M2(C) cu proprietatea din enunt.

Rezolvarea 3. (To6t6s Gyorgy) Vom folosi urmatoarea

Lema. Fiind date matricile A, B € My(C), avem AB = BA daca si numai
daca exista o, 5,7 € C, nu toate nule, astfel incit aA+ B + vIs = Oo.
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Demonstratia lemei. Necesitatea. Presupunem, prin absurd, ca AB = BA,
dar nu existd a, 5,7 € C nu toate nule astfel incat aA + 8B + vl = Oa.
Atunci sistemul (A, B, I5) este liniar independent, deci A # Al oricare ar
fi A € C. Consideram aplicatia liniard ¢ : Ma(C) — My(C), definita prin
o(X):= AX — X A. Deoarece A, B, I, € ker ¢, deducem ca

lin{A, B, I} C ker ¢,

deci dimcker ¢ > 3. Daca dimc ker ¢ = 4, atunci ker p = My(C), adica
AX = XA pentru orice X € My(C). Dar atunci trebuie ca A = Al
cu A € C, contradictie. Drept urmare, avem dimckery = 3. Din for-
mula dimensiunilor rezultd atunci ca dimgIme = 1. Dupa o eventuala
schimbare de baza, putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca fie

A= Ar 0 cu A1 # Ao numere complexe, fie A = Al cu ) eC.
0 Ao 0 A

In primul caz avem

0 A —A . 0 0
SO(EH):(O 10 2) th 90(E21>:<A2—A1 0)’

iar In cel de-al doilea caz avem

@(En):(g _01> i @(E21)=<(1) _01>

In ambele situatii avem dime Im g > 2, ceea ce este absurd.

Suficienta. Presupunem acum ca exista a, 3,7 € C nu toate nule asa
incat A+ BB +vIs = Os. Evident, nu putem avea o = 8 = 0. Daca o # 0,
atunci din egalititile «AB + BB% + vB = Oq si aBA + 3B? + yB = Os
rezultd ca a(AB— BA) = Oy, deci AB = BA. Analog se aratd ca AB = BA
si in cazul 3 # 0. O

Rezolvarea problemei. Presupunem, prin absurd, ca exista doua matrici
A, B € My(C) astfel incat C := AB — BA # Oy, CA = AC si CB = BC.
Conform lemei, exista «, 8,7 € C nu toate nule asa incat « A+SC+vI2 = Os.
Daca o # 0, atunci din egalitatile

aAB+pBCB+~yB =0y si aBA+ BBC+~vyB =0,

rezultd ca a(AB — BA) = aC = O3, deci C = O3, contradictie. Daca insa
a = 0, atunci avem SC + vIs = Os, deci f # 0. Dar atunci C' = —%I27
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de unde 0 = trC' = tr (—%12) = —%7, deci v = 0. Drept urmare, avem
BC = O, adica C = O3, contradictie.

Deoarece polinomul f := X™ —1 are radacinile simple €g, &1, ..., &m_1,
rezulta ca A este diagonalizabila. Fie

J = d1ag<5i1,...,5il, €igy - +sEiny -y 51-T,...,5Z-T),
> ———

Vv Ve
iy Qi ;

T

matricea Jordan a lui A si fie S € M,,(C) matricea inversabila cu propri-
etatea cd A = SJS™L. Pentru orice k € {0,1,...,m — 1} avem

rang (A —exl,) = rang (S(J — skIn)S_l) = rang (J — exIp)
_ n daca k& {i1,...,ir}
- n—a;, dacd k=i,
Drept urmare,

m—1 r

rang (A — ex 1) Z rang (A —epl,) + Z rang (A — g, 1)
k=0 kg {i1,...,ir} Jj=1

= n(m—r)+ Z(n — ;)
j=1

,
= nm-—nr+nr— E a;; =nm—n=n(m—1).
=1

Rezolvarea 1. Deoarece rang (A) # rang (A?), rezulta ci A este
singulara, deci admite pe 0 ca si valoare proprie. Fie J matricea Jor-
dan a lui A si fie S € M,(C) o matrice nesingulara astfel incat A =
SJS~1. Atunci avem A? = SJ?S! si prin urmare rang (A) = rang(J)
si rang (4%) = rang (J?). Se constatd imediat ca daci toate blocurile Jor-
dan corespunzatoare valorii proprii 0 ar fi de dimensiune 1, atunci rang (J) =
rang (J2) = n — p, unde p este numarul blocurilor Jordan corespunzatoare
lui 0. Dar atunci am avea rang (A) = rang (4?), in contradictie cu ipoteza.
Drept urmare, exista cel putin un bloc Jordan corespunzator valorii pro-
prii 0, avand dimensiunea cel putin 2. Retinand din acest bloc Jordan doar

primele doua linii si primele doua coloane, rezulta ca exista i € {1,...,n—1}
asa incat
elementele de pe pozitiile (i (_'Z_’ i)’ i (_'Z_’ij i)l) in J sa fie 8 (1) .
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Fie K € M,,(C) matricea In care

(i,1) (4,94 1)

(i+1,4) G+1i+1) "™

elementele de pe pozitiile 8 (1] ,
toate celelalte elemente fiind 0 si fie B = SKS™1. Atunci avem B # O,
AB=SJKS ', BA=SKJS ! si B = SK2S~!. Deoarece

0 1 0 1
<0 0><0 0)‘02’
rezultd cd JK = KJ = K? = O,,, deci AB = BA = B?>=0,,

Rezolvarea 2. Deoarece rang (A) # rang (A?), rezultid ca A este sin-
gulara si ca in matricea Jordan a lui A exista cel putin un bloc Jordan
corespunzator valorii proprii 0 de dimensiune mai mare sau egala cu 2 (a se
vedea prima rezolvare). Fie Ai,...,\,, valorile proprii nenule distincte ale
lui A. Atunci polinomul minimal al lui A este de forma,

ma(t) =tFE =A™ (E— Ap)™™,

unde k > 2. Atunci matricea B := AF 1A — \I,)" - (A — A\pp)'™
este nenuld (altfel s-ar contrazice minimalitatea gradului lui m4), satisface
evident AB = BA =my(A) =0, si

32 = Ak_Q(A — )\1[,1)7"1 o (A — )\mln)rm mA(A) = On

Rezolvarea 3. Fie o4 : C" — C" aplicatia liniara generata de matricea
A. Vom dovedi ca exista o aplicatie liniara nenula ¢ : C* — C" in asa fel
incat pgo0) =1pops =1or) =6, unde § € L(C",C") este aplicatia liniara
nuld. Atunci B := [¢)]. (matricea lui ¢ in baza canonica a lui C") satisface
cerintele din enunt.

Fie X := p4(C™). Atunci X este subspatiu liniar al lui C" si are loc
egalitatea rang (A) = dim¢ X. De asemenea

rang (A?) = dime(p4 © 4)(C") = dime p4(X).
Formula dimensiunilor pentru restrictia lui ¢4 la X ne da
dime X = dimc ¢ 4(X) + dime (X Nkerpa).

Cum rang (A) # rang (A?), rezultd ci dimc (X Nkerpa) > 1, deci exista un
vector nenul f; € X Nkerpy. Fie k := rang (A) = dimc X. Atunci avem
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k < n (altfel, p4 ar fi izomorfism si am avea n = rang (A) = rang (A4?),
in contradictie cu ipoteza). Completam vectorul nenul f; pana la o baza

{f1,..., fx} alui X, iar apoi completam aceasta baza la o baza a lui C™:
{f1, -, fx, fxs1,-- -, fn}. Fie ¢p : C* — C™ aplicatia liniara care actioneaza
pe aceastd baza in felul urmator:
s | A o fe Sem o2 o fn
P) [0, ... 0, S O0p ... Op.
Vom dovedi ca pgo9 =1 ops =1pop =0. Fiex € C" arbitrar si fie
x = aifi+- -+ ayf, reprezentarea lui x in baza {f1,..., fn}. Atunci avem

Y(x) = agq1fi, deci (pa o) (x) = arr19a(f1) = On, deocarece f1 € kerpa.
Avem de asemenea (1) o ¥)(z) = ag+1¥(f1) = 0,. Pe de altd parte, cum
va(z) € X, exista Bi,...,0r € C asa incat pa(r) = Bifi + - + Brfx, de
unde (0 pa)(x) = Srv(fi) + -+ Betd(fx) = Opn. Intrucat = € C™ a fost
arbitrar, urmeaza ca @401 =Y ops =1 o =0.

a) Fie A € M,(C). Daca A este inversabila, atunci la fel sunt si
A" si A" deci rang (A") = rang (A"*!) = n. Presupunem in continuare
ca A este neinversabila. Atunci 0 este valoare proprie pentru A. Fie J
matricea Jordan a lui A si fie Jp, (A1), Jny(X2), ..., Jn, (Ag) blocurile Jordan
din J. Avem rang (A") = rang (J") si rang (A"*1) = rang (J"*1). Avem de
asemenea si Jy,(0)" = J,,(0)""! = O,,. Fie r suma dimensiunilor tuturor
blocurilor Jordan corespunzatoare valorilor proprii nenule ale lui A. Minorul
principal format cu liniile si coloanele acestor blocuri Jordan este nenul
(are pe diagonala principala puterile n ale valorilor proprii nenule, iar sub
diagonala principala zerouri). Pe de alta parte, orice minor de ordin r + 1
din J" contine cel putin o linie nula, deci este nul. In concluzie, avem
rang (J") = r. Acelasi rationament functioneaza si in cazul lui J"™!, deci
rang (J"*1) = r. Drept urmare, avem rang (A") = rang (A"*!) = r.

b) Fie B := J,(0), blocul Jordan de ordin n corespunzator lui A = 0.
Atunci B" = O,, deci rang (B") = 0, pe cand B"~! este matricea in care
elementul din coltul NE este egal cu 1, toate celelalte elemente fiind nule,
deci rang (B"71) = 1.

c) Fie B € M,,(C) matrice cu proprietatea ci rang (B" 1) # rang (B").
Atunci trebuie ca B sa fie neinversabila. Vom dovedi ca B ~ J,(0). Pre-
supunand contrarul, rezulta ca toate blocurile Jordan J,,(0) din matricea
Jordan a lui B au ordinul n; < n — 1, deci J,,, (0)"~! = J,,(0)" = O,,.
Pornind de la aceasta observatie, un rationament similar cu cel folosit la a)
aratd ca rang (B" ') = rang (B") = r, unde r reprezinta suma dimensiunilor
tuturor blocurilor Jordan corespunzatoare valorilor proprii nenule ale lui B.
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Am ajuns astfel la o contradictie, care arata ca B ~ J,(0). Prin urmare,
toate matricile B € M, (C), cu proprietatea ci rang (B"~!) # rang (B")
sunt asemenea intre ele, fiind asemenea cu blocul Jordan J,(0).

Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea ca
(1)  det(A+XY)=det(A+YX) oricarear fi X, Y € M, (C).

Vom dovedi ca A este diagonalizabila si are toate valorile proprii egale, de
unde vor rezulta dintr-o data ambele afirmatii din enunt.

Fie J matricea Jordan a lui A si fie S € M,,(C) o matrice nesingulara
in asa fel incat A = SJS~'. Inlocuind in (1) pe X si pe ¥ cu SXS~! si
respectiv SY S™1, deducem ca

(2) det (J+XY)=det(J+YX) oricare ar fi X,Y € M, (C).

Demonstram mai intai ca J este o matrice diagonald. Presupunand
contrarul, rezulta ca J contine cel putin un bloc Jordan de dimensiune mai
mare sau egala cu 2. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca
acest bloc Jordan se gaseste in coltul NV al lui J. Atunci submatricea de

tip 2 x 2 din coltul NV al lui J este de forma ( 3 i\ > Punem in (2)
0 0 0 0 0
1 0 0 O 0
0 0 =« O 0
X = 0O 0 0 =z 0
0 0 0 © x
si respectiv
1 0 0 O 0
0o 0 0 0 0
0O 0 -1 0 0
Y= o 0 0 -1 0 ’
o o o0 o0 ... -1
unde x este un numar complex diferit de toate valorile proprii ale lui A.
Daca As, ..., A, sunt celelalte valori proprii (nu neaparat distincte) ale lui
A, atunci
Al
det (J+ XY) = 1 As—xz)- (A — )

= M-DA3—z)- (A — )
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si respectiv
Al 9
det (J+YX)= 0\ ANs—x) - (Ap—2) =X (A3 —x) - (A, — ).

Prin urmare, avem det (J + XY) # det(J 4+ Y X), ceea ce este absurd.
Contradictia obtinuta arata ca matricea Jordan J a lui A este diagonala:
J =diag (A1,...,\n)-

Demonstram acum ca Ay = Ay = --- = \,,. Presupunem, prin absurd, ca
A are doua valori proprii diferite. Fara a restrange generalitatea, admitem
cd A1 # A2. Punem in (2)

11 0 0 0
0 1 0 0 0
0O 0 =z 0 0
X= 0 0 0 = 0
0O 0 0 O T
si respectiv
1 0 0 0 0
11 0 0 0
0 0 -1 0 0
Y= 0o 0 0 -1 0 ’
o 0o o0 0 ... -1

unde x este un numar complex diferit de toate valorile proprii ale lui A.
Atunci avem

AL+ 2 1
1 A+l ’(A?’_’;)”'(A”_@

= ()\1)\2+)\1—|—2)\2+1)()\3—1‘)-"()\”—1‘)

det (J+XY) = ‘

S1 respectiv

A +1 1

= ()\1)\2 +2M + Ao + 1)()\3 — l‘) cee ()\n — :E)

det (J+YX) = ‘

Cum A; # A2, deducem ca det (J+XY') # det (J+Y X), ceea ce este absurd.
Am dovedit astfel ca J = diag (A, A, ..., A), de unde concluzia problemei.
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