Matrici diagonalizabile

Definitia 1. Doua matrici A, B € M,,(C) se numesc asemenea daca exista
o matrice inversabild S € M,,(C) astfel ca A = S71BS. Faptul cd A si B
sunt asemenea se noteaza prin A ~ B. Se constata imediat ca relatia binara
” ~ 7 este o relatie de echivalenta pe M, (C).

O matrice A € M,,(C) se numeste diagonalizabild daca ea este asemenea
cu o matrice diagonala, adica daca exista o matrice inversabila S € M,,(C)

astfel ca matricea S~'AS sa fie diagonals.

Teorema 2. O matrice A € My(R) este diagonalizabila daca si numai
daca ea poseda un sistem de n vectori proprii liniar independenti. [fn acest
caz matricea de similaritate S se poate alege matricea care are cei n vectori
proprii pe coloane.]

Teorema 3. Daca \i,..., A\, € C sunt valori proprii distincte doud cdte
doud ale unei matrice A € M, (C), iar xy,...,x, € C" sunt vectorii proprii
asociati, atunci sistemul de vectori {x1,...,zx} este liniar independent.

Teorema 4. Dacd matricca A € My(C) are n wvalori proprii distincte,
atunci A este diagonalizabild.

Teorema 5. Fie A,B € M, (C) matrici diagonalizabile. Atunci A si B
sunt simultan diagonalizabile daca st numai daca AB = BA.

Teorema 6 (teorema spectrala pentru matrici normale). Fiind data o ma-
trice A = (a;;) € My,(C), avand valorile proprii A1, ..., A, € C, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1° A este normala.

2° A este unitar diagonalizabild, adicd existd o matrice unitara U in
M (C) astfel ca U*AU = diag (A1,. .., An).
n

n
3° Are loc egalitatea Z la;;|* = Z X2
i,j=1 i=1
4° FExistd o bazd ortonormala in C", formata din vectori proprii ai ma-
tricei A.

Teorema 7. Orice matrice simetrici A € M, (R) este ortogonal diagona-
lizabila, adica existd o matrice ortogonala U € M, (R) astfel incdt sa avem
UtAU = diag (A1, ..., \n), unde A1, ..., N, sunt valorile proprii ale lui A.
[Se stie ca valorile proprii ale unei matrici simetrice sunt reale.]



Probleme

S& se demonstreze ca singurele matrici A, B,C € M,,(C) care verifica
relatiile A2 = A, B2=B,C?=Csi A+ B+C =0, sunt A= B =
C =0,
Concursul liceelor partenere cu UTCN, 2015/2
Fie m,n,p,q > 1 si fie matricile
Ae Mpn(R), Be M,,(R), CeMp,,R), De Mym(R)
astfel incat
At =BCD, B'=CDA, C'=DAB, D'= ABC.
Sa se demonstreze ca (ABCD)? = ABCD.
Concursul Taras Shevchenko 2004

Fie A, B € M,,(R) matrice astfel ca 42902 = B2093 = [, si AB = BA.
Sa se demonstreze ci matricea A + B + I,, este inversabila.

Concursul Vojtéch Jarnik, categoria a II-a, 2003/1

Fie A, B € Mayis(R) astfel incat AB = BA si A2018 = B2018 — [,
Sa se demonstreze ca daca tr(AB) = 2018, atunci tr A = tr B.

SEEMOUS 2018/3
Fie A € M,,(C) sifie a € C\{0} in asa fel incat sa avem A—A* = 2al,,
unde A* = A’
a) Sa se demonstreze ca | det A| > |a|™.

b) Sa se demonstreze ca daca |det A| = |a|”, atunci A = al,.

V. Pop, SEEMOUS 2014/3

Fie A € M,(R) o matrice cu proprietatea cd& A + A = I,. S& se
demonstreze ca det A > 0.

Concursul Vojtéch Jarnik, categoria a II-a, 2007/2

a) Sa se demonstreze ca daca A, B € M, (C) sunt matrice unitare,
atunci |det(A + B)| < 2™,
b) Fie C € M,(C) astel incat matricile C + I,,, C% + I, si C° + I,
sunt toate unitare. S&a se demonstreze ca C = O,,.

Concursul Traian Lalescu, UTCN, profil electric, anul I, 2011



Fie A € M,(C) si fie A* = A' (adicd matricea avand elementele
ajk = ay;). Demonstrati ca daca AA* = A2 atunci A = A*.

K. R. Laberteaux, Amer. Math. Monthly, pb. 10377 [1994, p. 362]

a) Fie n > 2 un numar natural si fie A, B € M,,(C) matrici cu propri-
etatea ca A*AB = O,,. Sa se demonstreze cd AB = O,,.

b) Fie A € M, (C) astfel incat A = A* si exista k& > 1 pentru care
AR+l = Ak S84 se demonstreze ca A% = A.

V. Pop, Concursul Gr. Moisil, 2010/2

Rezolvari

Valorile proprii ale matricilor A, B si C pot fi doar 0 sau 1. Fie ng4,
np si nc numarul valorilor proprii egale cu 1 ale lui A, B si respectiv C.
Cum A+ B+C =0, rezultaca 0 =trA+trB+trC =nys +ng+ nc,
deci ng = ng = ng = 0. Prin urmare, toate valorile proprii ale celor trei
matrici sunt nule. Pe de alta parte, cele trei matrici sunt diagonalizabile
(ele anuleaza polinomul cu radicini simple f = X2 — X). Tinand seama de
aceste observatii, deducem ca A = B = C = O,,.

Rezolvarea 1. Notand M := ABCD, avem
M' = D'C'B'A' = (ABC)(DAB)(CDA)(BCD) = M®.

Pe de alti parte, avem si M = AA! = M?, deci M3 = M. Cum M anuleazi
polinomul f = X3 — X care are doar radacini simple, rezulta ci M este
diagonalizabila. Fie A1, ..., A, € C valorile proprii ale lui M si fie matricea
T := diag (A1, ..., A\m). Existd o matrice inversabila S € M,,,(C) in asa fel
incat M = STS~!. Atunci avem M? = ST?S~!. Cum X\, € {-1,0,1} si
T? = diag (\2,...,)\2)), egalitatea M? = M va fi doveditd de indati ce vom
arata ca —1 nu poate fi valoare proprie pentru M. Presupunand contrarul,
ar exista un vector propriu x € R™ \ {0,,} in asa fel incat Mz = —z, adica
AA'2 + 2 = 0,,. Inmultind la stanga cu 2!, obtinem ||Atz||2 4 ||lz||2 = 0, de
unde z = 0, — contradictie.

Rezolvarea 2. Ca in prima rezolvare, se constata ci M?> = M, deci
(M? — M)(M + I,) = Oy,. Pentru a dovedi c& M? = M, este suficient si
aratam ca M + I,, = AA? + I,,, este inversabila. Presupunand contrarul, ar
rezulta ca 0 este valoare proprie pentru AA! + I,,,. Existd atunci un vector



propriu z € R™\ {0,,} in asa fel incat AA'z + x = 0,,. Inmultind la stanga
cu o', obtinem || A'z||? + ||z||*> = 0, de unde = = 0,, — contradictie.

Matricea A anuleaza polinomul f := X?2%92 — 1, iar matricea B anuleazi
polinomul g := X2%93 — 1. Deoarece polinoamele f si g au doar radicini
simple, rezulta ca matricile A si B sunt diagonalizabile. Cum AB = BA,
in baza teoremei 5 rezultd ca A si B sunt simultan diagonalizabile. Fie
Aty ..., Ap € C valorile proprii ale lui A, fie uq,...,u, € C valorile proprii
ale lui B si fie matricile Dy := diag(A\1,...,\n), Do := diag (p1, ..., tn)-
Exista atunci o matrice inversabila S € M, (C) in asa fel incat A = SD; S~}
si B=SD2S™!. Avem

A+B+1,=S8(D;+Dy+1,)S .

Pentru a dovedi ca A + B + I,, este inversabila, este suficient sa aratam ca
daca A este o valoare proprie a lui A, iar u este o valoare proprie a lui B,
atunci A+ p+ 1 # 0.

Presupunem, prin absurd, ca exista o valoare proprie A a lui A precum si
o valoare proprie x a lui B astfel ca A+ pu+1 = 0. Avem \2002 = 2003 — 1,
deci exista doua numere intregi k si m astfel incat

m7r+, . 2mm
1S1In — .
2003 " *™2003

A = cos

0 + . ™ .
1S1In — 1 =
2002 " PMopp2 B M TS

Conditia A 4+ p + 1 = 0 este echivalenta cu

n 2mm . . 2kw i 2mm
—_— = — 1 mnm —— 1m — =
5002 " “° 2003 5002 T 2003

Ridicand cele doua egalitati la patrat si apoi adunandu-le membru cu mem-

bru, obtinem
cos (on (K m \y__1
"\2002  2003)) " " 2°

Drept urmare, exista un numar intreg n astfel ca

5 k _m —:i:2—7r—|—2n - k _m_3n:t1
"\ 2002 2003) " "3 m 2002 2003 3

Ultima egalitate conduce la 3(2003k — 2002m) = 2002 - 2003(3n £ 1), care
nu poate avea loc, intrucat membrul stang se divide cu 3, pe cand cel drept
nu. Contradictia obtinuta arata ca matricea A 4+ B + I,, este inversabila.

Notam n := 2018. Polinomul f := X™ — 1 are numai radacini simple
si f(A) = f(B) = Oy, deci A si B sunt diagonalizabile. Cum, in plus,



avem si AB = BA, rezulta ca A si B sunt simultan diagonalizabile. Fie
Aty .-, An € C valorile proprii ale lui A, fie uq,...,u, € C valorile proprii
ale lui B si fie matricile Dy := diag(A\1,...,\n), Do := diag (p1, ..., tn)-
Exista atunci o matrice inversabila S € M, (C) in asa fel incat A = SD; S~}
si B= SD»S~!. Atunci AB = SD1D»S™!, de unde

tr(AB) = tr(D1D2) = > Aejus.
k=1

Deoarece A} = pif = 1, deducem ca |A\g| = |ug| = 1 oricare ar fi k €
{1,...,n}, deci

n=tr(AB) =

n
Z Ak
k=1

Prin urmare, inegalitatea de mai sus trebuie sa aiba loc cu egalitate. Aceasta

n
<D Pl el = n.
k=1

se intampla daca si numai dacd A\gur = Ajpq oricare ar fi k € {1,...,n}.
Avem atunci n = nAjpu1, de unde Ajp; = 1. Am dovedit astfel ca A\ppup =1
oricare ar fi k € {1,...,n}. Deducem de aici ca pp = 1/A\p = Ay oricare ar

fi k € {1,...,n}. Drept urmare, avem

trB:Zn:j\k:Zn:)\k:ﬂ,
k=1 k=1

deci tr B = tr A, deoarece tr A € R.

a) inmulpind egalitatea A — A* = 2al,, mai Intai de la stdnga cu A, iar
apoi de la dreapta cu A, deducem ca AA* = A2 —2qA = A*A. Prin urmare,
A este matrice normala, deci unitar diagonalizabila. Fie Ay := ax +ib € C,
k =1,...,n valorile proprii ale lui A si fie D := diag(A1,...,\,). Exista
atunci o matrice unitari U € M,,(C) asa incat A = UDU*. Intrucat avem
A* = UD*U*, egalitatea A — A* = 2al,, este echivalenta cu

UD — D)U* =2al, <«  D—D*=2al,,

de unde A\, — A\ = 2ib, = 2a pentru orice k € {1,...,n}. Prin urmare,
existd un b € R astfel incat a = ib si Ay, = ap +1ib oricare ar fi k € {1,...,n}.
Avem

|det Al = [T 1Ml = [ /a2 + %= [p" = |a|™
k=1 k=1



b) Din inegalitatea anterioara este evident ca egalitatea |det A| = |a|®
are loc daca si numai daca a; = 0 pentru orice k € {1,...,n}. In acest caz
avem A\ = ib oricare ar fi k € {1,...,n}, deci D = ibl,,. Drept urmare,
avem A =UDU* =ibl,, = al,.

inmul‘gind egalitatea A+ A! = I,, mai intai de la stanga cu A, iar apoi de
la dreapta cu A, deducem ca AA' = A — A% = A'A. Cum A' = A*, rezults
de aici cd A este normala, deci unitar diagonalizabila. Fie A1,..., A, € C
valorile proprii ale lui A si fie D := diag (A1, ..., A,). Exista atunci o matrice
unitard U € M, (C) asa incat A = UDU*. Intrucat A* = A* = UD*U*,
egalitatea A + A! = I,, este echivalenta cu

UD+DU*=1, <«  D+D"=I,

de unde Re A\, = 1/2 pentru orice k € {1,...,n}. In consecinta, singura
valoare proprie reala a lui A este 1/2. Valorile proprii complexe nereale
apar in pereche cu conjugatele lor, iar \pAr = |[A\g|% Tinand seama de

aceste observatii, precum si de faptul ca det A este egal cu produsul tuturor
valorilor proprii ale lui A, conchidem ca det A > 0.

a) Fie A € C o valoare proprie oarecare a matricei A+ B si fie z € C™,
x # 0p, un vector propriu asociat lui A. Atunci avem (A+B)z = Az. Trecand
la norma euclidiana si tinand seama ca [|Az|| = ||Bz| = ||z|| (intrucat A si
B sunt unitare), deducem ca

(Alllz]] = | Az + Ba|| < [[Az| + || Bz[| = 2]z,

deci |A\| < 2.
Fie acum Aq,..., A, € C valorile proprii ale lui A + B. Conform celor
demonstrate mai sus, avem |[A1| <2, ..., |A,| < 2, deci

[det(A+ B)| = [Au]- -+ [An| < 27

b) Intrucat matricea C + I,, este unitari, avem (C + I,,)(C* + I,) = I,,.
Rezulta de aici ca matricea C* + I, este inversa matricei C + I,,, deci are
loc si egalitatea (C* + I,,)(C' + I,,) = I,. Din

(C+L)(C"+1,) = (C"+ 1,)(C+ 1),

rezulta ca CC* = C*C. Prin urmare, C este matrice normala, deci unitar
diagonalizabila. Fie Aq,..., A, € C valorile proprii ale lui C si fie matricea



D := diag(A1,...,A,). Exista atunci o matrice unitara U € M, (C) asa
incat C' = UDU™.

Conditia ca matricile C' + I,,, C?+1, si C3 + I, s4 fie toate unitare este
echivalenta cu urmatoarele egalitati:

CC*+C+C*=0,, C*C’+C*+(C*)?*=0,
si respectiv
C3(C*)? + C® + (C*)? = O,
Avand in vedere ca C* = UD*U*, aceste egalitati sunt echivalente cu

DD*+ D+ D*=0,, D*D*)?+D?+(D*)*=0,

si respectiv

D3(D*)3 + D3 + (D*)B — On
Fie A\ = ax +1ibg, kK = 1,...,n. Din egalitatile de mai sus rezulta imediat
ca pentru orice k =1,...,n avem

ai + b7 +2a;, =0
(a2 4+ by)? +2(a2 —b2) =0
(a2 + by)® + 2(aj — 3axb3) = 0.

Un calcul elementar arata ca singurele solutii ax, by, € R ale acestui sistem
sunt ay = by = 0. In consecinta avem A\, = 0 oricare ar fi k =1,...,n, deci
D=0, deunde C =UDU* = O,,.

Rezolvarea 1. Consideram matricea B := A — A*. Cum B* = —B,
urmeaza ca B este normala (fiind stramb hermitiana), deci unitar diagona-
lizabila. Vom dovedi ca toate valorile proprii ale lui B sunt nule, de unde
va rezulta cad B = Oy, adicd A = A*.

Fie A € C o valoare proprie arbitrara a lui B si fie z € C*, = # 0,, un
vector propriu asociat. Presupunem, prin absurd, cad A # 0. Observam ca
AB = O, si

B2 = (A— A*)(A— A*) = A2 — AA* — A*A + (A")2 = A*(A* — A).

Din egalitatea Bx = Az rezulta AAx = ABz = 0,,, deci Az = 0,, (deoarece
A # 0). Drept urmare, avem z*A* = 0¢. Tinand seama de aceasti egalitate,
deducem ca

|A\z||> = |Bz|?= (Bz)*(Bz) =2*B*Bx = —2*B%z
= _sFAYAT — Az =0,



deci Az = 0,,. Dar aceasta egalitate nu poate avea loc, Intrucat A\ # 0 si
x # 0.

Rezolvarea 2. (Moldovan Bogdan) Ca in prima rezolvare, vom dovedi
ca toate valorile proprii ale matricei diagonalizabile B := A — A* sunt nule.
Relatia AA* = A% din enunt implica AA* = (A*)2. Drept urmare, avem
AB = BA* = O,,.

Avem tr (B?) = tr (B(A — A*)) = tr (BA) = tr (AB) = 0 si pentru orice
numar intreg k > 3

tr (B*) = tr (B(A — A")B - B*¥3) =0

deoarece B(A—A*)B = B(AB) —(BA")B = O,. In consecinti, tr (B*) = 0
oricare ar fi k£ > 2. In particular, avem

tr(B?) =tr (BY) = ... =tr(B*") = 0.

Vom folosi acum urmaétorul rezultat cunoscut: daca C € M, (C) este o
matrice astfel incat tr (C) = tr (C?) = - = tr (C") = 0, atunci C" = O,,.
Acest rezultat aplicat matricei C' = B? implica B?" = O,,. Rezulta de aici
ca toate valorile proprii ale lui B sunt nule (dacad o matrice anuleaza un
polinom, atunci toate valorile ei proprii anuleaza (sunt radacini pentru) acel
polinom).

Rezolvarea 3. (folosind teorema de triangularizare unitara a lui Schur)
Conform teoremei de triangularizare unitara a lui Schur, existd o matrice
unitara U € M, (C) in asa fel incat matricea T' := U*AU sa fie superior
triangulard. Atunci avem A = UTU* si conditia AA* = A% din ipoteza
implics UTU*UT*U* = UT?U*, adica TT* = T?. Fie t;; elementul de pe
linia ¢ si coloana j in 7. Cum 7T este superior triangulara, elementul de pe
pozitia (i,4) in matricea TT* este egal cu |t;|> + [tiip1]® + - + [tin|?, iar
elementul de pe pozitia (i,7) in matricea T? este egal cu t%. Din egalitatea

tzgi = |tii|2 + |ti,i+1|2 + .4 ’tin|2

rezultd ci t2 este un numir real nenegativ. Drept urmare, avem t; € R si
tiiq1 =+ = tip, = 0 oricare ar fi i € {1,...,n}. Cu alte cuvinte, matricea
T este diagonala, iar elementele de pe diagonala sa principala sunt numere
reale. Deducem de aici ca T* =T, deci A* =UT*U* =UTU* = A.

Rezolvarea 4. Vom folosi faptul ca functia (-,-) : M, (C) x M,(C) —
C, definita prin

(X,Y) :=tr(Y*X) oricare ar fi X,Y € M, (C),



este un produs scalar. Norma pe M,,(C) generata de acest produs scalar
este data de

| X|| = /tr (X*X) oricare ar i X € M,,(C).
A demonstra ca A = A* este echivalent cu a demonstra ca

[A-A"=0 & ((A—A*)*(A—A*)) =
& tr((A )(A—A%) =
& tr(ATA- A2 (A*)? +AA*):0
(A74) —tr ((47)°) =
Ultima egalitate are loc deoarece AA* = A% implica AA* = (A*)?, deci
tr ((A*)?) = tr (AA*) = tr (A*A4).

& tr

a) inmul‘gind egalitatea A*AB = O, la stanga cu B*, deducem ca
(AB)*AB = O,. Notand C := AB, avem atunci C*C' = O,,. Pentru
orice x € C™ avem ||Cx|? = (Cz)*(Cz) = 2*C*Cx = 0, de unde Cz = 0,,.
Drept urmare, are loc egalitatea C' = O,,.

b) Cum matricea A este hermitiana, ea este unitar diagonalizabila. Fie
AL, ..., A\p € C valorile proprii ale lui A si fie D := diag (A1,...,A,). Fie
apoi U € M,,(C) matrice unitard cu proprietatea ca A = UDU*. Deoarece
AL = Ak rezultd ca avem )\fﬂ = A¥, de unde A; € {0,1} oricare ar fi
j=1,...,n. Deducem de aici ca D? = D deci A? = UDQU* UDU* = A.



