Valori proprii. Polinomul
caracteristic
Teorema lui Cayley-Hamilton

Definitia 1. Fie matricea A € M,,(C). Polinomul p4 € C[X], definit prin
pa(t) :=det(tl, — A) = (—1)" det(A — tI,),

se numeste polinomul caracteristic al matricei A. Explicit, avem

pa(t) =t"— B (At L By (A" 2 (1) E, (ANt (—1)"EL(A),

unde Ej(A) este suma minorilor principali de ordinul % ai lui A4, adica suma
celor (}) determinanti de ordin k formati cu liniile si coloanele de aceiasi
indici din A. In particular, F1(A) = a11 + -+ + apy = tr A,

Ey(A) = Z

1<i<j<n
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aji  jj

E,—1(A) = tr(adj(A)) (unde adj (A) reprezinta adjuncta clasica a lui A),
iar F,(A) = det A.

Fie Aq,..., A\, € C valorile proprii ale lui A. Intrucat Ap,..., A\, sunt
radacinile polinomului caracteristic pa, In baza relatiilor lui Viete, avem

A4+ A\ =E1(A) =tr A,

YA =EA)= >

1<i<j<n 1<i<j<n

Aj; Qi

Aji Qg

AL Ap = En(A) = det A.

Teorema 2 (teorema lui Arthur Cayley si William Rowan Hamilton). Pen-
tru orice corp K i orice matrice A € My (K) are loc egalitatea pa(A) = O,,.

Teorema 3. Fiind date o matrice A € My(C) si un polinom f € C[X],
urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca f(A) = Oy, atunci orice valoare proprie a lui A este radacind a
lui f (Daca matricea A anuleaza polinomul f, atunci orice valoare proprie
a lui A 1l anuleaza pe f).



2° Dacd M,...,Am € C sunt valorile proprii distincte ale lui A, cu

ordinele de multiplicitate s1,...,sm € N, atunci valorile proprii ale matri-
cei f(A) sunt f(A1),...,f(Am), cu exact aceleasi ordine de multiplicitate,
S1y--+3,8m-

Teorema 4. Pentru orice corp K si orice matrice A € My (K) exista un
unic polinom monic my € K[X], de grad minim (mai mic sau cel mult egal
cun) si cu proprietatea ca ma(A) = O,

Definitia 5. Unicul polinom m4 din teorema precedenta se numeste poli-
nomul minimal al matricei A. In baza teoremei impértirii cu rest, rezulti
imediat ci dac f € K[X]si f(A) = O,, atunci my4 | f. In particular, avem
ma | pa (adica polinomul minimal divide polinomul caracteristic).

Teorema 6 (Ferdinand Georg Frobenius). Fiind date un corp K si o ma-
trice A € M, (K), polinomul minimal ma si polinomul caracteristic pa au
aceiasi factori ireductibili in K[X].

Definitia 7. Fie A € M, ,(C). Matricea A* := A' € M, ,,»,(C), avand
elementele a7, = ay;, se numeste adjuncta (hermitiana) alui A. Se constata
usor ca pentru orice matrici A € My, ,(C) si respectiv B € M, ,(C) au loc
urmatoarele egalitati:

(AB)* = B*A* si (A" =A.

Definitia 8. O matrice A € M,,(C) se numeste hermitiand, dacd A = A*.
Se spune ca matricea A este stramb hermitiana (sau antihermitiand), daca
A=—-A"

O matrice A € M,,(R) se numeste simetrica (respectiv antisimetrica),
daci A = A! (respectiv A = —AY).

Definitia 9. O matrice U € M,,(C) se numeste unitard, daca UU* = I,,.
Evident, daca U este unitara, atunci avem si U*U = I,,.

O matrice U € M, (R) se numeste ortogonald, dacad UU' = I,,. Evident,
daci U este ortogonald, atunci avem si U'U = I,.

Se constata imediat ca U € M, (C) este unitard daca si numai daca
liniile (respectiv coloanele) lui U formeaza un sistem ortonormal in raport
cu produsul scalar definit pe C" prin

<.’L‘, y> = y*m =x1y1 + -+ Tnin

oricare ar fi z := (z1,...,%n), ¥ := (Y1,...,yn) € C™.



Definitia 10. O matrice A € M,,(C) se numeste normald, daca ea comuta
cu adjuncta sa, adicd AA* = A*A. Evident, orice matrice hermitiana, orice
matrice stramb hermitiana si orice matrice unitara este normala. De aseme-
nea, orice matrice simetrica, orice matrice antisimetrica si orice matrice
ortogonala este normala.



Probleme

Fie A € M3(C) o matrice cu proprietatea ci A% # Oy si fie A1, Ay € C
valorile proprii ale lui A. Atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1° Daca A1 # A9, atunci

CM AR, Mg

A" =
AL — A2 AL — A2

oricare ar fi n > 0.

2° Daca A1 = A9, atunci

A" =n\7TA — (n — )Ny oricare ar fi n > 0.

Fie n > 2 un numar intreg si fie A, B € M3(C) astfel incat AB # BA
si (AB)" = (BA)™. Sa se demonstreze ca exista un numar complex a
in asa fel incat (AB)" = als.

M. Andronache, Olimpiada locald Bucuresti, 1996/2

Fie A, B € M3(C) si fie k£ > 2 un numar natural.
a) Sa se arate ca daca (AB)¥ = O, atunci (BA)¥ = 0.
b) Sa se arate ci daca (AB)* = I, atunci (BA)* = Is.

c) Daca AB # BA, sa se afle toate matricile C' € M3(C) cu propri-
etatea ca (AB)* = C implica (BA)* = C.

D. Mihet, Concursul Gr. Moisil, 2003/3

Fie A € M2(R) cu det A > 1 si fie (ayp), (bn), (cn), (dy) siruri cu pro-
b
prietatea ca A™ = CCL” dn oricare ar fi n > 1. Sa se demonstreze
n n

ca daca toate cele patru siruri sunt convergente, atunci A = Is.

M. Andronache, Olimpiada locald Bucuresti, 2001/4

. . . b
Fie a1,b1,¢1,d1 € R\ {0} si fie matricea A = ( il dl > Pentru
1 dy
fiecare numar natural n > 1 notam A" = Z" Z" > Demonstrati
n n

ca dacd unul dintre sirurile (ay,), (bn), (¢n), (dy) este o progresie arit-
metica, atunci si celelalte trei sunt progresii aritmetice.

C. Cocea, problema C:237, GM 8/1982



Fie S multimea tuturor matricilor M = ( Ccl Z ) € M3(R), cu pro-

prietatea ca a,b,c,d formeaza (in aceasta ordine) o progresie arit-
metica. Sa se determine toate matricile M € S pentru care exista
un numar intreg k > 1 astfel incat M* € S.

Concursul William Lowell Putnam 2015, problema B3

Consideram multimea M = { ( Ccl Z ) € M3(C) | ab= cd}.

a) Dati exemplu de matrice A € M astfel incat A2017 € M, A2019 ¢ M,
dar A2918 & M.

b) Demonstrati ca daca A € M si exista un numar intreg k£ > 1 asa
incat matricile A%, A*+1 si AF+2 g5 apartina lui M, atunci A® € M
oricare ar fi n > 1.

Olimpiada judeteana, 2018/2

a) Fie A, B € M3(R) matrici care nu comuta. Demonstrati ca daca
A3 = B3, atunci A" si B" au aceeasi urma pentru orice numar natural
nenul n.

b) Dati exemplu de matrici A, B € M3(R) care nu comuta, astfel incat
pentru orice numar natural nenul matricile A™ si B" sa fie diferite, dar
sa aiba aceeasi urma.

N. Papacu, Olimpiada judeteana, 2017/3
Fie t € (0,7) si fie n > 2 un numar natural. Sa se determine solutiile

cost —sint >

X € M3(R) ale ecuatiei matriciale X" = .
’ sint cost

V. Pop, Concursul Al. Papiu-Ilarian, 2010/1

Fie A, B € M3(C) astfel incat tr A = tr B si tr (A2) = tr(B?). Sa
se demonstreze ca pentru orice polinom f € C[X] are loc egalitatea

det f(A) = det f(B).
I. Savu, Olimpiada locald Bucuresti, 1993/3
Fie A, B € My(C) matrici cu proprietatea ci AB — BA = B2. Si se
demonstreze ca AB = BA.
Concursul Vojtéch Jarnik, categoria I, 2010/2



Fie A, B € M(C) matrici cu proprietatea ci A? + B? = 2AB.
a) Demonstrati ca AB = BA.
b) Demonstrati ca tr A = tr B.
N. Bourbacut, Olimpiada nationala, 2011/4
Fiind data o matrice A € M3(C), A # Oz, si se demonstreze ca
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° Ecuatia matriciald X2 = A are solutii in Mz (C).
2° A% #£ O,.
L. Panaitopol, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1994/1
Fiind data o matrice A € M3(C), A # O2, si se demonstreze ca
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° Ecuatia matriciala AX + X A = [ are solutii in M (C).
2° A este inversabild sau A2 = O,.
M. Chirita, M. Piticari, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1995/1
Fie A € M3(C). Sa se arate ca ecuatia matriciala AX — XA = A are
solutii in M (C) daca si numai daci A% = Os.

V. Pop, Concursul Argument, Baia-Mare, 2011/2
Fie A € M3(C) astfel ca det A = 1. S& se demonstreze ca

det (A* + A — ) + det (A? + I) = 5.
V. Pop, Concursul Al. Papiu-Ilarian, 2012/2
Fie > 0 un numar real si fie A € M3(R) o matrice astfel incat
det (A* + z15) = 0.

Sa se demonstreze ca det (A2 + A+ xl5) = .
V. Pop, Olimpiada judeteana, 2006/1
Fie A € M3(R) cu det A = d # 0 si fie A, adjuncta clasica a lui A.
Demonstrati ca daca det (A 4+ dA,) = 0, atunci det (A — dA,) = 4.
D. Jinga, Olimpiada judeteana, 2001/1



Fie A € My(C) astfel incat det(A? + A+ I2) = det(A% — A+ ;) = 3.
Demonstrati ca A%(A2% + I3) = 215.

Olimpiada judeteana, 2016/1

Sa se demonstreze ca pentru orice matrici A, B € My(C) si orice z € C
are loc egalitatea

det (A+zB) =det A+ (tr A-tr B — tr(AB))x + (det B)2>.

Fie A, B € M3(C) matrici cu proprietatea ca AB = BA si
det (A+ B) =det (A+2B) =det (A+3B) = 1.

S4 se demonstreze ci B2 = O,.

M. Andronache, I. Savu, Olimpiada judeteana Bucuresti, 2000/2

Fie A = 1 -1 0 € M3(C). Determinati A™ (n € N).

Gh. Lobont, Concursul M. Tarina, 2009/2

Fie A € M3(R). Sa se arate ca daca A% = I3, atunci det (A — I3) = 0.
F. Vulpescu-Jalea, Olimpiada locala Bucuresti, 1991/3

Fie A € M3(C) o matrice inversabila cu proprietatea ca det A = 1 si
tr A =tr (A_l) = 0. Si se demonstreze ca A% = I.

Iran 1988

Exista matrici A, B € M3(C) astfel incat (AB — BA)193 = [3?
Olimpiada nationala, 1993/3

Fie A € M, (C) o matrice cu proprietatea ca exista k > 1 numar
intreg astfel ca A¥ = O,,. Sa se demonstreze ca det (zA + I,,) = 1
oricare ar fi z € C.

L. Panaitopol, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1991/3
Fie A, B € M,,(C) astfel incat AB = BA. Sa se demonstreze ca

det (A+ BX) =det (A+ XB) oricare ar i X € M,,(C).

I. Savu, Olimpiada judeteana Bucuresti, 1997/3



Fie A = (aij)1<ij<n € Mn(R) astfel ca A" # Oy, si a;jaj; < 0 pentru
orice i,7 € {1,...,n}. Demonstrati ca A poseda cel putin doua valori
proprii complexe nereale.

SEEMOUS 2011/2
Sa se demonstreze ca pentru orice matrici A,B € M,(C) are loc

egalitatea pap = ppa (adica matricile AB si BA au acelasi polinom
caracteristic).

Fie m,n € N, m # n si fie matricile A € M,, ,,(C) si B € M, ,(C).

Sa se demonstreze ca daca m < n, atunci
ppa(t) =t"""pap(t) oricare ar fit € C,
iar daca m > n, atunci

pap(t) =t" "ppa(t) oricare ar fi t € C.

Fie A € M32(C) si B € Mj3(C) matrici cu proprietatea ca

1 -1 2
AB=11 0 0 2
0 0 2

Sa se determine det (BA).
Gh. Eckstein, Olimpiada nationala, 1995/3
Fie n > 2 un numar natural si fie A € M,,2(C), B € M3, (C) ma-
trici cu proprietatea ci exista k > 1 asa incat (AB)* = O,. Sa se

demonstreze ca:

a) (AB)3 = O,,.
b) Daca rang (AB) # 2, atunci (AB)? = O,,.
D. Mihet, Concursul Gr. Moisil, 2009/4
Fie A, B € M, (C) matrici inversabile cu proprietatea ca exista nu-

mere complexe «, 3, cu |a| # |B], In asa fel incat «AB + fBA = I,.
S& se demonstreze ca det (AB — BA) = 0.

V. Pop, Olimpiada locala Cluj, 2006/2

Fie matricile A, B € Ma,,1(C), cu proprietatea ci A? — B? = I5,.1.
Sa se demonstreze ca det (AB — BA) = 0.

M. Opincariu, problema C.0:4937, GM 4,/2008



Fie A, B € M,,(R) matrici cu proprietatea ci B2 = I, si A> = AB+1I,,.
1+5 ) !
5 )

Sa se demonstreze ca det A < <

M. Cavachi, Olimpiada judeteana, 2007 /4

Fie numerele naturale m,n > 2 si fie matricile A4y, ..., Ay, € M, (R),
nu toate nilpotente. Sa se demonstreze ca existd un numar intreg & > 1
astfel incat A¥ 4+ ... + AF £ O,.

Olimpiada nationala, 2013/2
Fie A € M,(C) astfel ca tr A = tr(A42%) = --- = tr (A") = 0. Si se
demonstreze ca A" = O,,.
Fie A, B € M, (C) astfel ca AB — BA = aA, unde a € C\ {0}.
a) Sa se demonstreze ci A¥B — BA* = akA* pentru orice n € N.
b) Sa se demonstreze ca A" = O,
IMC 1994
Fie A, B € M,,(C) astfel ca A2B + BA? = 2ABA. Si se demonstreze
ca existd un numir natural k asa incat (AB — BA)F = O,,.
IMC 2009
Fie matricile A, B, C, D € M, (C), dintre care A si C sunt inversabile.

Sa se demonstreze ci daci A¥KB = C*D oricare ar i k = 1,2,3,...,
atunci B = D.

M. Cavachi, Olimpiada nationald, 1996/4

Pentru orice numar natural nenul n si orice matrice coloana de forma
X = (3:1 Ty ... xn)t € My 1(Z), notam cu §(X) cel mai mare divi-
zor comun al numerelor x1,x9,...,x, (care este un numar natural).
Fie n > 2 un numaér natural si fie A € M, (Z). Demonstrati ca
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1° |det A| = 1;
2° 0(AX) = 6(X) oricare ar i X € My, 1(Z).

Olimpiada nationala, 2018/1

Fie Ay, ..., Ay € M, (R) matrici simetrice. Demonstrati ca urmatoa-
rele afirmatii sunt echivalente:



1° det (A7 + -+ + A7) = 0.
2° det (A1B1 + -+ - + AxBy) = 0 oricare ar fi By,..., By € M,(R).
Olimpiada nationala, 2017/2
Sa se demonstreze ca toate valorile proprii ale unei matrice hermitiene

A € M, (C) sunt reale. In particular, toate valorile proprii ale unei
matrice simetrice A € M,,(R) sunt reale.

Fie n,k € N si fie Ay, ..., A € M, (R). Sa se demonstreze ca
det (AJA; + -+ AjAg) > 0.
M. Cavachi, Olimpiada nationald, 1995/2

a) Fiind dat un numar intreg impar n > 3, determinati toate matricile
simetrice A € M,(R) cu proprietatea ci tr (A"~1) = det A < n".
b) Fie n > 3 un numar intreg impar si fie A € M, (R) o matrice
simetrica cu proprietatea ca tr (A"_l) = det A = n". Demonstrati ca
A? =n?l,.
c) Fiind dat un numar intreg par n > 4, demonstrati ca exista o
matrice simetricd A € M, (R) astfel incat tr (A"') = det A = n" si
A? £ n?],.

Concursul Traian Lalescu, faza nationala, sectiunea B, 2018/1

Sa se demonstreze ca toate valorile proprii ale unei matrice stramb
hermitiene A € M,,(C) sunt fie nule, fie pur imaginare. In particular,
toate valorile proprii ale unei matrice antisimetrice A € M, (R) sunt
fie nule, fie pur imaginare.

Fie A € M, (R) o matrice antisimetrica. Sa se demonstreze ca daca n
este impar, atunci det A = 0, iar daca n este par, atunci det A > 0.

Fie A € M,(R) o matrice antisimetrica. Demonstrati ca pentru orice
x,y € [0,00) are loc inegalitatea

det(A + 21,,) det(A + yI,,) > det(A + /zy I,)*.
O. Ganea, Olimpiada nationala, 2008/4

Sa se demonstreze ca toate valorile proprii ale unei matrice unitare
U € M, (C) au modulul egal cu 1. In particular, toate valorile proprii
ale unei matrice ortogonale U € M,,(R) au modulul egal cu 1.
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Fie A € M,,(R) o matrice cu proprietatea ci AA* = I,,. S& se demon-

streze ca:
a) [tr A| < n;
b) pentru n impar avem det (42 — I,,) = 0.
A. Galatan, Olimpiada judeteana, 2007/2

Fie A € M,(R) o matrice ortogonala care nu are pe 1 ca valoare
proprie si fie B matricea obtinuta din A prin schimbarea semnelor
tuturor elementelor unei linii. Demonstrati ca 1 este valoare proprie
pentru B.

H. Liebeck, A. Osborne, Amer. Math. Monthly, probl. 10362 [1994]

Fie x = (z1,...,2,) € R" astfel incat

T4z, A0 sio2i4 - 42i=1

si fie matricea A = I,, — 2zt
a) Sa se demonstreze ca A este ortogonala.

b) Sa se determine valorile proprii ale lui A, precum si o baza in raport
cu care A are forma canonica Jordan.

c) Sa se determine z stiind ca (1,...,1) este vector propriu pentru A.
Concursul Traian Lalescu, faza nationala, sectiunea B, 2017/1

a) Sa se demonstreze ca daca A, B € M, (R) si (AB)" = O, atunci
(BA)" = O,,.

b) Si se arate ca existd X,Y € M, (R) astfel ca (XY)" ! = O, si
(YX)" 1 #£0,.

Concursul Traian Lalescu, UTCN, profil electric, anul I, 2012

Fie n > 2 numar intreg si fie A, B € M,(C). Daci (AB)? = O,,
rezultd oare ca (BA)3 = O, ? Justificati raspunsul.

Olimpiada nationala, 2017/3

Fie n > 2 un numar natural fixat. Vom numi o matrice A € M, (Q)
radicald dacd existd o infinitate de numere naturale k astfel incat
ecuatia X* = A s# aiba solutii in M,,(Q).

11



a) Demonstrati ca dacd A este o matrice radicald, atunci det A €
{—1,0,1} si ca exista o infinitate de matrici radicale care au determi-
nantul 1.

b) Demonstrati ca existd o infinitate de matrici care nu sunt radicale
si au determinantul 0, precum si o infinitate de matrici care nu sunt
radicale si au determinantul 1.

Olimpiada nationala, 2005/1

Fie matricile A, B € M,,(C), dintre care cel putin una este inversabila.
Demonstrati ca polinoamele minimale ale matricilor AB si BA sunt
egale. Ramane adevarata aceastd afirmatie daca niciuna dintre matri-
cile A si B nu este inversabila ?

Fie p > 3 un numar intreg si fie A € M,,(C) o matrice astfel incat
AP =pA—(p—1DI, si AP =3pA— (3p—1)I,.

S& se demonstreze ca egalitatea A" = rA — (r — 1)I,, are loc pentru
orice numar intreg r > 1.

V. Matrosenco, Olimpiada judeteand Bucuresti, 2000/4

Fie n un numar intreg pozitiv, fie p > n+ 1 un numéar prim cu propri-
etatea ca p = 3 (mod 4) si fie A € M,,(Q), A # I,,. Sa se demonstreze
ca AP + A # 21,,.

V. Matei, Amer. Math. Monthly, problema 11510 [2010, 558]

Fie k un numar natural. Sa se demonstreze ca numarul natural minim

n, pentru care existd o matrice A € M, (Q) astfel incat A" = —I,,
este 2F.

Concursul Traian Lalescu, faza nationala, sectiunea A, 2013/3

Rezolvari
Rezolvarea 1. Demonstram mai intdi ca pentru orice n > 0 este
adevarata propozitia

P(n): "I up,v, € Cal A" = u, A+ v, 15"
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cu conventia A° = I,. Evident, propozitiile P(0) si P(1) sunt adevirate
(alegem up = 0, vg = 1 si respectiv u; = 1, v; = 0). Presupunand P(n)
adevarata pentru un n > 0 oarecare, sa aratam ca si P(n+1) este adevarata.
Notam « := trA = A\ + A2 si respectiv 8 := det A = A\ A2. Atunci avem
pa(t) = t2 — at + 3, deci A2 = aA — B, conform teoremei lui Cayley-
Hamilton. Drept urmare

AL = AA™ = A(upA + vp)l2 = up A% + v, A = (auy + vp)A — Bupls.
Rezulta de aici ca definind
Up41 1= QUy + Uy sirespectiv v, 41 1= —Puy,

avem A" =, 1A+ v, 111, deci P(n + 1) este adevarata.
Se constata imediat ca sirurile (up)p>0 $i (vn)n>0, definite mai sus,
verifica ambele recurenta de ordinul doi cu coeficienti constanti

Unt2 = QUpy1 — By si respectiv.  Upt2 = QUp41 — Bn.

Ecuatia caracteristica asociata celor doua recurente este 22 —az+ =0,
cu radacinile A; si Ag.

1° Daca A1 # Ao, atunci exista p,q,r, s € C in asa fel incat
Up, = PA] + gy sl respectiv v, = rAl + sA\j oricare ar fi n > 0.
Din conditiile initiale ug = 0, u1 = 1 si respectiv vg = 1, v1 = 0, se obtine

A — A AT — A AY
Up = ﬁ , respectiv v, = —ﬁ .

2° Dacd A\; = g (# 0) (deoarece, in caz contrar, am avea A% = Oy),
atunci exista p,q,r,s € C in asa fel incat

up = AN{(pn +q) sirespectiv v, = AT(rn + s) oricare ar fi n > 0.
Din conditiile initiale ug = 0, u; = 1 si respectiv vg = 1, v; = 0, se obtine
u, = nAP" respectiv v, = —(n — 1)AT.

Rezolvarea 2. 1° Aplicand teorema Impartirii cu rest polinoamelor
f=X"sipa=(X— )X — \), rezultd ca existd ¢ € C[X] si exista
a,b € C astfel ca

Xn:(X—Al)(X—)\Q)-q—l-CLX—Fb.
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Obtinem de aici sistemul

ai1 +b= )\? . . )\ )\n . )\?)\2 — )\1)\3
{ o+ b= A1, cu solutiile a = NN b= R VISRt
Intrucat (A — M I2)(A — Aala) = pa(A) = Oy (conform teoremei lui Cayley-
AT ATA2 — A A5
Hamilton), deducem ca A" = aA + bls = 2 A— 2 A%,
A1 — A2 Al — A2

2° Aplicand din nou teorema impartirii cu rest polinoamelor f = X" si
pa = (X — \1)?, rezulti ci existd ¢ € C[X] si existd a,b € C astfel ca

X" =(X-X\)?-q+aX +b.
Derivand ambii membri gasim
nX"1=2(X-)\) ¢+ (X -\)% ¢ +a.

Din aceste dous egalititi obtinem a = nA} ™! si b= A} —a\; = —(n— 1)A}.
Ca mai sus, avem (A — A\112)? = pa(A) = Oy (conform teoremei lui Cayley-
Hamilton), de unde A" = aA + bly = n\!"'A — (n — 1)\P Is.

Se aplica rezultatul din problema 1, tinandu-se seama ca matricile AB
si BA au aceleasi valori proprii.

a) Daca (AB)¥ = Os, atunci pag(t) = t2, deci ppa(t) = t2. Teorema
lui Cayley-Hamilton implics (BA)? = Oy, de unde (BA)* = Os.
b) Egalitatea (AB)* = I, garanteazi ci A este inversabils. Inmultind
aceasti egalitate cu A~! la stanga si cu A la dreapta, obtinem (BA)* = I,.
c¢) Problema precedenta si cele demonstrate la a) si b) arata ca singurele
matrici cu proprietatea din enunt sunt cele de forma C = als, cu @ numar
complex arbitrar.

Fie a, 3,7, 0 limitele sirurilor (ay), (by), (cn), respectiv (dy). Atunci
exista li_)m det(A"™) = li_)m (andy — bnen) = ad — B, deci exista

lim (det A)" = ad — B.

n—oo

Cum det A > 1, rezulta ca in mod necesar avem det A = 1, deci ad — 3y = 1.
Fie A = < CCL 2 ), cu ad —bc = det A = 1. Trecand la limita in relatiile
de recurenta

Gn41 = aay + bey, Cnt1 = Cap + dcy
bn+1 = abn + bdn, dn+1 = Cbn + ddn,
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deducem ca a, 3,7, d sunt solutii ale sistemului

(a—1)a +by =0
(a—1)p +b6 =
co +(d—1)y =
cf +(d—-1)6 =0.

Cum ad— v = 1, rezulta ca acest sistem omogen admite o solutie netriviala,
deci determinantul sau este nul. Un calcul simplu arata ca determinantul
sistemului este egal cu ((a —1)(d —1) — bC)Q. Prin urmare, trebuie sa avem
(a—1)(d—1) — be = 0. Intrucit ad — be = 1, deducem de aici ci a +d = 2.
Fie A1, Ay € C valorile proprii ale lui A. Cum A\ + X2 =a+d = 2 si
Ay =det A =1, rezultd cd Ay = Ay = 1. Conform problemei 1, avem

A”:nA—(n—1)12:<”(a—1)+1 nb >

ne n(d—1)+1

de unde a, = n(a—1)+1, b, = nb, ¢, = nc, d, = n(d—1)+1. Convergenta
sirurilor (ay,), (bn), (cn) si (dy) implica atunci a =d =181 b = ¢ =0, adica
A=1.

Fie a :=tr A, f := det A si fie (un)n>1, (Un)n>1 sirurile definite recursiv
prin u; =1, v1 =0 si

Upt1 = QUp + Up, Upg1 = —Pu, oricare ar fin > 1.
Atunci pentru orice n > 1 avem (a se vedea problema 1)
Upt2 = QUpy1 — BUn, Upg2 = QUpp1 — BUy,
precum si A" = u, A + vy, Rezulta de aici ca

ap = Q1Up + Vp, by = b1y, cp = cCruy, dyp = diup+ vp.

Vom dovedi c& daca sirul (a,) este o progresie aritmetica, atunci si
sirurile (by), (cn) si (dy) sunt progresii aritmetice (celelalte trei posibilitati
se trateaza analog). Avem

Unt2 = 01Upt2 + Upg2 = ar(Qupir — Buy) + avpyr — By

= a(arups1 + vny1) — Blaru, + vy),

deci
(pt2 = Qlpy1 — Pay,
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precum si anp42 = 2ap4+1 — ap. Scazand membru cu membru cele doua
egalitati, deducem ca

(. —2)ap+1 = (B —1)a, oricare ar fin > 1.

Cazul I. o = 2.
Atunci, cum a; # 0, rezultd cd $ = 1. Prin urmare, valorile proprii ale
lui A sunt Ay = Ao = 1. Aplicand rezultatul problemei 1, gasim

1+n(a; —1) nby )

A :nA—(n—l)I2:< ney 1+n(dy — 1)

deci sirurile (by,), (¢y) si (d,,) sunt progresii aritmetice.
Cazul I. o # 2.

-1
Atunci ap11 = B

— Gn OTicare ar fin > 1, deci sirul (ay,) este o progresie

geometrica. Fiind simultan progresie aritmetica si progresie geometrica,
sirul (a,) trebuie sa fie constant. Prin urmare, trebuie sa avem f—1 = a—2,
adica B = a — 1. Dar atunci pa(t) = t> — at + a — 1, iar valorile proprii ale
lui A sunt \; =1si A2 = —1# A;. Conform problemei 1, avem

a—1)"-1 . a—1)"—(a-1
U S )
deci ) )

al — a—1—a

Nu putem avea a; = 1. In adevar, dacd a1 = 1, atuncid; = trA—a; = a—1,
deci a — 1 = 8 = a1dy — bijcy = a@ — 1 — byc;. Dar atunci bic; = 0, In
contradictie cu ipoteza. Cum « # 2, avem si o« — 1 # 1. Prin urmare, sirul
(ay) fiind constant, trebuie sd avem o —1 =0, adicAka=1si f=a—1=0.
Conform teoremei lui Cayley-Hamilton, avem A% = A, deci A" = A oricare
ar fi n > 1. Cu alte cuvinte, in acest caz sirurile (ay), (bn), (¢n) si (d,) sunt
toate constante si concluzia din enunt are loc.

FieM= ( CCL 2 > € S. Notand m := (b+c¢)/2sir := (c—b)/2, rezulta

ca M = m=3r m=r . Daca r = 0, atunci
m+r m+3r

u=(2 )
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si se constati imediat ca M? € S. Deci orice matrice de forma (1) satisface
cerinta din enunt.

Presupunem in continuare ca r # 0. Fie A si A\g valorile proprii ale lui M.
Acestea sunt radicinile ecuatiei de gradul al doilea t2 — 2mt — 872 = 0, care
are discriminantul A = 4m? 4+ 32r? > 0. Cum M)Ay = —8r? < 0, deducem
ca A1 si A\g sunt reale, distincte, nenule si de semne contrare. Notam pentru
fiecare k > 0

PUBDY: — Mg + A NS
U 1= i A si respectiv vy 1= —AA2 T A%

)\1 — )\2 >\1 - /\2
Conform problemei 1, avem M* = w,M + vl oricare ar fi k > 0. Se
constati imediat ci M* € S daci si numai daca vy = 0, adica daci si numai
dacs AF~1 = \E-1,
Dacé exista k > 1 asa incat M* € S, atunci trebuie s& avem |\| = |\a].
Cum A\ Ay < 0, rezulta ca Ao = —\q, deci 2m = tr M = 0. Prin urmare, M
este de forma

@ u=(73)

Reciproc, daca M este de forma (2), atunci avem \; = —\g = 2v/2|r|, deci
)\’f_l = )\]2“_1 oricare ar fi k impar. Prin urmare, M* € S oricare ar i k > 1
impar.

In concluzie, matricile M € S cu proprietatea din enunt sunt cele de
forma (1) sau (2), cu m,r € R arbitrare.

Fie A € M3(C), a :=tr A, B := det A si fie (up)n>0, (Vn)n>0 sirurile
definite recursiv prin ugp = 0, vg = 1 si

Upt1 = QUp + Up, Upt1 = —Pu, oricare ar fi n > 0.

Atunci avem A" = u,A 4 v,Is oricare ar fi n > 0 (a se vedea rezolvarea
problemei 1).

a b

Observam ca daca A = ( e d ) € M, atunci avem ab = cd, deci

(3) A"e M & (aup + vy)bu, = cup(duy, +vy,) < (b — c)uyv, = 0.

a b

d
ca A" € M oricare ar fin > 1. Presupunem in continuare ca b # c¢. Deoarece
matricile A%, A1 si AF2 apartin lui M, din (3) rezulta ca

b) Fie A = ) € M. Daca b = ¢, atunci in baza lui (3) deducem

URVgp = Ug41Vk+1 = Ugq2Vk42 = 0.
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Dacd u, = v, = 0, atunci A¥ = O,, deci valorile proprii ale lui A sunt
A1 = A2 = 0 si prin urmare a = 8 = 0. Din teorema lui Cayley-Hamilton
rezulta ca A% = O, deci A™ = O, oricare ar i n > 2. In consecinta, avem
A" € M oricare ar in > 1.

Daca uy, = 0 si vy # 0, atunci ug41 = vk, vg+1 = 0 sl ugro = aug,
Vko = —Pvg. Cum ugyovi+2 = 0, trebuie s avem o = 0 sau 8 =
Daci o = 0, atunci A?> = BI> (conform teoremei lui Cayley-Hamilton). Se
demonstreaza imediat ca

k= gk, si A%k=L = gF=1 4 oricare ar fi k > 1.

Daca insa B = 0, atunci A? = a4 (conform teoremei lui Cayley-Hamilton).
Se demonstreaza imediat ca

A" = o™ YA oricare ar fin > 2.

Cum A € M, rezulta in ambele situatii ca A™ € M oricare ar fi n > 1.
Cazul ug # 0, v = 0 se trateaza similar.

b
a) Cautam o matrice A = < ch J

lori proprii nenule distincte A; # A2. Atunci avem (a se vedea rezolvarea
problemei 1)

) € M, cu b # ¢, care sa aiba va-

RNy M= NN
TN = A (A VISV

Conditiile A2017 € M, A?019 ¢ M, A?018 & M sunt echivalente (conform lui
(3)) cu

()\%017 _ A%Ol7) ()\%016 _ A%Olfi) -0
(/\%019 _ A%OlQ) ()\%018 o A%OlS) -0
()\%018 _ A%OIS) ()\%017 _ )\%017) # 0.

Aceste condltu sunt 1ndephmte de exemplu, dacd A\; = € si Ay = & = &2,

unde ¢ = COS? +isin2Z. In adevar, atunci se constatd usor ca au loc

urmitoarele relatii: A\2016 = \2016 — 1, )\2019 A3019 = 1 dar )\2017 # 3017
si A2018 £ 2018,
Prin urmare, este suficient sa gasim o matrice A € M care sa aiba valorile
proprii € si €2, adica si aibd polinomul caracteristic pa(t) = t> + ¢+ 1. Un
1 6
exemplu de astfel de matrice este A = ( NG \[2 )
—vs
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a) Din A3 = B3 rezulti ci (det A)? = (det B)?. Deducem de aici ci
det A = det B =: 3, deoarece det A si det B sunt numere reale. Fie a :=tr A
si vy := tr B. Atunci, in baza teoremei lui Cayley-Hamilton, avem

A’ =aA—-BI, si B*=~B - .
Din aceste egalitati rezulta ca

AP =(a*-B)A—aply si B*=(y*—-p)B— B,

deci
(0® = B)A - afly = (v* = B)B — 8L,
Dacd o? — 8 # 0, atunci am avea
2
V=B, Bla—7)
A= B 1.
23 + o2 — B 2

Dar atunci am avea AB = BA, in contradictie cu ipoteza. Contradictia
obtinuta aratd cid a? — 8 = 0. Urmeazi apoi imediat ci 42 — 8 = 0 si ca
af = 3. Deducem ca a? =2, deci v = a sau vy = —a.

Daca v = «, atunci A si B au acelasi polinom caracteristic, deci au
aceleasi valori proprii A1 si A2 si prin urmare

tr (A") = AT + A5 = tr(B"™) oricare ar fi n € N.

Daca v = —a # «, atunci a # 0 si 2a8 = 0, deci § = 0. In acest caz
avem A% = a?A si B3 = v2B = o?B. Cum A3 = B3, rezultd cd A = B,
deci tr (A™) = tr (B™) oricare ar fi n € N.

b) Matricile A = < (1] i ) si B= ( 1 (1] ) indeplinesc cerintele din

enunt.
Fie X € M3(C) o solutie a ecuatiei matriciale din enunt. Exista atunci

u,v € R (a se vedea rezolvarea problemei 1) astfel ca X" = uX + vls.
Intrucéat sint # 0, nu putem avea u = 0, deci

—v 4+ cost sint
1 U U
X = (X" —vl) =
u sint —v + cost
U u
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Drept urmare, orice solutie a ecuatiei matriciale din enunt este de forma

X = ( Z _2 ), cu a,b € R. Mai mult, deoarece avem

cost —sint
sint cost

‘ = det X" = (a® +°)",

rezulti ci a? 4+ b* = 1. Drept urmare, existd un unic a € [0,27) in asa fel

ncat X = <

cosa —sinao ) .
. . Dar atunci se stie ca
Sin « COS (v ’

sin no cos na

X" — < cosna  — sinnao >

Deci X este solutie a ecuatiei din enunt daca si numai daca cosna = cost
si sinna = sint, adica daca si numai daca

cost+isint = cosna +isinna = (cosa +isina)".

In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt toate matricile de forma

¥ = cosqy —sinag
sin o, cosay, )’

unde ap = %, iar k=0,1,...,n— 1.
Conform teoremei lui Cayley-Hamilton, avem
A? — (tr A)A + (det A)Iy = Oy si B? — (tr B)B + (det B) Iy = O,
deci
tr(A%) = (tr A)?> —2det A si  tr(B?) = (tr B)> — 2det B.

Deoarece tr A = tr B si tr (A?) = tr (B?), deducem de aici ci det A = det B.
Drept urmare, avem py = pp =: p (matricile A si B au acelasi polinom
caracteristic). Fie f € C[X] si fie g, h € C[X] polinoame cu proprietatea ca
f = pg+ h, polinomul h avand gradul cel mult 1. Cum p(A) = p(B) = Oo,
rezultd ca f(A) = h(A) si f(B) = h(B). Daca h = b € C, atunci avem

det f(A) = det h(A) = det (bI,) = b*
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si analog det f(B) = b2. Dacd h = aX + b, cu a,b € C, a # 0, atunci avem
2 b 2 b
det f(A) = det h(A) =det (aA+bls) =a“det | A+ -1 ) =a"p|——
a a

si analog det f(B) = a?p (—g). In ambele cazuri avem det f(A) = det f(B).

Rezolvarea 1. Fie o := tr B si § := det B. Conform teoremei lui
Cayley—Hamilton, avem
B? = aB — B1,.

Inmultind relatia din enunt AB — BA = B? mai intéi de la stanga cu B, iar
apoi de la dreapta cu B, obtinem

BAB - B*A=B* si AB? - BAB = B
Adunand membru cu membru aceste egalitati, gasim
2B% = AB? - B?A= A(aB — ) — (aB — B,)A
= a(AB — BA) = aB”.
Cum 2B3% = 2BB? = 2B(aB — pI3) = 2aB? — 2B, deducem ca
aB? — 28B = O, & (o® —2B)B — afl; = 0.

af
o? — 28
a? — 283 = 0, atunci trebuie si avem si aff =0, deci @ = 8 = 0. Dar atunci
B? = Oy, deci AB = BA.

Rezolvarea 2. inmulpind egalitatea B> = AB — BA la dreapta cu B,
gasim B3 = AB? — BAB = AB? — B(B? + BA) = AB? — B?A — B3, de
unde 2B = AB? — B2A. Fie A1, Ay € C valorile proprii ale lui B. Avem

Dacd a® — 28 # 0, atunci B = I, deci AB = BA. Daca insa

M4+ N =tr(B?) =
M4 =tr(B?) =

—+

r(AB — BA) =0,
tr (AB% — B2A) = 0.

N | =

Se constata usor ca aceste doua egalitati implica A\; = Ay = 0, deci polinomul
caracteristic al lui B este pp(t) = t2. Drept urmare, B> = O, (conform
teoremei lui Cayley-Hamilton), de unde AB = BA.
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Fie 0(A) si o(B) multimea valorilor proprii ale (spectrul) lui A si
respectiv B. Fie apoi A € o(B) si fie v € C%, v # 0y un vector propriu
asociat. Avem Bv = \v si B%v = \?v, de unde

0, = (A% + B?—2AB)v = A% + \?v — 20 Av
= (A2 - 20A + N’L)v = (Ao — A)v.

Rezulta de aici cad matricea A\[2 — A este singulara, deci A € o(4). Am
dovedit astfel ca o(B) C o(A).

Intrucat matricile A si A au acelasi polinom caracteristic, are loc egali-
tatea 0(A) = o(A"). Transpunand egalitatea din enunt, obtinem

(AY? + (B")? = 2B A",

Pornind de la aceasti egalitate, se arata exact ca mai sus ci o(A) C o(B?).
In consecintd, avem o(B) C o(A) = o(A") C o(B!) = o(B), de unde
0(A) = o(B) si prin urmare tr A = tr B (ultima implicatie are loc doar din
cauza ca A si B sunt de tipul 2 x 21!).

Din tr A = tr B, rezulta ca tr (A — B) = 0. Aplicand teorema lui Cayley-
Hamilton matricei A — B, deducem ca

(1) (A— B)? +det (A — B)I, = O,.
Dar
(2) (A— B)> =A%+ B? - AB — BA= AB — BA,

de unde tr ((A — B)?) = 0. Trecand acum la urme in relatia (1), gisim
det (A — B) = 0, deci (A — B)? = Oq. Aceasti egalitate impreuni cu (2)
implici AB = BA.

Presupunem, prin absurd, ca exista X € My(C) astfel incét
X? = A, dar A? = O,. Atunci avem X% = A% = Oy, deci valorile proprii ale
lui X sunt \; = Ay = 0. Prin urmare, polinomul caracteristic al lui X este
px(t) = t2. Conform teoremei lui Cayley-Hamilton, avem A = X2 = Oy, in
contradictie cu ipoteza.

Vom da doua demonstratii pentru aceasta implicatie.
Rezolvarea 1. Fie a:=tr A si f := det A. Daca 8 = 0, atunci conform

teoremei lui Cayley-Hamilton avem A% = oA si a # 0. Fie z € C astfel ca
2> =1/a. Avem A = 1 A% = (2A4)?, deci X := zA este solutie a ecuatiei
matriciale X? = A.
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Presupunem in continuare ci 3 # 0. Cautim o solutie a ecuatiei X2 = A
de forma X = 2A + yly. Cum A% = oA — BI,, avem

X2 = 2247 4 2zyA + 2L = 22 (A — BLy) + 2zyA + 21,
(aa® + 2zy) A + (y° — B2°) .

Rezolvarea va fi incheiata de indata ce vom dovedi ca exista z,y € C asa
incat y? — Bz? = 0 si ax? + 22y = 1. Fie v € C\ {0} in asa fel incat 72 = 3.
Alegand y = £z, avem y? — B2? = 0 si

ar’ + 2y =1 & 2} a+2y)=1.

Nu putem avea simultan o+ 2y = 0 si o« — 2y = 0, deoarece, in caz contrar,
am avea v = 0. Prin urmare, este suficient sa alegem ¢ € {—1, 1} astfel ca
a + 2y # 0, apoi si alegem z € C astfel ca 22 = 1/(a + 2e7) si in fine si
alegem y = eyz. Matricea X = 1A + yl, va fi solutie a ecuatiei X2 = A.

Rezolvarea 2. Fie J matricea Jordan a lui A si fie S € My(C) o matrice
nesingulara astfel incat A = SJS™1.

Daca J = ( >(\)1 )E) >, atunci alegem z,y € C astfel ca 22 = )\; si
2
y? = \o. Matricea X := S ( g 2 > S~ satisface X? = A.
. Al . 2 .
Daca J = 0\ ) atunci A # 0 (altfel am avea A = O3). Matricea

X = S’( ‘8 z ) S~1 este solutie a ecuatiei matriciale X? = A daci si

numai dacd o2 = X si 22y = 1. Or, este simplu de viizut c& existd numere
complexe z si y care sa satisfaca simultan aceste doua egalitati.

Presupunem, prin absurd, ca exista X € My(C) astfel incat

AX + XA = I, dar A nu este inversabila si A? # O,. Atunci det A =0 si
a:=tr A # 0. Conform teoremei lui Cayley-Hamilton, avem A% = aA. Din
AX + XA = I rezulta tr (AX) +tr (XA) =2, deci tr (AX) =tr (XA) = 1.
Cum det (AX) = det Adet X = 0, in baza teoremei lui Cayley-Hamilton
deducem c& (AX)? = AX. Inmultind egalitatea AX + XA = I, la dreapta
cu AX, obtinem (AX)?+ XA2X = AX, deci AX +aXAX = AX, de unde
XAX = O,. Inmultind aceasti egalitate la stanga cu A, gisim (AX)2 = O,
adica AX = O. Analog se arata ca si XA = Oy, de unde contradictia
Ih=AX + XA =03+ 0Oy = Os.
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Daca A este inversabila, atunci ecuatia AX + XA = Iy are,
evident, solutia X = %A‘l. Ramane asadar sa aratam ca daca A # Oy si
A? = Oy, atunci existd X € My(C) astfel ca AX + XA = I,. Vom da doud
demonstratii pentru aceasta afirmatie.

Rezolvarea 1. Deoarece A?> = Oy, rezulta ca valorile proprii ale lui A
sunt Ay = Ay = 0, deci trA = det A = 0. Prin urmare, A este de forma

A= < a b >, cu a® + be = 0. Intrucat A # O, rezulta ca sau b # 0,

c —a
sau ¢ # 0. Presupunem, pentru fixarea ideilor, ca b # 0 (cazul ¢ # 0 se

¢ . b o n .
trateaza similar). Atunci avem A = < _a% b —a > Cautand o solutie

de forma X = ( ‘Z ZZ ) a ecuatiei AX + XA = I, dupa efectuarea unor

calcule de rutina pe care nu le mai reproducem, se constata ca matricea

0 0 :
X = ( 1/b 0 > este solutie.

Rezolvarea 2. Deoarece A?> = Oy, rezulti ca valorile proprii ale lui A

sunt Ay = Ay = 0. Cum A # O, matricea Jordan a lui A este J = < (O) (1) >

Este suficient sa dovedim ca ecuatia JY + Y J = I are solutie in M3(C).
In adevar, daca S € M3(C) este o matrice nesingulara cu proprietatea ca
A= SJS7!, atunci notand X := SYS™!, avem

AX +XA=8JYS '+ 8SYJSt=8(JY +Y NS ! =1,

Or, se constata imediat ca Y := < 10

00 > verifici JY +YJ = Io.

Necesitatea. Admitem ca exista X € My(C) astfel ca AX — XA = A.
Atunci avem tr A = 0. Notand 8 := det A, din teorema lui Cayley-Hamilton
rezulti cia A? = BI,. Tinand seama de aceasta, prin adunarea membru cu
membru a egalitatilor

A? = AXA - XA? si A?=A’X — AXA,
obtinem 242 = A2X — X A? = O,, de unde A% = O,.

Suficienta. Presupunand ci A% = Os, vom arita ci existd X € My(C)
astfel ca AX — XA = A. Dacd A = Os, atunci se poate alege X = O,
sau X = Iy, sau X = A. Admitem in continuare ca A # Oz. Atunci
0 1

matricea Jordan a lui A este J = < 0 0

). Este suficient sa dovedim ca
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ecuatia JY — Y.J = J are solutie in My(C). In adeviir, dacd S € My(C)
este o matrice nesingulara cu proprietatea ci A = SJS™!, atunci notand
X :=8Y S, avem

AX - XA=8JYS 1 —SYJSt=8Jy —YJ)S ' =551 = A

00 ) verifica JY —YJ = J.

Or, se constata imediat ca Y := < 01

Fie o := tr A. Deoarece det A = 1, rezulta ca polinomul caracteristic
al lui A este de forma pa(t) = t2 — at + 1. Fie t; si to radacinile ecuatiei
t?+t—1=0. Avem
det (A% + A — I) + det (A% + 1)

= det ((t1]2 — A)(tQIQ — A)) + det ((i[g — A)(—i[g — A))

= pa(ti)pa(t2) + pa(i)pa(-i)

= (2 —aty + 1)(t3 — aty + 1) + (—ai)(ai).
Intrucat t% =1-1t, t% =1—19, t1 +t2 = —1 si t1t2 = —1, deducem ca

det (A% + A — 1) + det (A% + Iy)

=(2-(a+Dt1)(2— (a+1)t2) +a°
=4 — 2(a + 1)<t1 + tg) + (Oé + 1)2t1t2 + a?
=2+2(a+1)—(a+1)2+a®=5.

Fie ps € R[X] polinomul caracteristic al lui A, pa(t) = det (tIy — A).

Avem

0 = det(A?+ L) =det ((ivVz L — A)(—-iva L, — A))
= det (ivx I — A)det (—ivx I — A) = pa(ivz) pa(—ivz),
deci unul dintre numerele complexe nereale i,/ si —iy/x este radacina a lui

pa. Cum py € R[X], rezulta ca ambele numere complexe sunt radacini ale
lui pa, deci pa(t) = (t —ivx)(t +iyz) = t? + 22 Fie
—1+v1—4z

2

radacinile ecuatiei t2 +t+x = 0. Atunci A2+ A+aly = (11— A)(tolo — A),
de unde

t12 =

det (A* + A+ xly) = pa(t)palts) = (1] + z)(t5 + )
= (tita)? + (13 + tD)z + 22
= 224+ (1-20)z+22=u=.

25



Fie ps € R[X] polinomul caracteristic al lui A, pa(t) = det (tI; — A).
Tinand seama ca AA, = dl3, avem

0 = ddet(A+dA,) =detAdet(A+dA,) = det (A + d°Iy)
= det (idls — A) det (—idIy — A) = pa(id) pa(—id),

deci unul dintre numerele complexe nereale id si —id este radacina a lui pa.
Cum py € R[X], rezulta ca ambele numere complexe sunt radacini ale lui
pa. Pe de alta parte, produsul celor doua radacini ale lui pa este egal cu
det A = d. Drept urmare, avem d? = d, de unde d = 1 si pa(t) = t* + 1.
Deducem de aici ca

det (A —dA,) = det(A—A,) =detAdet(A—A,)=det (A% - L)
= det(lp — A) det (—Iz — A) =pa(l)pa(—1) = 4.

Fie a:=trA, f:=det Asipa(t) == t?—at+ = det(A—tly) polinomul

caracteristic al lui A. Fie apoi & := cos 2 +isin 2 si w := cos T +isin % .

3
Avem
A? + A+ 1y = (A — EIQ)(A — 5[2) §1 A% — A + Iy = (A — wIQ)(A — (:)IQ).
Deducem de aici ca

3 = det(A%2+ A+ ) =pa(e)pa(d) = (e —ac + B)(E* — az + j)
= o+ +af+a—-B+1,

de unde
(1) A+ p+af+a—p=2.

Analog, 3 = det(A? — A+ ) = pa(w)pa(@) =+ B2 —aBf—a—B+1, de
unde

(2) A+ —af-—a—-p=2.

Se constata imediat ca sistemul format cu ecuatiile (1) si (2) are doar solutiile
(a=0,8=—-1)si(a=0,8=2). In primul caz, avem A% = I, (conform
teoremei lui Cayley-Hamilton), de unde A* = I, deci A* + A% = 2.
Analog, in cel de-al doilea caz avem A? = —2I,, de unde A* = 45, deci
At 4 A% = 2.

Se verifica prin calcul direct.
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Fie functia polinomiald definita prin f(x) := det (A + 2B). Conform
problemei 20, avem

f(z)=det A+ (tr A-tr B —tr (AB))z + (det B)z® oricare ar fi z € C.

Conform ipotezei, avem f(1) = f(2) = f(3) = 1. Intrucat f este polinom
de grad cel mult 2, rezulta ca f(x) = 1 pentru orice x € C, deci det A = 1,
det B =0si tr (AB) = aff, unde a :=tr A si § := tr B. Conform teoremei
lui Cayley-Hamilton, avem A2 = oA — I si B2 = BB. Cum A si B comuta,
avem (AB)? = A?2B2%. Teorema lui Cayley-Hamilton aplicatd matricei AB
implica A2B? = aAB, deoarece det (AB) = 0. Drept urmare, avem

afAB = A’B? = (a¢A — I)3B = aAB — BB,
de unde 8 = 0 sau B = O,. In ambele situatii rezulti ci B2 = Os.

Un calcul simplu aratd ca polinomul caracteristic al lui A este dat de
pa(t) = (t +1)3. Aplicand teorema impartirii cu rest polinoamelor f = X"
si pa = (X +1)3, rezultd ci existda ¢ € C[X] si existi b, c,d € C astfel ca

X"=(X+1)3 ¢+ bX*+cX +d.

Derivand de doua ori aceasta egalitate, gasim

/
I G ((X +1)3. q) +2bX +c

"
n(n — 1)X"2 = ((X +1)3- q) + 2.
Evaluand polinoamele de mai sus pentru z = —1 obtinem

(—1)"n(n — 1)

(—1)"(n = 1)(n —2)
oy, |

b=
2

c=(-1)"n(n-2), d=

Intrucat (A + I3)? = pa(A) = O3 (conform teoremei lui Cayley-Hamilton),
deducem ca

A" = bA?+ cA+dls

— (—1)" (”(”2_ D a2 4 pin—9yas =D =2) 1)2(” —2) 13> .

Fie p4 € R[X] polinomul caracteristic al lui A. Cum py4 are gradul 3,
rezulta ca el are cel putin o radacina reala. Pe de alta parte, radacinile lui
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pa (adica valorile proprii ale lui A) sunt radacini de ordinul 3 ale unitatii
(conform teoremei 3). Intrucat singura radacind reald de ordinul 3 a unititii
este 1, deducem ca 1 este radacina pentru polinomul p4. Drept urmare, avem
0=pa(l) =det (I3 — A), de unde concluzia.

Deoarece E1(A) =trA =0, E3(A) =det A=1si

E5(A) = tr(adj (4)) =

1y
qeratt(47) =0

rezulta ca polinomul caracteristic al lui A are forma pa(t) = ¢3—1. Aplicand
teorema lui Cayley-Hamilton, deducem ci A3 = I3.

Raspunsul este NU. Presupunem, prin absurd, ca exista A, B € M3(C)
in asa fel incat (AB — BA)'993 = I3. Fie A1, A2, A3 € C valorile proprii ale
matricei C' := AB — BA. Conform teoremei 3 a), avem

AL993 _ 1003 _ 31993 _

)

deci |A1| = |A2] = |A3] = 1. Pe de alta parte, avem si A\; +Aa+ A3 = tr C' = 0.
Drept urmare, A, A2 si A3 sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral,
deci polinomul caracteristic al lui C' are forma pc(t) = t* — a, cu a € C.
Aplicand teorema lui Cayley-Hamilton, deducem ci C3 = al3, de unde

Iy = CY99 = (C3)0010 = 5640,

deci C = I3, unde B = 1/a%*. Dar atunci avem A\; = Ay = A3 = f3, ceea
ce este absurd.

Deoarece matricea A este nilpotenta, rezulta ca toate valorile sale
proprii sunt nule, deci polinomul siu caracteristic este pa(t) = t". Daca
x = 0, atunci afirmatia din enunt este evidenta, iar daca x # 0, atunci avem

det (xA + I,) = (—x)" det <—i I, — A) = (—z)"pa <—;> -

Vom rezolva mai intdi problema in ipoteza suplimentara ca B este
inversabila. Atunci pentru orice X € M, (C) avem

det (A+ BX) = det (B '(A+ BX)B)=det(B'AB + XB)
= det (B 'BA+ XB) =det(A+ XB).
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Renuntam acum la ipoteza inversabilitatii lui B. Fie r cel mai mic modul
al unei valori proprii nenule a lui B (r = oo daca toate valorile proprii ale
lui B sunt nule). Atunci pentru orice € € (0,r) avem

det (eI, + B) = (—1)"det (eI, — B) = (—1)"pp(—e) # 0.

Prin urmare, matricea perturbata B. := el,, + B este nesingulara pentru
orice € € (0,7). Mai mult, avem AB, = A+ AB =¢A+ BA = B.A. In
baza celor demonstrate mai sus, deducem ca

det (A+ B:X) = det (A+ X B.) oricare ar fi € € (0,r).

Facand € N\, 0 si tinand seama ca determinantii din egalitatea precedenta
sunt functii polinomiale de grad cel mult n in variabila e, rezulta ca si in
acest caz avem det (A4 BX) = det (A + X B).

Pentru ¢ = j, conditia a;ja;; < 0 din enunt implica a;; = 0 oricare ar
fiie{1,...,n}. Prin urmare, avem Ej(A) =tr A =0si

0 Qs
Ey(A) = Z asi (Zf =- Z ajjaz; > 0.
1<i<j<n 1<i<j<n
Fie A1,..., A, € C valorile proprii ale lui A. In baza relatiilor lui Viete,
avem
(1) M4+ X2 = E1(A)? - 2E5(A) <0.

Vom dovedi ca A are cel putin o valoare proprie complexa nereala ;.
Aceasta va incheia demonstratia, deoarece atunci si \; # \; este valoare
proprie complexa nereald a lui A.

Presupunem, prin absurd, ca toate valorile proprii ale lui A sunt reale.
Din (1) rezulta atunci ca A\ = --- = A\, = 0. Dar atunci polinomul caracte-
ristic al lui A are forma p4(t) = t" si conform teoremei lui Cayley—Hamilton
ar trebui sa avem A" = O,, In contradictie cu ipoteza.

Presupunem mai intai ca una dintre matricile A si B, spre exemplu A,
este inversabila. Atunci pentru orice t € C avem

pap(t) = det(tl, — AB) = det (A~'(tl, — AB)A) = det(tl, — BA)
= ppa(t).
Presupunem acum ca A si B sunt singulare. Fie Aj,...,\, € C valorile

proprii ale lui A si fie r := min {|A\g| | £ € {1,...,n}, Ax # 0} (cu conventia

29



r = oo daca A nu are nici o valoare proprie nenuld). Atunci pentru orice
e € (0,7) avem det(A — el,,) # 0, adica matricea A — €I, este nesingulara.
Conform celor demonstrate mai sus, avem

det (tI,, — (A — el,) B) = det (tI,, — B(A —€I,,))
pentru orice € € (0,7) si orice t € C. Facand € N\, 0, obtinem

pap(t) = ppa(t) oricare ar fi t € C.

Presupunem, pentru fixarea ideilor, ca m < n (cazul m > n se trateaza
analog). Fie C' € M, (C) matricea obtinuta prin completarea lui A cu n—m
linii nule, iar D € M,,(C) matricea obtinuta prin completarea lui B cu n—m
coloane nule. Atunci avem

A AB Om,n—m
CD = ( On,mm > ( B On,n—m ) = < Onfm,m Onfm >

si DC = BA, deci pcp(t) = t" ™pap(t) si ppc(t) = ppa(t) oricare ar fi
t € C. Intrucat pcp = ppc (a se vedea problema 29), rezultd ca pentru
orice t € C avem ppa(t) =" "pap(t).

Polinomul caracteristic al matricei AB este pap(t) = t3 — 3t + 2t.
Conform problemei 30, avem pap(t) = tppa(t) oricare ar fi t € C, deci
ppa(t) = t? — 3t + 2. Valorile proprii ale lui BA sunt radicinile ecuatiei
ppA(t) =0, adica 1 si 2. Drept urmare, avem det(BA) =1-2 = 2.

a) Matricea AB fiind nilpotenta, are toate valorile proprii nule, deci
polinomul sau caracteristic este pap(t) = t". Conform problemei 30, avem
pap(t) = t" 2ppa(t) oricare ar fi t € C, deci ppa(t) = t2. Aplicind teorema
lui Cayley-Hamilton, deducem ca (BA)? = Oy, de unde

(AB)? = A(BA)’B = O,,.

b) Avem rang (AB) < rang A < 2. Prin urmare, daca rang (AB) # 2,
atunci rang (AB) < 1. Deducem de aici cd (AB)? = (tr (AB))AB = Oy,
deoarece AB are toate valorile proprii nule, deci tr (AB) = 0.

Vom demonstra afirmatia din enunt fara ipoteza ca A si B sunt in-
versabile. Deoarece || # |3], trebuie s& avem o + § # 0. Din egalitatea
aAB + fBA = I, rezulta

amB—Bm:Lr4a+mBA:m+@<a1

I, — BA),
[yt 54)
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de unde

(1) o det (AB — BA) = (a+ B)"ppa (;6) .

Similar, avem

_B(AB - BA) = I — (a + B)AB = (a + B) <11 —AB>,

a—+p "
de unde
®) (=B)" det (AB — BA) = (a + 8)"pas (aiﬁ) |

Intrucit pap = ppa (a se vedea problema 29), din (1) si (2) deducem ci
a™det (AB—BA) = (—f)"det (AB—BA). Daca det (AB—BA) # 0, atunci
trebuie sa avem o" = (—3)", de unde |a| = |f], in contradictie cu ipoteza.
Drept urmare, det (AB — BA) = 0.

[34.|Notdam O := A+ B, D:= A~ B, X := AB— BAsi I := Ip,41. Avem

CD = (A+B)(A-B)=A>-B>+BA—-AB=1-X,
DC = (A-B)(A+B)=A*>-B*+ AB-BA=1+X,

de unde X = I — CD = DC — I. Tinand seama ca, in baza rezultatului
din problema 29 avem det (I — CD) = pcp(l) = ppc(l) = det (I — DC),
deducem ca

det X = det (I — CD) = det (I — DC) = (—1)*"*ldet (DC — I) = — det X.
Drept urmare, avem det X = 0.

Daca det A = 0, atunci nu e nimic de demonstrat. Presupunem in con-
tinuare ca A are determinantul nenul, deci A este inversabila. Din egalitatea
A? — I, = AB rezultd ca A — A~! = B, de unde

IL=B>=(A—A")’ =42 —2[,+ (A7),
adica A% — 31, + (A*1)2 = 0,. inmul@ind cu A2, deducem ca
A* =342+ 1, =0,.

Prin urmare, matricea A anuleaza polinomul f := X% —3X?2 + 1. Conform
teoremei 3, orice valoare proprie A a lui A este radacina a lui f, adica
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+
M —3)\24+1=0, de unde \* = 3 2\/5

AL,y ..., A ale lui A sunt reale si verifica

1
Akl <4/ 3+2\/5 = +2\/5 oricare ar fi k € {1,...,n}.

1+\/5>n_

. Prin urmare, toate valorile proprii

Rezulta atunci cad det A = Ay -+ Ay < [A\q] -+ [An] < ( 5

Vom folosi urmatoarea

Lema. Daca z, ...,z sunt numere complexe cu proprietatea ca

Kb 428 =0 oricarearfike{l,...,7},

atunci z1 = --- =z, = 0.

Demonstratia lemei. Notam py, := 2§ + -+ 2F (k> 1) si

er = 21+ + 2,
ey = E Z@'Zj,
1<i<j<r

€r = 21" Zp,
polinoamele simetrice elementare in variabilele 21, ..., z,. In baza ipotezei si
a relatiilor lui Newton (a se vedea rezolvarea problemei urmatoare), deducem
ca ep =egy = -+ = e = 0. Prin urmare, 2; ...,z sunt radacinile ecuatiei
2T —e12" Lt egz" 72—+ (=1)"e, = 0, adicd ale ecuatiei 2" = 0. Rezulta
astfel ca 21 = --- =2z, = 0. O

Trecand la rezolvarea problemei, sa presupunem cé A’f +---+ Ak =0,
pentru orice k > 1. Atunci

(1) tr(A¥) + - 4+ tr (A¥) =0 oricare ar fi k > 1.
Fie Ai1,...,\in € C valorile proprii ale lui A; (incluzand multiplicitatile),
i=1,...,m. Atunci )\fl, ey /\fn sunt valorile proprii ale lui Af' , deci

tr(AF) = \E 4. 4 0E
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Tinand seama de (1), rezulta ca

</\§1 +- 4 )\fn) =0 oricare ar fi k > 1.
=1

In baza lemei, deducem ca A\;; = --- = \j = 0, deci AT = O, oricare ar fi
¢t =1...,m. Dar aceasta concluzie este in contradictie cu ipoteza ca macar
una dintre matricile A; nu este nilpotenta.

Fie A1, ..., An € C valorile proprii ale lui A (incluzand multiplicitatile).
Atunci valorile proprii ale lui A% sunt A}, ..., Ak pentru orice k¥ > 1, deci
tr (AF) = Ak ... + A\E_ Pentru fiecare k > 1 notam

Notam de asemenea

e1 = A+ + Ap,
€y = Z )‘i)‘ja
1<i<j<n

en = A1-+Ap,

polinoamele simetrice elementare in variabilele A1, ..., A,. Tinand seama ca
p1 =p2 =--- = py, = 0, In baza identitatilor lui Newton
€1 = D1,

2eg = e1p1 — D2,

3e3 = eap1 —e1p2 + 3,

dey = e3p1 — eapa + e1p3 — pa,

nen = en_1p1— en—ap2+ -+ (=1)" e1pn_1 + (—1)" " 'py,
deducem ca e; = eg = --- = e, = 0. Prin urmare, polinomul caracteristic al
lui A este pa(t) = t" —et" 1+ egt" 2 — ... + (=1)", = t". Teorema lui

Cayley-Hamilton garanteaza acum ca A™ = O,,.

a) Procedam prin inductie dupa k. Pentru k£ = 1 egalitatea din enunt
are loc in baza ipotezei. Presupunem ci egalitatea A¥B — BAF = akAF are
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loc pentru un numar natural £ si dovedim ca ea are loc si pentru & + 1.
Inmultind la stanga cu A, obtinem

akAR Y = ARFIB  ABAR — AMIB  (BA 1 aA)AF
_ Ak+1B _ BAk+1 _ aAkJrl

de unde AFH1B — BAML = q(k + 1) AR+

b) Trecand la urme in egalitatea akA* = A*B — BA* deducem ci
tr (A¥) = 0 oricare ar fi k > 1. Conform problemei 37, rezulta ca A" = O,.

Notam C := AB — BA. Se constata imediat ca egalitatea din enunt
este echivalenta cu AC' = CA. Pentru orice r > 0 avem atunci AC" = C" A,
deci O™ = C"(AB—BA) = C"AB—C"BA = A(C"B)— (C"B)A. Rezulta
de aici c& tr (C™+1) = 0 oricare ar fi 7 > 0. In particular, avem

trC =tr(C?) =---=tr (C") = 0.

In baza rezultatului din problema 37, deducem ca C™ = O,,.
Fie A1,..., A\, € C valorile proprii ale lui A si fie

FA) ==X~ (A=Ay) =det(A, — A)
polinomul caracteristic al lui A. Fie apoi u1, ..., u, € C valorile proprii ale
lui C si fie

gA) = A=)+ (A= pn) = det(Al, — C)
polinomul caracteristic al lui C. Deoarece det A # 0 # det C' si determinan-
tul unei matrici este egal cu produsul tuturor valorilor sale proprii, rezulta
CA AL, .oy An, M1, - - - i, € C\{0}. Fie polinomul h := fg, fie o := h(0) si fie
polinomul A*(A) := h(A\) — a. Avem a = f(0)g(0) = A1+ A1 -~ i, # 0.
De asemenea, deoarece f(A) = O, = g(C) (conform teoremei lui Cayley-

Hamilton) si h se divide atat cu f cat si cu g, rezulta ca h(A) = h(C) = O,,.
Conform ipotezei (in A* termenul liber este egal cu 0), avem si

h*(A)B = h*(C)D.
Tinand seama de aceste observatii, avem
O, = h(A)B= (h*(A)+al,)B="h"(A)B+aB
= KW (C)D+aB = (h(C) —al,)D + aB

h(C)D + o(B — D)
= Oé(B - D):
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de unde B = D, deoarece o # 0.

Vom nota cu 0,, matricea coloana nula din M,, ;(Z). In rezolvare vor
fi folosite urmatoarele afirmatii evidente:

Al. Daca X € M, 1(Z) si d € N sunt astfel incat d | §(X), atunci
d|6(AX).

A2. Daca Xi,..., Xy € My1(Z), a1,...,ar € Z si d € N sunt astfel
incat d | 0(X1), ..., d | 0(Xg), atunci d | §(a1 X1 + -+ + apXg).

Presupunem ci det A = £1.

Demonstram mai intai ca pentru orice X € M,, 1(Z) cu §(X) = 1, avem
d(AX) = 1. Presupunem, prin absurd, ca exista o matrice X € M,, 1(Z)
asa incat 0(X) = 1, dar §(AX) # 1. Nu putem avea 6(AX) = 0, deoarece,
in caz contrar, am avea AX = 0,, deci X = 0,, intrucat A este inversabila.
Dar atunci §(X) = 0, ceea ce ar fi absurd. Prin urmare, §(AX) =:d > 2.
Cum d | §(AX), din A1 rezultd succesiv d | §(A%X), d | §(A3X) s.a.m.d.
Fie pa(t) = t" + an_1t"" ' + -+ + a1t + (—1)" det A polinomul caracteristic
al lui A. Din teorema lui Cayley-Hamilton rezulta ca

A" 4 ap AV LA = (—1)”+1(det A, = +1,.
Inmultind ambii membri ai egalititii precedente la dreapta cu X, obtinem
A"X +ap AV X + -+ AX = XL

In baza afirmatiei A2, deducem de aici ci
d|§(A"X + a1 A" X + -+ a1 AX) = §(£X) =1,

ceea ce este absurd. Contradictia obtinuta arata ca 6(AX) = 1.

Fie acum X € M,, 1(Z) arbitrar si fie d := §(X). Daca d = 0, atunci
X =0,, de unde AX = 0,, deci §(AX) = 0. Daca d > 1, atunci X = dY
cuY e Mp1(Z)si6(Y) =1. Cum AX = dAY si §(AY) = 1 (conform celor
demonstrate mai sus), deducem ca 6(AX) = d.

Admitem acum ca §(AX) = 0(X) oricare ar i X € M, 1(Z),
dar d :=det A # +1.

Daca d = 0, atunci exista X € M, 1(Z) nenula asa incat AX = 0,,. Dar
atunci am avea 0 = §(AX) = §(X), contradictie (daca X este nenula, atunci
I(X) > 0).

Presupunem in continuare ca |d| > 2. Sistemul

AX=(d00 ... 0)
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are solutie unica si pentru orice i € {1,...,n} avem

aiy ... aii—1 d aiiy1 ... G1p
1 azr ... G24-1 0 azi+1 ... Qa2n
ri = — - det . . . . . . = Ay,
d : : : : : : :
pl - Gni—1 0 Qnit1 ... Gnn

unde Aj; este complementul algebric al elementului ay; din matricea A.
Asadar, notand X = (413 A2 ... A1)t avem AX = (d0 ... 0)'. Conform
ipotezei, avem d = §(AX) = §(X), deci d divide fiecare dintre numerele

Aq1,Aq9, ..., A1n. Analog, considerand sistemele
AX=(0d0 ... 0% ..., AX=(00 ... 0d)
se ajunge la concluzia ca d | A;; oricare ar fi 4,5 € {1,...,n}. Rezulta de

aici ca d" | det (adj (A)), unde adj (A) reprezinta adjuncta clasica a lui A (in
adevar, d divide toate elementele de pe fiecare coloana din adj(A)). Cum
A -adj(A) = dI,, deducem c& d"*! | d - det (adj(A)) = d", ceea ce este
absurd. Contradictia obtinuta arata ca d = det A = £1.

Implicatia 2° = 1° fiind evidenta, vom dovedi ca 1° = 2°. Pre-
supunand ci det (4% + - -+ A%) = 0, rezultd cd 0 este valoare proprie a ma-
tricei AZ+4- -+ A2, deci existd x € R", z # 0,, astfel ca (A +- -+ A7)z = 0,,.
Inmultind aceasti egalitate la stAnga cu !, obtinem

P A AT+ A A =0 & AP+ + A =0,

de unde A1z =+ = Apx = 0,,.
Fie By, ..., By € My(R) arbitrar alese. Deoarece

(AlBl + 4 AkBk)t:L' = BfAlx + -+ B,’;Akx = 0,,

rezultd ca 0 este valoare proprie pentru (A1 By + - -+ + ApBy)t, cu x vector
propriu asociat. Prin urmare, avem det (A1 By + -+ + ApBg)! = 0, adica
det (A1 B1+- -+ A By) = 0 (s-a folosit faptul ca determinantul unei matrice
este egal cu produsul tuturor valorilor proprii ale acelei matrice).

Fie A € M,,(C) o matrice hermitiana, fie A € C o valoare proprie a lui
A sifie x € C", z # 0, un vector propriu asociat lui A. Atunci avem

*A
Az =Xz = Az =X "z =)\]z||? = )\:%.
x
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Pe de alta parte, Az = Az = z*A* = A\z*, adicd 2*A = A\z*, intrucat
A* = A. Inmultind la dreapta cu z, gisim x* Az = Az*x = A||z||?, de unde
- Az <
A= W Drept urmare, avem A = A, deci A € R.

x

Fie A := A' Ay + - + AL A € M, (R). Atunci avem A" = A, deci A
este matrice simetrica si prin urmare are toate valorile proprii reale (conform
problemei 43). Cum det A este egal cu produsul tuturor valorilor proprii
ale lui A, este suficient si aratam ca toate valorile proprii ale lui A sunt
nenegative. Fie A € R o valoare proprie oarecare a lui A si fie z € R",

x # 0, un vector propriu corespunzator. Din egalitatea Ar = Ax deducem
ca

Mtz =2'Ax = o' (AlA1 4+ + AL Ag) @
= .TtAtlAlx R xtAZAkx
= (Alx)t(Alx) +--+ (Ak:c)t(Aka:),
adica

|Avz||? 4 - + || Apa|?

> 0.
[l B

Azl = | Azl + - + [ Apz|? = A=)

a) Fie A € M, (R) o matrice simetrica astfel incat
(1) tr (A”_l) =det A <n".

Conform problemei 43, toate valorile proprii ale lui A sunt reale. Fie
A1, ..., An aceste valori proprii. Atunci )\?*1, ..., A" sunt valorile proprii
ale matricei A1, iar relatia (1) este echivalents cu

(2) M =, <™

Pe de alta parte, n fiind impar, inegalitatea mediilor aplicata numerelor
reale nenegative )\71171, .., A"~ Limplica

n—1_ . n—1\"
(3) (Al Tt > S AnLnet,

n n

Din (2) si (3) deducem ca

(A A"
n" -




de unde

nﬂ

IR it SRR Y oo
()\7111+...+)\Q_1)n1< (O e —1)20.
Tinand seama ca n este impar, in baza relatiei (2) conchidem ca
1 _
ATt <o,

deci A\; = --- = A, = 0. Cum A este ortogonal diagonalizabila, rezulta de
aici cd A = O,,. Deci singura matrice simetrica A € M, (R) care satisface
(1) este A= O,,.

b) Fie A € M,,(R) o matrice simetrica astfel incat

(4) tr (A"_l) =det A=n"
si fie A\1,..., A, € R valorile proprii ale lui A. Atunci avem
(5) AP =g, = 0T

deci in inegalitatea mediilor (3) avem egalitate, ambii membri fiind egali cu

2_ . PN v . v
n™ =" (conform lui (4)). Tinadnd seama de aceasta observatie, deducem ca
)\71171 - .= )\2—1 _ nn—l’

de unde |A;| = -+ = |\,| = n, Intrucat n este impar.

Fie D = diag(Ai,...,An) si fie U € M, (R) o matrice ortogonala cu
proprietatea ca A = U'DU. Atunci avem

A? =U'D*U = U - n?I, - U = n?I,.

c¢) Fie n > 4 un numar intreg par, fie

Al;:n”_\1/2+\/5’ )\3:...:An71:n7
Ao :=n"V2— 5, Ap = —1

si fie A := diag(\1,...,An). Atunci A este simetrica si se verifica imediat
ca relatia (5) are loc, deci A satisface (4). Pe de alta parte, este clar ca
A? #£nl,.

Fie A € M,,(C) o matrice stramb hermitiana, fie A € C o valoare
proprie a lui A si fie x € C*, x # 0,, un vector propriu asociat lui A\. Atunci
avem

x*Ax

Az =Xz = Az =X "z =)\]z||? = )\:W.
x
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Pe de altd parte, Az = \x = z*A* = \z*, adici —z*A = \z*, intrucat

A* = —A. Inmultind la dreapta cu z, gisim —z*Az = Az*z = A||z||?, de
— *A _
unde A\ = —%”f. Drept urmare, avem A\ = —A, deci fie A = 0, fie A = ib,
x
cube R\ {0}

Fie A1,..., A, € C valorile proprii ale lui A, adica radacinile polino-
mului caracteristic p4 € R[X] al lui A. Daca n este impar, atunci p4 are
cel putin o radacina reala. Conform problemei precedente, aceasta trebuie
sa fie 0, deci det A = A1 - - - A, = 0. Presupunem in continuare ci n este par.
Daca A are valoarea proprie 0, atunci det A = 0 (ca mai sus). Daca 0 nu
este valoare proprie pentru A, atunci valorile proprii sunt toate de forma ib,
cube R\ {0}. Cum pa € R[X], orice radécina a lui p4 apare in pereche cu
conjugata ei. Tinand seama de aceasta observatie, precum si de faptul ca
ib(—ib) = b?, deducem ca det A > 0.

Fie p4 € R[X] polinomul caracteristic al lui A,
pa(t) =t" — E1 (A"t 4+ By(A)t" 2 — -+ (—1)"E,(A),

unde Ej(A) este suma minorilor principali de ordinul & ai lui A. Intrucat
orice minor principal de ordinul & al lui A este determinantul unei matrice
antisimetrice din My (R), in baza rezultatului din problema precedenta de-
ducem ca Ei(A) = 0 pentru k impar si Ex(A) > 0 pentru k par. Prin
urmare, p4 este un polinom cu toti coeficientii nenegativi, de forma

paA(t) =" + aot" 2 4 agt" T

deci sau pa(—t) = pa(t) oricare ar fi t € R, sau pa(—t) = —pa(t) oricare ar
fi t € R. Tinand seama de aceasta observatie, avem

det(A + zI,) det(A + yI,) > det(A + /zy I,)*
& ()"pal-2)(-1"pal-9) > ((-1)'pa(~vam))
= palr)paly) > Pa(vy).

Am redus astfel problema la a demonstra ca daca P € R[X] este un polinom
cu coeficienti nenegativi, atunci are loc inegalitatea

P(x) P(y) > P*(xy) oricare ar fi z,y € [0, 00).
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Fie P = ap X"+ ap_1 X" 1+ -4ag sifie z,y € [0,00). Conform inegalitatii
lui Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, avem
P2(\/@) — (anw+ A1 xnflynfl NS al\/ﬂ?qu a0)2

= (Van@™Jany" + --- + JarzJary + aoy/ao)’
< (apz" + -+ a1z + ao)(any” + - + a1y + ag)
= P(z) P(y).

Fie U € M, (C) o matrice unitara, fie A € C o valoare proprie a lui U
si fie x € C", x # 0, un vector propriu asociat lui A. Atunci avem Uz = Az,
deci z*U* = Az*. Prin inmultirea celor doua egalitati, gasim

(*U*)(Uzx) = Mz*) (M) & 25Uz = |\*2*z
& al® = AP,
deci |A| = 1, deoarece ||z|? > 0.

a) Fie A1,..., A\, € C valorile proprii ale matricei A, care este ortogo-
nald. Conform problemei 49, avem |A;| = --- = |\,| = 1, deci

[tr A = A4+ X < A1+ + [Mn] =1

b) Rezolvarea 1. Daca n este impar, atunci polinomul py € R[X],
de grad n, are cel putin o radacina reala. Conform problemei 49, aceasta
radacina are modulul 1, deci este sau 1 sau —1. Prin urmare, avem

0 = pa(l)pa(—1) =det(l, — A) det(—1, — A)
= det ((I, — A)(—1I, — A)) = det(A® — I,,).

Rezolvarea 2. Avem

det (A —I,) = det ((A—IL,)(A+1,)) =det(A—I,)det (A+I,)
= det(A—1I,)det (A" + I,,) = det ((A—I,)(A" + I,))
= det (AA'+ A — A" — I,,) = det (A — A") =0,

deoarece n este impar, iar matricea A — A’ este antisimetrica.

Presupunem, prin absurd, ca 1 nu este valoare proprie pentru B. Din
problema 49 rezulta ca valorile proprii ale lui A sunt —1 si perechi (A, \),
cu [A\| = 1. Fie ¢ ordinul de multiplicitate al valorii proprii —1. Deoarece
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valorile proprii complexe nereale apar in pereche cu conjugatele lor, rezulta
ca { are aceeasi paritate ca si n. Tinand seama ci A\ = |A\|> = 1 oricare
ar fi A valoare proprie complexa nereala a lui A si ca determinantul lui A
este egal cu produsul tuturor valorilor proprii ale lui A, deducem ca det A =
(=1)! = (=1)". Intrucit si B este matrice ortogonald care nu are pe 1
ca valoare proprie, rationamentul de mai sus este valabil si pentru B, deci
det B = (—1)" = det A. Dar aceasta egalitate este in contradictie cu faptul
ca det B = —det A.

a) Avem
AAY = (I, — 222")(I,, — 2z2') = I, — dxa’ + da(2'z)2’ = I,,,
deoarece z'x = z2+4---+22 = 1. Drept urmare, matricea A este ortogonal.
b) Fie A1, ..., \, valorile proprii ale lui A. Deoarece A = A!, rezulta ci
toate valorile proprii A; sunt reale (conform problemei 43). Pe de alta parte,
matricea A fiind ortogonala, in baza rezultatului din problema 49 rezulta
cd [Aj| =1, deci \; = £1 oricare ar fi j = 1,...,n. Intrucat

)\1+...+)\n:trA:(1—2$%)—|—---—|—(1—21}%):’I’L—2,

deducem ca valoarea proprie +1 are ordinul de multiplicitate n — 1, iar
valoarea proprie —1 are ordinul de multiplicitate 1. Cu alte cuvinte, valorile
proprii ale lui A sunt \; =---=X,_1 =1si \, = —1.

Fiind o matrice simetrica reald, A este otogonal diagonalizabila (adica
exista o baza ortonormald in R™, formata din vectori proprii ai lui A). Vom
demonstra ca y € R™\ {0,,} este vector propriu corespunzator valorii proprii
+1 dacd si numai daci y L z, adica 'y = 0. In adevir, 1y este vector propriu
al lui A corespunzator valorii proprii +1 daca si numai daca

Ay=y <& y—2xwty:y & a:mty:()n.

Daca z'y = 0, atunci ultima egalitate de mai sus este evidenta. Reciproc,
daca zzty = 0, atunci avem

0 =4'0, = y'az'y = (2'y)' (2'y) = (a'y)?,

de unde zfy = 0.

Similar se demonstreaza ca y € R™\ {0,} este vector propriu corespun-
zitor valorii proprii —1 dacii si numai dacii y € (2). In concluzie, o bazi
in raport cu care A are forma canonica Jordan, adica diag(1,...,1,—1),
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este formata din vectorii unei baze ortonormale in (z)*, la care se adaugs
vectorul z.

¢) Admitem ca y = (1,...,1) este vector propriu al lui A. Conform celor
demonstrate mai sus, trebuie sa avem fie y L z, fie y = ax, cu a € R. Cum
2ty = 14 +x, # 0, nu putem avea y L z. Ramane posibilitatea y = o,
de unde z = &y Cum 22 + - - + 22 = 1, rezultd c& a = +/n, deci

a) Cum AB anuleaza polinomul X", rezulta ca toate valorile proprii
ale lui AB sunt radacini ale acestui polinom, deci sunt egale cu 0. Prin
urmare, polinomul caracteristic al matricei AB este pap = X". Conform
problemei 29, avem si pp4 = X", iar conform teoremei lui Cayley-Hamilton

(BA)" = O,,.

b) Fie {ei,...,e,} baza canonica a lui R" si fie X,Y € M, (R) matri-
cile cu proprietatea ca aplicatiile liniare px,py € L(R",R") asociate lor
actioneaza asupra bazei canonice dupa cum urmeaza:

x ‘ €1 €9 €3 . €n—1 €En
vx(x) ‘ 0, e3 e4 ... en €1

T ‘ (&) €9 €3 €4 e €n—1 €n
vy (z) ‘ en_1 0, e1 ey ... en_3 ep_o.

Atunci pxy = px o py si 9y x = ¢y opx actioneaza asupra bazei canonice
dupa cum urmeaza:

X el €9 €3 () e Cn—1 €n
oxy() | en 0, 0p, e ... en—2 ep_1

X (&) €9 €3 €4 N €n—1 €n
Y X (.’L‘) On €1 €9 €3 Ce €n—2 €n—1-

De aici rezulta apoi succesiv

T €1 €9 €3 €4 €5 e €En—1 €En
(,O(Xy)Q (CL’) €n—1 On On On €3 e €n—3 €n—2

T €1 €9 €3 €4 €5 e ... €n—1 €n
QO(Xy)B (33) €n—9 On On On On €3 “e €n—4 €En—3
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T ep ez €3 €n—1 €En
QD(XY)"*2 (1’) es 0, O, 0y, €2

T e|1 e €3 €n—-1 €En
P(Xy)n-1 () | 0n 0n Op O0n O,

deci p(xy)n-1 =0,

X

adica (XY)" ! = O,. Prodedand analog, se obtine

€1 €2 €3 €n—1 ©En

SO(YX)"*l(w)
deci p(y x)n-1 # 0,

0n On O,
adics (Y X)L £ O,.

€1,

Raspunsul este DA pentru n € {2,3} si NU pentru n > 4.

a) Fie mai intai n € {2,3}. Daci (AB)? = O,, atunci AB este nilpo-
tenta, deci are toate valorile proprii egale cu 0. Prin urmare, polinomul ca-
racteristic al matricei AB este pap(t) = t". Dar atunci ppa(t) = pap(t) =
t" si, conform teoremei lui Cayley-Hamilton, avem (BA)" = O,,.

b) Dam exemplu de matrici A, B € My(C) asa incat (AB)? = Oy, dar
(BA)? # O4. Fie (a se vedea si rezolvarea problemei precedente)

0 00
0 00
A= 010
0 01
si respectiv
0 01
0 00
b= 1 00
0 00
Atunci avem
0 0
00
AB = 0 0
10
si respectiv
0 1
0 0
bA= 0 0
0 0

1
0 T ‘61 €2 €3 ¢4
0|’ QOA(I)‘04 e3 e4 €1
0
0
1 x ‘61 €2 €3 €4
0 ’ (pB(l')‘eg, 04 €1 €9.
0
0 0
0 0 x ‘61 es ez e4
01 |’ oap(x) | ea 04 04 e3
0 0
0 0
1 0 T ‘61 €2 €3 €4
01’ (pBA(:E)‘04 e1 ey e3.
0 0

Se verifica imediat ci (AB)? = Oy, dar (BA)3 # Oy.
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c) Fie n > 4 arbitrar si fie Ay, By € My4(C) matricile de la punctul b).
Atunci matricile de blocuri

A < Ay O4n—s > i B— ( By O4n—1 )
Onf4,4 On74,n74 ’ On74,4 On74,n74
verifica

o e B

On74,4 Onf4,nf4

ByAy)?  Ogp-y
Bay = (Bads " On.
( ) < On74,4 On74,n74 ?é

a) Daca A € M,(Q) este radicala, atunci numarul d := det A are
proprietatea ci v/d € Q pentru o infinitate de numere naturale k > 2. Or,
este evident ca acest lucru este posibil doar daca d € {—1,0,1}.

Vom demonstra ca pentru orice a € (Q matricea

1 a 0 0 O 0

0 1 0 0 O 0

o 0 1 0 0 0

A= 0o 0 0 1 0 0

0 0 0 0 O 1

este radicald. In adevar, matricea

1 =z 0 0 O 0
0 1 0 0 O 0
0o 0 1 0 0 0
X@=1 "9 0 0o 1 o0 0
0o 0o o0 o0 0 ... 1

satisface X (z)* = X (kx), deci X (a/k)* = A pentru orice numar natural k.

b) Vom dovedi ca pentru orice a € Q \ {0} matricea

0 a O O O ... 0 O
0 0 a O O ... 0O O
A - 0 0 0 a O ... 0 O
0o 0 o0 o0 O 0 a
0 0 0 0 O 0 O
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nu este radicala. Se verifica prin calcul ca

A% = matricea care are a? pe diagonala situatd cu doud unititi dea-
supra diagonalei principale si 0 in rest;

A3 = matricea care are a® pe diagonala situata cu trei unitati deasupra
diagonalei principale si 0 in rest;

1

A"~ = matricea care are ™! in coltul NE si 0 in rest;

A" = 0,,.

Demonstram ci pentru k > n nu existi X € M, (Q) astfel incat X¥ = A.
Presupunand contrarul, ar rezulta cd X™® = A" = O,. Drept urmare,
matricea X este nilpotentd, deci are toate valorile proprii egale cu 0 si poli-
nomul caracteristic px () = t". Din teorema lui Cayley-Hamilton rezulta ca
X" = O, de unde X* = O,, # A, contradictie.

In fine, vom dovedi ca pentru orice numar natural prim p, matricea

A = diag (p, %, 1,1,..., 1) nu este radicald. In acest scop, este suficient sa

demonstram ci pentru k > n nu existda X € M, (Q) astfel incat X* = A.
Presupunand contrarul, fie A1, ..., A, € C valorile proprii ale lui X. Atunci,
se stie, valorile proprii ale lui X k sunt )\’f, .. .,)\Z, iar acestea trebuie sa
coincida cu valorile proprii ale lui A, care sunt p, % si 1 cu multiplicitatea
algebrici n —2. Rezulta ca existd i € {1,...,n} asa incat \F = p, adica \; =
¥/p. Fie px polinomul caracteristic al lui X si fie m polinomul minimal al lui
¥/p peste corpul Q, adica polinomul monic de grad minim din Q[t] care are
pe {/p drept radacina. Cum px ({¥/p) = 0, rezulta ca degm < n si m divide
orice polinom monic din Q[t] care are pe {/p drept radacina. In particular, m
divide polinomul f(t) := t* —p. Pe de alti parte, criteriul de ireductibilitate
al lui Eisenstein asigura ca f este ireductibil in Q[¢]. Contradictia obtinuta
arata cd, intr-adevar, matricea A nu este radicala.

Presupunem, pentru fixarea ideilor, ca A este inversabila. Fie
map(t) =t* +art* 1+ Fap it +ap
polinomul minimal al lui AB. inmultind egalitatea

(AB)* + ay(AB)* ' + -+ ax_1AB + a1, = O,
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la dreapta cu A, deducem ca
A((BA* + a1 (BA)F ! + -+ ap_1BA+ ail,,) = On,.

inmul‘gind aceastd egalitate la stanga cu A~!, gasim map(BA) = O,. Cu
alte cuvinte, matricea BA anuleaza polinomul mapg. Rezultd de aici ca
mpAa | maB.

Fie acum mpa(t) = t4 + byt9~ ! + .-+ + b,_1t + b, polinomul minimal al
lui BA. Inmultind egalitatea

(BA)? + b1 (BA)T™ 4+ -+ + by_1 BA+ byl = O,
la stanga cu A, deducem ca
((AB)? + by (AB)T™  + - + by 1 AB + byI,) A = O,,.

inmul‘gind aceastd egalitate la dreapta cu A™!, gasim mpa(AB) = O,,. Ca
mai sus, urmeaza de aici ca map | mpa. Intrucat map si mpa sunt poli-
noame monice si fiecare se divide cu celalalt, rezulta ca ele sunt egale.
Egalitatea map = mp4 nu ramane adevarata daca niciuna dintre ma-
tricile A si B nu este inversabila, dupa cum arata urmatorul contraexemplu:

0 00 0 00 0 ...

100 ... 0 111 ... 1
A=1000 ... 0 f pB=|[00O0

0 00 0 0 00 ... 0

Atunci AB = O,, deci mag(t) = t, pe cand BA # O, si (BA)? = O,, de
unde mpa(t) = t2.

Fie my € C[X] polinomul minimal al matricei A si fie polinoamele
f,g€C[X], f=XP—pX + (p—1) si respectiv g = X3? — 3pX + (3p — 1).
Atunci m4 divide pe f si pe g, deci orice radacina a lui m4 este radacina
atat pentru f cat si pentru g. Fie A € C o radacina arbitrara a lui ma.
Atunci avem

N =pA—1)+1 si AP =3pA—1)+1.
Ridicand prima egalitate la cub si tinand seama de cea de-a doua, gasim

PA-1°+3pP°A=1)’=0 & pP’A=1)>*(pA—p+3)=0,
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p=3
p

_a\P
—2—p()\—1)—|—1—/\p—<p:3> ,
p

de unde A =1 sau A = 1%3. Daca A = , atunci am obtine

ceea ce ar fi absurd, intrucat p > 3. Prin urmare, singura radacina com-
plexa a lui my este 1. Cum f si g admit pe 1 ca radacina cu ordinul de
multiplicitate 2, deducem ca my = X — 1, sau my = (X — 1)2.

Fie acum 7 > 1 un numar intreg si fie polinomul h = X" —rX + (r — 1).
Daca r = 1, atunci nu avem ce demonstra, iar daca r > 2, atunci h admite
pe 1 ca radacina cu ordinul de multiplicitate 2. Urmeaza de aici ca ma
divide pe h, deci h(A) = O,,.

Vom demonstra ca daca p este un numar intreg arbitrar (nu neaparat
prim), cu proprietatea ca p > n + 1, iar A € M,,(Q), A # I,,, atunci avem
AP + A £ 21,.

Presupunem, prin absurd, ca exista o matrice A # I,, din M,,(Q), astfel
ca AP + A = 2I,,. Fie polinomul ¢ := XP + X — 2 € Z[X] si fie m4 € Q[X]
polinomul minimal al lui A. Cum ¢(A) = O,, rezulta ca my divide pe ¢.
Avem
p=(X-1)(XP L4 XP 2. .. X +2)

Vom demonstra ci polinomul f := XP~1 4+ XP~24... 4+ X +2 este ireductibil
in QX]. Cum A # I, nu putem avea myg = X — 1. Atunci ireductibili-
tatea lui f implic ma = f sau ma = ¢. Intrucat my divide polinomul
caracteristic al lui A, am avea atunci

n>gradmg >p—1>n,

ceea ce ar fi absurd.

Rémane asadar si dovedim ireductibilitatea lui f in Q[X]. Conform
lemei lui Gauss, aceasta este echivalenta cu ireductibilitatea lui f in Z[X].

Demonstram mai intai ca daca a € C este o radacina a lui f, atunci
la| > 1. In adevir, dacii a este o radicing a lui f, atunci avem

o’ +a—-2=¢(a)=0.
Presupunem ca |a| < 1. Atunci avem

1> o?| = [2—a| 22 |a] > 1,
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deci cele trei inegalitati de mai sus trebuie sa aiba loc cu egalitate. Dar
acest lucru este posibil doar daca o = 1, iar 1 nu este radacina a lui f.
Contradictia obtinuta arata ca toate radacinile lui f au modulul strict mai
mic decat 1.

Presupunem, prin absurd, ca exista polinoame neconstante g, h € Z[X]
in asa fel incat f = gh. Fie aq,...,a; € C radacinile lui ¢ si respectiv
B1,.-.,0m € C radacinile lui h. Conform celor demonstrate mai sus, avem
laj| > 1 oricare ar fi j € {1,...,k} si |Bj] > 1 oricare ar fi j € {1,...,m}.
Deoarece

k m
g=[IX —ay) si n=][x-8),
Jj=1 j=1

k k
rezultd ca |g(0)] = H laj| > 1 si |h(0)] = H |Bj| > 1. Pe de alta parte,
j=1 J=1
|g(0)] si |(0)| sunt numere intregi pozitive cu proprietatea ca |g(0)|-|h(0)| =
|f(0)] = 2, deci unul dintre ele este egal cu 1. Contradictia obtinuta arata
ca f este ireductibil in Z[X].

Fie n un numar natural cu proprietatea ca exista o matrice A € M,,(Q)
astfel incat A2" + I, = O,,. Fie f= X2 4 1, fie p4 € Q[X] polinomul ca-
racteristic al lui A si fie my € Q[X] polinomul minimal al lui A. Deoarece
f(A) = Oy, rezulta ca my divide f. Pe de alta parte, polinomul f este
ireductibil in inelul Q[X] (aceasta fiind o consecinta a criteriului de ireducti-
bilitate al lui Eisenstein). Drept urmare, avem m4 = f. Conform teoremei
lui Frobenius, polinoamele p4 si ma = f au aceiasi factori ireductibili in
Q[X], deci exista un numar natural r in asa fel incat py = f7. Deducem de
aici ca n = grad (pa) = r - grad (f) = r - 2F > 2F.

Pentru a incheia rezolvarea, ramane si mai dovedim c& pentru n = 2F
exista o matrice A € M, (Q) asa incat A" = —I,. Fie {e1,..., ey} baza
canonica a lui R" si fie A € M,,(Q) matricea cu proprietatea ca aplicatia
liniara p4 € L(R™ R™) asociata ei actioneaza asupra bazei canonice dupa
cum urmeaza:

x ‘ e € €3 ... epn_1 en
va(x) ‘ es €3 €4 ... en  —e].
De aici rezulta apoi succesiv
xr (&) €9 €3 e €n—2 €n—1 €En
va2(x) | es eq es ... en —e1  —en
xr (&) €9 €3 e €n—3 €n—9 €En—1 €n
oa3(x) | es es eg ... en —e1 —ey —e3
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T ‘ €1 €2 €3 e €n—1 €n

SOAn(l')‘—el —ey —e3 ... —ep_1 —€np,

deci A™ = —1,.
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