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Introducere

Introducere

În matematică, teorema de punct fix a lui Banach [1] (cunoscută şi sub
numele de teorema aplicaţiei contractive sau principiul contracţiei) este un
instrument important ı̂n teoria spaţiilor metrice. Ea garantează existenţa şi
unicitatea punctelor fixe ale unor clase de aplicaţii ale unui spaţiu metric ı̂n
el ı̂nsuşi şi furnizează o metodă constructivă de determinare a acelor
puncte fixe.

Definiţie

Fie (X , d) un spaţiu metric. O aplicaţie T : X → X se numeşte contracţie
pe X , dacă există q ∈ [0, 1) astfel ı̂nĉıt oricare ar fi x , y ∈ X

d (T (x), T (y)) ≤ qd(x , y). (1)

Definiţie

Fie T : X → X . Punctul x ∈ X se numeşte punct fix al lui T dacă
T (x) = x.
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Enunţul

Enunţul

Teoremă (Banach, 1922)

Fie (X , d) un spaţiu metric complet nevid şi T : X → X o contracţie.
Atunci T admite un punct fix unic x∗ ∈ X (i.e. T (x∗) = x∗). Mai mult,
x∗ poate fi determinată prin metoda aproximaţiilor succesive: se porneşte
de la un element arbitrar x0 ∈ X şi se defineşte şirul {xn} prin
xn = T (xn−1); atunci xn → x∗.

Observaţie

Inegalităţile următoare sunt echivalente şi descriu viteza de convergenţă:

d (x∗, xn) ≤
qn

1− q
d (x1, x0)

d (x∗, xn+1) ≤
q

1− q
d (xn+1, xn)

d (x∗, xn+1) ≤ qd (x∗, xn) .
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Demonstraţie

Demonstraţie I

Demonstraţia este din [2].

Din inegalitatea triunghiului, ∀x , y ∈ X

d(x , y) ≤ d (x , T (x)) + d (T (x), T (y)) + d(T (y), y)

≤ d (x , T (x)) + qd (x , y) + d(T (y), y).

Exprimând d(x , y) avem

d(x , y) ≤ d (x , T (x)) + d(T (y), y)

1− q
(2)

x , y puncte fixe ⇒ d(x , y) = 0⇒ x = y (deci unicitatea)
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Demonstraţie

Demonstraţie II

Fie T n prin compunerea lui T cu ea ı̂nsăşi de n ori; observăm prin
inducţie că ea satisface condiţia (1) cu constanta qn. Răm̂ıne să
arătăm că pentru orice x0 ∈ X , şirul {T n(x0)} este fundamental şi
converge către un punct x∗ ∈ X , care, aşa cum s-a observat mai sus,
este punct fix al lui T . Dacă ı̂n inegalitatea (2) ı̂nlocuim x cu T n(x0)
şi y cu Tm(x0), obţinem

d (T n(x0), Tm(x0)) ≤
d(T (T n(x0)), T n(x0)) + d(T (Tm(x0)) , Tm(x0))

1− q

=
d(T n(T (x0)), T n(x0)) + d(Tm(T (x0)), Tm(x0))

1− q

≤ qnd(T (x0), x0) + qmd(T (x0), x0)

1− q

=
qn + qm

1− q
d(T (x0), x0)
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Demonstraţie

Demonstraţie III

Deoarece q < 1, ultima expresie converge către zero ĉınd n, m→ ∞,
deci {T n(x0)} este Cauchy.

Făĉınd m→ ∞, se obţine delimitarea

d (T n(x0), x∗) ≤ qn

1− q
d(T (x0), x0).
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Demonstraţie

Figura: Stefan Banach (1892 - 1945) a fondat analiza funcţională modernă şi a
avut contribuţii majore ı̂n teoria spaţiilor liniare topologice, teoria măsurii,
integrare, serii ortogonale.
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Demonstraţie
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