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Rezolvarea sistemelor liniare

Rezolvarea sistemelor liniare

In notatie matriciald, un sistem se scrie sub forma

Ax =b

unde A € K"™" p e K1,
Solutia x = A~ 1h

In majoritatea problemelor practice inversarea este nenecesard si
nerecomandabila

Exemplu extrem, n = 1: 7x = 21, cu solutia x = % = 3, o operatie /

(]

Rezolvat prin inversare ne da

x =771.21 =0.1428571 - 21 = 3.0000002, dou3 operatii /,*
Consideratii similare se aplica si la sisteme cu mai multe ecuatii si
chiar la sisteme cu aceeasi matrice A si membri drepti diferiti
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Un exemplu numeric

Un exemplu numeric |

@ Consideram exemplul

10 -7 0 X1 7
-3 2 6 X2 - 4
5 —1 5 X3 6

e 0.3F;1 + E, — E», —0.5E1 + E3 — E3. Coeficientul 10 al lui x; se
numeste pivot, iar cantitatile -0.3 si 0.5 obtinute prin Tmpartirea
coeficientilor lui x; din celelalte ecuatii se numesc multiplicatori

10 -7 0 X1 7
0 -01 6 x | = | 6.1
0 25 5 X3 25
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Un exemplu numeric

Un exemplu numeric Il

@ Pasul 2, eliminarea lui x» din a treia ecuatie. Pivotul, coeficientul lui
X, -0.1 este mai mic decat alti coeficienti. Din acest motiv ecuatiile 2
si 3 trebuie interschimbate, operatie numit3 pivotare. In acest caz nu
este necesara, dar Tn general este cruciala.

10 -7 0 X1 7
0 25 5 x | = | 25
0 —0.1 6 X3 6.1

e Pasul 3, 0.04E; + E3 — E3 (Cat ar fi multiplicatorul f3r3
interschimbare?)

10 -7 O X1 7
0 25 b x | = | 25
0 0 62 X3 6.2
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Un exemplu numeric

Un exemplu numeric Il

o Ultima ecuatie
6.2x3 = 6.2

ne da x3 = 1.

e Inlocuind Tn a doua ecuatie
25x%4+5-1=25= x = —1.
o inlocuind Tn prima ecuatie
10x1 + (=7)(=1) =7 = x1 = 0.

@ Solutia este
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Un exemplu numeric

Un exemplu numeric IV

@ Verificare
10 -7 0 0 7
-3 2 6|-] -1|1=1|4
5 -1 5 1 6

@ Algoritmul poate fi exprimat mai compact in forma matricial3, fie

1 0 0 10 -7 O 1 00
L= 0.5 1 0|, U= 0 25 5 (,P=]001
—-03 —-0.04 1 0 0 62 010

@ Matricea L este matricea multiplicatorilor, U este matricea finald, P
descrie pivotarea si

LU= PA

@ Matricea originala poate fi exprimatad ca produs de matrice cu o
structura mai simpla.
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Factorizare LU

@ Algoritmul folosit aproape universal pentru rezolvarea sistemelor
liniare este eliminarea gaussiana.

o Cercetarile din perioada 1955-1965 au evidentiat aspecte ale EG
netratate pana atunci: alegerea pivotilor si interpretarea corectd a
efectului erorilor de rotunjire

@ EG are doua stadii, triunghiularizarea matricei initiale si substitutia
inversa
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Matrice de permutare si triunghiulare

Matrice de permutare si triunghiulare |

o O matrice de permutare se obtine din matricea identic3 prin
permutari de linii sau coloane. O astfel de matrice are exact un 1 pe
fiecare linie si coloanad si in rest 0.

O O = O
= O O O
o= OO
OO o

@ Efect: PA permutare de linii, AP permutare de coloane

o MATLAB utilizeaza si vectori de permutare ca indici de linie sau
coloane; fie p = [ 4 1 3 2 } PxA si A(p, :) sunt echivalente, la
fel A*P si A(:,p). Notatia vectoriala este mai rapida si utilizeaza mai
putind memorie.
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Matrice de permutare si triunghiulare

Matrice de permutare si triunghiulare Il

@ Solutia sistemului Px = b, P matrice de permutare, este x = P b,
adica o rearanjare a componentelor lui b.

@ O matrice triunghiulard superior are toate elementele nenule deasupra
diagonalei principale sau pe ea, adica a; = 0 daca i > j.

@ Analog se definesc si matricele triunghiulare inferior. La rezolvarea
sistemelor liniare sunt importante si matricele triunghiulare inferior
care au toate elementele de pe diagonala principala egale cu 1 unit
lower triangular matrices.

@ Sistemele liniare cu matricea triunghiulard sunt usor de rezolvat in
timp @(m?).

@ Masura complexitatii -Numarul de operatii in virgula flotanta.

7
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Matrice de permutare si triunghiulare

Algoritm pentru sistem triunghiular superior

function x = backsubst (U,b)
%BACKSUBST - backward substitution
%U - upper triangular matrix

%b - right hand side vector

n=length(b);

x=zeros (size(b));

for k=n:-1:1
x(k)=(bk)-U(k,k+1:n)*x(k+1:n))/U(k,k);

end
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Matrice de permutare si triunghiulare

Algoritm pentru sistem triunghiular inferior

function x=forwardsubst(L,b)
%FORWARDSUBST - forward substitution
%L - lower triangular matrix
%b - right hand side vector

x=zeros (size(b));

n=length(b);

for k=1:n
x(k)=(b(k)-L(k,1:k-1)*x(1:k-1))/L(k,k);

end
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Descompunerea LU

@ Transformd A € C™*™ intr-o matrice triunghiulard superior, U
scazand multiplii de linii

@ Fiecare L; introduce zerouri sub diagonal3d Tn coloana /:

Lpo1...LbliA=U= A= LUunde L= L7 ;... L}

m—1

L—l
X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X X X X X X X
><><><><L40><><><3> 0><><5 X X
X X X X 0 X X X 0 X X 0 x
A L{1A IEYRY [RYEYRY:

@ “Triunghiularizare triunghiulard”
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Matricele L

Matricele L

@ La pasul k se elimina elementele de sub Agy:
Xk = [ X11 t Xkk Xk+1,k 7t Xmk
e Multiplicatorii £j = Xji/ Xik apar in Ly:

1

1
L1k 1

—C i 1
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Constructia lui L

Constructia lui L

e Matricea L contine toti multiplicatorii intr-o singura matrice (cu

semne +)
. -
L=174 5 = bl ]
L gml Em2 e Em,m—l 1 ]
o Definim €4 =[0,...,0, L1 ks, L] T Atunci Ly = | — ke;.

e Avem L;l = | + (e, deoarece e ) = 0 si
(/ —ékeZ) (/ +€ke;) =1 —Eke/fﬁke; =1

o De asemenea, L;lL;il =1+ ke + lyyr16;, 1, deoarece efly 1 =0
si

(1+ ) (1 Geraeyn) = 1+ b+ beraey + keilisnel
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Eliminare gaussian3 fara pivotare

Eliminare gaussiana fara pivotare

@ Se factorizeazsa A€ C™™ A= LU

Eliminare gaussiana fara pivot

U=A L=1I,
for k:=1to m—1do
for j:=k+1to mdo
Uik = ujic/ Up;
Uj kem 2= Uj jem — Ljkc Uk kems

@ Ciclul interior poate fi scris utilizdnd operatii matriciale in loc de
cicluri for

e Num3r de operatii (complexitatea)
~ Ty 2(m— K)(m — k) ~ 255y K2~ 2
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Eliminare gaussiand cu produs exterior

Eliminare gaussiana cu produs exterior

@ Ciclul interior poate fi scris cu operatii matriciale Tn loc de for

Eliminare gaussiana cu produs exterior

for k:=1to m—1do
rows := k-+1:m;
Arows,k = Arows,k/Ak,k;

Arows,rows = Arows,rows - Arows,kAk,rows;

Matricea S = Akt 1:m k+1:m — Ak+1:m kAk k+1:m S€ Numeste complement
Schur al lui An raport cu ag k.
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Stabilitatea EG

Necesitatea pivotarii |

@ EG asa cum a fost prezentat3 este instabil3.

@ Pentru anumite matrice EG poate esua, datorita tentativei de

Tmpartire la zero
01
=[5 ]

@ Matricea este nesingulara si bine conditionats;
condA = 35 ~ 2168
@ Fenomenul este mai general; este evidentiat de o usoara perturbatie a

lui A 20
10~ 1
IR

T [ThN I N1 | M (VA NVEI EYEEREELEERET Metode directe pentru sisteme de ecuatii linia 6 aprilie 2020 17 /59



Stabilitatea EG

Necesitatea pivotarii Il

@ Acum procesul nu esueazd; se obtine (in aritmetica exactd)

10 10720 1
L_[1020 1]' U‘[ 0 1—1020]

o in aritmetica n virgul3 flotant3, dubl3 precizie, 1 — 10%° nu este
reprezentabil exact, el se va rotunji la —10%°

o Factorii calculati ai descompunerii vor fi

~ 10 ~ 10~20 1
L_[lo20 1]' U‘[ 0 —1020]

e Produsul LU nu este apropiat de A

70 = 1 0] [107% 1] [107% 1
S 10% 1 0 —10% | — 10
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Stabilitatea EG

Necesitatea pivotarii Il

@ Rezolvand sistemul

ZUX:[})]

1

e Explicatie: EG nu este nici regresiv stabild, nici stabild (ca algoritm de
factorizare). Mai mult, matricele triunghiulare obtinute pot fi foarte
prost conditionate, introducandu-se astfel o sursd suplimentara de
instabilitate.

L~ 0 : o -1
se obtine x = 1l dar solutia corecta este x =

@ Observatie: Dac3 un pas al unui algoritm nu este regresiv stabil,
algoritmul intreg poate fi instabil.
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Pivotare

@ La pasul k, am utilizat elementul k, k al matricei ca pivot si am
introdus zerouri Tn coloana k a liniilor ramase

X X X X X X X X X X
Xkk X X X Xpk X X X
X X X X | — 0 X X X
X X X X 0 X X X
X X X X 0 X X X

@ Dar, orice alt element i > k din coloana k poate fi utilizat ca pivot:

X X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X
X X X X | — 0 X X X
Xjk X X X Xjk X X X
X X X X 0 X X X
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Pivotare

@ De asemenea, se poate utiliza orice alta coloana j > k:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 x X
X X X X | — X 0 X X
X xj X X X xj X X
X X X X X 0 X X

@ Alegand diferiti pivoti ne asiguram c3 putem evita pivotii nuli sau
foarte mici

o In loc s¥ utilizim pivoti in pozitii diferite, putem interschimba linii sau
coloane si s3 utilizam algoritmul standard (pivotare)

@ O implementare concret3 poate face pivotarea indirect, fard a muta
fizic datele
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Pivotare partiala

o Alegerea pivotilor dintre toti candidatii valizi este costisitoare(pivotare
completd)

@ Consideram doar pivotii din coloana k si interschimb3m
liniile(pivotare partiald)

X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X Xjk X X X Xjk X X X
X X X X P X X X X N 0 X X X
Xk X X X X X X X 0 X X X
X X X X X X X X 0 X X X

Selectie pivot Interschimbare linii Eliminare

o Cu operatii matriceale:

Lym—1Pm—1... LoPLiPIA=U
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Factorizarea PA = LU

@ Pentru a combina toti Ly si toti Py in forma dorita de noi, rescriem
factorizarea precedenta sub forma

Ln-1Pm-1...LaPaliPLA= U
(L LhLy) (Pmo1---PaP) A= U

unde
L/ :mel"'Pk—&-lLkPk__&l"'P;il

@ Aceasta ne d3 factorizare (descompunerea) LU a lui A

PA= LU

T [ThN I N1 | M (VA NVEI EYEEREELEERET Metode directe pentru sisteme de ecuatii linia 6 aprilie 2020 23 /59




Eliminarea gaussiand cu pivotare partiald

Eliminarea gaussiana cu pivotare partiala

o Factorizeaza Ac C™* M1t PA= LU

Eliminare gaussiana cu pivotare partiala

U:=A L:=1; P:=1;
for k:=1to m—1do
Alege i > k care maximizeaza |uj|;
Uk k:m € Uj k:m; {interschimbare}
Crrk—1 < Li1k-1;
Py, <> Pi.;
for j:=k+1to mdo
Uik = ujic/ Uge;
Uj k:m = Uj k:m — Ejkuk,k:m;

Algoritmul devine mai eficient dac3 se fac toate calculele n situ (in
matricea A).
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Eliminarea gaussiand cu pivotare partiald

Cod MATLAB pentru descompunerea LUP

function [L,U,P]=1lup(A) %Schur complement
%LUP - LUP decomposition of A lin=i+1:m;
%permute effectively lines A(lin,i)=A(1in,i)/A(i,1);
A(1lin,lin)=A(1in,lin)-...
[m,n]l=size(A); A(1lin,i)*A(i,1lin);
P=zeros(m,n) ; end;
piv=(1:m)’; for i=1:m
for i=1:m-1 P(i,piv(i))=1;
%pivoting end;
[pm,kp]l=max(abs(A(i:m,1))); U=triu(d);
kp=kp+i-1; L=tril(A,-1)+eye(m);
%line interchange
if i~=kp

A([i,kpl,:)=A([kp,il,:);
piv([i,kpl)=piv([kp,il);
end
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Eliminarea gaussiana cu pivotare partiald Exemplu

Exemplu

@ Rezolvati sistemul

N = =
N
NN

X

I

N

prin descompunere LUP.
@ Solutie: Avem

1/1 117 [3]2 42 3[2 4 2
211 2| ~]2|1 12|~ |22 12
32 4 2] [1]111 1211
32 4 27 [3]2 4 2 32 4 2
2;11~2%11~{2;11
1|3 -1 0] [1{53 1 0 13 1 -1
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Eliminarea gaussiana cu pivotare partiald Exemplu

Exemplu (continuare)

@ Deci
100 2 4 2 0 01
L:%lO,U:O—ll,PzOlO
111 0 0 -1 1 00

100 8
11 0|y=Pb=|4],
311 3
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Eliminarea gaussiana cu pivotare partiald Exemplu

Exemplu (continuare)

@ si
2 4 2 8
0 -1 1 |x= 0o |,
0 0 -1 -1

cu solutia x = [1,1,1] 7.

@ Verificare

00 1 111 2 4 2
PA=]0 1 0 112|=]112
100 2 4 2 111
(1 0 0 2 4 2 2 4 2
Lu=1|3%*10 0 -1 1 |=|112
_211 0 0 -1 111
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Pivotare totald

Pivotare totala

@ Daca se selecteaza pivoti din coloane diferite, sunt necesare matrice

de permutare la stanga Q:

Ln—1Pm—1- - LaPoLiPiAQ1 Q2 - - - Qm—1 = U
(L g L5l (Pm—1- - PaP)A(Q1 Q2 - Q1) = U

@ Punem
L= (LpyLoLy)™
P=Pm1--- PP
Q=A@ Qm-1
pentru a obtine
PAQ = LU
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Pivotare totald

- 3
= 4
Vs _
/ 1{ =)
Carl Friedrich Gauss 1777-1855
Liu Hui c. 220 —c. 280 I\/Iatem.aticé, astrc?nomie,
geodezie, magnetism

Matematician chinez, a
discutat eliminarea
,,gaussiand” Tn comentariile _ )
sale asupra lucrarii ,,Cele noua Braunschweig a descoperit

capitole ale artei matematice” teo.rema. blnomléla, . i
263 AD reciprocitatea patraticd, media

aritmetico-geometrica. . . )
1807-1855: Universitatea din
Gottingen
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SR MO
Stabilitatea LU fara pivotare

Pentru A = LU calculata far3a pivotare:

- 15A]
LU = A+ A, ———— = O(eps)
1Ll P

Eroare se referda la LU, nula L sau U

Not3: la numitor apare |[L|| ||U]|, nu [|A]|l

||IL|| si ||U]| pot fi arbitrar de mari, de exemplu

A 1000 17 [ 1 0 10-20 1
- 1 1| [10%° 1 0 1-10%

Deci, algoritmul este nestabil
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St ST
Stabilitatea LU cu pivotare

@ Daca se face pivotare, toate elementele lui L sunt <1 Tn modul, deci
IL]| = 0O(1)

Pentru a masura cresterea lui U, se introduce factorul de crestere

max;j ‘UU|

max,-j |a,J|

care implicd | U|| = O(p ||A])
Pentru descompunerea PA = LU calculata cu pivotare:

— A
LU = PA+ A, HHA|H = O(peps)

e Daci p = O(1), atunci algoritmul este regresiv stabil

T [ThN I N1 | M (VA NVEI EYEEREELEERET Metode directe pentru sisteme de ecuatii linia 6 aprilie 2020 32/59



Stabilitatea LU Factorul de crestere

Factorul de crestere |

@ Consideram matricea

1 1 1 1 1
-1 1 1 -1 1 1 2
-1-1 1 1|l=(-1-1 1 1 4
—-1-1-1 11 -1-1-1 1 1 8
-1-1-1-11 -1-1-1-11 16
@ Nu apare nici o pivotare, deci aceasta este o factorizare PA = LU
@ Factorul de crestere p = 16 = 2m=1 (se poate arita c3 acesta este
cazul cel mai nefavorabil)
@ Deci, p =2m"1 = O(1), uniform, pentru toate matricele de

dimensiune m
@ Regresiv stabil conform definitiei, dar rezultatul poate fi inutil
@ Totusi, nu se stie exact de ce, factorii de crestere sunt mici Tn practica

T [ThN I N1 | M (VA NVEI EYEEREELEERET Metode directe pentru sisteme de ecuatii linia 6 aprilie 2020 33/59




Stabilitatea LU Factorul de crestere

Factorul de crestere |l

o Conjectura: factorii de crestere de ordin mai mare ca 1/2 sunt rari in
practica

@ adicd, pentru orice @« > 1/2 si M > 0, probabilitatea evenimentului
p > m" este mai mici decdt m—M, pentru m suficient de mare.

Vo > %V/\/l > 03mo, Ym > mg P(p > m*) < m™M.

@ Problem3 deschisa: conjectura este adevarata sau falsa?
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Matrice SPD
Matrice SPD

@ Reamintim:
o A€ R™*™M este simetricd dacd aj; = ajj, sau A = AT
o A€ CM*M este hermitian3 dac3 ajj = ajj, sau A = A*
@ O matrice hermitian3d A este hermitian pozitiv definitd dacd x*Ax > 0
pentru x # 0
o x*Ax este intotdeauna real deocarece x*Ay = y*Ax
e Simetric pozitiv definitd, sau SPD, pentru matrice reale
@ daca A este m x m PD si X are rang maxim, atunci X*AX este PD
o Deoarece (X*AX)* = X*AX, si dacd x # 0 atunci Xx # 0 si
xX*(X*AX)x = (Xx)*A(Xx) >0
o Orice submatrice principal3 a lui A este PD, si orice element diagonal
a; >0
@ matricele PD au valori proprii reale pozitive si vectori proprii
ortonormali
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Descompunerea Cholesky Factorizarea Cholesky

Factorizarea Cholesky

@ Se eliming sub pivot si la dreapta pivotului (datoritd simetriei):
A— | 9 w* | « 0 « w* /o
T lw K || w/a | 0 K—ww*/a;;
. x 0 1 0 o wr/a |,
_|:W/(X /][O K—WW*/all][O / ]_RlAlRl
unde &« = /a1

o K — ww™/ay; este o submatrice principald a matricei PD Ri‘_lARl_l,
deci elementul ei din stinga sus este pozitiv
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Descompunerea Cholesky Factorizarea Cholesky

Factorizarea Cholesky

@ Se aplic3 recursiv si se obtine
A:(RfR;...R;;)(Rm...RQRl):R*R, ri >0

@ Existenta si unicitatea: orice matrice HPD are o factorizare Cholesky
unica
o Algoritmul recursiv de pe slide-ul precedent nu esueaza niciodata
o Rezultd si unicitatea, deoarece & = /a1 este determinat unic (dat) la
fiecare pas si la fel, intreaga linie w/«
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Algoritmul de factorizare Cholesky
Algoritmul de factorizare Cholesky

@ Factorizeazi matricea HPD A € C™*™1nh A = R*R:

Factorizare Cholesky

R = A;
for k:=1to mdo
for j:=k+1to mdo
Rjjm = Rjj:m — Rk j:mRukj/ Rk
Ri k:m = Rik:m/ \/ Rk

e Complexitatea (numdr de operatii)

m m m k m ) m3
5 Y aAm—p~2 Yy e
k=1 j=k+1 k=1j=1 k=1
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Descompunerea Cholesky Exemplu

Exemplu

@ S3 se rezolve sistemul

1 21 4
2 5 3 |x=110
1 3 3 7

folosind descompunerea Cholesky.

@ Solutie: Calculand radicalii pivotilor si complementele Schur se obtine

1 21 1 21 1 21
3 2 1
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Descompunerea Cholesky Exemplu

Exemplu

@ Sistemele corespunzatoare sunt:

1 4
2 1 y= 110
111 7
. T
cusolu',c|ay:[4 2 1]
@ si
1 21 4
1 1| x=1|21],
1 1

cu solutia x = [ 1 11 }T.
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Stabilitateatea
Stabilitatea

o Factorul Cholesky calculat R satisface

~.= A
R*R = A+ A, HHAHH = O(eps)
algoritmul este regresiv stabil

@ Dar, eroarea in R poate fi mare ,
Hﬁ—RHMWH:OWMkm)

@ Rezolvare Ax = b pentru HPD A si cu doua substitutii

o Num3rul de operatii Cholesky ~ m3/3
o Algoritm regresiv stabil:

(A+ AAX = b, HXW_O@W)
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Stabilitateatea

S‘:;\ \’ . T T, J
John von Neumann André Louis Cholesky
(1903-1957) (1875-1918)
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi
© Daca A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau directa
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi
© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin

substitutie inversa sau direct3d
@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3d)
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi

© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d

@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)

© Daca A este simetricd sau hermitiana
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi

© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d

@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)

© Dac3 A este simetrica sau hermitiana
e Se verifica daca toate elementele diagonale sunt pozitive
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi

© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d

@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)

© Daca A este simetrica sau hermitiana
e Se verificd dac3 toate elementele diagonale sunt pozitive
e Se Tncearca cu Cholesky; daca se termina cu succes se rezolva prin

substitutie
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi
© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d
@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)
© Dacia A este simetricd sau hermitiana
e Se verificd dac3 toate elementele diagonale sunt pozitive
e Se Tncearca cu Cholesky; daca se termina cu succes se rezolva prin
substitutie
© Daca A este Hessenberg, se reduce la o matrice triunghiulara superior
si apoi se rezolva prin substitutie inversa
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi
© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d
@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)
© Dacia A este simetricd sau hermitiana
e Se verificd dac3 toate elementele diagonale sunt pozitive
e Se Tncearca cu Cholesky; daca se termina cu succes se rezolva prin
substitutie
© Daca A este Hessenberg, se reduce la o matrice triunghiulara superior
si apoi se rezolva prin substitutie inversa
© Daca A este patraticd, se factorizeaza PA = LU si se rezolva prin
substitutie inversa
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Backslash in MATLAB

@ x=A\Db pentru A dens3 realizeazd urm3torii pasi
© Daci A este triunghiulara superior sau inferior se rezolva prin
substitutie inversa sau direct3d
@ Daca A este o permutare a unei matrice triunghiulare, se rezolva prin
substitutie (utild pentru [L,U]=1u(A) cici L este permutat3)
© Dacia A este simetricd sau hermitiana
e Se verificd dac3 toate elementele diagonale sunt pozitive
e Se Tncearca cu Cholesky; daca se termina cu succes se rezolva prin
substitutie
© Daca A este Hessenberg, se reduce la o matrice triunghiulara superior
si apoi se rezolva prin substitutie inversa
© Daca A este patraticd, se factorizeaza PA = LU si se rezolva prin
substitutie inversa
@ Daca A nu este patratic3, se face factorizare QR cu metoda
Householder, si se rezolva problema de aproximare Tn sensul celor mai
mici patrate
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Descompunere QR

Descompunere QR

@ Fie Aec C™*" Se numeste descompunere QR a lui A perechea de
matrice (Q, R) unde Q € C™*" este unitard, R € C"*" este
triunghiulara superior si A = QR.
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Descompunere QR Metoda lui Householder

Triunghiularizare Householder

@ Metoda lui Householder inmulteste cu matrice unitare pentru a

transform matricea Tntr-una triunghiulard; de exemplu la primul pas:

rn1 X
0 X
QA=| 0 X
0 x

@ La sfarsit, am obtinut un produs de matrice ortogonale

Qn... QAU A=R
h\,—/

Q*

v

@ “Triunghiularizare ortogonald

X
X
X

X
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Introducerea de zerouri

Introducerea de zerouri

@ @y introduce zerouri sub diagonald in coloana k

@ Pastreaza zerourile introduse anterior

X X
X

X X X X X
> X X X X X
X X X X X
2
cocoo
X X X

Q1A

X

X X X X

oo X X
X X X X X

Q2 Q1A
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Reflectori Householder

Reflectori Householder

o Fie Qx de forma

)
Qk:[o F]

unde [ este (k—1) x (k—1)si Feste (m—k+1)x(m—k+1)

@ Cream reflectorul Householder F care introduce zerouri:

X ]
X

x=| . Fx = , = ||x|| ex
X 0
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Reflectori Householder-Ideea

Reflectori Householder-ldeea

o ldeea: reflectam n raport cu hiperplanul H, ortogonal pe

v = ||x]|, e1 — x, aplicind matricea unitard
*
w
F=1-2
Vv

@ A se compara cu
proiectorul

vv Fxelixle,

Pi,=1-

viv T
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Reflectori Householder-Ideea

Determinarea reflectorului

o reflexie Householder: P =1 —2uu™, ||u|l, = 1; P simetrici si
ortogonal3, deoarece P = P si

ppT — (/ - 2uuT> (/ — 2uuT> — | —duuT 44T =

e Dorim Px = [c,0, ... ,O]T = cep (anuldm toate componentele lui x
exceptand prima)

Px =x—2u(u"x) =ce; = u= (x — cer)

2uT x
[xlly = [|Px]l, = ||

@ obtinem u paralel cu 7 = x £ ||x||, e1, deci u =1/ ||ul|,. Orice
alegere de semn corespunde; vom alege
]T

U= [x1+sign(x) ||x|ly, %2, ...,xn] ", u=u/lu,.
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Alegerea reflectorului

Alegerea reflectorului

@ Putem aplica reflexia oricdrui multiplu z al lui ||x|| e1 cu |z] =1

@ Proprietdti numerice mai bune pentru ||v|| mare, de exemplu
v = sign(xy) ||x|| e1 + x

Ilxlle,x

e Notd: sign(0) =1, dar in
MATLAB, sign(0)==0

+lIxlle,-x

“lixlle,
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Algoritmul lui Householder

Algoritmul lui Householder

o Calculeaza factorul R al descompunerii QR a matricei m x n A

(m = n)

@ Lasa rezultatul in A, memorand vectorii de reflexie v, pentru utilizare

ulterioara

Factorizare QR prin metoda Householder

for k:=1 to ndo
X = Ak:m,k;
vk = sign(x1)||x||2e1 + x;
Vi := vie/ [ vi||2;
Ak:m,k:n = Ak:m,k:n — 2v (V;Ak:m,k:n)
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Aplicarea sau obtinerea lui Q

Aplicarea sau obtinerea lui Q

o Calculam Q*b= Q... Q@@Q1bsi @x = Q1 Q>... Q,x implicit
@ Pentru a crea Q explicit, aplicdm pentru x =/

Calculul implicit al lui Q*b
for k:=1 to ndo
bi:m = bi:m — 2vi (V/jbk:m);

Calculul implicit al lui Qx
for k:= n downto 1 do
Xi:m = Xk:m — 2Vk (V;:Xk:m);
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Complexitatea QR-Householder

@ Cea mai mare parte a efortului
*
Ak:m,k:n = Ak:m,k:n — 2v (Vk Ak:m,k:n)

@ Operatii pe iteratie:

2(m — k)(n— k) pentru produsele scalare v} Ay.m k:n
(m— k)(n— k) pentru produsul exterior 2vy (- - - )
(m—k)(n— k) pentru sciderea Ay.pm fin — - -

4(m — k)(n— k) total

@ Incluzand ciclul exterior, totalul devine

é‘l(m_k)(n—k) :4§(mn—k(m—|—n)—|—k2)

~ 4mn? —4(m+ n)n2/2+4n3/3 = 2mn® —2n/3
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Figura: Alston S. Householder
(1904-1993), matematician
american. Contributii importante:
biologie matematica, algebra
liniara numericd. Cartea sa "The

Theory of Matrices in Numerical
Analysis” a avut un mare impact
asupra dezvoltarii analizei
numerice si a informaticii.

(SEYs [T W N [ =R UA NV SRR SETEERRYe] \Vetode directe pentru sisteme de ecuatii linia

Figura: James Wallace Givens
(1910-1993) Pionier al algebrei
liniare numerice si informaticii
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Complexitatea QR-Householder

Exemplu
Calculati descompunerea QR a matricei
31
A= [ - ] .

Solutie. Reflexia pentru prima coloan3 este P = | — 2uu’. Vectorul u se

determind astfel:
- [x1+sign(x1)||x||2]:[3—1—5]:[8}

v= X 4 4
7] = V8 +42 =45
~ 2\/§
u = 711 = ?
U V5
5
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Complexitatea QR-Householder

Matricea de reflexie este

10 25 1[2£ 7"
— _ 5 5
P—[o 1] 2| 5 || i
5 5
_3 _4
SERIE
5 5
Se obtine:
3 _4
-3 7]
5 5
_3 _4 3 1 -5 _1
il I R SR PR I
-5 2 41 0 -5
|
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Complexitatea QR-Householder Rotatii Givens

Rotatii Givens |

@ O rotatie Givens

cosf —sinf
sin@ cosf

RE) = |
roteste un vector x € IR? n sens trigonometric cu unghiul 6

@ Rotatia Givens cu unghiul 8 Tn coordonatele i si j se obtine cu
ajutorul matricei de mai sus, punand elementele ei in liniile si
coloanele i si j si in rest elementele matricei unitate.
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] G
Rotatii Givens Il

i J
1
1
i cos 6 sin 6
R(i,j,0) :=
J —sin6 cos
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] G
Rotatii Givens IlI

e Dandu-se x, i si j putem anula x; alegand cos 6 si sin 6 astfel incat

cosf sinf| [xi| x? + XJ-2
—sinf cosf| |xj| 0 '
adicd
X Xj

R sinf = ————.
NER Ve

@ Algoritmul QR bazat pe rotatii Givens este analog algoritmului bazat
pe reflexii Householder, dar cand anulam coloana i se anuleaza un
element la un moment dat.

cosf =
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