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Ecuatii neliniare |

» Problema discutata in acest capitol se poate scrie

generic sub forma
f(x) =0,

dar admite diverse interpretari, depinzand de
semnificatia lui x si f.

(1)

» Cel mai simplu caz este cel al unei singure ecuatii cu o
singurd necunoscutd, caz in care f este o functie data
de o variabila reald sau complexa si Tncercam sa gasim

valorile acestei variabile pentru care f se anuleaza.

Astfel de valori se numesc rddacini ale ecuatiei (1) sau

zerouri ale functiei f.

» Dac3 x din (1) este un vector, s3 zicem

x = [x1,%2,...,x4]T € RYsi f este de asemenea un
vector ale carui componente sunt functii de cele d

variabile x1, x2, ..., x4, atunci (1) reprezintd un sistem

de ecuatii.
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Ecuatii neliniare I emerich

ecuatiilor neliniare

» Se spune c3 sistemul este neliniar daca cel putin una Radu Trimbitas
dintre componentele lui f depinde neliniar de cel putin Ecuatii neliniare
una din variabilele x1, x, ..., x4. Daca toate
componentele lui f sunt functii liniare de xq, ..., xg

avem de-a face cu un sistem de ecuatii algebrice liniare.

» Mai general (1) ar putea reprezenta o ecuatie
functionald, daca x este un element al unui spatiu de
functii si f este un operator (liniar sau neliniar) ce
actioneaza pe acest spatiu. In fiecare din aceste situatii
zeroul din dreapta lui (1) poate avea diverse
interpretdri: numarul zero in primul caz, vectorul nul in
al doilea si functia identic nuld Tn cel de-al treilea.

» Mare parte din acest capitol este consacratad unei ecuatii
neliniare scalare. Astfel de ecuatii apar frecvent Tn
analiza sistemelor n vibratie, unde radacinile corespund
frecventelor critice (rezonantd).



Ecuatii neliniare |l

» Cazul special al ecuatiilor algebrice, unde f din (1) este
un polinom, este de importanta considerabild si merita
un tratament special.
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lteratii, convergenta si eficient3 emerich

ecuatiilor neliniare

» Nici chiar cele mai simple ecuatii - de exemplu cele Radu Trimbitas
algebrice - nu admit solutii care sa fie exprimabile prin

expresii rationale sau radicali.
Ordin de

» Din acest motiv este imposibil, Tn general, sa calculdam Sz
radacinile ecuatiilor neliniare printr-un numar finit de
operatii aritmetice. Este nevoie de o metoda iterativa,
adica de o procedura care genereaza o secventa infinita
de aproximatii {x,}nen astfel incit

nli_)moo Xp = &, (2)

unde i este o radacina a ecuatiei.

» In cazul unui sistem xi si « sunt vectori de dimensiune
adecvata, iar convergenta trebuie inteleasa in sensul
convergentei pe componente.

» |n practicd, ceea ce se doreste este o convergenta
rapida.



Ordinul de convergenta |

Conceptul de baza pentru masurarea vitezei de convergenta
este ordinul de convergenta.

Definitia 1
Spunem c3 x, converge catre a (cel putin) liniar dacd

Ixn — | < e, (3)

unde {e,} este un sir pozitiv ce satisface

. €n+1
lim
n—oo e,

=c, 0<c<l. (4)

Daca (3) si (4) au loc cu egalitate in (3) atunci c se
numeste eroare asimptotica.

» Expresia ,,cel putin® in aceasta definitie se leaga de
faptul c3 avem doar inegalitate in (3), ceea ce dorim in
practica.
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- v Rezolvarea
Ordinul de convergenta Il R
ecuatiilor neliniare
Radu Trimbitas
» De fapt, strict vorbind, marginea e, converge liniar,
fnsemnand c3, n final (pentru n suficient de mare) ot 4
rdin de
fiecare din aceste margini ale erorii este aproximativ o convergent3

fractie constantd din precedenta.

Definitia 2
Se spune c3d x, converge cdtre a (cel putin) cu ordinul p > 1
dacd (3) are loc cu

e
lim ™l =¢ c¢>0 (5)
n—oco b

» Astfel convergenta de ordinul 1 coincide cu convergenta
liniard, Tn timp ce convergenta de ordinul p > 1 este

mai rapida.



Ordinul de convergenta Il

» De notat ca in acest ultim caz nu se pune nici o
restrictie asupra constantei ¢: odatd ce e, este suficient
de mic, exponentul p va avea grija de convergenta. Si
n acest caz, dacd avem egalitate in (3), ¢ se numeste
eroare asimptotica.

» Aceleasi definitii se aplica si sirurilor vectoriale, cu
modulul Tnlocuit cu orice norma vectoriala.

» Clasificarea convergentei in raport cu ordinul este destul
de rudimentard, deoarece sunt tipuri de convergenta la
care definitiile (1) si (2) nu se aplica. Astfel, un sir {e,}
poate converge catre zero mai incet decat liniar, de
exemplu dacd ¢ = 11n (4). Acest tip de convergentd se
numeste subliniarad. La fel, ¢ = 0 1n (4) conduce la
convergentd superliniard, dacd (5) nu are loc pentru nici
un p > 1.
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Ordinul de convergenta IV

» Este instructiv s3 examinam comportarea lui e,, daca in
loc de relatia la limita avem egalitate pentru un anumit
n, sa zicem
€nt1

5 =¢C n=mng,no+1n+2,... (6)
€n

» Pentru ng suficient de mare, relatia (6) este aproape
adevarata. Printr-o simpla inductie se obtine ca

pk-1

pk
€ny+k =CPTle

no !

k=012..., (7)

care desigur are loc pentru p > 1, dar si pentru p =1
cand p | 1:

etk = Clen, k=0,1,2,...., (p=1) (8)
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Ordinul de convergenta V romerch s
ecuatiilor neliniare
Radu Trimbitas
» Presupunand ca ep, este suficient de mare astfel incat
aproximarea x,, are un numar de zecimale corecte, _
scriem epy 1k = 109 €no- i’f&ZrZZntg
» Atunci d, Tn conformitate cu (3) reprezintd numarul
suplimentar de cifre zecimale corecte din aproximatia
Xno+k (Tn contrast cu xp,). Logaritmand (7) si (8)
obtinem

5 klogl daca p=1
k= pk{lpklog +(1—p~ )Iogei}, daci p > 1
ng

» Deci cand kK — o

Sk~ak (p=1), dk~ept (p>1), (9



Ordinul de convergenta VI

unde ¢ = Iog% >0, dacd p=1si

1 1 1
log — + log —
1 c

Cr =
p
€no

(presupunem c3 ng este suficient de mare si deci ep,
suficient de mic, pentru a avea ¢, > 0).

» Aceasta ne aratd cd numarul de cifre zecimale corecte
creste liniar odata cu k cand p = 1, dar exponential
cand p > 1. Tn ultimul caz Skr1/ 0k ~ p inseamn3 c3d
(pentru k mare) numdrul de cifre zecimale corecte
creste, pe iteratie, cu un factor p.
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Ordinul de convergenta VII americs

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

v . . v iUy Ordin de
» Daca fiecare iteratie necesitd m unitdti de lucru (o e

,unitate de lucru” este efortul necesar pentru a calcula
o valoare a functiei sau a unei anumite derivate a sa),
atunci indicele de eficientd al iteratiei poate fi definit
prin
. 1/m _ 1/m
lim [Ox41/0k] ™ = p/™.
k—o00
» Aceasta ne d3 o baza comuna de comparare ntre
diversele metode iterative. Metodele liniare au indicele
de eficienta 1.



Criteriul de oprire | emerich

ecuatiilor neliniare

i o o A o Radu Trimbitas
» Calculele practice necesita o regula de oprire care sa

termine iteratia atunci cand s-a obtinut (sau se crede c3
s-a obtinut) precizia dorit3. Ordin de

convergenta

v

Ideal, ne oprim atunci cand ||x, — || < tol, tol dat.

» Deoarece & nu este cunoscut se obisnuieste s3 se
Tnlocuiasca x, — & cu x, — x,—1 Si se impune cerinta ca

|xn — xn—1]| < tol (10)
unde
tol = ||xn||€r + €2 (11)

cu &,, €, valori date ale erorii.

» Ca o masurd de sigurantd, am putea cere ca (10) s3
aiba loc pentru mai multe valori consecutive ale lui n,
nu doar pentru una singura.



Criteriul de oprire Il

» Alegand &, = 0 sau &€, = 0 se obtine un test de eroare
absolutd sau relativa. Este totusi prudent sa utilizam un
test mixt, cum ar fi, s3 zicem €, = €, = €. Atunci, daca
||xn|| este mic sau moderat de mare, se controleazs
efectiv eroarea absolutd, in timp ce pentru ||x,|| foarte
mare se controleaza eroarea relativa.

» Testele de mai sus se pot combina cu ||f(x)|| <e&. In
algoritmii din acest capitol vom presupune ca avem o
functie crit_oprire care implementeaza testul de oprire.
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Metoda falsei pozitii emerich

ecuatiilor neliniare

» Ca in metoda Tnjum3t3tirii, presupunem c3 avem dou3 Radu Trimbitas

numere a < b astfel Tncat

feClab]l, f(a)f(b)<O0 (12)
Falsa pozitie
si generdm un sir descendent de intervale [aj, by],
n=1,2,3,... cu a; = a, by = b astfel incat
f(an)f(bn) <O.
» Spre deosebire de metoda Tnjumatatirii, pentru a
determina urmatorul interval nu luam mijlocul lui
[an, bn], ci solutia x = x, a ecuatiei liniare

(L1f)(x; an, bn) = 0.

» Aceasta pare s3 fie o alegere mai flexibild decat n
metoda Tnjumatatirii deoarece x, va fi mai apropiat de
capdtul in care |f| este mai mic (Vezi figura 1)



Metoda falsei pozitii - algoritmul

Procedura decurge dupa cum urmeaza:

forn:=1,2,... do
an — b,
f(a,,) - f(bn)
if f(an)f(x,) > 0 then
ant1 := Xn; bny1:= bp;
else

f(an);

Xp i= ap —

ant1 = an; bpt1 1= Xn;
end if
end for

Iteratia se poate termina cand min(x, — ap, by, —

unde tol este o valoare data.
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Metoda falsei pozitii - convergenta |

» Convergenta se analizeaza mai usor dacad presupunem
c3 f este convexd sau concavi pe [a, b]. Dac3 f este
convexd, avem

f"(x) >0, xe€lab], f(a)<0, f(b)>0. (13)
» Sirul

Xn— b
=X — ————~F , IN*, =
Xni1l = Xp 7o) — F(b) (xn), nE X1 = a
(14)
este monoton crescator si marginit superior de &, deci
convergent c3tre o limitd x, iar f(x) = 0.
» Viteza de convergenta se determind scazand « din ambii
membri ai lui (14) si utilizdnd faptul c3 f(a) = 0:
X, — b
—a=x,—0— ——+—|f —f(a)].
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Rezolvarea

Metoda falsei pozitii - convergenta |l e

ecuatiilor neliniare

> Tmpé’r’;ind Cu X, — & avem Radu Trimbitas
Xnp1—& . Xan—b  f(xn) —f(a)
Xp— & f(xn) — f(b) xp—uw

Falsa pozitie

» F3cand n — oo si utilizand faptul ca x, — «, obtinem

. Xp4l — &
im X% (o
AN — (b=a) 75

(15)

» Deci metoda converge liniar, cu eroarea asimptotica

» Datoritd ipotezei convexitatii avem ¢ € (0, 1).

» Analog se face demonstratia in cazul cand f este
concava.



Metoda falsei pozitii - convergenta Ill

» Dac3 f nu este convex3 sau concavi pe [a, b], ci
f € C?[a, b] si f""(a) # 0, f"" are semn constant pe o
vecinatate a lui & si pentru un n suficient de mare x,
ajunge Tn acea vecindtate si se poate proceda ca mai
sus.

» Dezavantaje. (i) Convergenta lentd; (ii) Faptul c3 unul
din capete poate ramane fix. Dac3 f este turtita Tn
vecinatatea radacinii si a este apropiat de a si b
depdrtat convergenta poate fi foarte lentd.
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fix)

Figura: Metoda falsei pozitii
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Metoda secantei |

» Este o variantda a metodei falsei pozitii, in care nu se
mai cere ca f sa aiba valori de semne contrare, nici
macar la capetele intervalului initial.

» Se aleg doud valori arbitrare de pornire xg, x1 Si se
continua cu

. Xp — Xn—1
Xn+1 - Xn f(Xn) _ f‘(anl)

f(x)), n€N* (16)

» Aceasta preintdmpind aparitia unei false pozitii si
sugereaza o convergenta mai rapida.

» Din p3cate, nu mai are loc convergenta ,,globala" pe
[a, b] ci doar convergenta ,,locald", adicd numai dacd xp
si x1 sunt suficient de apropiate de radacina.

» Vom avea nevoie de o relatie intre trei erori consecutive
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Metoda secantei Il e
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Metoda secantei Ill e

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Deci

f[ lx] Metoda secantei
Xn 1 an]. 1
————="—= neN~*

(17)

(Xnt1— ) = (Xp — ) (Xp-1 — &) flXn—1,%n]

» Din (17) rezultd imediat cd dacd a este o radacind
simpld (f(a) =0, f'(a) # 0) si x, — a si dacd f € C2
pe o vecindtate a lui &, convergenta este superliniara.



Ordinul de convergenta | americs

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Inlocuim raportul diferentelor divizate din (17) cu o
constanta, ceea ce este aproape adevarat cand n este
mare. Punand e, = |xx — «|, avem

Metoda secantei

ent1 = epen—1C, C>0

» inmultind ambii membri cu C si punand E, = Ce,
obtinem
En+1 = EE,1, E,— 0.

» Logaritmand si punand y, = E%, obtinem
Ynt1 = Yn + ¥Yn—1, (18)

care este recurenta pentru sirul lui Fibonacci.



Ordinul de convergenta |l americs

ecuatiilor neliniare

» Solutia este Radu Trimbitas
Yo = Cit] + a2ty

c1, ¢ constante si

1 1
tl — E(]_ _|_ \/g), t2 — E(1 — \/g) Metoda secantei

» Deoarece y, — oo, avem c1 # 0 si yp ~ cit], cici
|t2] < 1. Revenind la substitutie 2 ~ e,
n
1 ~ at! o .
= Cet1 si deci

n
C't]_ecltl t1 _
= Ctl 1, n — o0,

€n+1
t1 ~ tn+1
€n Cectt

» Ordinul de convergenta este

1+45
=t

t1 ~ 1.61803... (sectiunea de aur).



Convergenta metodei secantei | americs

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

Teorema 3
Fie o un zero simplu al lui f si fie
l. ={x €R: |x—a| <&} sipresupunem ci f € C?[I].

Definim pentru € suficient de mic Metoda secantei
f'(s)
M(e) = max 27(1)| (19)

tele

Presupunem ca
eM(e) <1 (20)

Atunci metoda secantei converge cdtre radacina unicd « € I,
pentru orice valoare de pornire xy # x1 cu xp € le, x1 € I.

Observatia 4



Convergenta metodei secantei |l

gf,(( )) < o0, deci (20) poate fi

satisfacutd pentru € suficient de mic. Natura locald a
convergentei este cuantificata prin cerinta ca xg, x1 € Ie.

Se observd cd lim M(e) =
e—0
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Demonstratie - pasul |

Se observa cd a este singurul zero al lui f In ;. Aceasta
rezulta din formula lui Taylor pentru x = a:

f@):m@+wx—@ﬂmy%“;“yﬂ@)

unde f(a) =0si ¢ € (x,a) (sau (a, x)). Astfel dacd x € [,
atunci si ¢ € [, si avem

f(x) = (x—a)f'(«) [1 L x—e f”(@)]

2 fl(a)
Aici, dacd x # a, toti trei factorii sunt diferiti de 0, caci

x—af'(g)

> o) <eM(e) < 1.

Deci f se poate anula pe Il numai in x = «.

Rezolvarea
numerica a
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

Metoda secantei



Demonstratie - pasul |l

S3 ardtam c3 x, € I, pentru orice n, in afara de cazul cand
f(xn) =0, In care x, = « si metoda converge intr-un num3r
finit de pasi. Vom demonstra aceasta prin inductie:
presupunem c3 X,—1, Xn € I Si X5 # Xp—1. Acest lucru este
adevarat pentru n = 1 din ipoteza.

Deoarece f € C2[l]

Flxo 1, 50] = F/(E1), Flxo 1, 30 a] = %f”(ég), Geli=12

din (17) rezultd

[Xnp1 —af < &

adica x,11 € .

f"(Cn)
2f"(¢1)

<eeM(e) < g,

Rezolvarea
numerica a
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

Metoda secantei



Rezolvarea

Demonstratle - paSUI |I| numerica a

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

Convergenta. Mai mult, din relatia intre trei erori
consecutive, (17), rezultd x,11 7 X, In afard de cazul cand
f(xn) = 0 (si atunci x, = a). Utilizdnd (17) avem

Metoda secantei
|xpt1 — a| < |xp, — a|eM(e)
care aplicatd repetat ne da

i1 — | < |xn —afeM(e) < - < [eM(e)]" xa — al.

Cum eM(e) < 1, rezults c3 metoda este convergentd si
X, — & cand n — oo,



Rezolvarea

AlgOrlthl numerica a

ecuatiilor neliniare

Deoarece este nevoie de o singura evaluare a lui f pe pas,

Radu Trimbitas
indicele de eficients este p = 1%\/5 ~ 1.61803....

Metoda secantei

Figura: llustrarea metodei secantei



Algoritmul n pseudocod

Intrare: Functia f, valorile de pornire xp si x;, numarul

lesire: O aproximatie a rdd3cinii sau un mesaj de eroare
1:

._\
e

e e Na s N

maxim de iteratii, Nmax, informatii de tolerant3 to/

XC 1= X1} XV = Xq;
fc:= f(x1); fv:=f(x0);
: for k:=1 to Nmax do

xn := xc — fc x (xc — xv) /(fc — fv);

if crit_oprire(tol) then

return xn;{Succes}

end if

xv:=xc, fv:=fc; xc:=xn, fc=f(xn),
end for
error("S-a depdsit numarul de iteratii”).
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Metoda lui Newton | e

ecuatiilor neliniare

. sy ey . . Radu Trimbitas
» Poate fi privitd ca un caz la limita al metodei secantei,

cand x,_1 — Xp:

. (21)

Metoda lui Newton

> Alt3 interpretare: liniarizarea ecuatiei f(x) = 0 in
x = xp (vezi figura 3)

f(x) ~ (T1f)(x) = f(xn) + (x — xn)f'(x2) = 0.

» Astfel, metoda lui Newton se poate generaliza la ecuatii
neliniare de toate tipurile (sisteme neliniare, ecuatii
functionale, caz in care f’ trebuie inteleasd ca derivat3
Fréchet), iar iteratia este

Xni1 = Xp — [ (xn)] 72 (Xn). (22)



Metoda lui Newton |l

» Studiul erorii Tn metoda lui Newton este la fel ca cel al
erorii In metoda secantei

X —oc:x—oc—f(xn)

n+1 n 71 ()
— (o >{1_ (f< >—ff< ®) ] .
=m0 (1 7250)
= (g a b f;’n‘]"]

» De aceea, daca x, — «, atunci

- ()
n— o0 (Xn — Dé)2 - 27”(0()

si ordinul de convergenta al metodei lui Newton este 2
dacs " (a) # 0.
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Interpretarea geometrica a metodei lui Newton

Figura: Metoda lui Newton
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Convergenta

Referitor la convergenta locald a metodei lui Newton avem

Teorema 5

Fie a o rddacind simpli a ecuatiei f(x) =0 si

l. = {x € R: |x—a| <e}. Presupunem ci f € C?|[l].
Definim

(s)
M(e) = 24
() = max571(r) ‘ (24)

Dac3 ¢ este suficient de mic astfel Tncat
2eM(e) < 1, (25)

atunci pentru orice xy € l,, metoda lui Newton este bine
definitd si converge pdtratic catre singura radacind « € I.

Demonstratia: ca la secanta.
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Criteriul de oprire | Rezolvarea

numericd a
ecuatiilor neliniare

Criteriul de oprire pentru metoda lui Newton Radu Trimbitas
|xn — xn—1] < €

se bazeaza pe urmatoarea propozitie:

Propozitia 6
. . . . ; Metoda lui Newton
Fie (xn) sirul de aproximante generat prin metoda lui

Newton. Dac3 w este o ridicind simpld din [a, b],
fec? [a, b] si metoda este convergentd, atunci exista un
ng € IN astfel incat

|xn — a| < |xp — Xn—1], n > ng.
Demonstratie. Vom ardta intai ca

1
|xp — | < - | (xn)], my < inf |F(x)]. (26)
1

x€[a,b]



Criteriul de oprire Il

Utilizand teorema lui Lagrange,

fa) — f(xn) = F(&)(a—xp), cu € € (a,x,) (sau (xp, a)).
Din relatiile f(a) = 0si |[f'(x)| > my pentru x € (a, b)
rezultd c3 |f(xp)| > mi|a — x,|, adicd chiar (26).

Pe baza formulei lui Taylor avem

Foxm) = £ 1) + Goo = 50 Gon-2) 5 060 — 302 (),

(27)
cu p € (Xp—1,Xn) sau 4 € (Xn, Xp—1).

Tinand cont de modul de obtinere a unei aproximatii de
metoda lui Newton, avem

f(xn—1) + (Xn — Xxn—1)f"(xn—1) = 0 si din (27) se obtine

(xn = xn-1)2 | || oo,

N =

F(xn)] = 2 Gon = 301217 (1)] <

Rezolvarea
numerica a
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas
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Rezolvarea

CrltGl’lUl de Oprlre |I| numerica a

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

iar pe baza formulei (26) rezults c3

e
| — xp| < 2y (Xn — Xn—1)".

Metoda lui Newton

Cum am presupus cd metoda este convergentd, exista un ng
natural cu proprietatea ca

[[£"[|oo

2y (Xp — xp—1) < 1, n> ng
si deci

|xn — a| < |xp — Xn—1, n > ng.



Alegerea valorii de pornire

» Alegerea valorii de pornire este, Tn general, o problema
dificila.

» |In practica, se alege o valoare, iar daca dupa un numar
maxim fixat de iteratii nu s-a obtinut precizia dorita,
testata prin unul din criteriile uzuale, se incearca cu alta
valoare de pornire.

» Criterii

Criteriul 1 dac3 radicina este izolata intr-un interval
[a, b] si f"(x) #0, x € (a, b), un criteriu
de alegere este f(xo)f"(x0) > 0.

Criteriul 2 daca f este convexa sau concava pe [a, b],
f(a)f(b) < 0 si tangentele in capete
intersecteaza Ox in (a,b), orice valoare x0
se poate alege ca valoare de pornire.

Rezolvarea
numerica a
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

Metoda lui Newton



Algoritmul n pseudocod

Intrare: Functia f, derivata f/, valoarea de pornire xg,

lesire: O aproximatie a rdd3cinii sau un mesaj de eroare

numarul maxim de iteratii, Nmax, informatii de
toleranta tol

: for k: =0 to Nmax do
o () .
Xk+1 = Xk )"
if crit_oprire(tol) then
return x1;{Succes}
end if
end for

error("S-a depdsit numarul de iteratii” ).
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Metoda aproximatiilor succesive | emerich

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Adesea, in aplicatii, ecuatiile neliniare apar sub forma
unei probleme de punct fix: s3 se determine x astfel

incat
x = ¢(x). (28)
» Un numdr « ce satisface aceasta ecuatie se numeste L
. . aproximatiilor
punCt fIX aI IUl qD succesive

» Orice ecuatie f(x) = 0 se poate scrie (in multe moduri
diferite) in forma echivalenta (28). De exemplu, daca
f'(x) # 0, n intervalul de interes putem lua

QD(X) =X fI(X)' (29)



Metoda aproximatiilor succesive |l

» Daca xp este o aproximatie initiala a unui punct fix a a
lui (28) atunci metoda aproximatiilor succesive
genereaza un sir de aproximatii

Xp+1 = QD(Xn). (30)

» Dacd acest sir converge si ¢ este continud, atunci sirul
converge cdtre un punct fix a lui ¢.

» De notat c3 (30) este chiar metoda lui Newton dacd ¢
este datd de (29). Astfel metoda lui Newton poate fi
privita ca o iteratie de tip punct fix, dar nu si metoda
secantei.

» Pentru o iteratie de forma (30), presupunand c3d x, — «
cand n — oo, ordinul de convergenta este usor de
determinat.
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Metoda aproximatiilor succesive Il|

» S3 presupunem c3 Tn punctul fix & avem
¢'(a)=¢"(a) = =P V() =0, ¢P(a)#0

» Presupunem cad ¢ € CP pe o vecindtate V a lui a.
Avem atunci, conform teoremei lui Taylor

9(xn) = @(a)+(xn—a) ' () +.. .+ﬁ¢<pfl><a>

(xn — a)P

0P @) = pla) + O

+

unde &, € (&, xp) (sau (xp, a)).
> Deoarece ¢(xn) = xp+1 §i @(a) = a obtinem

Xpy1 —a 1
Ty~ pi? o)
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Rezolvarea

Metoda aproximatiilor succesive |V e

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Cand x, — a, deoarece ¢, este intre x, si «, deducem
pe baza continuitatii c3

Xp+1 — & 1

lim = a(p(p)(w) #0. (32)

n—oco (xn — p()P

. o Metoda
P Aceasta ne arat3d cd ordinul de convergenta este exact p aproximatiilor

si eroarea asimptotica este succesive
LINE)
€= (a). (33)

» Combinand aceasta cu conditia uzuald de convergentd
locald se obtine:



Metoda aproximatiilor succesive V

Teorema 7
Fie & un punct fix al lui ¢ sile = {x € R: |x —a| <¢}.
Presupunem cd ¢ € CP[l;] si satisface (31). Daca

M(e) := max|¢'(t)| < 1 (34)

tel,

atunci iteratia (30) converge catre a, ¥ xo € l. Ordinul de
convergentd este p, iar eroarea asimptotica este dat3 de (33).
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Rezolvarea

Interpretarea geometrica a metodei aproximatiilor = numerics s
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

succesive

Convergenta

Lo

29 ¥3 2

L3 Metoda

0 aproximatiilor
succesive

Interpolat

Metode ¢




Rezolvarea

Interpretarea geometrica a metodei aproximatiilor = numerics s
ecuatiilor neliniare

succesive Radu Trimbitas
Divergenta
L4
A esd E
X2
: Metoda
z 0 aproximatiilor
succesive
x
iy 1
/ ' -

Interpolat

Metode ¢




Metoda lui Newton pentru radacini multiple | americs

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Daca « este o radacind multipla de ordinul m, atunci
ordinul de convergenta a metodei lui Newton este doar
1. Intr-adevar, fie

Radacini multiple
» Deoarece
f(x)f"(x)

[(x)]?

procesul va fi convergent dacd ¢'(a) =1—1/m < 1.



Metoda lui Newton pentru radacini multiple I

» O modalitate de a evita aceasta este s3 rezolvam
ecuatia

care are aceleasi rad3cini ca si f, dar simple. Metoda lui
Newton pentru problema modificatd are forma

X1 = Xk — ulx0) = FO)F (%) . (35)
() [F ()] = £ Oa) £ ()

» Deoarece « este o radacina simpl3d a lui u, convergenta
lui (35) este patraticad. Singurul dezavantaj teoretic al
lui (35) este derivata a doua necesard suplimentar si
complexitatea mai mare a calculului lui xx41 din xk. Tn
practica aceasta este o slabiciune, deoarece numitorul
lui (35) poate lua valori foarte mici in vecinatatea lui a
cand x, — «.
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Rezolvarea

Metoda lui Newton pentru radacini multiple Il e -

ecuatiilor neliniare

» Convergenta patraticd a metodei lui Newton se poate Radu Trimbitas

realiza nu numai prin modificarea problemei ci si prin
modificarea metodei. In vecindtatea unei solutii multiple
de ordinul m, &, avem

Fix) = (x=a)"p(x) = (x —a)" ¢, (36)

de unde rezult3d

fx) x—u Nx_mf(x)
)~ T F Fi(x)’

Radacini multiple

Metoda modificata corespunzatoare

f(xx)
f'(xk)’

converge patratic catre radacina multipla de ordinul m
cand se ntrebuinteazd o valoare corectd a lui min (37).

k=01,2... (37)

Xk+1 = X —m



Metoda lui Newton pentru radacini multiple IV

» Eficienta variantei (37) a metodei lui Newton depinde
de utilizarea unei valori de aproximare bune pentru m,
daca aceastd valoare nu este cunoscutd din alte surse.
in ipoteza

’Xk — [X‘ < ’Xk,1 - DC’ VAN ’Xk — a! < ‘Xk,Q — lX’
putem Tnlocui Tn (36) a prin xk

f(Xk,l) ~ (kal — Xk)m - C

f(xk—2) =~ (xk—2 — xx)™ - C.

» In continuare se obtine m:

o log[f(xk-1)/f(x2)]
log [(xk—1 — xk)/ (Xk—2 — xx)]

Aceastd valoare poate fi utilizata in (37).
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Ecuatii algebrice |

| 2

>

Exista multe metode special concepute pentru a rezolva
ecuatii algebrice.

Aici vom descrie numai metoda lui Newton aplicata in
acest context, concentrandu-ne asupra unui mod
eficient de a evalua simultan valoarea polinomului si a
primei derivate.

Consideram o ecuatie algebrica de grad d
f(x)=0, f(x)=x%+ag_1xI 1442y (38)

n care coeficientul dominant se presupune (fard a
restrange generalitatea) a fi egal cu 1 si unde putem
presupune, fard a restrange generalitatea c3 ag # 0.

Pentru simplitate vom presupune ca toti coeficientii
sunt reali.
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Ecuatii algebrice Il americs

ecuatiilor neliniare

» Pentru a aplica metoda lui Newton ecuatiei (38) este Radu Trimbitas

nevoie de 0 metoda buna de evaluare a polinomului si
derivatei. Schema lui Horner este potrivitd pentru asa
ceva:
bd :=1; cd:=1;
for k =d—1 downto 1 do
by 1= thyi1 + ak;
Ck 1= tCxr1 + bx;
end for
bO = tbl —+ ao; Ecuatii algebrice
> Atunci f(t) = bo, f'(t) = a.
» Deci procedam astfel:
> Se aplicd metoda lui Newton, calculand simultan f(x,)
si f'(xn)

_ . fam)
Xn+1 = Xn f/(Xn).




Ecuatii algebrice Il americs

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Se aplica apoi metoda lui Newton polinomului %
» Pentru radacini complexe se Tncepe cu xg complex si
toate calculele se fac Tn aritmetica complexa.
» Este posibil s3 se Tmpartd cu factori patratici si s3 se
foloseascd aritmetica reald — metoda lui Bairstow.
» Folosind metoda aceasta de sc3dere a gradului erorile
pot fi mari.
» O modalitate de Tmbun3t3tire este de a utiliza radacinile Ecuatii algebrice
astfel calculate ca aproximatii initiale si a aplica metoda

lui Newton polinomului original.



Metoda lui Newton pentru sisteme neliniare | emerich

ecuatiilor neliniare

. . . Radu Trimbitas
» Metoda lui Newton este usor de generalizat la sisteme

neliniare
F(x) =0, (39)
unde F: QO C R" — R”, iar x, F(x) € R".

» Sistemul (39) se scrie pe componente

Fo(xt,....,xn) =0

Sisteme neliniare

> Fie F'(K) jacobianul lui F in x(¥):

g%(x(k)) 35,1, (X(k))
J .= F’(k)) - : . ; (40)
Se(x) L gf(xth)



Metoda lui Newton pentru sisteme neliniare |l

» Cantitatea 1/f(x) se inlocuieste in acest caz cu inversa
jacobianului in x(%)

X = (&) _[F(xUN] (xR (41)
» Scriem iteratia sub forma

x D) = 5 (k) 4y (k). (42)

Se observa c3 wy este solutia sistemului de n ecuatii
liniare cu n necunoscute

F' (X(k)) wlk) = —F(x(¥). (43)

» Este mai eficient si mai convenabil ca, n loc sa
inversam jacobianul la fiecare pas, sd rezolvam sistemul
(43) si s3 folosim iteratia in forma (42).
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Metoda lui Newton pentru sisteme neliniare |l emerich

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas
Teorema 8

Fie a o solutie a ecuatiei F(x) = 0 si presupunem c3 in bila
inchisd B(8) = {x: ||x —al| < J}, existd matricea Jacobi a
lui F : IR" — R", este nesingulard si satisface conditia
Lipschitz

|F (x) = F'(y)]leo < cl|x = ¥|leo, ¥V x,y € B(§), ¢>0.

Punem y = c max {||[F"(x)] oo : [|& = x|loc < 8} si

0 < e < min{d,y~1}. Atunci pentru orice aproximatie

initiald x\° € B(e) := {x: ||x — &t||eo < €} metoda lui Sisteme neliniare
Newton este convergenta, iar vectorii elk) .= g — x(k)

satisfac urmatoarele inegalitati:

(a) e oo < vlle®IZ
(6) lle®leo < 172 (7@ le0)?"



Metoda lui Newton pentru sisteme neliniare |V emerich

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas
Demonstratie. Dac3 F’ este continu3 pe segmentul ce

uneste punctele x, y € IR”, conform teoremei lui Lagrange

F(x) = F(y) = Jk(x—y),

unde oF 9F
3711(51) aTi((fl)

J = . . =

o (En) R (Cn)

Sisteme neliniare
k1) = e [F1 ()] (F(a) — F(x¥))
— ek _ [F’(X(k))]—ljke(k)
= [F(x)] M (F'(x%)) = J)el®)



Metoda lui Newton pentru sisteme neliniare V emerich

ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

si de aici rezultd imediat (a). Din conditia Lipschitz

IF'(x99) = Sl < € max [x9) = g0 < c|x¥) —a|

j=1,n
Deci, dac [|Ja — x(K) ||, < &, atunci

o = x4y < (re)e <.

Sisteme neliniare

Deoarece (a) este adevaratad pentru orice k, se obtine (b)
imediat. m



Metoda lui Newton - pseudocod

Intrare: Functia F, derivata Fréchet F', vectorul de pornire
x(o), numarul maxim de iteratii, Nmax, informatii de
toleranta tol

lesire: O aproximatie a radacinii sau un mesaj de eroare

1: for k:=0 to Nmax do
2. Calculeazi matricea jacobian J = F/(x(¥));

Rezolvi sistemul Jw = —F(x(¥);

X(k+1) — X(k) +w:

if crit_oprire(tol) then

return x(k*1):{Succes}

end if

8: end for

9: error("S-a depdsit numarul de iteratii”).

N g kR w
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Metode quasi-Newton | emerich

ecuatiilor neliniare

wp e . s v . . Radu Trimbitas
» O slabiciune semnificativda a metodei lui Newton pentru

rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare este necesitatea
ca la fiecare pas sa calculam matricea jacobiana si sa
rezolvam un sistem n X n cu aceastd matrice.

» Pentru a ilustra dimensiunile unei astfel de slabiciuni, sa
evaluam volumul de calcule asociat cu o iteratie a
metodei lui Newton. Matricea jacobiana asociata unui
sistem de n ecuatii neliniare scris in forma F(x) =0
necesitd evaluarea celor n? derivate partiale ale celor n
functii componente ale lui F. Tn cele mai multe situatii,
evaluarea exactd a derivatelor partiale este
neconvenabil3 si de multe ori imposibil3. Efortul total e ewton
pentru o iteratie a metodei lui Newton va fi de cel putin
n? + n evaludri de functii scalare (n? pentru evaluarea
jacobianului si n pentru evaluarea lui F) si O(n?)
operatii aritmetice pentru a rezolva sistemul liniar.



Metode quasi-Newton I

Acest volum de calcule este prohibitiv, exceptand valori
mici ale lui n si functii scalare usor de evaluat.

» Este firesc ca atentia sa fie Tndreptat3 spre reducerea
numarului de evaludri si evitarea rezolvarii unui sistem
liniar la fiecare pas.

> La metoda secantei aproximatia urm3toare x(k*1) se
obtine ca solutie a ecuatiei liniare

- (k) — F(xk)
by = f(x(k)) + (x — x(k)) FD + hz) ) =0.
k

» Aici functia £ poate fi interpretatd in doud moduri:
1. ca aproximare a ecuatie tangentei

C(x) = F(x9)) + (x — x(0) (x(")> :

2. ca interpolare liniara ntre punctele x(k) Si x(k+1)
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Metode quasi-Newton Il|

» Se pot obtine diverse generalizdri ale metodei secantei
la sisteme de ecuatii neliniare in functie de modul n

care se interpreteazad /.

» Prima interpretare conduce la metode de tip Newton
discretizate, iar a doua la metode bazate pe interpolare.

» Metodele de tip Newton discretizate se obtin daca in
metoda lui Newton (41) F'(x) se nlocuieste cu cu o

aproximare discretd A(x, h). Derivatele partiale din

matricea jacobiand (40) se vor inlocui prin diferentele

divizate

A(x, h)e; := [F(x + hie;) — F(x)]/h;,

[ay
—~ 3
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Metode quasi-Newton IV

unde e; € R” este al i-lea vector al bazei canonice si
h; = h;(x) este marimea pasului de discretizare. O
alegere posibila a pasului este de exemplu

e|x;|, dacd x; #0;
h,' =
g, altfel,

cu € := ,/eps, unde eps este epsilon-ul masinii.
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Rezolvarea

Interp0|are ||n|ar§ | numerica a

ecuatiilor neliniare

» La interpolare fiecare dintre planele tangente se Reln Wiffltizzs
nlocuieste cu un (hiper)plan care interpoleaza functiile
componente F; ale lui F in n+ 1 puncte date xkd,
Jj =0, n, Intr-o vecinatate a lui x(K) | adic3 se determina
vectorii al’) si scalarii a;, astfel incat pentru

Li(x) = aj+ a7 x, i=1,n (45)

are loc

Li(x*) = F(x*)), i=1n, j=0,n.

» Urmatoarea aproximatie x(k+1) ge obtine ca punct de
intersectie Tntre cele n hiperplane (45) din R"*! cu Inerpolr e
hiperplanul y = 0. x(k*1) rezult ca solutie a sistemului
de ecuatii liniare

Li(x) =0, i=1n. (46)



Interpolare liniara Il

> in functie de alegerea punctelor de interpolare se obtin
diferite metode, dintre care cele mai cunoscute sunt
metoda lui Brown si metoda lui Brent.

» Metoda lui Brown combind aproximarea lui F’ si
rezolvarea sistemului prin eliminare gaussiana.

» in metoda lui Brent se Tntrebuinteaza la rezolvarea
sistemului metoda QR. Ambele metode apartin unei
clase de metode, care, la fel ca metoda lui Newton,
converg pitratic, dar au nevoie doar de (n? 4 3n)/2
evaludri de functii pe iteratie.

» intr-un studiu comparativ, Moré si Cosnard [7] au ajuns
la concluzia ca metoda Brent este adeseori de preferat
metodei lui Brown si ca pentru sisteme de ecuatii
neliniare, la care evaluarea lui f necesitd un efort mai
mic, metoda lui Newton discretizata este cea mai
eficienta metoda de rezolvare.
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Metode de modificare |

» Din punct de vedere al efortului de calcul, sunt deosebit
de convenabile metodele in care la fiecare pas se
intrebuinteazs o aproximare Ay a lui F'(x(¥)), care se
obtine din A,_1 printr-o modificare de rang 1, adica
prin ad3dugarea unei matrice de rang 1:

-
Aki1 = A+ u(k) [v(k)] . u(k), vk ¢ R", k=0,1,2,...

» Pe baza formulei Sherman-Morrison (vezi [4])

1
oA AT
v u

(47)

— a1 ; <
pentru Bii1 := A, |, are loc relatia de recurentd

<A + uvT> - =A!

B, (k) [V<k>} "B,

1+ [v(0] " Byl

Bi1 = By — . k=0,12,...,
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Metode de modificare Il
;
atat timp cat 1+ [v(k)} Biu®) +£ 0.

» Necesitatea rezolvarii unui sistem liniar la fiecare pas
dispare; aceasta se Tnlocuieste cu Tnmultiri
matrice-vector, ceea ce corespunde unei reduceri a
efortului de calcul de la O(n%) la O(n?).

» Acest avantaj va fi platit prin aceea ca nu vom mai avea
o convergentd patratica ca la metoda lui Newton, ci
doar una superliniara:

(kD — g

48
k—o0 ||X(k) —a” ( )

» in metoda lui Broyden alegerea vectorilor u(k) si v(k)

~

are loc dupa principiul aproximatiei secantei. In cazul
scalar aproximarea a, =~ f' (x(k)> se face unic prin

ak+1(x(k+1) — X(k)) = f(X(k+1)) — f(X(k))
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Metode de modificare ||
» Pentru n > 1, din contrd, aproximarea
A (xUFFD — X0y = F(xFD) — F(x)  (49)

(asa numita ecuatie quasi-Newton) nu mai este unic
determinata; orice alta matrice de forma

A1 = Axi1+pq’

cu p, g € R"si g7 (xk+1) — x(K)) = 0 verific de
asemenea ecuatia (49).
» Pe de alta parte,

vi := F(x®)) — F(x*k=D si 5 1= x(K) — x(k=1)

contin numai informatii despre variatia lui F in directia
Sk, dar nici o informatie n directii ortogonale pe s.
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Metode de modificare IV

» Pe aceste directii trebuie ca efectul lui Agyq si Ag sa
coincida

Aki19 = Akq, Vge{v:v#0v's =0}. (50)

» Pornind de la prima aproximare Ay ~ F'(9)), se
genereazd sirul A, Az, ... utiliznd formulele (49) si
(50) (Broyden [2], Dennis si Moré [4]).

> Pentru sirul By = Ayt = [F(x(9)]7, By, By, ... cu
ajutorul formulei Sherman-Morisson (47) se obtine
relatia de recurenta

(Sk+1 — Bryk+1)si 1 Br

—
Sk41BrYk+1

Bky1:= Bk +

care contine doar inmultiri matrice vector si a carei
complexitate este doar O(n?).

, k=0,1,2,...
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Metode de modificare V

» Cu ajutorul matricelor By se poate defini metoda lui
Broyden prin

X(k+1) — X(k) o BkF(X(k))v k = O, 1,2, .

» Aceastd metoda converge superliniar in sensul lui (48),
dac3 pasii s se apropie asimptotic (cdnd k — o0) de
pasii metodei lui Newton.

» Se poate recunoaste Tn aceasta semnificatia central3 a

principiului linearizarii locale la rezolvarea ecuatiilor
neliniare.
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Metoda lui Broyden americs

ecuatiilor neliniare

Intrare: F, vectorul x(9), Nmax, toleranta tol Radu Trimbitas
lesire: O aproximatie a rdd3cinii sau un mesaj de eroare
By := F'(x19); v:=F(x); B:= Byt

s:= —Bv; x:=x+s;
for k:=1 to Nmax do
= v; v:= F(x); yi=v—w,

w
z:= —By; {z = —Bx_1y}
p:=—s"z {p=-s/Bi 1y}
C:=pl+(s+2z)s";
{C=s{ Byl + (sk + Bi-1yi)s( }
B:=(1/p)CB; {B = By}
s:= —Bv; {s = —BF(x(¥)}
X:=x-+s;
if crit_oprire(tol) then
return x; {succes}
end if
end for
error(" S-a dep3sit numirul maxim e iteratii’ )
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Interpolare inversa |

» Daca f este inversabild pe o vecinatate V a luia si g
este inversa sa (g = 1), atunci

fa) =0= a = g(0).

» Interpolarea invers3 const3 in aproximarea lui g(0) prin
valoarea unui polinom de interpolare de grad mic.

» Daca aproximam g prin polinomul sdu Taylor de grad 1,
avem

gly) = (Tig)(y) = &(yn) + (v — yn)& (yn).

» Daci y, = f(x,), tinand cont c3 g’(y,) = 7,”(1)( . se

obtine
f(xn)
g(O) N Xp — f/(Xn) =: Xp+1,

adica metoda lui Newton! Incercati sa obtineti metoda
corespunzatoare pentru Tog.
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Interpolare inversa |l

» Dac3 ludm g =~ L1 g, avem

g(y) = (L1g)(y) = &(yn) + &[¥n Yn-1](y — ¥n).

» Tinand cont ca

g[y y 1] _ g()’ﬂ) —&(Yn-1) _ Xn — Xn—1
" Yn — Yn-1 f(Xn) f(Xn—l)
se obtine
Xn — Xn—1
0) ~ x, f(xn),

adica metoda secantei.
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Metode hibride numerich a
ecuatiilor neliniare

Radu Trimbitas

» Aceste metode combind metodele cu convergenta
globald, dar mai lente, cu metode cu convergenta locala
(de exemplu, Newton sau secant3).

» De asemenea, se utilizeaza scheme adaptive de
monitorizare a iteratiilor si de testare a conditiilor de
oprire.

» Una dintre cele mai cunoscute metode de acest tip este
algoritmul lui Dekker, Tn varianta lui Brent, cunoscut si
sub numele de algoritmul Dekker-Brent sau zeroin
[6].[8].

» El combina metoda Tnjumatatirii cu metoda secantei si
cu metoda interpoldrii inverse patratice (1QI).

» Functia MATLAB fzero se bazeaz3d pe acest algoritm.
Metode hibride



- . . Rezolvarea
Descrierea algoritmului e -
ecuatiilor neliniare
Radu Trimbitas
> Se incepe cu asi b astfel incat f(a) si £(b) au semne

opuse.

» Se utilizeaza un pas al metodei secantei pentru a obtine
cintre a si b.
> Se repetd pasii urm3tori pand cand |b — a| < ¢|b| sau
f(b)=0
» Se permutd a, b, c¢ astfel incit
> f(b) si f(a) au semne opuse
> [f(b)| < [f(a)
» ¢ este valoarea precedentd a lui b.
» Dacd ¢ # a se realizeaz3 un pas IQI, altfel un pas al
metodei secantei.
> Dac3 rezultatul pasului IQl sau secantei este in [a, b], se
accepta
» Daca nu, Tnjumatatire. Metode hibride
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