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Elemente de analiza matriciala

» Ac Cm™m™ AT transpusa lui A, A* transpusa
conjugatd a lui A

» polinomul p(A) = det(A — Al) polinomul caracteristic
al lui A; radacinile lui se numesc valori proprii ale lui A

» Ax = Ax, A € C valoare proprie, x # 0 vector propriu

» Valoarea p(A) = max{|A| : A valoare proprie a lui A}
— raza spectrald a matricei A.
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Matrice speciale S condiionares

unui sistem liniar

Radu Trimbitas

» O matrice se numeste Norme matricsle
» normal3, dacid AA* = A*A
P unitard, dacd AA* = A*A=1
» ortogonal3, dacs AAT = ATA =1, A real3
P hermitiand, dacd A* = A
> simetric, daci AT = A, A real3
» O norm3 matriciald este o aplicatie ||-|| : C™*™ — R,
care pentru orice matrice A, B si orice scalar « € C
verifica

(NM1) [|A] >0, A =0 A=0
(NM2) [l2A]| = [a] [ A]

(NM3) [|A+B] < [|A] + 8]
(NM4) [ AB] < [A] |B]



Norme matriciale - exemple S eondionarea.

unui sistem liniar

» fiind datd o norm3 vectorial ||| pe C”, aplicatia Radu Trimbitas

II/:cmr - R
A 174 Exemple de norme
A1 = sup 1L = sup av] = sup av =

vecr vl veC” veC”
v#£0 Ivi<1 Ivi=1

este o normd matriciald numita norma matriciald
subordonata (normei vectoriale date) sau norma indus3
(de norma vectoriald) sau normd naturala.

» Orice norm3d subordonata verificd ||/|| = 1

» Un exemplu important de norma nesubordonat3
(neindusd) este norma Frobenius

1/2
1Al = (ZZ|30|2> = (tr (A*A))"/2.

» ||[/||r = /n, deci norma Frobenius nu este subordonatd



Norme induse clasice S eondionarea.
unui sistem liniar
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Teorema Exampe de rorme

Fie A 6 Cme. Atunci matriciale
Av

Al = sup I = sy

veCm\{0} vily

4l = sup M; Volaa) = \Jp(AA) = |4,
veCm

4
Al = sup 10l —maxy oy
J

veCm™\{0} HVHoo
Daci A este normald (AA* = A*A), atunci ||A||, = p(A).
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Fie matricele

1 2 3 o
A= { :1)’ :23 ] ,B=1] -1 0 2 |.
2 1 =2

Normele uzuale ale lui A si B vor fi
[Aly =5, [[Alle =6.
V294 17
% ~ 4.7541, ||AllF = V23

1Blly =6, [[Bllo =17,
1Bl ~ 42986, [|B||r = 2V7.

HAH2 =



Un rezultat util

Teorema

(1) Fie A o matrice patraticd oarecare si ||-|| o norm3
matriciald oarecare (indusa sau nu). Atunci

p(A) < [[A]-

(2) Fiind datd o matrice A si un numdar e > 0, exista cel
putin o norm3 matriciala subordonata astfel incat

JAIl < p(A) +e
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Demonstratie. (1) Fie p un vector propriu dominant, adica
p#0, Ap=Apsi |A| = p(A) si g un vector astfel incat

pg* # 0. Dar

p(A) lpg*(| = |Apa™| = l|Apq™|| < [[Allllpa”|

de unde prima parte.

(2) JU unitars ai. U~LAU este triunghiulard superior, si are

valorile proprii ale lui A pe diagonala

[ A1 ti2 ti3

Ao t3
UTAU =
Am—l

Fiecdrui scalar 6 # 0 1i asociem matricea
D5 = diag(1,5,6%,...,6m1),

tim
tom

tm—l,m

Am
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astfel ca
[ A1 Ot (521'13 S 5m_1t1m

AQ 51‘23 s (5m72t2m
(UDs) * A(UDs) = :

/\m—l (Stm—l,m
Am

Pentru ¢ dat, fixdm J a.i. ij:i+1 ‘y*it,-j‘ < g,
i=1...m—1

Atunci aplicatia

Il B € €™ |1B]| = || (UDs) " B (UDy)||_
ndeplineste conditiile problemei. Intr-adevir, datorit3
alegerii lui ¢ si definitiei |||

[Al < p(A) +e

Analiza matriciald
si conditionarea
unui sistem liniar

Radu Trimbitas

Rezultate utile



Analiza matriciald
si conditionarea
unui sistem liniar

Radu Trimbitas

Rezultate utile

si este indusa de norma vectoriala

vel”— H(UDd)f1 VH

[ee]
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Teorema Resutteuie

Fie B o matrice patraticd de ordin m. Urm3toarele afirmatii

sunt echivalente:

(1) limg_yeo BK =0

(2) I|mk_>oo kv =0, YveCm

(3) p(B) <

(4) Existd o normd matriciald subordonatd ||-
B[l <1

, astfel incat




Demonstratie. (1) =>(2)

1B*v|| < |[BX| V]| = limkse0 BEv = 0

(2)=(3) Dac3d p(B) > 1, putem gisi un p astfel incat
p#0, Bo=Ap, |A| > 1. Deoarece BXp = Akp, sirul de
vectori (ka) xeN A putea sd nu conveargd cdtre 0.
(3)=>(4) Din teorema 2 avem p(B) < 1 = 3 ||-|| astfel
incat ||B|| < p(B) +¢, Ve >0, deci ||B|| < 1.

(4)=(1) ||BX|| < |IB||* — 0, dac¥ ||B|| < 1. m
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Conditionarea unui sistem liniar 1 oo,

unui sistem liniar

Radu Trimbitas

» Care este conditionarea problemei: dandu-se A € C™*™
si b € C™*1 s3 se rezolve sistemul Ax = b.

» Consideram exemplul (Wilson)

107 8 7 x1 32
75 6 5 x| | 23
8 6 10 9 x3 | |33
75 9 10] | x 31

cu solutia [ 1111 ]T.
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» Perturbdm membrul drept

107 8 7 x1 + Ax 32.1
7 5 6 5 X2 + Axo - 229 Condionarea unu e
8 6 10 9 x3+Axs | | 331
75 9 10 Xa + Axy 30.9

> solutia [ 92 —126 45 —1.1]" .

» o eroare (relativd) de 1/200 in date — eroare relativa
de 10/1 (amplificare a erorii relative de 2000 de ori)



Conditionarea unui sistem liniar 3 oo,
unui sistem liniar
» Perturbam matricea Radu Trimbitas
10 7 81 7.2 x1 + Axq 32
7.08 5.04 6 5 Xo + Axo B 23
8 908 989 9 x3+Ax3 | | 33
6.99 499 9O 9008 X4 + Axq 31

> solutia [ —81 137 —34 22" .

» Din nou, o variatie mica in datele de intrare modifica
complet rezultatul

» Matricea are un aspect ,,bun”, ea este simetrica,
determinantul ei este 1, iar inversa ei este

25 —41 10 —6
—41 68 —17 10
10 —-17 5 =3
—6 10 -3 2



Estimarea numarului de conditionare

» Consideram sistemul parametrizat, cu parametrul t
(A+tAA)x(t) = b+ tAb, x(0) = x™.
» A nesingulara = functia x este diferentiabild in t =0
si x'(0) = A~ (Ab — AAx*).
» Dezvoltarea Taylor a lui x(t) este
x(t) = x* + t/(0) + O(t?).

» Estimarea erorii absolute

lax(O)] = x(t) = x|l < |¢] [ (©)]| + O()

< [tl[|[A7H] (abl + [IAA] [lx*)) + O(¢2)
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Estimarea num3rului de conditionare 2 izl

unui sistem liniar
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» din ||b|| < ||A||||x*|| obtinem pentru eroarea relativi

Ax(t Ab
I g)ll <t ||A- 1H<II I )+O(t2)
[l 3l
- [Ab[| | [[AA] )
<taifa e (T + +o(2)
A S
» Introducem notatiile L
[AA] A
pa(t) = [t] . pp(t) = |t] 5t
1Al [b]

si putem scrie pentru eroarea relativa

IAx@)]

B

< [|AI{|A7Y] (pa(t) +pb(1)) + O() (1)



Estimarea numarului de conditionare 3

Definitie

Dacad A este nesingulara, numarul

se numeste numar de conditionare al matricei A. Dacd A

cond(A) = [|A]l |A~|

este singulard, cond(A) = oo.

Relatia (1) se poate scrie sub forma

[Ax(0)]

[l

< cond(A) (pa(t) + ps(t)) + O(t?)

(2)

Analiza matriciald
si conditionarea
unui sistem liniar

Radu Trimbitas



Exemple de matrice prost conditionate

» Matricea lui Hilbert Hp, = (hjj) cu hj =
i,j=1,..., m. Szegb a demonstrat

(ﬁ+ 1
CondQ(Hm) = W
m | 10 | 20 | 40
condy(Hpm) | 1.6-101 | 2.45:10% | 7.65-10°° |

» Matricea Vandermonde V = (vj), vjj = tJ!'_l,
ihj=1....,m

_1
-1

>4m+4

P elemente echidistante in [-1,1]
1 7z m(Z+1in2)
condoo(Vm)NEe 2eMa™2

> t;=1/j,j=1,...m: conde(Vpm) > mm™L.
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David Hilbert
(1862-1943)

Gébor Szegb (1895-1985)
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Analiza matriciald

I ntrOd Ucere si conditionarea

unui sistem liniar
Radu Trimbitas
» Pentru A nesingulara, presupunem ca putem reduce

rezolvarea lui
Ax = b (3)

la rezolvarea problemei de punct fix

x=Tx+c, (4)
unde T este o matrice, c este un vector, [ — T este
inversabild si punctul fix al lui (4) concide cu solutia x* .
a lui (3).

» Definim metoda iterativi prin: se ia un x(%) arbitrar si
se defineste sirul (x(k)) prin

xUkH1) = TR 4 ¢, (5)



Lema
Daci p(X) < 1, existd (I — X)™ 1 si

(I=X) =14+ X+ X4 X

Demonstratie. Fie Sy = /| + X 4+ X? 4 - - - + XK. Deoarece
(I = X)Sk =1 — Xk,
avem

lim (1 = X)Sk =1 = lim S, = (I — X))},
k—00

k—o0

cdci Xkl 5 0= p(X)<1. m
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Convergenta
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Teorema

U.a.s.e.

(1) metoda (5) este convergentd
(2) p(T) <1
(3) ||T|| <1 pentru cel putin o normd matriciald
Demonstratie.
20 = T e = T(TlD) 4 ) e
(5) convergentd <= (I — T) inversabil3 <=
p(T) <1l<= 3F|] al ||T|| <1 (teorema 3). m



Delimitarea erorii e

si conditionarea
unui sistem liniar
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Aplicand teorema de punct fix a lui Banach obtinem

Teorema
Dacs exist3 ||-|| a.i. || T|| < 1, sirul (x<k>) definit de (5)

este convergent pentru orice x(©) ¢ R™ si au loc delimit3rile

x* —x(k)H < THk HX(O) — X"
k

i i

o -

— 1T

Convergenta si delimitarea
erorii



Criteriul de oprire i condionares.

unui sistem liniar
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Criteriul de oprire

e B S

~—

Propozitie
Daca x* este solutia sistemului (3) si | T|| < 1, atunci

Convergenta si delimitarea

N i L B
e
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Demonstratie. Vp € IN* avem

I B e e

B (8)

Din (5) rezultd
o —sin] < 71 i |
sau pentru k < m T

R e |

Aplicand aceste inegalitati, pentru m=k,..., k+p—1,
relatia (8) devine
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Demonstratla CrlterIUIUl II si conditionarea
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H e - H <(ITh+---+1TIP) H X(H)H
<UTH+ -+ TP +--) wa _X<k—1>H
de unde, deoarece || T|| <1

HX(HP) _X(k)H 1— ||T|| H H

din care prin trecere la limitd in raport cu p se obtine (7). m
Dacd || T|| < 1, inegalitatea (7) devine

[ =] < o =0

iar criteriul de oprire

Convergenta si delimitarea
erorii

Hx(k) - x(k_l)H < &.
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» Daca metoda de rezolvare pentru Ax = b este
nestabild, atunci AX; # b, unde X; este valoarea
calculata. Vom calcula corectia Ax; astfel Tncat

A(Y—FAXl) =b=— AAx; = b— Ax

» Se rezolva sistemul si se obtine un nou X,
X2 = X1 + Ax1. Dacd din nou Ax, # b, se calculeaza o
noud corectie pana cand

|Ax; — Axi—1]] < e sau ||b— AXj|| < e

Rafinarea iterativi

» Calculul vectorului r; = b — AX;, numit reziduu, se va
efectua Tn dubl3 precizie.



Metode concrete

v

Fie sistemul Ax = b, A inversabila.

Scriem A sub forma A= M — N, unde M este usor de
inversat (diagonald, triunghiulard, etc.)

Ax=b<= Mx = Nx+b<= x=MINx+M1b

Ultima ecuatie are forma x = Tx+ ¢, unde T = M-IN
sic=M"1b.
Obtinem iteratiile

x(o) — arbitrar
xKHD) — (= Inx (K)o pp-1p,

Analiza matriciald
si conditionarea
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Rafinarea iterativi



Metoda lui Jacobi

v

vvyyy

Consideram descompunerea A= D — L — U, unde

D = diag(A), L = —tril(A, —1), U = —triu(A,1).
SeiaM=D, N=L+U.

Se obtine T =T, =D"Y(L+U), c=cy=D"'bh.
Metoda se numeste metoda lui Jacobi

Pe componente

substitutia simultana
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Figura: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) nb =t



Metoda Gauss-Seidel

» in descompunerea A=D —L—U,seiaM=D — L,

N=U

» Seobtine T = Tgs = (D —L)"1U, cgs = (D —L)71b.

» Metoda Gauss-Seidel

» pe componente

1 i—1
x = = <bf - "
j=1

all

S SN

j=it1

i=1,...m, k=

)

1,2,...
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Metoda Gauss-Seidel

» Pornim de la iteratiile Jacobi

k 1 k-1
W= b= apg | i=1m k=12,
i j=1
J#i
» deoarece xj(kfl),j < i au fost deja actualizate le folosim
n iteratie

K 1 i—1 B m 1
X = " <bi_J;ainj( ) — ) ainj( )> ,

j=it1
i=1...m k=12 ...
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Metoda relaxarii

» Putem Tmbunatati metoda Gauss-Seidel introducind un
parametru w si alegand

M=1p_1
w

A= (1D—L> _ (HOD+U)
w w
» Se obtine

—1
T=T,= (i}D—L) <1wwD+U>

=(D—wl) (1 -w)D+wl)

c=co=(D—wl)  wb

» Avem

» variante: subrelaxare w < 1, suprarelaxare w > 1,
Gauss-Seidel w =1
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Metoda relaxarii Il

» Justificarea: pentru a accelera convergenta metodei

Gauss-Seidel, x(¥) va fi media ponderat3 intre x!

x(k) 2l metodei Gauss-Seidel

k—1)

x(K) = (1- w)x(k’l) + wxg;)

Si

» Folosind acum formula pe componente pentru metoda
Gauss-Seidel, se obtine urmatoarea expresie pe
componente pentru metoda relaxarii

) =

(1-—w)x Yy

1

i—1
w (k
ol WA ETE
ii j=1

S S

j=i+1
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Convergenta metodei relaxarii

Teorema (Kahan)

Daci ajj #0,i=1,...,n, p(Ty) < |w — 1|. De aici rezultd
cdp(Ty) <1= 0 < w < 2 (conditie necesars).

Teorema (Ostrowski-Reich)

Dac3 A este o matrice pozitiv definitd si 0 < w < 2, atunci

SOR converge pentru orice alegere a aproximatiei initiale
0)
x(0),

Valoarea optima a parametrului relaxarii este

2

14+4/1— (o(T))*

wo =

Analiza matriciald
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Metoda relax3rii



Convergenta metodelor Jacobi si Gauss-Seidel S eondionarea.
unui sistem liniar
» Conditia necesara si suficienta de convergenta pentru o Radu Trimbitas

metod3 iterativa stationard este
o(T) <1

» O conditie suficients este: || T|| < 1, pentru o anumit3
norma

» Pentru metoda lui Jacobi (si Gauss-Seidel) avem
urmatoarele doud conditii suficiente de convergenta

|aii > Zlaul

ﬁél

|a” | > E |ajl | Metoda relaxirii

J#l

(diagonal dominanta pe linii si respectiv pe coloane)
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