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Prefata

Lloyd N. Trefethen a propus urmatoarea definitie a Analizenerice:

Analiza numerigé este studiul algoritmilor pentru rezolvarea problemetoate-
maticii continue.

Cuvantul cheie este acela digoritmi. Desi foarte multe lucranuevidentiaza acest lucru, in
centrul atentiei Analizei numerice sta proiectareangiliza algoritmilor de rezolvare a unei
anumite clase de probleme.

Problemele sunt cele dimatematica contirét ,,Continud” inseamna aici faptul ca va-
riabilele ce intervin aici sunt reale sau complexe; opusutbntinuu este discret. Pe scurt,
am putea spune ca Analiza numerica este Algoritmicaicoat in contrast cu Algoritmica
clasica, care este Algoritmica discreta.

Este clar ca deoarece numerele reale si complexe nu pptézentate exact in calculator,
ele trebuie sa fie aproximate printr-o reprezentare fildid acest moment intervin erorile
de rotunjire si iar este clar ca studiul lor este unul dimeobivele importante ale Analizei
numerice. Au existat si mai exista inca opinii care,isush acesta este cel mai important
obiectiv. Un argument in sprijinul acestei idei, inaf@é omniprezenta erorilor, este dat de
metodele exacte de rezolvare a sistemelor de ecuatiidinéam ar fi eliminarea gaussiana.

Dar, cele mai multe probleme ale matematicii continue nufipetzolvate prin algoritmi
asa-zisi finiti, chiar presupunand prin absurd ca aonddn aritmetica cu precizie exacta. Un
prim exemplu care se poate da aici este problema rezolugeiiecuatii polinomiale. Acest
lucru se evidentiaza la problemele de valori si vectoappii, dar apar in orice problema
ce presupune termeni neliniari sau derivate — determinaseaurilor, cuadraturi, ecuatii
diferentiale si integrale, optimizare s.a.m.d.

Chiar daca erorile de rotunjire ar dispare, Analiza nun&ar ramane. Aproximarea nu-
merelor, obiectivul aritmeticii in virgula flotanta,tesun subiect dificil si obositor. Un obiec-
tiv mai profund al Analizei numerice este aproximarea nesgaotelor, nu a cantitatilor cu-
noscute. Scopul este convergenta rapida a aproxioragilmandria specialistilor din acest
domeniu este aceea ca, pentru multe probleme s-au inggoaitmi care converg extrem de
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rapid. Dezvoltarea pachetelor de calcul simbolic a masinportanta erorilor de rotunjire,
fara a micsora importanta vitezei de convergentagarémilor.

Definitia de mai sus nu surprinde cateva aspecte imp@rtané acesti algoritmi sunt
implementati pe calculatoare, a caror arhitecturaefiai parte importanta a problemei; ca
fiabilitatea si eficienta sunt obiective supreme; ca atiwpecialisti in analiza numerica scriu
programe si altii demonstreaza teorﬂmgl# lucrul cel mai important, ca toatd munca este
aplicatd, aplicata cu succes la mii de aplicatii, pe milioane de potere din toata lumea.
.,Problemele matematicii continue” sunt problemele pe séimta si ingineria sunt constru-
ite; fara metode numerice, stiinta si ingineria, agan sunt ele practicate astazi ar ajunge
repede in impas. Ele sunt de asemenea problemele carecoupat cei mai multi matema-
ticieni de la Newton pana azi. La fel ca si cei ce se ocupéndtematica pura, specialistii in
Analiza numerica sunt mostenitorii marii traditii a lduler, Lagrange, Gauss si a altor mari
matematicieni.

Din motivele amintite mai sus am incercat sa realizez cdrectn care sa existe un echili-
bru intre teorie, aspectele algoritmice si implemelgdractice. S-a optat pentru MATLAB
7. Multumesc doamnei Courtney Esposito de la Mathworkspeatru amabilitatea de a-mi
pune la dispozitie documentatia si kit-ul de instalare.

Pentru a descarca sursele din aceasta carte si slotoblemelor trimitem cititorul la
pagina de web a autorulthttp://www.math.ubbcluj.ro/ ~tradu

Radu Tiberiu Trimbitas
Cluj-Napoca, februarie 2005

Lexista multi specialisti foarte buni care le fac pe adtui


http://www.math.ubbcluj.ro/~tradu
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cAPITOLUL 1

Teoria erorilor si aritmetica n virgula flotanta

1.1. Probleme teoretice

Problema 1.1. Consideram ecuatia algebrica
2" +ar-1=0, a>0,n>2.
(a) Aratati ca ecuatia are exact o radacina poagi).
(b) Obtineti o formula pentrgcond £)(a).
(c) Obtineti margini superioare si inferioare penfrond ¢)(a).

Problema 1.2. (a) Se considera functia compusdt) = g(f(t)). Sa se exprime
conditionarea luih in functie de conditionarea lyj si f. Atentie la formulare —
precizati Tn care puncte se vor evalua numerele de dondite.

(b) llustrati (a) pentrth(t) = 18I0t ¢ = 7

1-sint’
Problema 1.3. Se considera ecuatia lui Lambe#” = a pentru valori reale ale lui Si a.

é5(a) < &1(a) < 0 daca-1/e < a < 0, o radacina dubla1 dacaa = -1/e si nici o
radacina daca < —1/e.

(b) Discutati conditionarea lui(a), &1 (a), &2(a) canda variaza in intervalele respective.

Problema 1.4. Dandu-se numarul natural fie £ = £(a) radacina pozitiva unica a ecuatiei
z" = ae”* (a > 0). Determinafi conditionarea n functie desimplificati rezultatul cat mai
mult posibil.In particular, aratati cécond £)(a) < 1/n.
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2 Teoria erorilor si aritmetica n virgula flotanta

Problema 1.5. S& se compare urmatoarele doua metode pentru calcultd kuy? :
rT®roey®uy,
(roy)e(zoy).

Problema 1.6 (Conversia binar zecimal (scriere si apoi dite)). Pentru precizie simpla
avemp = 24 si 224 < 10® deci 8 cifre par suficiente pentru a recupera numarul caigbotusi

nu este asa!). Cand un numar binar IEEE simpla precitie eonvertit la cel mai apropiat
numar zecimal de 8 cifre, nu este intotdeauna posib&ésapgeram unic numarul binar din cel
zecimal. Daca se utilizeaza noua cifre, totusi, cosigenumarul zecimal in binar va recupera
numarul flotant originar.

Problema 1.7. in multe probleme, cum ar fi integrarea numerica si rezel@aumerica a
ecuatiilor diferentiale, este nevoie sa se Insumezeméi termeni. Deoarece fiecare adu-
nare poate introduce o eroa¥el /2ulp, 0 suma cu mii de termeni poate introduce o eroare
de rotunjire foarte mare. Sa se arate ca un mod simplu degonai eroarea este de a efectua
sumarea n dubla precizie si celelalte calcule Tn singpécizie.

Problema 1.8. Dacab® ~ 4ac, eroarea de rotunjire poate contamina jumatate din eifrel

+Vb2 -4
ai

- =b
radacinii calculate cu formul ac (B8=2).
a

Problema 1.9. Aria triunghiului ABC este data d& = absin~y (vezi figuralLl). Discutati
conditionarea numerica a Ius.

Figura 1.1: Problenfai.9

1.2. Probleme practice

Problema 1.10. Sa se studieze teoretic si experimental condifionarelal@mei determinarii
radacinilor ecuatiei polinomiale

, -1 2
2" +a1 2" +agx"  ++a, =0 (1.2.1)
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cunoscandu-se coeficientii. Se va scrie o rutina perdafoutul numarului de conditionare

aleatoare normala cu media O si dispeigia'®. Aplicatie pentru ecuatiile
(z-1)(z-2)...(x-n)=0

si (I.Z2) pentru radacinile, = 27*. Se va lua ca exemplu practic pentru testare20. Ce
se intampla daca perturbatia urmeaza legea unég@rm”

Problema 1.11. Functiile Bessel/,, se definesc prin
1 ™
Ip(x) = — f cos (zsinf —nh) db.
m™JO

Aratati ca|J, (z)| < 1.

(@) Se stie cal,,,1 () = 2na~1J, (2) - J,-1(x). Utilizati aceasta relatie pentru a calcula
Jo(1), Ji(1), ..., Joo(1), pornind de la valorile cunoscutk (1) ~ 0.7651976865 Si
J1(1) ~ 0.4400505857. Tineti cont de faptul ca inegalitat¢d, ()| < 1 este Incalcata.

(b) O alta relatie de recurenta este | (z) = 2nz™'J,(z) — J,41(2). Pornind de la va-
lorile cunoscute/oq(1) ~ 3.873503009 x 10725 si Jig(1) ~ 1.548478441 x 10723,
utilizati aceasta relatie pentru a calculg (1), Ji7(1), ..., J1(1), Jo(1). Analizafi
rezultatele.

Problema 1.12. Sa se studieze conditionarea unei radacini multipleei ecuatii algebrice.
Scriefi o rutina MATLAB pentru calculul numerelor de cafiohare daca se dau ecuatia
(coeficientii), radacinile si multiplicitatile lolRepetati experimentul aleator de la problema
[1.10 pentru ecuatia

(z-1)*(z-2)%...(z-n)*=0

Problema 1.13 (tangenta).Scrieti o rutina ce calculeaza tangentasin radiani, utilizand
algoritmul de mai jos. Testati rutina obtinuta pentru malte valori ale luiz. intai, argumen-
tul = se reduce ldr| < 7/2 adaugand sau scazand multipliigleDaca0 < |z < 1.7 x 1072,
punemtanz ~ z. Daca|z| > 7/4, facemu = 7/2 - z; altfel, setamu = 2. Calculam acum
aproximatia

tanu ~ u 135135 — 17336.106u2 + 379.23564u* - 1.0118625u°
135135 — 62381.106u2 + 3154.9377ut + 28.17694u5

In final, dacd|z| > 7/4, punemtanz ~ 1/tanw; dacalz| < /4, facemtanz ~ tanu.
Nota: Acest algoritm se obtine din ,,rationale telestepsi fractii continue gaussiene pentru
functia tangenta.

Problema 1.14 (algoritmul Moler-Morrison). [30] Calculul unei aproximati a lui
/22 + 2 se poate realiza cu algoritmul Moler-Morrison (algoritifiud)

(a) Implementati algoritmul in MATLAB si testati-I.
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Algoritmul 1.1 Algoritmul Moler-Morrison pentru calculul lui/x? + 32
function f(z,y)
f = max(fz, [y]);
a < min(|zl, [y[);
for n=1to 3do
b (a/f)%
c<b/(4+D);
fefr2ef;
a < ca;

end for

return f

end function

(b) De ce nu s-a preferat o implementare ,,directa”? Joatifraspunsul cu exemple in
MATLAB.

(c) De ce se fac numai trei iteratii? (Indicatie: am puteaa pana candcf este suficient
de mic sif nu se mai modifica.)

(d) Folositi rutina pentru calculul normei unui vector denénsiune oarecare.

Problema 1.15 (sinus).Scrieti o rutina ce calculeazén z pentruz in radiani, dupa al-
goritmul urmator.intai, utilizand proprietatile functie sinus, redafc rangul astfel incat
-m/2 < x < 7/2. Apoi, dacdz| < 1078, punemsinx ~ x; dacd|x| > 7/6, punemu = /3,
calculamsin v dupa formula[{T.2]2) de mai jos si apoi punemz ~ (3 - 4sin®u)sinw;
dacdlz| < 7/6, punemu = z si calculamsin v dupa cum urmeaza:

479249 6, 34911 4 _ 20593 . 2
L 511339810 * + Foiss20 ¥ ~ 207e36 ¥ T L
sinu~u (1.2.2)
14 A67L o, 97T 4, 2623 .
69212 351384 1644477120

Testati rutina dumneavoastiota: Aceasta este aproximarearationala Padé pentru sinus.

Problema 1.16 (exponentiala). (a) Scrieti o rutina ce calculeazd insumand: termeni
ai seriei Taylor pana cand éh + 1)-lea termert verifica|t| < ¢, ¢ dat. Utilizati 1/e”
pentru valori negative ale lui. Testati pentru valorile: 0, +1, -1, 0.5, -0.123, -25.5,
-1776, 3.14159. Calculati eroarea absoluta, eroaredivé&lsin pentru fiecare caz,
utilizand functia exponentiala din sistem pentru \aaika exacta. Nu Tnsumati mai mult
de 25 de termeni.

(b

~—~

Calculul luie” se poate reduce la calculul leff pentruju| < (In2)/2. Acest algoritm
inlatura puterile lui 2 si calculeaz& intr-un domeniu n care seria converge foarte
repede. Se scrie

e$ — 2"”6117
undem Siu se calculeaza prin

z < x/In2; m <« integer (Zi %)
w < z—m; u < wln2
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Aici semnul minus se utilizeaza daga< 0 deoarece: < 0. Tncorpora;i tehnica de
reducere in cod.

(c) Scrieti o rutina care utilizeaza reducerea de relhg 2" si calculeaza" din partea
para a fractiei continue gaussiene, adica,

S+u
e = undes:2+u2(

2520 + 28u2
15120 + 420u2 + u? )

Testati pe datele date la punctul (a).

Problema 1.17 (arcsinus).Scrieti o rutina ce calculeazacsin z, bazata pe algoritmul de
mai jos, ce utilizeaza rationale telescopate pentruraussDacgz| < 1078, setatiarcsinz ~
x. Altfel, daca0 <z < 1, punemu = 2, a = 0 5ib = 1; dacas <« < 1v/3 punetiu = 22% - 1,

a=m/4,sib=1/2; dacai\/3 < z < 3\/2+ /3 setatiu = 82* - 827 + 1, a = 37/8, si
b=1/4; dacaz\/2+ 3 <z < 1, setatiu = \/3(1-2), a = 7/2, $ib = —2. Apoi calculafi

aproximanta

1
arcsinu ~ u (1.0 + gof +0.075u* + 0.04464286u° + 0.03038182u°

+0.022375u'° + 0.01731276u'2 + 0.014331244
+0.0093428061¢ + 0.018356671 % — 0.011862241%°
+0.03162712u°?)

in final, se punewrcsinz ~ a + barcsinu. Testati rutina pentru diverse valori ale lui

Problema 1.18 (arctangenta).Scrieti o rutina care calculeazactan 2 pentruz in radiani
dupa cum urmeaza. Dafa< = < 1.7 x 1072, punemarctanz ~ z. Dacal.7 x 107 < z <
2 x 1072, se utilizeaza seria trunchiata

arctanx ~ x — 1x3 + lxs - 1x7.

3 5 7

Altfel, se puney = z,a=0sib=1dacal <z < 1; se pungy = 1/x,a = 7/2 sib = -1 daca
1 < z. Apoi punemc = 7/16 sid = tanc dacd0 < y < /2 - 1 sic = 37/16 Si d = tan c daca
V2 -1<y<1. Calculamu = (y — d)/(1 + dy) si aproximarea

135135 + 171962.46u> + 52490.4832u* + 2218.1u° )

arctanu ~ u
( 135135 + 217007.46u? + 97799.3033u* + 10721.3745ub

in final, punemarctanz ~ a + b(c + arctanu). Nota: Acest algoritm utilizeaza , rationale
telescopate” si fractii continue gaussiene.

Problema 1.19 (logaritm natural). Scrieti o rutina pentru lui calculul luin 2z cu ajutorul
algoritmului descris Tn continuare si bazat pe ,,radlertelescopate” si fractii continue ga-
ussiene si testati pentru cateva valori aledulerificati dacar = 1 si returnati zero in caz
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afirmativ. Reducefi rangul lui determinanch si r astfel incat = r x 2" cu% <r < 1. Apoi,
punetiu = (r —+/2/2)/(r +/2/2) si calculatiln[(1 +)/(1 - u)] cu aproximarea

In

1+u 20790 — 21545.27u? + 4223.9187u*
& U
1-u 10395 — 14237.635u2 + 4778.8377ut — 230.41913ub

valabila pentryu| < 3 - 21/2. in final, se pune

Inz =~ (n— 1)1112+1nl+u
2 1-u
Problema 1.20.Fie = = 1 + {fz. Calculati puterea an-a a lui = pentrun =
100000, 200000, . .., 1000000 in simpla precizie si apoi in dubla precizie in MATLAB
Notam rezultatele cp,, Sidp,,. Utilizati ultimul pentru a determina eroarea relatiyaa pri-
mului. Afisatin, p,, dpn, 7, 7/ (neps0), undeeps0 esteeps (epsilon-ul masinii) in simpla
precizie. Cat ar fi”, aproximativ, canch = 1000000? Comentati rezultatul.

Problema 1.21. Calculati derivataly/dx a functiei exponentialg = e* atx = 0 cu ajutorul
diferentei divizatel(h) = (¢ - 1)/h pentruh descrescator. Utilizati

(@) h=hy=2",i=5:5:50;
(2) h=hy=(22)",i=5:5:50.

Afisati i, hy, he, d1 = d(h1), d2 = d(h2), ultimele doua cu un descriptor de format cu f,
iar celelalte cu e. Explicati ce se observa.

Problema 1.22 (Calcului lui7r). Lungimea semicercului unitate este Putem aproximar
utilizand triunghiuri si matematica elementara. ddesam semicercul cu arcul injumatatit
ca in figurd 1.2(a). Ipotenuza triunghiului dreptunghieeg2. Deci, o aproximare grosiera
a lui m este2v/2 ~ 2.8284. In figura[L.2(b), consideram un unghcare estd /k din semi-
cerc. Coarda din figura are lungim2ain(6/2), deci2k sin(#/2) este o aproximare a lui.
Folosind formule trigonometrice obtinem
.90 1-cos® 1-V1-sin’6 sin? 0
ST — = = =

2 2 2 2+2V1-sin’0

Fie 6,, unghiul rezultat din divizarea arcului semicircular®tr! parti. FieS,, = sin?#6,,
si P, = 2"\/S,+1. Aratati caS,,+1 = S,/(2+2V/1-S5,) si P, este o aproximare a lui.
Pornind cuS; = 1 si P, = 2, calculatiS,, ;1 Si P, recursiv pentr@ < n < 20.

Problema 1.23 (Calculul luiw). Numarul irationalr poate fi calculat aproximand aria cer-
cului unitate ca limita a sirulupy, p2, ... datin continuare[mpér;im cercul unitate 2"
sectoare. (Figufall.3 ilustreaza cazwl 3.) Aproximati aria sectorului prin aria triunghiului
isoscel. Unghiub,, este2r/2". Aria triunghiului estel/2sin6,,. (Verificati.) Cea de-a-a
aproximare a luir estep,, = 2" !sin#@,,. Aratati ca

sin en_l

[2 (1 /1 - sin? 9n_1)]

sin6,, =

=
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\ 2sin(0/2)
A

(@ (b)

Figura 1.2: Calculul luir (problemd1.22)

folosind formule trigonometrice cunoscute. Utilizafieste relatii de recurenfa pentru a ge-
nera sirurilesinf,, si p, (3 < n < 20) Incepand cwinf, = 1. Comparati cu calculul lui
4.0 arctan(1.0).

Figura 1.3: Calculul luir (problemd1.23)

Problema 1.24 (Calculul luiw). Calculatir cu o metoda similara celei din problema pre-
cedenta, aproximand de aceasta data aria cercul@itargtintr-un sir de arii de trapeze, asa
cum se arata in figufal.4.

Problema 1.25. Scrieti o rutina in precizie dubla sau extinsa pentimplementa algoritmul
[T.2 pentru calculul luir. Cine converge mai repedg,ori g? Cat de precise sunt valorile
finale? Comparati cu calculul in precizie dubla sau es&ial lui4.0 arctan(1.0). Indicatie
Valoarea luir cu 36 de cifre corecte este

3.14159265358979323846264338327950288

Nota: La inceputul anilor 70 s-a descoprerit 0 noua formulatpe calculul luizw. Acest
algoritm se bazeaza pe acea formula, care este o coriseaietta a metodei dezvoltate de
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~ | "

Figura 1.4: Calculul luir (problema1.214)

Algoritmul 1.2 Calculul luim
integer k; real a,b,c,d,e, f, g,
a < 0;
b<1;
e~ 1/\/2;

d < 0.25;
e« 1;
for k=1to5do
a<«b;
b« (b+¢)/2;
¢« +/ca;
d<d-e(b-a)?
e <« 2e;
f<v/d;
g+ (b+c)*/(4d);
OUtpUt kv f7 |f - 7T|7g7 |g - 7T|;
end for
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Gauss pentru calculul integralelor eliptice si a relafigegrale eliptice a lui Legendre, ambele
cunoscute de peste 150 de ani! Analiza erorilor ne arat@pede o convergena rapida la
calculul luiw si ca numarul de cifre semnificative se dubleza la fiepage (Cititorul interesat

poate consulta[23].[21] si[116].)

Problema 1.26. O alta schema cu convergenta patratica pentru adltulr, descoperita de
Borwein si Borwein Th 19847120], este data in algoritifd

Algoritmul 1.3 Calculul luir
integer k; real a, b, t, x;
a2
b« 0;

T« 2+2;
for k=1to5do
t < \/a;
b<t(1+b)/(a+Db);
a3 (t+g);
z < ab(l+a)/(1+D);
output k, z, |z — =|;
end for

Verificati numeric gz — 7| < 1072% .

Nota: Ludolf van Ceulen (1540-1610) a calcutatu 36 de cifre. Pachetele matematice
moderne ca MATLAB, Maple si Mathematica pot calcul@au zeci de mii de cifre in cateva
secunde!

Problema 1.27. Scrieti un program MATLAB care calculeaza numarul de ditionare al
matricei HilbertH,, Tn norma euclidiana in urmatorul mod: avem

COTLdQHn = )\max(Hn))\max (Hil) )

n

undel,.x(A) desemneaza cea mai mare valoare proprie a matricei siegtrpozitiv de-
finite A. Valorile proprii ale luif,, si H,,! se calculeaza usor cu functia MATLA&g , iar
inversa lui ofH,, se calculeaza direct cu formulele cunoscute (vezi maj jasjprin inversare
(In MATLAB cu functiainvhilb ).

(a) Inversa matricei Hilberk,, are elementele
s s - s 2
(11,1, = o -0 (")) ().
&Y n-7j n—1 1—1

Simplificati expresia pentru a evita factorialele de nuenmiari. (ndicatie exprimati
coeficientii binomiali cu factoriale si simplificati.)

(b) Implementati in MATLAB formula obtinuta la (a) seproduceti tabela din notele de
curs.
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Problema 1.28. Calculati integrala[o1 e”dx cu ajutorul unei sume Riemann eusubinter-
vale echidistante, evaluand integrandul la mijloculdieginterval. Afisati sumele Riemann
pentrun = 5000 : 5000 : 100000 (cu 15 cifre zecimale dupa marca zecimald), impreuna cu
erorile absolute. Comentati rezultatul.

Problema 1.29.Fiey,, = [01 t"e7tdt ,n=0,1,2,....
(a) Utilizati integrarea prin parti pentru a obtine datéee de recurenta intrg, Si yr_1,
pentruk = 1,2,3,..., si determinati valoarea de pornijg

(b) Scrieti un program MATLAB care genereagza v1, - - -, Y20, Utilizand recurenta de la
(), si afisati rezultatul cu 15 cifre zecimale dupa raazecimala. Explicati detaliat ce
se intampla.

(c) Utilizati recurenta de la (a) in ordine inversa, piod cu valoarea (arbitrara)y = 0.
Plasati in cinci coloane consecutive ale unei matric€dex 5) Y valorile yéN), yiN),

yéON) astfel obtinute pentriV = 22, 24, 26, 28, 30. Determinafi cat de mult difera

una de alta coloanele consecutive aleuafisand

e; =max|(Y(:i+1)-Y(:4)) /Y (,i+1)], i=1,2,3,4.
Tipariti ultima coloand’(:,5) a lui Y si explicati de ce ea reprezinta precis cantitatile
Yor Y1y -1 Y20-

Problema 1.30. Stim de la Analiza matematica ca

1 n
lim (1+ —) =e.

n—oo n
Care este “limita in aritmetica masinii "? Explicafi.
Problema 1.31.Fie f(x) = (n+ 1)z - 1. Iteratia
T = f(xk—l)) k= 1527"'5K7 To = 1/”7

converge Tn aritmetica exacta catre punctullfix intr-un pas. (De ce?) Ce se intampla in
aritmetica n virgula flotanta? Rulafi un programics 1 : 5 si K = 10 : 10 : 50 si explicati
cantitativ ce se observa.

Problema 1.32. Care este cea mai mare valoare pentru care exponentidiédihAB exp
nu da depasire? Care este cea mai mica valoare popiiviu care exponenfiala din MA-
TLAB exp da depasire superioara?

Problema 1.33. Fie
f(x)=e"—cos(z) - x.

(a) Reprezentafi grafit pe o vecinatate a lui 0, utilizand metodele Analizei mattoe.

(b) Reprezentati grafi¢ pentru|z| < 5 x 1078, utilizand aritmetica in virgula flotanta, in
simpla si dubla precizie.
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(c) Cum s-ar putea obtine un grafic mai realist?

Problema 1.34.[P]John Machin (1680-1752) a descoperit urmatoarea sigpentrur:

1 1
m=16arctan — — 4 arctan —. (1.2.3)
5 239

(a) Scrieti seria Maclaurin si polinomul lui Tayldr,, de gradn pentruarctanx Tn jurul
lui z = 0.

(b) Aproximati utilizandT;, si (I.2.3). Mai concret, utilizati aproximarea

1 1
m~ P, =167, (—) - 47T, (—) .
5 239

(c) Care este eroarea relativa Tn aproximarea de mai sals®I&ti = cu preciziaeps (in
MATLAB). Cate zecimale corecte se obtin pentr 9?

1.3. Probleme suplimentare

Problema 1.35. Calculati parametrii care definesc aritmetica de predimitd in MATLAB.
Comparati rezultatele cu constantele din standardul IE3eEeti functii MATLAB care cal-

culeaza:

(a) epsilon-ul masinieps. Indicatie Utilizati faptul caeps este cel mai mic numar in
virgula flotanta pozitiv pentru careare loc- eps > 1 (numeric). Comparati rezultatul
obtinut cu constanta MATLARpsS .

(b) cel mai mic numar in virgula flotanta normalizat Comparati rezultatul dumnea-
voastra cuealmin

(c) cel mai mic numar in virgula flotanta denormalizatinCpoate fi calculat acest numar
cu ajutorul constantelor IEEE?

(d) cel mai mare numar in virgula flotanta O aproximatie inifiala este data déa.
Comparati aceasta valoare cu constanta MATLr&BImax .

Problema 1.36.Faceti acelasi lucru, dar pentru aritmetica cu precizigdidin Maple.
Utilizati valoarea implicita pentru preciziRigits:=10

1. Explicati de ce urmatorul program Maple pentru calcedgpreciziei masinii

eps:=1.0;

for i from 1 while 1.0+eps > 1.0 do
eps:=eps/2.0;

end do;
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nu functioneaza. Modificati programul si faceti-Ifsdctioneze! Reamintim ca Maple
utilizeaza aritmetica zecimala.

2. Indicatie Pentru a gasi realmin din Maple utilizati in instruciea de ciclare

realmin:=realmin/1.0e100000000;

sau chiar o putere mai mare a lui 10, altfel veti astepta prelt! Rafinati apoi aproxi-
marea Tmpartind cu factori mai mici. Convingeti-varpr-un experiment ca nu exista
numere denormalizate ih Maple.

3. Verificati carealmax = 1/realmin = 1.109223372036854775806,

Problema 1.37. [Monotonie] Presupunem ca avem o aritmetica cu preciaigfin baza 10

cu doua cifre semnificative in semnificant. B multimea numerelor masina. Aratati ca
functia f : M — M definita prinf(x) = 2? nu este strict monotona, gasind doua numere
pozitivea, b € M, astfel Incat + b, dara ® a = b ® b. Faceti acelasi lucru pentru standardul
754 dubla precizie.

Problema 1.38.Scrieti o functie MATLAB [r,phi] = topolar(x,y) care
converteste coordonatele carteziene ale unui pdmcy) Tn coordonate polarér,q).
Cu alte cuvinte, functia rezolva ecuatiile

T =7Ccos¢

y=rsing
n raport cur si ¢. Indicatie studiati functia MATLABatan2 si evitafi depasirea inferioara
si superioara.
Problema 1.39. Scrieti un rezolvitor MATLAB pentru rezolvarea ecuatits gradul al doilea

az? +br+c=0,

undea, b Sic sunt numere n virgula flotanta arbitrare. Programuduie sa calculeze solutiile
x1 Si xo daca ele sunt in plaja reprezentabifédicatii: se porneste de la formula cunoscuta

-b+ Vb2 -4ac

x1,2 = %

Daca|b| este mare se poate obtine anulare la ridicarea lui latp@réel si pentru? — 4ac).
Mai mult, apare anulare dad#® > |4ac| la calculul luiz; sauz,, in functie de semnul lui
b. Evitati depasirea rescriind adecvat formulele. Bigaularea folosind relatia; 2> = ¢/a
(formula lui Viéete).

Problema 1.40.[Teorema cosinusului] Dandu-se un unghsi doua laturi alaturate si b
ale unui triunghi, latura opusa se poate determina cu memesinusului;

¢ =+/a% + b2 - 2abcosn. (1.3.1)
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1. Numeric, pot sa apara probleme daca unghieste mic si daca ~ b > ¢. Rezultatul
c va fi afectat de anulare n acest caz. Modificati formulaipea evita anularea intro-
ducand-2ab + 2ab In radacina patrata si utilizand formula pentru hiudj pe jumatate

.o l-cosa
sin” —=——

2 2
Veti obtine expresia mai sigura

c= \/(a—b)2 + 4absin® g (1.3.2)

2. Simulati o aritmetica zecimala cu precizia de dodéeaiotunjind rezultatul dupa fi-
ecare operatie la doua cifre zecimale. Utilizati vd®or = 5.6, b = 5.7 Siy = 5° Si
calculati laturac cu cele doua formule pentru teorema cosinusului.

Problema 1.41. Teorema cosinusului se poate utiliza la calculul circumter unei elipse.
1. Reprezentati elipsa in coordonate polare

b 22
62:a ,a>b.

’ 2
\/1-€2cos2 ¢ a

2. Considerati partitia,, = 27—’; si triunghiul cu unghiulp,, si laturile adiacente(k®,,)
sir((k +1)¢,). Calculati a treia latura a acestui triunghi (coardaipsel) utilizand
teorema cosinusului (vezi problefa.40). Adunati lurilgireelorn coarde pentru a
obtine Tn acest mod o aproximatie a circumferintei sip

r(¢) =

3. Comparafi aproximatia dumneavostra cand oo cu valoarea ,,exacta”, care se poate
obtine integrand numeric integrala eliptica

2 a2—b2
U=a V1 -e2cos?tdt, €2 = , a>b.
0

a2

De notat diferenta care se obtine utilizand formula dintiqfT.3.1) si formula stabila
(@I3:2) pentru teorema cosinusului.

4. Implementati functia MATLAB

function [U,n]=Circumference(a,b)

% CIRCUMF computes the circumference of an ellipse
% [U,n]=circumf(a,b) computes the circumference U of
% the ellipse with semiaxes a and b and returns the
% number n of chords used to approximate the

% circumference.

Utilizati formula stabila si un criteriu elegant de tarmare independent de masina: se
incepe cw = 4 si se dubleaza la fiecare pas. Sirul de aproximante va creste monoton.
Opriti iteratiile cand monotonia se pierde. Atentigrigplementarea eficienta a acestui
algoritm — necesita un numar mare de operatii. Evietalicularea pe cat posibil.
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Problema 1.42. Functialn(1 + z) se evalueaza imprecis pentzjimic.
1. Evaluati aceasta functie in MATLAB pentiu= 0.1,0.01,...,1071%.
2. Verificati valorile obtinute Tn MuPAD utilizanBIGITS := 20 .

3. Programati in MATLAB si evaluati pentru acelasi angent functia

r dacal + z = 1 numeric,
In(1+2) =7 2n(+a)  Gackl + 2 = 1 numeric
(T+a)-1 '

Comentati rezultatele obtinute. Puteti explica de cefioneaza? Aceasta transformare
este o idee inteligenta a lui W. Kahan.

Problema 1.43. Functia
f(z)=In((1+2")*-1)

se calculeaza inexact in aritmetica |IEEE (rezultatelefpoomplet eronate) pentru valori
pozitive mici ale luiz. Deja pentrur ~ 1072, obtinem doar cam 8 cifre zecimale corecte.
Pentruz ~ 10~* se obtine in MATLAB-Inf . Scrieti o functie MATLABy=f(x) care
calculeaza corect valorile functiei pentru orieglmin < x < 1073,

Problema 1.44.La evaluarea pe calculator a functiei

e -1-x

f(fl,'): 2

X

se observa o eroare relativa mare pentru valer.
1. Explicati ce se intampla.
2. Gasiti o metoda de calcul a lfiipentru|z| < 1 la precizia masinii si scrieti o functie
MATLAB pentru calculul lui f.
Problema 1.45. La evaluarea pe calculator a functiei
2

B cos(sin(z))? -1

f(x)

se observa o eroare relativa mare pentru valer.
1. Explicati ce se intampla.

2. Gasiti o metoda de calcul a lfiipentru|z| < 1 la precizia masinii si scrieti o functie
MATLAB pentru calculul lui f.

Problema 1.46. [Criteriu de oprire pentru metoda aproximatiilor suceefPresupunem ca
metoda aproximatiilor succesivg,; = F(x;) genereaza un sir liniar convergent — s si
Ca pentru eroareg, = |z, — |, relatiaer,1 < cey, are loc cw < ¢ < 1. Investigati pentru ce
valori ale luic putem trage concluzia ca daca are|log, 1 — x| < €, atunci Sieg.1 < €.
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Problema 1.47. Functia

2 4 6 o 2n

LAY AN T e 2 2
f(x)—1!+72!+173!+ _7;(271 1) -

trebuie evaluata la precizia masinii pentrdn domeniul0 < x < 25. Scriefi o functie MA-
TLAB pentru aceasta. Acordafi o atentie particulara&twarelor aspecte:

(a) calculati rezultatul la precizia masinii cu un criteelegant de oprire;
(b) evitati orice depasire potentiala.

Problema 1.48. Dorim sa calculam integralele

pentrun =0,1,2,...,30sia >0.

1. Aratati ca are loc relatia de recurenta:

1 l1+a

Yn = = = AYn-1, Yo =1n (1.3.3)
n

2. Calculati margini superioare si inferioare pentruovee lui y,, alegandr = 0 si res-
pectivz = 1, Tn numitorul integrandului.

3. Calculati termenii sirulu{y,,} pentrua = 10 sin = 1,...,30 utilizand [1.3.3) repetat.
Obtineti o tabela cu valorile si marginile lor.

4. Rezolvati[[T.313) in raport cy, 1 si calculati din nou sirul pentru = 10, de aceasta
datan mergand in jos si incepand eu= 30. Luati ca valoare de pornire marginea
inferioara pentruysg.

5. Lafinal, verificati rezultatele dumneavoastra caladlintegralele cu functia MATLAB
quad.

Problema 1.49. Dandu-se un intreg, dorim sa calculam valorile
2
sk =sin(kx), k=1,...,n pentrux = il
n

inloc sa apelam functia sinus d@eori pentru a calcula,, putem sa calculam valorile recursiv
utilizand identitatile trigonometrice

( cos(k +1)x ):( coss —singz )( cos ki ) (1.3.4)

sin(k + 1)z sinz  cosx sin kx

Realizati cateva experimente pentru a compara timpiiadeut si precizia si apoi proiectati
un algoritm ,,mixt” rapid.
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CAPITOLUL 2

Rezolvarea numerica a sistemelor algebrice liniare

2.1. Probleme teoretice

Problema 2.1. Fie n > 2. Dandu-se matriceal = (a;;) € R™", matricea de permutare
@ € R™™ schimba ordinea liniilor Iui4, astfel ca(QA);; = an+1-i,;. DacaL e R™"
este 0 matrice triunghiulara inferior, care este structnatricei() LQ? Aratati cum se poate
factorizaA € R™"™ sub formaA = UL, undeU ¢ R™" triunghiulara superior cu 1 pe
diagonala si. e R™" este triunghiularainferior. Ce conditii asupra Hihe asigura existenta
acestei factorizari? Dati un exemplu de matrice patéaticare nu poate fi factorizata in acest
mod.

Problema 2.2. Fien > 2. Consideram matriced ¢ R™*" ale carei submatrice principale de
ordin mai mic decat sunt nesingulare. Aratati cpoate fi factorizata sub formé= LDU,
undel e R™*" este triunghiulara inferior cu 1 pe diagonalae R™*" este diagonala $i ¢
R™™ este triunghiulara superior cu 1 pe diagonala. Daca seagte factorizared = LU,
undeL este triunghiulara inferior cu 1 pe diagonaldseste triunghiulara superior, aratati
cum se poate factoriza transpusa.

Problema 2.3. Aratati ca inversa unei matrice triunghiulara inferite ordinuln este triun-
ghiulara inferior de ordinuk.

Problema 2.4. Matricea triunghiularainferiof. e R™*™, n > 2, este nesingulara, iar vectorul
b € R™ este astfel incél; = 0,7 =1,2,...,k, cul < k < n. Vectoruly ¢ R™ este solutia
sistemuluiLy = b. Aratati, prin partitionarea IuL, cay; = 0, j = 1,2,...,k. Dati astfel
o demonstratie alternativa ca inversa unei matricengfiulare inferior este triunghiulara
inferior.

17
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Problema 2.5. Presupunem ca matriceac R™*" verifica
n
> lagl < C, j=1,...,n.
=1
Aratati ca, pentru orice vectare R™,
n
2. [(Az);| < Cz; -
=1
Gasiti un vector nenut pentru care egalitatea are loc si deduceti ca
n
| Al = max |-
Jd=1
Problema 2.6. (i) Aratati ca, pentru orice vectar= (v1,...,v,)% e R",

. 2
vl < [vllg si o]z < ol [v]w

Datiin fiecare caz un exemplu de vector nenpéntru care are loc egalitatea. Deduceti
cafv]s < vl < vl Aratati cafv], < v/nv] ..

(ii) Aratati ca, pentru orice matricd € R™*",
[Al <Vl Al, siJA], < Vm[ Al -
Dati in fiecare caz un exemplu de matriégentru care egalitatea are loc.
Problema 2.7. Aratati ca pentru orice matrice nesingulat& R™*",

conds (A) = (/\—1

unde)\; este cea mai mica i, este cea mai mare valoare proprie a matrit€id. Aratati
ca numarul de conditionarends (@) al unei matrice ortogonal@ este egal cu 1. Reciproc,
dacacond, (A) = 1 pentru matriceal, aratati ca toate valorile proprii ale Idi” A sunt egale;
deduceti cad este un multiplu scalar al unei matrice ortogonale.

Problema 2.8. Fie A ¢ R™". Aratati ca daca este o valoare proprie a lui” A, atunci
0<[A <[A] A",

cu conditia ca atat lal cat silaA” sa se utilizeze aceeasi norma matriceala subordonata
Aratati ca, pentru orice matrice nesingulara n, A,

conds (A) < (cond; (A)conde, (A))l/2 .



2.1. Probleme teoretice 19

Problema 2.9. Se considera matricea

100 « 0
11 N

A= 10 1 - o0 (2.1.1)
Cor o w0
10 -« 0 1

Calculati matricead” A. Aratati ca vectoruk + 0 este un vector propriu al lud” A cores-
punzator valorii propriix = 1, dacar; = 0 si x5 + -+ + x,, = 0. Aratati ca exista doi vectori
proprii cuxs = --- = x,, Si gasifi valorile proprii corespunzatoare. Deducét

1 4
COIldQ(A):§(TL+1)(1+ 1—m)
Problema 2.10.Fie B € R™" si I matricea unitate de ordin. Aratafi ca daca matricea
I - B este singulara, atunci exista un vector nenalR"™ astfel incai(/ — B)x = 0; deduceti
cal||B| > 1, si deci ca, dac@A| < 1, atunci matriced — A este nesingulara. Sa presupunem
caA eR™™ cu|A| < 1. Aratati ca

(I-A)'=T+AI-4)",
si deci ca
|- <1+ papfa-27.

Deduceti ca

1
1-[ Al
Problema 2.11.Fie A ¢ R™" o matrice nesingulara $ie R?. Presupunem céz = b Si
(A+6A)(z+0x) = bsica| A16A| < 1. Utilizai rezultatul din problem@2.10 pentru a arata
ca

-7 <

ool | _l44]
lz| — 1-[A16A]|

Problema 2.12. Presupunem céd € R™" este o matrice nesingulara sikcéd R?'. Stiind ca
Az =bsi A(x + dz) = b+ 0b, teoria numarului de conditionare afirma ca

—H i < condAM )
| I

Considerand vectorii proprii ai matricei’ A, aratati cum se pot gasi vectobisi 6b pentru
care egalitatea are loc in norria, .

Problema 2.13. Verificafi ca inversa matricei

1 -1 0 - 0
-1 2 -1 - :

A= 0 -
: -1 2 -1

d -0 -1 2
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este data de

n n-1 n-2 n-3 1

n-1 n-1 n-2 n-3 1

At= n-2 n-2 n-2 n-3 1
1 1 1 1 1

Consideram urmatoarele metode de rezolvare a sistemuldib: eliminare gaussiana pentru
sisteme tridiagonale gi= A~'b. Comparati complexitatea acestor metode.

Problema 2.14. Aratati ca suma si produsul de matrice triunghiulangssior sunt de aseme-
nea triunghiulare superior. Demonstrati acelasi rezylentru matrice triunghiulare inferior.

Problema 2.15. Factorizarea LU a lui nu este unica daca se cerelcaa fie triunghiulara
inferior si U triunghiulara superior.

(a) Fiind data o factorizare LU a lul, definim
Li=LD, U, =D'U

pentru o anumita matrice nesingulara diagoralairatati cal, U, este o alta factori-
zare LU a luiA.

(b) FieL,Uy, = LyUy = A cu Ly, Lo triunghiulare inferior[/;, U, triunghiulare superior.
Aratati cAL, = LoD, U; = D™'U, pentru o anumita matrice diagondla

Problema 2.16. Calculaticond., (A) pentru

1 ¢
A:[c 1], || # 1.

Pentru ce valori ale lut A este prost conditionata? Ce se poate spune despre sidit@aru
Az = b? Ce relatie exista intr@nd (A) sidet(A)?

Problema 2.17. Aratati cacond (A) > 1 pentru oriceA.

Problema 2.18. Definim matricead,, de ordinuln prin

1 -1 -1 - -1
0 1 -1 - -1
A=l 0 0 1 :
S SR |
0 0 - 0 1

(a) Gasiti inversa lud,, explicit. (Indicafie gasiti inversa pentru = 6 si ghiciti forma lui
A,

(b) Calculaticond.. (Ay).
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(c) Alegandb = [-n +2,-n +3,...,-1,0,1]%, solutia sistemuluid,z = b estex =
[1,...,1]7. Perturbatib lab = b + [0,...,0,¢]”. Rezolvati sistemuld,,z = b in ra-
port cuz. Verificati ca

160 o

bl

(d) Verificati numeric in MATLAB rezultatele de la puncgg(a), (b), (c).

)
[0z, < conde (Ay,)

(o

Problema 2.19. Consideram iteratia

(k1) _ 2 1
T —b+a[1 2]x .

Gasiti valorile luia pentru care iteratia converge pentru orice alegere aivaliiale 2(%).
Problema 2.20. Fie A o matrice patratica diagonal dominanta. Aratati ca:

(a) A este nesingulara.
(b) metoda lui Jacobi pentru sistemdit: = b converge pentru orick
Problema 2.21 (Factorizare LDL). Aratati ca dac& este simetrica si admite o factorizare
LU, atunciA are o factorizared = LDL", undeD este diagonala. Este rezultatul valabil
pentru o matrice hermitiana? Deduceti de aici existéattorizarii Cholesky dacal este
simetrica (hermitiana) si pozitiv definita.
Problema 2.22. Se considera sistemul
A0 x| | b
B C y | | d|
Aratati cum se poate rezolva sistemul mai eficient witid 'submatrice Tn locul sistemului
intreg. Dati o estimare a costurilor in ambele abor@amatrice si global). Dati un exemplu

numeric cand toate submatricele s2nt2.

Problema 2.23. Fie A 0 matrice complexa nesingulara. Verificati ca

A A A oAt oAt
-Ai A% To| A A P
undeA* este transpusa conjugata a M

Problema 2.24. Fie X o matrice patratica de forma

“[e ]
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unde A si D sunt patratice SU™! exista. Se stie c& ! exista daca si numai da¢d -
CA™'B)~! exista. Verificati caX ~! este data de

v [T -ATB [ AT 0 I 0
“lo 1 0 (D-cA'B)*t || —-cat 1|

Ca aplicatie, calculati inversele matricelor

10 01 100 1
0 1 10 010 1
=110 L2l oo 1
0 0 01 [1 1 1] [2]

2.2. Probleme practice

Problema 2.25. 0 analiza de tip element finit a sarcinii pe o structura nedcee la
urmatorul sistem

a 0 0 0 B -8 15
0 a 0 -8 0 -8 0
0 0 a B B 0| |-15
0o -8 B ~ 0 o|"7| ol
B 0 B 0 4 0 25

B8 -8 0 0 0 -~ 0

undea = 482317, 8 = 2196.05 si v = 6708.43. Aici x1, x2, x3 reprezinta deplasari laterale,
iar x4, x5, T reprezinta deplasari rotationale (tridimensionatespunzand fortei aplicate
(membrul drept).

(a) Determinatic.
(b) Catde precise sunt calculele? Presupunem intaedatee, apoj AA| /| Al = 5x107".

Problema 2.26. Implementati un algoritn©(n) pentru rezolvarea unui sistem tridiagonal
prin eliminarea gaussiana.

Problema 2.27. Deduceti formulele de derivare numerica

f’(JT) f(m+h)2_hf(x_h) +R(h),
f”(l’) _ f(x+}b)_2j;l(2x)+f($_h) +R(h),

presupunand cd este continuu diferentiabila de cate ori este necesar.

Problema 2.28. Se considera problema bilocala

y" (@) - p(x)y'(z) - q(x)y(x) =r(x),  zelab]
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cu conditiile pe frontierg(a) = «, y(b) = 8. Presupunem cg(z) > ¢ > 0. Pentru a rezolva
problema numeric o vom discretiza, cautand aproximeagie grila uniformae; = a + ih,
i=0,...,N-1,undeh = (b-a)/(N +1). Definimp; = p(z;), ¢ = q(x;), r; = r(x;) and
yi ~ y(a;). Utilizand formulele din problema 227 si tinand coidtig = o siynyi1 = 5, se
obtine un sistem liniar tridiagonal.

(a) Scrieti sistemul obtinut prin discretizare si stfdproprietatile lui.

(b) Scrieti o functie MATLAB pentru rezolvarea problemai valori pe frontiera date,
folosind ideea de mai sus si functia din probldmaP.26.

Problema 2.29. Implementati un algoritnO(») pentru rezolvarea unui sistem tridiagonal
cu matrice SPD prin descompunere Cholesky.

Problema 2.30. Implementati descompunerea LUP pentru un sistem trigiago
Problema 2.31. Se considera problema bilocala (ecuatia Poisson ueidéionala)
- d*v(z)

dx?

cu conditiile pe frontiera(0) = v(1) = 0. Pentru a rezolva problema numeric o vom
discretiza, cautand aproximatile pe grila uniforma= a + ih, i = 0,...,N - 1, unde
h=({b-a)/(N+1),][a,b] =[0,1]. Definimy; ~ y(x;). Utilizand formulele din problema
[2.27 (unadin ele) si finand cont ga = 0 Si yn 1 = 0, se obtine un sistem liniar tridiagonal.

=f, O<x<1,

(a) Scrieti sistemul obtinut prin discretizare si stidproprietatile lui.

(b) Scrieti o functie MATLAB pentru rezolvarea problemai valori pe frontiera date,
folosind ideea de mai sus si functia din probldmaP.29.

Problema 2.32. Calculati inversa unei matrice date rezolvand un setstersie convenabile
si utilizand descompunerea LUP.

Problema 2.33. Fie matricea

41 1 1
o T
12 1 -6
si vectorii
bh=[7 2 13 -4]"
bo=[1 1 1 1]
by=[1 2 -1 5]

bi=[3 4 5 6]

Sa se rezolve sistemeler = b;, 7 = 1, 4 eficient.
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Problema 2.34. Consideram sistemul liniar cu matricea coeficientilor

2 -1 0 - 0
102 -1
A,=| 0 -1 2 - o] (2.2.1)
S |
0 « 0 -1 2

Explorati proprietatile metodei lui Jacobi si Gausse®l utilizand MATLAB.

Problema 2.35. Sa se rezolve sistemul

2 0 0 4 -1 0
0 -1 4 0 0 -1
0 -1 0 -1 4 -1]
4 -1 0 -1 0 o|""
0 0 -1 0 -1 4

1 4 -1 0 -1 0

NN =N

cu metodele Jacobi si Gauss-Seidel. Cati pasi sunt ag@d&3are este conditia de oprire?

Problema 2.36 (P).Gasiti factorizarea QR a matricei

9 -6
A=] 12 -8
0 20

si folosind aceasta gasiti solutia Tn sensul celor miai patrate a sistemului liniar

9x — 6y = 300
12z - 8y = 600
20y = 900.

Problema 2.37. Grinzile cu zabrele sunt structuri usoare capabile s@irsusarcini mari. La
proiectarea podurilor, membrii individuali sunt legatirpjonctiuni care se pot roti si care
permit fortelor sa fie transferate de la un membru al griazltul. Figurd 21l arata o grinda
cu zabrele tinuta stationar in punctul din stangaljpsse permite sa se miste orizontal in
punctul cel mai din dreapta 4 si are jonctiuni in punctel@, 3 si 4. O sarcina de 10000 N
este plasata n joctiunea 3, iar fortele rezultateoimciiuni sunt date d¢, f2, f3, f4, and

f5, asa cum se arata in figura. Cand sunt pozitive, ®italica tensiune asupra elementelor
structurii, iar cand sunt negative comprimare. Membrafishar de sprijin poate avea atat o
componenta de forta orizontala cat si una verticaldy, dar membrul de sprijin deplasabil
are doar o componenta de forta verticala Daca grinda este in echilibru static, rezultanta
fortelor in fiecare jonctiune trebuie sa fie nula, decha tuturor componentelor orizontale si
verticale in fiecare jonctiune trebuie sa fie 0. Acested@ome conduc la sistemul de ecuatii
liniare din tabeld2]1. Matrice& x 8 care descrie sistemul are doar 17 elemente nenule.
Rezolvati sistemul cu metoda SOR.
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Jonctiunea Componenta orizontala Componenta veatical”

1 -R+2fi+f=0 Lf-F=0

2 “2f B =0 =2 fi-f5-5f1=0
3 ~fa+f5=0 f3—10000=0

4 '§f4—f5=0 5fa-F3=0

Tabela 2.1: Sistemul din problefma2.37

F 10000N

;3

Figura 2.1: O grinda cu zabrele

Problema 2.38. Figura[2.2 arata o grinda cu zabrele plana avand 21 debmi€liniile nu-
merotate) legate Tn 12 jonctiuni (cercurile numerotdtearcarile indicate, in tone, se aplica
jonctiunilor 2, 5, 6, 9, si 10 si dorim sa determinamtéorezultanta pe fiecare membru al
grinzii.

Pentru ca grinda sa fie Tn echilibru static, rezultantelé€care jonctiune trebuie sa fie
nule. Astfel, putem determina fortele membre egalangfeiorizontale la stanga si la dreapta
fiecarei jonctiuni si la fel, fortele verticale deasapgi dedesubtul fiecarei jonctiuni. Pentru
cele 12 jonctiuni se obtin 24 de ecuatii si 21 de necuntssdentru ca grinda safie deter-
minata static, adica sa existe solutie unica, presapuca jonctinuea 1 este fixata rigid, atat
orizontal cat si vertical si ca jonctiunea 12 este fixa¢rtical. Descompunand fortele mem-
bre in componente verticale si orizontale si defining 1/1/2, obtinem urmatorul sistem de
ecuatii pentru fortele membrg:
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ore2 | g0 |3 | ittt
orea | G nes |G
jone. 6 ?ﬁzgg jone. 7 J;Ejf; i?lf;fzszsajg)
ore.8 | TRy Jlores | G oy
ore 10] 5 om0 i
jonc. 12| afag + f21 =0

2 5 6 9 10
2 \[/ 6 \[/ 10 \[/ 14 T 18 \[/ 21
10 15 20 25 30

Figura 2.2: Grinda plana

Problema 2.39. Se considera sistemul rar

[ 3
-1

1
-2

-1
3 -1
-1 3 -1
-1 3
. .
N 2
2

1
. 2
2
3 -1
-1 3
-1

S0 =1 ] [ 25
i) 1.5
= 1
Tp—2 1.5
-1 Tp-1 1.5
3 1L o 1 L 1.5 ]

Solutia exacta este = [1,1,...,1, 1]T. Utilizati o metoda iterativa pentru a rezolva acest
sistem pentru valori crescatoare alenui

Problema 2.40 (P).Un model simplu de grinda supusa indoirii la solicitéste dat de

ecuafia diferentiala Euler-Bernoulli. Discretizaraa elemente finite ne conduce la un sis-
tem de ecuatii liniare. Pe masura ce dimensiunea dizarétscade, sistemul devine mai
mare si mai prost conditionat.
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Pentru o grinda fixata la ambele capete se obtine sistbanda cu latfimea benzii 5:

[ 12
-4
1

-6
6
-4
1

4

3
-4
6
-4

1
-4
6

6 -4
-4 6
i 6

3

-4
-12

Y1
Y2
Yys
Ya

Yn-3

Yn-2

Yn-1
Yn

b1
bo
b3
by

bn—S

bn—2

bn—l
bn,

Membrul drept reprezinta fortele aplicate grinzii. Abggl astfel ca sa avem o solutie cunos-
cuta, cum ar fi o incovoiere la mijlocul grinzii. Utiliz8ro metoda iterativa rezolvati repetat
sistemul pentru valori crescatoare alesnuiCreste eroarea camdcreste? Calculati numarul
de conditionare al matricei pentru a explica ce se intamp

Problema 2.41. O matrice in forma Hessenberg superioara este o matritaioe

air a2 as A1n
a21 @G22 423 a2n
az2  ass3 a3n
Upn-1  Qnn

Scriefi o procedura eficienta pentru rezolvarea undebde sistem si testati-o pentru un
sistem cu cel putin 20 de ecuatii.

Problema 2.42.[P]JUn model simplu de grinda supusa indoirii la solcigste dat de ecuatia
diferentiala Euler-Bernoulli. Discretizarea cu elerteefinite ne conduce la un sistem de
ecuatii liniare.Pe masura ce dimensiunea discrétizéade, sistemul devine mai mare si mai
prost conditionat. Sistemul liniar pentru un cantilevgrirfda Tn consolad) cu conditii libere la
un capat este

(12 -6 3 M v 1 [ b ]
-4 6 -4 1 Y2 bo
1 -4 6 -4 1 Y3 b3

1 -4 6 -4 1 Ya by
1 -4 6 -4 1 Yn—3 bn-3
1 -4 6 -4 1 Yn—-2 bn_g
1= 5 =2 || v bn-1
LR T ¢ " y
L 25 25 25 4L YUn by,

Membrul drept reprezinta fortele aplicate grinzii. Atgl astfel ca sa avem o solutie cunos-
cuta, cum ar fi o incovoiere la mijlocul grinzii. Utilizaro metoda directa rezolvati repetat
sistemul pentru valori crescatoare alenuiCreste eroarea camdcreste? Calculati numarul
de conditionare al matricei pentru a explica ce se Intang§e poate aplica o metoda iterativa
stationara?
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Problema 2.43. Aproximand derivatele prin diferente centrate (fornlein problema
[2.23) si considerand o grila uniforma, = % k=0,1,...,n,n + 1, sa se rezolve pro-
blema bilocala
y' -y =0,y(0)=0, y(1)=1
prin reducere la un sistem liniar, alegame 10, 100, 1000, 10000
(a) cu o metoda directa;
(b) cu o metoda iterativa.

Problema 2.44. Consideram rezolvarea iterativa a sistemului= b, unde

-1 0 -1 0 O

4 -1 0 -1 0
-1 4 -1 0 -1

0o -1 4 -1 0 -
-1 0 -1 4 -1

0o -1 0 -1 4 -1
0 -1 0 -1 4 -
0o 0 -1 0 -1 4
0o 0 0 -1 0 -1

O =R O OO
|

BN

1]
OO OO O O
N e R e R e B an i e B o)

o O O

L

b=[4 -1 -5 01 10 1 2],
Acest sistem apare la rezolvarea EDP

0%x(s,t) N 0%x(s,t)

Ds? o012 =f(s,t), 0<st<l

(a) Utilizati metoda lui Jacobi cu(®) = 0. Iterati pana cand eroarea absolyta 0.00005.
Calculati matricea metodei.

(b) Repetati partea (a) cu metoda Gauss-Seidel. Sugevaibarew pentru care metoda
SOR este mai rapida decat metoda Gauss-Seidel.

Problema 2.45. Se considera sistemul

A,x =b,
CuA, datdel2.211) si
1 T
bn = — 17...,1 .
(n+1)2 [ ]

(a) Utilizati metodele Jacobi si Gauss-Seidel ) = 0. Realizati calculele cw =
10,100,1000 si e = 107%, 1078, 1071, Cate iteratii sunt necesare? Comentati com-
portarea metodelor.
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(b) Fiez;,7=1,...,n componentele solutiei. Se poate aratacéste apropiat dg (1 -
t;)/2,t; = i/(n+1),1 < i < n. Pentru orice: si orices, notand cu:(*) solutia numerica
calculata la (a), reprezentati vectorul eroare

e=ler,. . en]”

1
e =z - Stil-t), 1<i<n

n raport cu vectorul = [t1,...,t,]7. Calculati|e| si observati cum scade| candn
creste.

Problema 2.46. (a) Multe sisteme liniargélz = b se pot scrie direct sub forma= b+ Mz,
cuA =1 - M. Analizati convergenta iteratiei

25D = py M) x> 0.

(b) Utilizand iteratia de la (a), rezolvati sistemuliinz = b+ Mx cu
1[ & 1 1.
Mij:_ L +1,bi:—+ti——t?
2n | 1+t 4 2

r,=1+t;,1<1<n,

Si

iart; = (2¢-1)/2n,i=1,...,n. Solutia exacta este
T =1+1;, 1=1,...,n.

Rezolvati acest sistem pentru mai multe valori alerlude exemplw: = 3,6,12,24
si probabil mai mari. Calculati erorilgz — 2(*) || si rapoartele cu care ele decrebe.
acest mod se rezolva numeric ecuatia integrala

1 1
)__[ [—+1]x(t)dt_1+s—553 0<s<1.

Problema 2.47. Utilizati metoda SOR pentru a rezolva sistemul liniar = b cu o eroare de
107° in norma)-| ., unde elementele Iui sunt

21, pentruj =i sii=1,2,...,80,

z+2§|2—1 2,...,78,
-2sii=3,4,...,80,

j—z+4§lz—1 2,...,76,
=i-4si1=5,6,...,80,

0.5i, pentru{ J=

0.254, pentru{
0, altfel

iar cele ale lub sunt date dé; = 7, pentrui = 1,2, ..., 80.
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Problema 2.48. Consumul de memorie la rezolvarea sistemului = b poate fi minimizat
utilizand o schema diferita de memorare in cazul céneste simetrica. O matrice x n
simetrica poate fi memorata pastrand doar elementgde deagonala principala si dedesubtul
diagonalei principale intr-un vector de lungimén + 1) /2. Elementele luid vor fi memorate
intr-un vectorv = (vx) In ordineaias1, as1, ase, asi, ase, ass, ..., an,. ACest mod se
numeste mod de memorare simetric si efectul sau estegtsinea an(n — 1)/2 locatii de
memorie. Verificati cay;; = vy, undek = %i(i - 1)+ j pentrui > j. Implementati eliminarea
gaussiana pentru o astfel de schema de memorare. Tesiagdura pentru un sistem cu
n =21.

Problema 2.49. Implementafi o procedura pentru inversarea unei mattrigeghiulare infe-
rior cu 1 pe diagonala principala. Testati-o pentru ncesi

10 0 O
31 0 0
5 2 1 0
7T 4 -3 1

Problema 2.50. Scrieti si testati o procedura pentru calculul invérseei matrice tridiago-
nale Tn ipoteza ca pivotarea nu este necesara. Testaggura pe matricea simetrica tridia-
gonala de ordinul 10:

-2 1
1 -2 1
A= 1 -2 1 .
1 -2 1
1 -2

2.3. Probleme suplimentare

Problema 2.51 (Sisteme de ecuatii liniare prost-condiginate ). Pentru a rezolva aceasta
problema va trebui sa scrieti un program MATLAB care d3adn jur de 12 linii, utilizand
functiile rand , round , diag , eye, size ,triu ,tril , cond. Scopul este de a arata ca
sisteme aparent inofensive pot fi foarte dificil de rezolvat.

(a) Generati o maric® de dimensiune x n cu elemente intredi;; € [-10,10]. Alegeti,
de exemplup = 20.

(b) inlaturati diagonala luB, salvati partea triunghiular superioaralin cea triunghiular
inferioara inL si apoi puneti 1 pe diagonalg; = u;; = 1.
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(c) CalculatiA = LU. Cat este valoarea ldiet(A) si de ce? Calculati determinatul cu
det(A) si confirmati predictia dumneavoastia.cazul in care aveti dubii, calculati
separatlet(L) sidet(U).

(d) Alegeti o solutie exacta, de exemplw, = ones(n,1) , si calculati membrul drept
corespunzatdi = Az,.

(e) RezolvatiAx = bTn MATLAB si comparati rezultatul cu solutia exacta.
() Explicati rezultatele rezultatele proaste calcul@mmarul de conditionare a lui.

Problema 2.52. Calculati coeficientii polinomuluiP(t) = at3 + bt? + ct + d astfel incat
P(1) = 17, P(-1) = 3, P(0.5) = 7.125 and P(1.5) = 34.875. Generati sistemul liniar
cu necunoscutele, b, ¢ si d si rezolvafi-l in MATLAB. Cat este numarul de conditiare al
sistemului?

Problema 2.53. Iteratia inversa este un algoritm pentru calculul celai mici valori proprii
(in modul) a unei matrice simetricé:
Chooser
for k=1,2,...,m (until convergencejo
solveAzy,.1 =z
normalizery,1 = Tge1 /| Ths1 |
end for
Atunci\ =z Az, /=T x,, este o aproximare a celei mai mici valori proprii. O impleraga
simpla a acestui algoritm este

x=rand(n,1)

for k= 1:m
X=A\X;
x=x/norm(x);
end

lambda=x" * Ax X

Pentru matrice mari, putem face economie de operatii datulam descompunerea LU a
matricei A o singura data. Iteratia se realizeaza utilizand faicfo si U. in acest mod, fie-
care iteratie necesita do@x(n?) operatii, in loc de)(n?) in programul de mai sus. Utilizati
functiile dumneavoastra pentru descompunere LUP, gubstidirecta si inversa pentru a
implementa iteratia inversa. Experimentati cu catedrice si comparati rezultatele dumne-
avoastra cu cele furnizate éeg(A)

Problema 2.54. Se considera sistemul liniatz = b cu

1 2 -2 -6 1
3 -1 -2 « | !
4 3 9 16 |’ 1
5 7 -6 15 1

Elementulas, = o s-a pierdut. Presupunem, totusi, ca inainte, careda disponibil, MA-
TLAB a furnizat solutia
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> x=A\b

X =
1.0e+15 =
0.7993
-0.3997
1.1990
-0.3997

Puteti determina folosind aceasta informatie eleméntteg lipsaa = a24?

Problema 2.55. Aratati ca daca ak-lea element de pe diagonala unei matrice triunghiulare
superior este zero, atunci priméleoloane sunt linear dependente.

Problema 2.56. Fie L o matrice strict triunghiulara superior sau inferior @itriunghiulara
cu diagonala principala nuld). Demonstrati ca derdé Neumann si Euler pent(u - L) ™!
sunt finite.Not&: dezvoltarea Euler a Iil - L)~! este

(I-0) " =T+ D)+ L)+ LY. (1+L7).

Problema 2.57. (a) Aratati caP = (e,,...,e2,e1) este 0 matrice de permutare Ba=
PT = p~! si caPx inverseaza ordinea elementelor vectoruiui

(b) Presupunem ca matricélaare o factorizaré. U. Aratati ca exista o factorizare inrudita
PAP = UL, undeU este triunghiulara superior $ieste triungulara inferior.

Problema 2.58. Cum arata\/; ', dacaM; este matricea

- 4 ]
1ty

1 ?

liy 1

ln 1

Problema 2.59. Calculati matricea inversd—, unde
2 1 2
A= 1 2 3
4 1 2
(a) Rezolvandd X = I, prin eliminare gaussiana cu pivotare partiala.

(b) Prin factorizare LU si folosind proprietateta! = U1 L1,

Problema 2.60. Fie matricea simetrica si pozitiv definith Aratati caa;;| < (ai; +a;;)/2.



2.3. Probleme suplimentare 33

Problema 2.61. Cum puteti decide daca o matrice este simetrica (hean@)i si pozitiv de-
finita in timp © (n*)? Exista alternative demne de luat in considerare? Acianatricea

0 7 8 7
7T 5 6 5
A= § 6 10 9
7T 5 9 10

este pozitiv definita calculand descompunerea ei Chglesk
Problema 2.62. Matricea HilbertH,, ¢ R™*" cu elementele
h?jzl/(2+j_1)) 1SZ)j§n7

este simetrica si pozitiv definita pentru oring Notam cuH, matriceaH, cu elementele
rotunjite la cinci zecimale si calculam factorlildin descompunerea ei Cholesky. Calculati

diferen;a(HT ~ H,) si comparati-o c§ H, — H,). Explicati.

Problema 2.63.Fie A + ¢B hermitiana si pozitiv definita, undd, B ¢ R™". Aratati ca

matricea reala
A -B
(5 )

este simetrica si pozitiv definita. Cum se poate rezabtasul liniar(A+iB)(z+iy) = b+ic
utilizand factorizarea Cholesky a lGi?

Problema 2.64 (Formula Sherman-Morrison-Woodbury). Fie A e R™*" o matrice inver-
sabila sib, u,v € R™.

(a) Aratati ca dacd + uv” este inversabild, atunci exista urastfel incat

T

=T+ our™.

(I +uv

Care este o conditie suficienta de inversabilitate alluiuv”? Aratati ca aceasta
conditie este si necesara.

(b) Presupunem ca cunoastem descompunerea LUAdusolutiile sistemelor liniare
Ay=bsi Az = u. (2.3.1)
Gasiti un algoritm eficient de rezolvare a sistemului
(A + uvT) r=>b
care utilizeaza doar solutiile sistemelor (213.1). iBas exemplu numeric.
Problema 2.65. Se considera sistemulx = b si metoda iterativa
2D = 2 (F) 4 (b- Ax(k)) ,
undew este un numar real. Presupunem ca valorile proprii ald Isiint reale si satisfac
O<a<A<b i=1,...,n.

Atunci metoda este convergenta pentru oticee satisfacé < w < % Care este valoarea
optimala pentru?
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CAPITOLUL 3

Aproximarea functiilor

3.1. Probleme teoretice

Problema 3.1. (a) Fie L,,(f;x) polinomul de interpolare de grad n corespunzator
functiei f(z) = ¢* si punctelorz; = i/n,i = 0,1,2,...,n. Deduceti 0 margine su-
perioara pentru

max [¢* = (Ln f)(2)] = max [(R.f)(z)]
<z<1

0<z<1

si determinati cel mai mie ce garanteaza o eroare mai mica da¢af pe[0,1].
Indicatie Aratati intai ca pentru oricg 0 < i < n are loc

(=2 -0)

(b) Rezolvati problema analoaga pentru polinomul Taglegradn

max
0<z<1

1
<-.
4

2 "

(Tnf)(a:):1+a:+%+---+m

3

si comparati rezultatul cu cel de la (a).

Problema 3.2. (a) Pentru un polinom de interpolare de grad Il cu noduridistanter,
x1 = xo+h, x93 = 2o+ 2h, deduceti 0o margine superiodr&; f || .. n functie de| /| «
Sih.

(b) Comparati marginea obtinuta la (a) cu cea analoag#rp trei puncte Cebisev din
[J)O, J)Q].

35
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Problema 3.3. (a) Presupunem ca functjfz) = In(2 + z), = € [-1,
printr-un polinomL,, f in punctele Cebisev;, = cos (Z£tr), k
margine a erorii maxime,R,, f | e -

1] este interpolata
= 0,n. Deduceti o

(b) Comparati rezultatul de la (a) cu marginea superi¢&8f | .. a restului polinomului
de interpolare Taylor al luf.

Problema 3.4. Fie f(t) = arccost, t € [-1,1]. Determinati aproximatia continua in sensul
celor mai mici patrated ¢ P, a lui f relativ la pondereas(t) = (1 - ¢2)"2, adica, gasiti
solutiap = @ a problemei

win{ [0 - w0P

(o se va exprima in baza formata de polinoamele Cebisepeta §7;(t) = T;(¢).)

: @EPH}.

Problema 3.5. Dandu-sef € C?[0,h], h > 0 sa se determine un polinom de grad minim
astfel incat
B(0) = £(0)
{52 F Gy
Sa se dea expresia restului.
Problema 3.6. Fie f o functie data p¢0, 1] ce satisfacg (0) =0, f(1) = 1.

(a) Reduceti problema aproximarii Iyfi pe [0, 1] Tn sensul celor mai mici patrate (con-
tinuu, cu ponderea(t) = 1) printr-un polinom de grad Ip ce satisfaceo(0) = 0,
p(1) = 1 la o problema de aproximare in sensul celor mai mici patfara restrictii
(pentru o functie diferita).

(b) Aplicati rezultatul de la (a) luf(t) = t", r > 2. Reprezentati pe acelasi grafic aproxi-
manta si functia exacta pentru- 3.

Problema 3.7. Fie
si(z)=1+c(z+1)3 -1<z<0,

undec este un parametru real.
Determinatisz(x) pe0 < « < 1 astfel incat

| osi(z) if -1<x<0
8($)._{82($) if 0<x<l

sa fie un spline cubic natural pel, 1] cu nodurile-1, 0, 1. Céat trebuie ales daca se doreste
cas(l)=-1?

Problema 3.8. Dandu-se relatia de recurenta
e (t) = (t = ar) e = Bemr-1(t), k=0,1,2,...

pentru polinoame ortogonale (monicgy;(-;d\)} si definind gy = fdA(t) aratati ca
R

[7kl? = BoBi...Br, k = 0,1,2,.... Cum poate fi exploatat acest lucru intr-o implemen-
tare practica a aproximarii in sensul celor mai micrag relativa la un sistem ortogonal?
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Problema 3.9. (a) Utilizati interpolarea Hermite pentru a gasi un polimde grad minim
ce satisface

p(-1)=p'(-1) =0, p(0)=1, p(1)=p'(1)=0.
Simplificati expresia lup cat mai mult posibil.

(b) Presupunem ca polinomplde la (a) este utilizat pentru a aproxima funcfiagr) =
[cos(mz/2)]? pe-1<z < 1.

(b1) Exprimati eroaredRf)(z) = f(x)-p(x) (pentru une € [-1,1] fixat) In functie
de o derivata corespunzatoare afui

(b2) Gasiti o margine superioara a [¢r f)(z)| (pentru une € [-1, 1] fixat).
(b3) EStima;iirllla><<1|(Rf)(x)|.

Problema 3.10. Consideram problema determinarii unui polinpmaP,, astfel incat

p($0):f($0)7 p,(xi):fi,a i:172a"'7na

undez;, i = 1,2,...,n sunt noduri distincte. Aceasta interpolare nu este nigraage nici
Hermite (de ce?). Aratati ca problema are solutie agi@&xplicati cum se poate obtine. Gasifi
restul.

Problema 3.11. (a) Determinati un spline patratig(x) pe[-1, 1] cu un singur nod: = 0
astfel casy(z) = 0 pe[-1,0] sisa(1) = 1.

(b) Se considera functi& «) de forma
s(x) =co+crx + cox? + cgsa(x), ¢ =const
undess () a fost definit la (a). Ce fel de functie este Determinatis astfel ca
s(-1)=f1, s(0)=fo, $'(0)=fo, s(1)=h

undef; = f(i), f = f'(i),i=-1,0,1.

(c) Ceformulade cuadratura se obfine daca se aproxen :;Ezf(x)dm prin fll s(x)dz,
cu s obtinut la (b)?

Problema 3.12. Se considera datel§0) = 5, f(1) =3, f(3) =5, f(4) = 12.
(a) Utilizati forma Newton pentru a obtine polinomul dégrpolare corespunzatds f .

(b) Datele sugereaza gaare un minim intrer = 1 si x = 3. Gasiti o valoare aproximativa
a punctului de minin,,, ;,, .

Problema 3.13. Fie f o functie definita pé0, 3] despre care se stie ca

fO)=1, f)=2, f(1)=-1, f3)=f(3)=0.
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(a) Estimatif(2) folosind interpolarea Hermite.

(b) Estimati eroarea maxima posibila a rezultatului @éd) daca se stie, In plus, ¢ae
C°[0,3] si|f®)(x)| < M pe[0,3]. Exprimati raspunsul in functie de.

Problema 3.14. Intr-o tabela cu functii Bessel

1 ™
Jo(z) = ;fo cos(xsin 6)db,

undex este incrementat cu pashy) cat de mic trebuie sa fie aléspentru ca tabela sa fie
,,interpolabila liniar’cu o eroare mai mica deddt ® in modul? (Adica, daca interpolam
liniar intre doua noduri consecutive tabelate, modutariesa fie mai mic decat valoarea
data.)

Problema 3.15. Sa se arate ca pentru polinomul de interpolare Hermit@dumduble avem

Homor f)(2) = 3 i (@) F () + 3 s (2) (a1,
k=0 k=0
unde

hio(2) = [1 = 2(x — @) (a4)] 6 (2)
hia(z) = (- 2x) G (2),

iar ¢, sunt polinoamele fundamentale Lagrange.

Problema 3.16. (a) Fie clasap,, de functii de aproximare cu proprietatile date Tn counére.
Orice ¢ € ®,, este definita pe un intervdbl, b] simetric fata de origine (i.ea = -b) si
o(t) € @, implica o(-t) € ®,. Fie d\(t) = w(t)dt, cuw(t) functie para pda,b] (i.e.
w(-t) = w(t)). Aratati ca dacg este o functie para ple, b], atunci si aproximanta sa in
sensul celor mai mici patratg, € ®,, este para.

(b) Consideram "hat function”

1-t, tel0,1]
f(t):{ut, te[-1,0].

Determinafi aproximatia sa in sensul celor mai micirat# pe[-1, 1] printr-o functie
cuadratica. (Utilizati\(t) = dt). Simplificati calculele utilizand (a). Determinati petele Tn
care eroarea se anuleaza.

Problema 3.17. Determinati aproximanta in sensul celor mai mici p&rat

C1 Co
t)=—+———=, te|0,1
SD() 1+t+(1+t)2’ 6[7]
a functiei f(t) = e, luanddA(t) = dt on [0,1]. Determinati numarul de conditionare
conde A = | Alloo | A7 | al matriceiA a coeficientilor ecuatiilor normale. Calculati eroa-
reaf(t) —e(t)Int=0,t=1/2,sit=1.
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(Indicatie: Integrala
f t™™e " dt = B, (x) = E;j(m, x)
1
se numeste amp-a integrala exponentiala”. Exprimati rezultatul gutarul acestei functii)

Problema 3.18. Sa se determine un polinom de interpolare de grad minimwaica:
P'(0) = f'(0);
P(h)=f(h),  h>0,feC?[0,n].

Aceasta interpolare nu este nici Lagrange, nici Hermitec&eDeterminati expresia restului.

Problema 3.19. Se considera formula de interpolare a lui Lagrange culrzstarma Peano,
pentrum = 1:

b
@) =L@+ [ K@)/ d feClabl

(a) Ce devine nucleul lui Pear®, (z,t) dacar € (zo,x1)? Deduceti existenta ungj. €
(zo,21) astfel incat

(Raf) () = =020 e

(b) Aratafi ca solutia unica a problemei cu valori perftiera: fiind daty € C[xo, 1],
gasitiu € C?[xo, ] astfel incat

u'(z)=g(z), e (wo,21)
u(zp) =0 (3.1.2)
u(z1) =0

este data de

u(@)= [ K, gyt
Zo
undeK; (z,t) este nucleul lui Peano.

Problema 3.20. Valorile functiei f : © — sinz sunt date in punctele; = in/8, pentru
toate valorile intregi ale lui. Pentru une € R, se calculeaza o aproximan€x) a lui f(z)
definindk = [87“”] (partea intreagad), astfel incét < = < x4.1 Si apoi evaluand polinomul
de interpolare Lagrange de gradul 5 cu nodufile, f(x;)), j = k- 2,....,k + 3. Aratati ca
pentru oricer real

22570

|sinz - u(z)| € ——— < 0.00002.

166 - 6!

Problema 3.21. Se considera punctele de extrem ale polinomului Cebdgespeta I7,,
_ km N =

M =cos =, k=0,n.
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(a) Aratafi ca
(f,9)v = %f(no)g(no) + fn)g(m) + -+ f(n-1)g(mn-1) + %f(nn)g(nn)

este un produs scalar discret.

(b) Aratati ca polinoamele Cebisev de speta | surdgwhale Tn raport cu produsul scalar
(-, )u, adica

(c) Dati expresia coeficientilor polinomului de cea manBwaproximare in raport cu pro-
dusul scalaf-, )y .

Problema 3.22 (Polinoamele Cebisev de speta a treia).(a) Aratati ca polinoamele

Vn(t) = M

?

cos %6‘
undef = arccost, sunt ortogonale pe interval{#1, 1] in raport cu ponderea(t) =
(b) Stabiliti relatia de recurenf, .1 (t) = 2tV,,(t) — V-1 (t), n € N*.
(c) Gasiti o formula de cuadratura cu doua noduri Eapataceste polinoame ortogonale.
Problema 3.23 (Polinoamele Cebisev de speta a patra).(a) Aratati ca polinoamele

W (f) = sin[(n + %)9]

?

sin %9
undef = arccost, sunt ortogonale pe interval{#1, 1] in raport cu ponderea(t) =

(b) Stabiliti relatia de recurenfd’,, .1 (t) = 2tW,,(t) - Wy,—1(t), n € N*.

(c) Gasiti o formula de cuadratura cu doua noduri Eapataceste polinoame ortogonale.

Problema 3.24 (Polinoamele ortogonale ale lui Charlier) Gasiti polinoamele ortogonale
discrete de grad 0, 1 si 2, avand ca suport multimea ndoranaturale, in raport cu pon-

dereaw(k) = e_k,“k k € N, a > 0. Gasiti aproximanta de grad | in sensul celor mai mici
patrate a functief (z) = ¢* bazata pe aceste polinoame ortogonale.

Problema 3.25 ([Polinoamele Cebisev discretelzasiti polinoamele ortogonale discrete de
grad 0, 1 si 2, avand ca suport multimga 1,..., N - 1}, in raport cu ponderea(k) = 1,

k € N. Gasiti aproximanta de grad | in sensul celor mai midrgta a functieif (x) = 2*
bazata pe aceste polinoame ortogonale, peNteus.
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Problema 3.26. Aratati ca daca functig interpoleaza functig’ in =g, 1, ..., Tn_1 Si h
interpoleazd ™n x4, a2, ..., x,, atunci
To— X
g(z) + ———[g(z) - h()] (3.1.3)
Ip — X0
interpoleaz® in zg, 21, ..., Tn_1, T,. Dati un exemplu de functij si » si combinatie[(3.113)

Cu aceasta proprietate.
Problema 3.27.Fie f (z) = ¢* .

(a) Aratati ca
_ (e~ 1)net.

fltt+1,...,t+n]
n!

(b) Din formula de medie pentru diferente divizate se géie

R0

n!

f10,1,...,n] , £e(0,n).

Utilizati rezultatul de la (a) pentru a determifigEste localizat la stanga sau la dreapta
mijlocului n/2?

Problema 3.28. [Euler, 1734]Fier;, = 10,k =0,1,2,... si f(z) = log;o 2.
(a) Aratati ca

(_1)71,—1

flzo,... wn] = 10n(n=1/2 (107 - 1)’

n=1,23,...

(Indicatie: demonstrati prin inductie dupaezultatul mai general

(_1)n—1
1Qrn+n(n-1)/2 (10n _ 1) ’

f[xr;---;mT+n]: 7"20)

(b) Utilizati formula lui Newton pentru a determing, () = (L,f)(x; 20,21, ,%n).
Aratafi calim,, ... p,(z) exista, pentruz € [1,10). Este limita egala clog,,(z)?
Verificati pentrux = 9.

Problema 3.29. (a) Deduceti relatia de recurenta cu trei termeni

VB Trer (t) = (t— o) T (t) =/ BrTroa (t),  k=0,1,2,... (3.1.4)

F(0)=0,  Folt) = ﬁ (3.1.5)

pentru polinoamele ortonorméie (t) = 7. (¢)/ |7k, £ =0,1,2,....
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(b) Utilizati rezultatul de la (a) pentru a deduce formal€hristoffel-Darboux

i 7 (2) 7 (1) = \/Bmf"”(m)’ﬁ"(t) = T (@)1 () : (3.1.6)

pr x—t

n

> [T ()] = /Bt [Fr (DFn () = 7 ()Fnia (1)] (3.1.7)
k=0
Problema 3.30.Fie f (z) = (1+a)*; |a| < 1. Aratatica(L,, [ )(z;0,1,...n) este trunchierea
(suma partiald) a seriei binomiale a Juian + 1 termeni. (Indicatie: utilizati forma Newton
a polinomului de interpolare.)

Problema 3.31. (a) Utilizati formulaT};(z) = cos(j arccosz) pentru polinoame Cebisev
si aratati ca

[ T (z)dx = 1 cos ((j +.1)arccosa:) - cos ((j —‘1)arccosx) L
2 ]+1 j_].
:l[ijl(‘r) B LG R T
2 ]+1 ]_1

undeC este o constanta arbitrara.

(b) Fie p(z) = X' oa;T;(z). Utilizati partea (a) Tmpreuna cu relafiiléy(z) = 1,
Ti(z) = z, To(x) = 22% - 1 pentru a determina coeficientil, ..., A,, A,,1 ast-
fel incat [ p(x)dz = 2;’:01 A;Tj(z), adica exprimatido, . .., A,, A,.1 In functie de
ao, - - -, a,. (NOta: coeficientuldy poate fi arbitrar, pentru a tine cont de constanta ar-
bitrara din integrala nedefinita.)

(c) Fie acumg(z) = Z}’:& A;T;(z). Inversand procesul de la punctul (b), determinati
coeficientiiao, . . . , a,, astfel incaty'(z) = ¥, a;T;(x), adica exprimati, . . ., a,
in functie deAy, ..., A, An+1. Indicatie lucrati de la indici mari spre indici mici,
exprimandz,, in functie de4,,., apoi exprimand.,,_; In functie de4,,, apoia;_; In
functie deA; siaji, j=n-1,...,1.
Problema 3.32. 1. Aratati ca dac&; = a+ih,i=0,1,...,nsih = (b-a)/n, atunci
pentru oricer € [a,b]

[Tl -l < ih””n!. (3.1.8)
=0

2. Dacaf e C"**[a,b] si|f"*1)(2)| < M pe [a,b] si nodurile sunt echidistante

1 n+
|(Rnf) ()] < 4(n+1)Mlz L (3.1.9)

Problema 3.33. Functia

M) = z 10:(2)|

se numeste functia lui Lebesgue pentru interpolareapwoiiala si nodurile distincte;, i =
0,1,...,n.
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(@) Dacaf; = f(z;) sif; = f(xi) +&i, undele;| <e, aratati ca(L, f*)(z) - (Ln f)(2)] <
eln ().

(b) Aratati ca\,(z;)=1,5=0,1,...,n.

(c) Pentrun = 2 si trei puncte echidistante, aratafi £a(z) < 1.25 pentru oricer situat
intre aceste puncte.

(d) Calculati Ao(z) pentruxzy = 0, 1 = 1, 22 = p, undep > 1 si determinati
maxi<z<p A2(2). Cum creste acest maxim odata gt Indicatie pentru a simpli-
fica calculele, din (b) se obtine c&(x) trebuie sa fie pe intervaldll, p] de forma
Ao(x) =1+¢(x-1)(p-x), undec este o constanta

Problema 3.34. Se considera intervaljilz, b] = [-1,1] si subdiviziunea s&\ : x; = -1 <

1y =0<x3=1sifie f(z) =cos Fx, xe[-1,1].

(a) Determinati spline-ul cubic natural al lfiipe A.

(b) llustrati teorema de minimalitate pentru functii isel naturale, alegang(x)
(L2f)(2;-1,0,1) sig(z) = f(2).

(c) Aceeasi problema pentru interpolantul cubic natyfabe A’ si alegerileg(z) =

(Lsf)(a;-1,0,1, Dl si g(2) = f(2).

Problema 3.35.Fie A : a = x1 < 29 < 23 < - < Ty_1 < z, = b 0 diviziune a lui[a, b]

in n - 1 subintervale. Presupunem ca se dau valgfile f(x;) ale functief In punctele
z;,i=1,2,...,n. In aceasta problemé Si va fi un spline cuadratic (de gradul Il) care
interpoleazgy peA, adicas(z;) = fi,i=1,2,...,n.

(a) Explicati de ce este nevoie de o conditie suplimenperitru a determinaunic.

(b) Definimm; = s'(x;),i=1,2,...,n-1. Determinatp; := s,
in functie def;, fi+1 Sim;.

i=1,2,...,n-1

z‘,ﬂﬂwl]’
(c) Presupunem cé&; = f'(a). (Conform lui (a), aceasta determin@nic.) Aratati cum
pot fi calculatems, mg, ..., mg,_1.
Problema 3.36. Fie
Ata=x1<T9<x3<<Tp_1<Ty=D>.

Consideram problema urmatoare: dandur-sel numeref, sin — 1 punctef; cuz, <&, <

z,41 (v=1,2,...,n~- 1) determinati o functie splinee S{(A) cu proprietatile
s(&)=fo, v=012...n-1, s(x1) = s(x,).
Reprezentand in baza B-splinelor de grad By, B, ..., B, determinati structura siste-

mului liniar care da coeficientii; ai lui s(z) = X}, ¢; B;(x). Descrieti modul de rezolvare
eficienta a sistemului.

1de fapt este un interpolant Hermite cu nodul dublu 1 si nitelut si 0 simple.
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3.2. Probleme practice

Problema 3.37. Sa se genereze un spline cubic parametric care sa treiagaupctele date
P;(z;,v:), i =1,n. Punctele se vor citi cginput

Problema 3.38. (a) Dandu-s¢ € C[a,b], gasitizi (f;-) € SY(A) astfel incat

[ U@ R0 de > min

utilizand baza B-splinelor de gradul intai. Ce putgiuse despre problema analoaga
discreta?

(b) Implementati solutia de la punctul (a) in MATLAB.

Problema 3.39. Scrieti o functie MATLAB ce calculeaza coeficientii urgpline cubic peri-
odic de clas#?[a, b]. Aceasta inseamna ca datele de intrare verffica f; si interpolantul
trebuie sa fie periodic, de perioagda — x;. Realizarea conditiilor la capete este mai simplu
de impus daca adaugam doua puncte suplimeniare x1 — Ax,, 1 Si Xpy1 = Tn + Axy,
unde spline-ul are valorilg, = f,,_1 Si respectivf,.1 = fo.

Problema 3.40. Sa se reprezinte grafic o cubica parametrica care trécel@ua puncte date
si are in acele puncte tangente date.

Problema 3.41. Pentru o functie datd si o multime de noduriy;, date sa se determine un
spline cubicSs f ce verifica

(S5.f) () = f(i),
(S3f) () = f'(:), i=1,n.

Sa se reprezinte grafig; f si spline-ul naturalSs fy ce verifica(Ssfn)(x;) = f(z;). (pe
acelasi grafic).

Problema 3.42. Scrieti o functie MATLAB pentru inversarea unei matricandermonde uti-
lizand proprietatile polinoamelor Lagrange fundanaést

Problema 3.43.1n literatura de specialitate (J. Crank, G. Park: Evalumtibthe diffusion
coefficient for CHC} in polystirene from simple absorbtion experimenfgns. Faraday
So0c.45(1949), pp. 240-249) se da o metoda de deducere a coefikiede difuzie a clo-
roformului in polistiren din masuratorile de absoebiUtilizand mai multe ipoteze, autorii

ajung la cantitatea

D=4 [ “peyac,

care poate fi masurata pentru diverse valori aleClgli Derivarea in raport c@’y ne da o
expresie a luD in functie de cantitatea
d -
—— [CoD(Cy) |-
dCy [CoD(Co)]

Utilizand datele
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Co 5.0 7.5 9.9 12.9
D(Cp) | 0.0240 0.0437 0.0797 0.1710
Co 13.2 15.1 16.3 16.8
B(CU) 0.1990 0.3260 0.8460 0.9720

aproximatiD pentru fiecare valoare a ldl, diferentiind spline-ul corespunzatoimgicatie

D(00) + Co2E0 = p(c0)).

Problema 3.44. Datele urmatoare dau absorbtia lumidica functie de lungimea de unda
pentru un obturator vanadyl D-tartrat.

) >3125 >3250 3375  >3500 3625 > 3750
A(X) [0700 0572 0400 0.382 0449  0.560
) 3875 >4000 4125  >4250 4375

A(X\) | 0769  0.836  0.750  0.530  0.315

) >4500 4625  >4750 4875 > 5000

A(\) [0.170 0.144 0.183 0252 0.350

Utilizati un spline cubic pentru a interpola punctele nzeccu ¢). Studiati efectele scalarii
si translatiei variabilei independente- A\(lungimea de unda) in cazurile:

(a) seiau datele asa cum sunt;
(b) se inlocuieste cux/1000;

(c) se inlocuieste cu (x —4000)/1000;

In fiecare caz evaluati spline-ul cubic pentru lungimileurela nemarcate. Cum sunt
valorile aproximative comparativ cu valorile din tabelafecteaza scalarile si translatiile
precizia luiS?

Problema 3.45. Fie forma patratic& = axz? + bxy + cy? + dx + ey + f. Ecuatia se poate
normaliza, impartind cu un coeficient nenul (de exempk0). Multimile {(z,y) : z = 0}
se numesc sectiuni conice. Ele se pot vizualiza cu furcgigour . Planetele au orbite
eliptice. lata 10 observatii ale pozitiilor unei plaaet

x| 1.02 .95 87 77 .67 56 44 30 .16 .01
y 039 32 27 22 18 15 13 12 13 15

(a) Determinati coeficientii formei patratice care apnoeaza aceste date in sensul celor
mai mici patrate luind un coeficient egal cu 1 si rezotV&istemul supradeterminat
10 x 5. Desenati orbita si cele 10 puncte date.

(b) Aceasta problema este aproape deficienta de ranguRevedea efectul perturbati da-
tele usor adaugand fiecarei coordonate de punct un nalesitor distribuit uniform in
intervalul[-0.005, 0.005]. Calculati noii coeficienti pentru datele perturbatesBmati
orbita noua pe acelasi grafic cu cea veche. Comentati pgimea diferentelor intre
coeficienti si orbite.
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Problema 3.46. Energia potentiala a doua sau mai multe molecule cedopeneaza se
numeste energie de interactiune van der Waal. Un calouétie pentru doi atomi de he-
liu are energiilel’ () pentru diferite valori de distante internucleardate mai jos. Energia
se manifesta repulsiid” > 0) pentrur mic si atractiv(V < 0) pentru valori mai mari ale lui

r.

r (bohr) | 4.6 4.8 5.0 5.1 5.2
Vi(r) 32.11 9.0 -3.52 -7.11 -9.22
r (bohr) | 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7
Vi(r) -10.74 -11.57 -11.95 -12.00 -11.73
r (bohr) | 5.8 5.9 6.0 6.5 7.0
V(r) -11.23 -10.71 -10.13 -7.15 -4.77
r (bohr) | 7.5 8.0 9.0 10.0

V(r) -3.17  -2.14 -1.03 -0.54

Sa se aproximezg&(r) utilizand un spline cubic si sa se reprezinte grafic. Aprati
9

derivata de ordinul | a luV pe intregul domeniu de valori tabelateﬁiv(r)d T

5

Problema 3.47. Absorbtia sunetului (la 20 40% umiditate) ca functie de frecvenfaeste

data in tabela:

f > 20 > 40 63 > 100 200
A(f) | 0.008  0.030 0.070 0.151 0.359
f >400 800 >1250 2000 > 4000
A(f) | 0.592  0.935 1.477 2.870 9.618
f 10000  >16000 >40000 > 80000

A(f) | 53.478 122.278 429.310 850.536

Utilizati un spline deBoor si punctele marcate ci pentru a interpola in urmatoarele doua
moduri.

(a) seiau datele asa cum sunt;
(b) log f In raport culog A(f).

Care este mai bun? Reprezentati grafic varianta mai buoidp@rati valorile in punctele
nemarcate cu valorile aproximative.

Problema 3.48.Sa se calculeze/115 cu trei zecimale exacte folosind interpolarea La-
grange.

Problema 3.49. Generati 11 puncte luangd = (k- 1)/10 siyg = erf(t;), k=1, ..., 11.

(a) Aproximati discret datele n sensul celor mai micirpke cu polinoame avand gradul

de la 1 la 10. Comparati aproximantele @d(¢) pentru valori ale luit situate intre
punctelet;,. Cum depinde eroarea maxima de gradul polinomului?



3.2. Probleme practice 47

(b) Deoarecerf(t) este o functie para ih este rezonabil sa se aproximeze datele printr-o
combinatie liniara de puteriimpare ale i

erf(t) ~ Clt + 62t3 Foeee 4 Cnt2n_1,

Cum depind erorile intre punctelg den?

(c) Polinoamele nu sunt aproximante bune pentfift), deoarece sunt nemarginite, pe
canderf(t) tinde catre 1 pentrumare. Utilizand aceleasi date, aproximati utilizamd u
model de forma )

erf(t) ¢y +e™" (02 + o3z + eyt 6523)

undez = 1/(1+¢). Cum sunt erorile in valori ale I¢isituate Tntre punctelg,, compa-
rativ cu modelul polinomial?

Problema 3.50. Fie functiaf : [-2,2] - R, f(z) = W{m)? si 20 de puncte echidistante
pe domeniul de definitie. Sa se aproximgzerintr-un polinom de grad 3 prin metoda celor
mai mici patrate si printr-un spline deBoor. Sa se rejitezoe doua grafice functia si fiecare
din aproximante (csubplot ).

Problema 3.51.La realizarea titrarii potentiometrice se obtine o @ diferentelor de
potential in functie de volumul de titrant adaugat. dabde mai jos da masuratorile pen-
tru titrarea potentiometrica a solutiei de’Fecu solutiad. 1095 N Ce** utilizand electrozi de
platina si calomel.

Sol. adaugata (ml) 1.0 5.0 10.0 15.0 20.0 21.0 22.0
E(mV) 373 415 438 459 491 503 523
Sol. adaugata (ml) 22.5 22.6 22.7 22.8 229 23.0 23.1
E(mV) 543 550 557 565 575 590 620
Sol. adaugata (ml) 23.2 23.3 234 235 24.0 26.0 30.0
E(mV) 860 915 944 958 986 1067 1125

Calculafi un spline cubic pentru aceste date (utilizaachd5 puncte de interpolare).
Reprezentati grafic spline-ul pe intervaJdl 24]. Cat de bine se comporta? Problema fizica
are un punct de inflexiune. Este acest lucru adevarat $ipspline?

Problema 3.52. PresiuneaP a vaporilor de apa (in bari) ca functie de temperatlirein
grade C) este

T 0 10 20 30
P(T) | 0.006107 0.012277 0.023378 0.04243
T 40 20 60 80
P(T) | 0.073774 0.12338  0.19924  0.31166
T 80 90 100

P(T) | 047364 0.70112  1.01325

Interpolati aceste date cu un spline cubic. Se stiB@d) = 0.008721, P(45) = 0.095848,
andP(95) = 0.84528. Cat de bine interpoleaziin aceste puncte? Reprezentati gréfica
o functie deT’. Calculati integrala presiunii de la 0 la 100.



48 Aproximarea functiilor

Problema 3.53. Constanta lui Eulety = 0.57721566490153286 . . . se defineste ca limita

. 1 1 1
~v=lim 7,, undey, =1+ -+ -+--+ — —Inn.
n—>00 2 3 n

Presupunand ca— v, ~ en~?, n — oo, pentru constantelesi d strict pozitive, determinati

si d experimental pe calculatoingicatie logaritmati relatiay —,, ~ cn~¢ si aplicati metoda
celor mai mici patrate).

Problema 3.54. Se considera functii: [0,5] > R, f(x) = ﬁ si 4 noduri echidistante n
intervalul [0, 5]. S& se aproximezg(r), f'(x) si f"(x) prin:

(a) un spline de tip Hermite;
(b) un spline de tip deBoor;
(c) un spline cu derivate secunde;
si sa se reprezinte pe acelasi grafic functia si aprariele.

Problema 3.55. Studiati comportarea polinomului de interpolare Herroiie: noduri duble
Hyp.1 pentru functiaf : [-5,5] - R, f(z) = 55 s

(a) n noduri echidistante pe intervalul de definitie

(b) n noduri Cebisewy, = cos 2L, k=1, n.

(c) nnoduri Cebisev de formay, = cos =17, k=T, n+1.
(Luatin =10,11)

Problema 3.56. Interpretati rezultatele urmatoarelor experimente etice si trageti conclu-
Ziile care se impun.

(@) Fiep polinomul de grad 20 ce interpoleaza funcfiér) = (1 - 62%)7! in 21 de
puncte echidistante din interval{#1,1]. Includeti capetele printre noduri. Tabelati
f(x), p(z) si f(x) - p(x) In 41 de puncte echidistante din interval.

(b) Repetati experimentul utilizand noduri Cebisetedie

(i-1)m
20

(c) Repetati experimentul cu un spline cubic natural sii@puncte echidistante.

T; = COS ¢ =1,21.

Problema 3.57. Aproximati arcsin pe intervalul[—%, %] printr-un polinom de interpo-
lare de grad 15. Determinati precizia aproximarii teiargi prin teste numerice. Utilizati no-
duri echidistante si Cebisev. Scrieti o functie pentrcsin folosind polinomul de la punctul

precedent. Utilizati formula
sin(g - 9) =cosf=V1-sin’6
dacgz| > 1/v/2.
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Problema 3.58. Aproximatfi functiaf : [-1,1] - R,
f(z) = exp(x)[sech(sin 8z)[*P(®)

printr-un polinom de interpolare Lagrange de grad 150 cwniodebisev de speta a doua
(extremele polinoamelor Cebisev de speta I). Aproxinnétgrala lui f prin integrala poli-
nomului de interpolare.

Problema 3.59. [P]Consideram urmatorul mod de ordonare a echipelor ttmf@merican.
Presupunem ca avem 4 echipe, T1, T2, T3 si T4, iar rezuftainirilor directe este :
T1 bate T2 cu 4 puncte 21-17

e T3 bate T1 cu 8 puncte 27-18
e T1 bate T4 cu 6 puncte 16-10
e T4 bate T4 cu 3 puncte 10-7

e T2 bate T4 cu 7 puncte 17-10

Pentru a determina punctajul, ..., r4 al fiecarei echipe vom rezolva sistemul supradeter-
minat

7“1—7'2:4,
rg—r1 =9,
r1 =714 =0,
r3—14 =3,

7“2—7’427

in sensul celor mai mici patrate. Solutia nu este uniemarece dackr,...,r4)? este o
solutie si daca ii adunam un vector constant arbittarexemplu(1,...,1)7 obtinem un
vector cu acelasi reziduu. Aratati ca ddqea,...,r4)” este o solutie a sistemului in sensul
celor mai mici patrate, atunci ¢, +c,...,r4 + c)’ este o solutie, pentru orice constanta
Pentru a face ca solutia sa fie unica, putem limita nuhtétal de puncte, de exemplu, la 20:

7“1+’I“2+7”3+7“4:20.

Determinafi punctajele si normele reziduurilor, cores&hd Tntai toate ecuatiile si apoi numai
primele 5.

Problema 3.60. Tabela de mai jos arata coeficientul de franaseal unei sfere in functie
numarul Reynoldge. Utilizati un spline cubic natural pentru a determinacorespunzand
Re =5, 50, 500 si 5000. Indicatie: Utilizati o scara log—log (logaritmati drele coordonate).

Re | 0.2 | 2 20 200 2000 | 20000
cp | 103 | 13.9 | 2.72 | 0.800 | 0.401 | 0.433

Aproximati derivata luicp Tn raport cuRe si reprezentatip si derivata pe acelasi grafic.
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Problema 3.61. FunctiaH este definita prin

| 1, dacare (0,1]
H(x) ‘{ -1, dacare[-1,0].
Construiti cea mai buna aproximatie polinomiala dedgéa 1 si 2 inL2[-1,1], pentru
w(a) = 1. Comparati cu rezultatul obtinut de rutina de la laborato

Problema 3.62. Literele PostScript si TrueType se genereaza cu splirenpetrice, utilizand
doar cateva puncte pentru fiecare litera.

(a) Creati siimprimati litera de mana definita de atogarele date.

t |0 1 213 4 5 6 7 8 10 11
x| 3[1.75]090| 0| 050]| 150 3.25( 4.25| 4.25 3.75| 6.00
y|4(160]050| 0| 100 050|050(225|4.00|4|4.25]| 4.25

©

w

(b) in acelasi sistem de axe, desenati litera impreunaeralde dimensiune dubla. (Co-
manda2* x va dubla dimensiunea fontului in direcgiq

(c) Animati desenarea literei utilizand comarctamet .
(d) Creati si desenati o alta litera.
Problema 3.63. (a) Determinafi matriceal = [a;;] de dimensiungm + 1) x (m + 1),
aij = (pm.i, Pm,;) @ €cuatiilor normale relativ la baza Bernstein
pmi®) = ("= =om,
J
si functia ponderev(t) = 1 pe[0,1].
(Indicatie utilizati functia beta a lui Euler)

(b) Rezolvati sistemul de ecuatii normale pentiu= 3 : 3 : 12, cand functia care ur-
meaza sa fie aproximata egt@) = 1. Care este solutia exacta? Afisati, pentru fiecare
m, 0 estimatie a numarului de conditionare, vectorul adefitilor si eroarea asociata
(modulul diferentei dintre valoarea calculata si ceaata). Comentati rezultatul.

Problema 3.64. Presupunem ca dorim sa aproximam functia

pe semiaxa pozitivl®, printr-o combinatie liniara de exponentiate (t) = e™7*, j = 1, 2,
..., n, In sensul celor mai mici patrate (continuu, cu pondejea 1

(a) Deduceti ecuatiile normale. Ce legatura are medricu matricea Hilbert?

(b) Utilizati MATLAB pentru a rezolva ecuatiile normaleeptrun = 1,2,...,8. Listati
n, numarul de conditionare al matricei in norma euclidignsolutia. Reprezentati pe
acelasi grafic aproximanta si functia exacta pemtun < 4.
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Problema 3.65. Scrieti un program MATLAB de interpolare a unei funcficu functii spline
cubice pe un intervdla,b] considerand conditia de spline de Boor in punetyp, (x) =

p2(x) ) si spline cu derivate secunde n pundiul s”(b) = f”(b)). Aplicatie: aproximati
sinz pe intervalul[0, 27].

Problema 3.66. lata 25 de observatiyy, luate in 25 de puncte echidistamte
t = 1:25

y = [ 5.0291 6.5099 5.3666 4.1272 4.2948

6.1261 12.5140 10.0502 9.1614 7.5677

7.2920 10.0357 11.0708 13.4045 12.8415

11.9666 11.0765 11.7774 14.5701 17.0440
17.0398 15.9069 15.4850 15.5112 17.6572]

(a) Neteziti datele cu o dreaptg(t) = 51 + [at Si afisati reziduurile/(tx ) - yx. Se observa
ca o data are reziduu mai mare decat altele. Aceasta @aleare ilegala (outlier).

(b) Eliminati oulier-ul si refaceti netezirea. Afigalin nou reziduurile. Se observa vreun
anumit sablon al reziduurilor?

(c) Neteziti din nou, cu outlier-ul exclus, cu un model denfia
y(t) = 61 + ﬁgt + 53 sint.

(d) Evaluati ultima netezire pe o grila (diviziune) maidima intervalului[0, 26]. Afisati
curba cu stilul de linie-"  si datele cuo’ , Outlier-ul se va marca cu*’ .

Problema 3.67. [P]Functia lui Lebesgu@entru sistemul de noduiz; ) ; g din [a,b] se
defineste prin

Az) = 3 14(2)],
=0
unde/; sunt polinoamele fundamentale Lagrange, iar cantitatea

A= sup Ax)
zela,b]

se numesteonstanta lui Lebesgue

(a) Sa se repezinte graf\¢z) si sa se calculez& pentru noduri echidistante {r-1, 1] si
m=4,8,12,30.

(b) Sa se repezinte grafi€z) si sa se calculez& pentru noduri Cebisev de speta a doua
n[-1,1] sim =4,8,12,100.

(c) Comentati rezultatele obtinute.
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Problema 3.68. Sa se determine aproximarea #thi de gradk — 1 in sensul celor mai mici
patrate cu polinoame Cebisev, penkru= 1,...,5. S& se verifice rezultatele teoretice cu
rutinele de la laborator pentru aproximare continua cinpaime Cebisev. Ce se poate spune
despre cea mai buna aproximare de gradl a lui z* in norma Cebisey- | ..? Determinati
aproximarea pentru undat.

Problema 3.69. Sa se scrie o functie MATLAB care calculeaza polinomulinterpolare
Lagrange al unei functif in cazul cand nodurile sunt radacinile polinoameldogonale
Legendre. Comparati experimental cu cazul cand nodsute puncte Cebisev de speta a
doua. Folositi metoda baricentrica. Testati pentru lcfie puternic oscilanta si un numar
mare de noduri.

Problema 3.70. Sa se scrie o functie MATLAB care calculeaza polinomulinterpolare
Lagrange al unei functif in cazul cand nodurile sunt radacinile polinoameldogonale
Jacobi. Comparati experimental cu cazul cand nodurité¢ guncte Cebisev de speta a doua.
Folositi metoda baricentrica. Testati pentru o fuagiuternic oscilanta si un numar mare de
noduri.

Problema 3.71. Sa se scrie o functie MATLAB care calculeaza polinomulinterpolare
Lagrange al unei functif in cazul cand nodurile sunt radacinile polinoameldogonale ale
lui Laguerre. Folositi metoda baricentrica. Testafinpe o functie puternic oscilanta si un
numar mare de noduri.

Problema 3.72. S&a se scrie o functie MATLAB care calculeaza polinomulickerpolare
Lagrange al unei functif in cazul cand nodurile sunt radacinile polinoameldogonale
ale lui Hermite. Folositi metoda baricentrica. Tespgntru o functie puternic oscilanta si un
numar mare de noduri.

3.3. Probleme suplimentare

Problema 3.73. Scrieti o functie MATLABfitpoly

function [X,Y,n,rr]=fitpoly(x,y,delta)

% FITPOLY computes an approximating polynomial

% [X,Y kK rr]=fitpoly(x,y,delta) computes an approximati ng
% polynomial of degree n to the points such that the norm of

% the residual rr <= delta. (X,Y) are interpolated points for

% plotting.

care calculeaza polinomul de cea mai buna aproximarerisus celor mai mici patrate de cel mai mic
grad utilizand o baza de polinoame ortogonale discretuportul{zo, ...,z }, astfel incat reziduul
|| < 6. Testati pentru

x=[0:0.2:7]; % generate interpolation points
y=exp(cos(x))+0.1 ~rand(size(x)); % with some errors

Experimentati pentru diverse valori ale llelta . Reprezentati pe acelasi grafic functia si aproxi-
manta. Comparafi solufia dumneavoastra cu cea datara¢id MATLAB polyfit utilizand gradul
n calculat defitpoly



3.3. Probleme suplimentare 53

Problema 3.74 (Interpolare invers). Se considera ecuatia neliniara scalgi@) = 0.
Pornind cu doua valori ale functieif (zo) si f(z1) (preferabil sa izoleze solutia)
calculam urmatoarea schema Aitken-Neville pentru awda de interpolare = O:
f(z1) | -1

f(x2) | w2 x3:=Ta

f(x3) | =3 T32 x4 =T33

f(z4)

Ty) | T4 Tyo Tys3 x5 =Ty

Valoarea extrapolata de pe diagonaja; := T;; se scrie ca valoare noda, ; in prima
coloana a schemei. Apoi calculam valoay&a;.1) si noua linie, adica elementele, »,
.., Ti+1,4+1. Daca schema converge (utilizafi valori bune de porhiméinci elementele de
pe diagonala vor converge patratic catre un zero simiplui g'. Scriefi un program pentru
interpolare inversa si rezolvati ecuatiile
x—cosz =0, x=eVsine,
Problema 3.75 (Extrapolarea luizr). Vom aproxima circumferinta cercului unitate prin po-
ligoane regulate. Circumferinta unui poligon regulatcv@rfuri inscris in cercul unitate este

U, = 2 sin L. (3.3.1)
n
Introducem variabila
h=—
n
si functia
T(h)= 5 =nsin = = = Ezrh) (3.3.2)
Seria Taylor a luil'(h) este
1 31,2 1 514
T(h):ﬂ'—gﬂ' h T heF - (3.3.3)

Deoarecdim;,_,o T'(h) = 7, putem extrapola din semicircumferinfa unor poligoane regu-
late. Apar doar puterile pare ale lj deci putem extrapola cu formula

2 2
DT = R T

T h2—h2
7 i—J

Scrieti un program si extrapolati utilizand tabela urmatoare care se poate calcula fadosin
matematica elementara:

n |2 3 4 5 6 8 10
Ua |2 38 22 3/10-25 3 4/2-v2 2(V5-1)

2
Problema 3.76. Tabela urmatoare contine valori in puncte echidistalgeinei functiif (z)
si ale derivatei ei.
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T h 2h ... nh
f(.l?) Y1 Y2 Yn
ff@) v ye

Calculati o aproximare a integralei

/;nh flz)dx

interpoland datele cu o functie spline cubica si apterigrand functia spline. Ce formula de
cuadratura se obtine? Scrieti o functie MATLAB careccédaza spline-ul si integrala. Testati
pentruf(z) = cos 2x $i nodurile obtinute luand = £ sin = 9.

Problema 3.77 (Gauss).Un asteroid ce orbiteaza in jurul Soarelui a putut fi obsetimp
de cateva zile Thainte sa dispara. lata 10 observatii

T1:5 -1.024940 -0.949898 -0.866114 -0.773392 -0.671372

xe10 —0.559524  —0.437067 -0.302909 -0.159493 -0.007464

Y1:5 -0.389269 -0.322894 -0.265256 -0.216557 —0.177152

Ye:ro —0.147582 -0.128618 -0.121353 -0.127348 —0.148895
Se doreste calcularea traiectoriei pe baza acestor a@jse@ntru a putea prevedea situatia
cand orbita va fi din nou vizibila. Se presupune un modeiselidal pentru orbita

2?2 = ay® + bry + cx + dy + e.

El ne conduce la un sistem supradeterminat, care trebuidvedan sensul celor mai mici
patrate pentru a determina parametrib, ¢, d, e. Realizati o estimare a erorii Si un test de
incredere Tn model. Faceti acelasi lucru pentru mdgbetabolic

2 = ay +e.

Care este mai probabil?
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Derivare si integrare numerica

4.1. Probleme teoretice

Problema 4.1. (a) Scrieti formula de interpolare Hermite penfra C*[-1, 1] si nodurile
xo = —1 simplu,z; = 0 dublu sizs = 1 simplu.

(b) Determinati o formula de cuadratura de tip interpmiantegrand formula precedenta
termen cu termen.

(c) Transformati formula precedenta intr-o formula[peb]. Este aceasta o formula cu-
noscuta?

Problema 4.2. Consideram formula de cuadratura de tipul

[ e F@ydr = af(0) + b () + RO

(a) Determinatii, b, c astfel incat formula sa aiba gradul de exactitate2. Puteti identi-
fica formula astfel obtinuta? (Indicatie(n + 1) = n!).

(b) Fiepa(x) = (Haf)(x,0,2,2) polinomul de interpolare Hermite corespunzator functie
f si nodurilorz = 0, simplu siz = 2, dublu. Calculatif,” e *p2(z)dz $i comparati cu
rezultatul de la punctul (a).

(c) Obtineti restulR( f) sub forma
R(f)=const- f"(£), &£>0.

55
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Problema 4.3. (a) Determinati forma Newton a polinomului de interpolaree interpo-
leazaf inx =0siz=1sif Tnxz=0. Exprimati eroarea cu ajutorul unei derivate de
ordin corespunzator a i (presupusa continua pe, 1]).

(b) Folosind rezultatul de la (a), deduceti o formula dadnatura de tipul

[ 5@z = a0 (©) + £+ b (0) + BCP)

Determinatiag, a1, bo $i R(f).

c+h

(c) Transformati formula de la (b) intr-o formula cu resintru /" y(t)dt, undeh > 0.

Problema 4.4. (a) Se considera o formula de cuadratura de tipul

[ p@yde = af(e) « BLEO) - FO) < R(S). @1.1)

Sa se determine, 3, x; astfel incat gradul de exactitate sa fie cat mai marebgosi
Care este gradul de exactitate maxim care se poate atinge?

(b) Utilizati interpolarea si teorema lui Peano pentrukdiree o margine a IujR(f)| in
functie de| f ()| = = max |f(’")(a:)| pentru unr adecvat.

(c) Adaptati [411), inclusiv delimitarea pentfi(f)|, pentru a obtine o integrala de
forma[”h f(t)dt, undec este o constanta i> 0.

(d) Aplicati rezultatul de la (c) pentru a obtine o forraudé cuadratura repetata pentru
[abf(t)dt, subdivizanda,b] in n subintervale de lungime totafa = =%, Gasiti 0
margine a erorii totale.

Problema 4.5. (a) Construiti prin metoda coeficientilor nedetermimaformula de cua-
dratura de tipul

1
[ #@yde=-ar©)+5f(3) < ar@)+ RO
0 2
care are grad maxim de exactitate.

(b) Care este gradul exact de exactitate al formulei de latoili(a)?

(c) Utilizati nucleul lui Peano al functional&) pentru a exprimar(f) In functie de o
derivata adecvata, folosind rezultatul de la (b).

ct+h

(d) Transformati formula de la punctul (a) intr-una paté pentru a evalug,™ " g(t)dt Si

apoi obtineti formula repetata corespunzatoare plefﬁrg t)dt, utilizandn sublnter—
vale de lungime egala si deduceti restul. InterpreGI;UItatuI.
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Problema 4.6. Fie
b-a
n

a=r9g<T1 <2< <Xp_1<Tp=b, xp=a+kh, h=

o diviziune a intervalulufa, b] in n subintervale egale.
(@) Deduceti o formulda de cuadratura elementara penttegrala [“**' f(z)dx

T

(inclusiv  restul), aproximand f printr-un polinom de interpolare Hermite
(Hsf)(x; 2k, Tk, Trr1, Tre1 ) Si @POI integrand pery, xx+1 | Interpretati rezultatul.
(b) Deduceti din formula de la (a) o formula repetata dadratura (cu rest), pentru inte-

grala[ab f(x)dx.

Problema 4.7. (a) Gasiti polinomul de cea mai buna aproximare de graliilea pentru
functia f (=) = cosx in L2 [a,b], undew(z) = e, a=0,b = co.

1. Stabiliti o formula de cuadratura de forma

[ e @y = Avf (@) + Ao (22) + ROP).
care sa aiba grad maxim de exactitate.

Problema 4.8. (a) Gasiti polinomul de cea mai buna aproximare de gréatai pentru
functia f(x) = e¥* in L2 [a,b], undew(z) = \/z,a =0,b = 1.

(b) Stabiliti o formula de cuadratura de forma

1
| VEr@)de = Auf(e) + R(P).
care sa aiba grad maxim de exactitate.

Problema 4.9. Consideram formula de cuadratura de tipul

[ F@ydr = af(0) + b () + R()

(a) Determinatu, b, c astfel incat formula sa aiba gradul de exactitate2. Puteti identi-
fica formula astfel obtinuta? (Indicatie(n + 1) = n!).

(b) Fiepa(x) = (Haf)(x,0,2,2) polinomul de interpolare Hermite corespunzator functie
f si nodurilorz = 0, simplu siz = 2, dublu. Calculatif,” e *p2(x)dx $i comparati cu
rezultatul de la punctul (a).

(c) Obtineti restulR( f) sub forma
R(f) = const- f"(£), €>0.

Problema 4.10. (a) Determinati forma Newton a polinomului de interpolaree interpo-
leazaf inx =0siz=1sif Tnx =0. Exprimati eroarea cu ajutorul unei derivate de
ordin corespunzator a Iyi (presupusa continua pe, 1]).
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(b) Folosind rezultatul de la (a), deduceti o formula dadnatura de tipul

[ 5@z = a0 (0) « £ (1) + bof(0) + BCP)
Determinatiag, a1, by Si R(f).

(c) Transformati formula de la (b) intr-o formula cu resintru/, crh

c

y(t)dt, undeh > 0.

Problema 4.11. Deduceti o formula de cuadratura Gauss-Lobatto de forma

1
[ $@)dw = f (1) + wnf (o) 4 wef(w) + w0 f (1) + RCP).
-1
Ce devine formula pentru un interval oareceb]? Unde utilizeaza functia MATLAB
quadl aceasta formula?

Problema 4.12. Aratati ca integrala polinomului de interpolare Herenit cu nodurile duble
0 sih este

h S
[ Psyds- hf(h);f(o) _p2d (h)12f (0)
0

Care este eroarea care se comite daca se aproxirﬁé@?(’ac)dx cu integrala polinomului
de interpolare Hermite?

Problema 4.13. Deduceti o formula de cuadratura de tip Gauss-Radaurdesfo

[ £y = AFO) vun () + waf (e2) + BOP)

Problema 4.14. Deduceti o formula de cuadratura de tip Gauss-Radaurdesfo

fooe_xf(a:)dx: Af(0) +wy f(z1) +wa f(x2) + R(S).

0

Problema 4.15. Pentruf € C°[~1, 1], gasiti o formula de cuadratura de forma

1
[ lalf@)dz = Avf(an) + Af (02) + Asf(as) + Ro(f)
care sa aiba grad maxim de exactitate.

Problema 4.16. (a) Construiti o formula Newton-Cotes cu ponderi

fol F(2)2%de = ap f(0) + ar f(1) + R(f), a> -1.

Explicati de ce formula are sens.
(b) Deduceti o expresie a erofii( /) Tn functie de o derivata adecvata a fui
(c) Din formulele de la (a) si (b) deducefi o formula deeigitare numerica pentru

h
/; g(t)t*dt (h > 0 mic) (inclusiv termenul rest).
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Problema 4.17. (a) Folosind interpolarea Newton, determinati un polindergradup ce
interpoleazaf inx = 0, z = 1 si f' Inx = 1. Exprimati termenul rest in functie de o
derivata adecvata a Ifi (presupusa a fi continua pe, 1]).

(b) folosind rezultatul de la (a), deduceti o formula diegrare numerica de tipul

[ 5@ =a0(0) + £+ bos () + BP)

Determinatfiag, a1, bo Si R(f).
(c) Transformati rezultatul de la(b) pentru a obtine onfata de integrare numerica (cu
+h
rest) pentruf y(t)dt, undeh > 0.

1
Problema 4.18. Estimati numarul de subintervale necesar pentru a calj[ulaz’mzdx cu 6
0

zecimale corecte (eroarea absolﬂté\ x 107°)

(a) cu regula trapezelor;
(b) cu formula repetata a lui Simpson.

Problema 4.19. (a) Se considera o formula de cuadratura de tipul

[ £ = af ) + BLIO) - FO)]+ RO) (412)

Determinativ, 3, x1 astfel incat gradul de exactitate sa fie cat mai marey@sat este
gradul maxim care se poate obtine?

(b) Utilizati teoria interpolarii si teorema lui Peanemntru a obtine o margine superioara a
lui |[R(f)| In functie de| £ . = = max |f(’“)(x)| pentru un- potrivit.

(c) Adaptati [£.1R), inclusiv marginea pentd( )|, pentru a aproxima o integrala de

c+h
formaf f(t)dt, undec este o constanta i> 0.
c

b
(d) Aplicati rezultatul de la (c) pentru a obtine o forrau€petata pentrf f(t)dt subdi-

A R . . . b- _— . -
vizand[a, b] Tnn subintervale de lungime totalé= 2-a Gasiti 0 margine superioara
n
a erorii totale.

Problema 4.20. Determinatid, B, C, D astfel incat formula

[, £(02dt = AF(-R) + BI©) + C£() - hDS(h) + B(S)

sa aiba grad de exactitate cat mai mare posibil. Datiesip restului Tn acest caz.
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Problema 4.21. (a) Utilizati metoda coeficientilor nedeterminati pen& construi o for-
mula de cuadratura de tipul

1
| s @)da=af(©)+ b5 (1) +ef () + R()
cu gradul maxim de exactitate nedeterminatele fiind, b, ¢ Si .

(b) Aratati ca nucleul luiK, al restului formulei obtinute la (a) are semn constant si
exprimati restul sub forma

R(f) = eqrr f{4D(€), 0<E<1.

Problema 4.22. Determinati o formula de cuadratura de forma

1
| wf@)de = A f(@1) + Aaf(a2) + Ba),
care sa aiba grad maxim de exactitate.

Problema 4.23. S& se aproximeze volumul butoiului cu diametrélesi d si inaltime h.
Justificati formula utilizata Tn practica

vl (d* +2D?).

~
12

Indicatie Aproximati conturul butoiului prin arce de parabola lfjpom de interpolare de
gradul 2) si folositi formula pentru volumul de rotatie.

Problema 4.24. Se considera formulele Newton-Cotes Tnchise

[ Fyie= 5 Aus (@) + RO,

a k=0

unde

T =a+kh, k=0,m, h =

—
(a) Demonstrafi urmatoarele proprietati ale coefigien k& = 0,m

i h mt[m+1]
Ay = (-1)mF f dt
e=(D Km-kNJo t-k

Ap = Api

ZAk:b—a.
k=0

undett™ = ¢(t—1)...(t - k+1).
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(b) Se considera afirmatiad;, > 0, k£ = 0,m. Ce se poate spune despre valoarea ei de
adevar? Demonstrati-o daca este adevarata saurdatintraexemplu daca este falsa.
(Indicatie: calculati cantitatile

1 mt[m+1]
by = (~1)™F / dt
k= (1) Hm-k)lJo t-k

care nu depind de si b).

Problema 4.25.Fie f € C°[-1,1] si fie P € P5 polinomul de interpolare Hermite cu nodu-
rile duble -1, 0, 1, adlC?((El) = f(l’z), P,((IJZ) = f’((Ei), x;=-1,0,1.

(a) Aratati ca

1 1

[ P@dt= R £ 32 0) + 2 F 1)+ 1) - ().
|

(b) Folosind punctul (a) deduceti o formula de integrarmatica de forma

Jsa- LI+ 30 O)+ T F)+ /(1) - /(1) + RO,

Deduceti expresia restului integrand restul formuleirderpolare Hermite.

(c) Aratati ca nucleul lui Peano isi pastreaza selmpei-1, 1] si deduceti de aici expresia
restului.

Problema 4.26. Determinati formule de cuadratura de tip Gauss pentridemaw(t) =
—Int, [a,b] = [0,1] sin = 1 sin = 2. Pentru functiaf : [0,1] = R, f(x) = z/In(z),
determinati polinomul de cea mai buna aproximare de dradioilea inL?2 [0, 1].

Problema 4.27. Determinati o formula de cuadratura de forma

[ : e f(x)dx = Ay f(a1) + Agf(a2) + As f(z3) + Rs(f),

care sa aiba grad maxim de exactitate. Care este eroac@asdaaplica formula pentru a
calcula
R 2 R 2
f e sinwzdx, / e * cosxzdzr.
—o0o —00

Problema 4.28. Gasiti o formula de cuadratura de forma

[ p @) = s Gen) + Aaf () + ROP)

care sa aiba grad maxim de exactitate.
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Problema 4.29. Notand cuT’(m) aproximatia din formula repetata a trapezului peniru

subintervale
b
[ 1@z~

| >

[f(w0) +2f (1) + -+ 2f (1) + f(Tm)]

unde
b-a

h= ,xpr=a+kh, k=0,...,m

si cuS(2m) aproximatia din formula repetata a lui Simpson pentraubintervale scrisa sub
forma

[ 1@ s B L G0) + 47 (1) + 20 (2) 4 45 (as) +

+2f(x2m—2) + 4f(x2m—1) + f(me,)]
unde

, xx=a+kh, k=0,...,2m,
aratafi ca

S(2m) = %T(?m) - %T(m)
si dacaf € C*[a,b], atunci

lim T(m)-T(2m) _
m—co T'(2m) — T'(4m)

Problema 4.30. Sa se arate ca regula repetata a trapezuluhcgubintervaleI’(m), este
exacta pentru polinoame trigonometrice al caror gradste multiplu dem. Ce rezultat da
regula trapezului daca gradul este multiplud@ (Indicatie: datorita liniaritatii este suficient
sa se verifice exactitatea pe intervdll2=] si functiile f () = coskx si f(x) = sin kz, sau
chiar pentruf (z) = e**@ = cos kx + i sin kx).

Problema 4.31. Determinati valorile lui;, j = -1,0, 1, 2, astfel incat formula de cuadratura

1
[ r@yde s e f (1) + o f(0) + e f(1) + eaf (2)
sa fie exacta pentru orice polinom de gradul 3. Araaperitru aceste valori ale coeficientilor

¢; $i pentru conditii adecvate asupra jui

1 11
[ @)= caf(-1) ot (0) +exf (1) + af ()] < = M
Impuneti conditii pentru validitatea acestei delimiitgi dafi o definifie a luiMy.

Problema 4.32. Determinati cea mai buna aproximatie de grad 2 & (u) = t% din L2 (R),
pentruw(t) = [t[** et 1 > —%. Determinati o formula de cuadratura de forma

/:: 17 e f(6)dt = Ay f(tr) + Aaf (t2) + R(f)

care sa aiba grad maxim de exactitate.
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Problema 4.33. (a) Gasiti o formula de tipul

[ VS @ = f @) vas [ fade R().
0 0

undef e C?[0,1].
(b) Dacaf este doar de clagd'[0,1]

bl. Deduceti o reprezentare adecvata de tip Peano(|0).
b2. Obtineti o estimare de form&f| < co || f'|.. -

Problema 4.34. Determinati o formula de cuadratura de forma

/ T e R (t)dt = A f(t) + Asf(t2) + R(S)

0

care sa aiba grad maxim de exactitate. Determinati ameia de grad 2 Tn medie patratica
pentru ponderea si intervalul de mai sus perfift) = \/%.

Problema 4.35. (a) Fied A 0o masura simetrica ge-a,a],0 < a < oo Si
o (t;d \) = 7} (1), Toke1 (£ A N) =ty (£2).

Aratati ca{r;} si {m;} sunt polinoame ortogonale monice f&a?] in raport cu
masuriled \* (t) = t~/2w(t'/?)d t si respectivd A~ (t) = t*1/2w(t'/?)d .

(b) Aplicati acest rezultat la calculul polinoamelor aytmale pg0, 1] in raport cu ponde-
rile w(t) = vVt siw(t) = %

(c) Generati formulele de cuadratura de tip Gauss cu dodari pentru aceste ponderi.

Problema 4.36. (a) Construiti formula Newton-Cotes cu ponderi
1 1
fo f(x)xln Eda: =apf(0)+a1f(1)+R(f).

(b) Gasiti o formula Newton-Cotes penta(z) = 1, cu 5 noduri de formay, = cos (22),
k=0.n (pe[-1,1]).

Problema 4.37. (a) Fiew(t) o functie pondere para ge,b], a < b, a + b = 0, adica
w(-t) = w(t) pela,b]. Aratati ca(-1)"n, (-t;w) = 7, (t,w), adica polinomul or-
togonal monic de graad Tn raport cu ponderea este par (impar) daca este par
(impar).

(b) Aratati ca formula gaussiana

S fOwe= 3w+ R,

pentru o pondere para este simetrica, i.e.

tpi1-v = —ty, Wpily =Wy, V=1,...,n.
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(c) Fiew functia ,,palarie”
| 1+t, pentrute[-1,0]
w(t) = { 1-t¢, pentrute[0,1].
Obtineti o formula gaussiana cu doua nod,[ﬂ’li f()w(t)dt = wy f(t1) + waf(t2) +

R (f) pentru ponderea de mai sus. Folositi (a) si (b) pentru plgfica calculele.

Problema 4.38. (a) Construiti o formula de tip trapez

[ 1@ =as0) o) + R(P)

care este exacta pentfi(z) = cosz Si f(x) = sinz. Este formula exacta pentru
constante?

(b) Aratati ca are loc o formula similara peny‘§+h g(t)dt.
Problema 4.39. Dandu-se o subdiviziuna cu N subintervale egale a intervalulj, 27|
O=z9<x < <xN-1 <N =2m, T = kh, h=27|N

si o functie f 2w-periodica, construiti o formula de cuadratura perdtun-lea coeficient

Fourier complex al lujf

1

27 .
_ f f(m)e—l'lnxdm,
2w Jo

aproximandf printr-un interpolant spline de gradul | di#{(A). Scrieti rezultatul sub forma
unei formule a trapezului ,,modificate”. (Indicafie: expafi interpolantul in baza functiilor
B-spline de gradul 1 (palariile chinezesti).)

Problema 4.40. Fie f o functie arbitrara continua (6, 1] ce satisface
f@)+f(1-xz)=1, x €[0,1].

(a) Aratafi caf, f(z)dx = 1.

(b) Aratati ca formula repetata a trapezului pentrulawda [01 f(z)dx este exacta.

(c) Aratati, cu cat mai putine calcule, ca formula riggg@ a lui Simpson si formulele sime-
trice mai generale sunt de asemenea exacte.

Problema 4.41. (a) Utilizand formula lui Taylor deduceti aproximarea

fl(z)~ % [-3f(z) +4f(z+h) - f(x+2h)]
si termenul rest.

(b) Deduceti o aproximare pentyfi(z) cu eroarea)(h*) folosind formula lui Taylor si
extrapolarea Richardson.
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Problema 4.42. Se considera aproximarea
f"(x)~ Af(z) + Bf(z +h) + Cf(z +2h).

Determinati coeficientit, B si C astfel incat gradul de exactitate sa fie maxim si deteatni
eroarea.

Problema 4.43. Presupunem ca se dau valorile fugi /' in punctelery — h Sizo + h Si ca
dorim sa aproximant’(x ). Gasiti coeficientii si 5 astfel incat aproximatia

J'(xo+h) + f'(x0 = h) +ﬁf($o+h)—f($o—h)
2 2h

f'(@o) »

sa aiba precizi@(h*). Indicatie Combinati dezvoltarile Taylor ale Iuf(zo + h), f(xo -
h),f"(xo + h), f'(xzo — h) si eliminati termenul dominant al erorii.

Problema 4.44. Sa se stabileasca formulele

_f@+h)-f(z-h) 2
= 57 +0(h7)

7'(2)
P (A B O LY (G

derivand formula de interpolare a lui Lagrange.

(h*)

Problema 4.45. O formula de cuadratura mai putin cunoscuta, datdeatdimpson, este

[ @ =@ 57 (20) v (S2) 50|+ B0

(a) Deduceti coeficientii si termenul rest.

(b) Explicati de ce formula lui Simpson este preferatsstaidormule.

(c) Deduceti formula compusa corespunzatoare.

Problema 4.46. (a) Deduceti o formula Newton-Cotes inchisa cu cinailumd echidis-
tante pd-1,1]. Care este gradul de exactitate?

(b) Deducefi o formula cu cinci noduri Cebisev de spatdoua pe acelasi interval.
Comparati resturile.

Problema 4.47. Se considera o formula de cuadratura de forma

1 1
[ xo‘f(x)dszf(O)+B/ f(z)dx, a>-1,a#0.
0 0
(a) Determinatid si B astfel incat formula sa aiba gradul de exactitatel .

(b) Fie R(f) functionala de eroare pentru regula determinata la plir(ef). Aratafi
canucleul lui Peand(; (¢) = R, ((x —t),) este pozitiv definit pentru > 0 si negativ
definit pentrux < 0.
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(c) Folosind rezultatele de la punctul (b), determinafistantae, din R(f) = eaf" (),
0<¢<1.

Problema 4.48. (a) Dandu-se o functig(x,y) definita pe[0,1] x [0, 1], s& se determine
un ,,polinom biliniar"p(x,y) = a + bx + cy + dxy astfel incap sa reproduca valorile
lui g pe colturile patratului unitate.

(b) Utilizati (a) pentru a obtine o formula de cubatuﬁ@ntrufo1 folg(a:,y)da:dy in care
intervin valorile luig pe cele patru colturi ale patratului. La ce formula senggidaca
g depinde numai de nu si dey?

(c) Utilizati (b) pentru a obtine o formula de cubatugpetata in care intervin valorile
gij = 9(ih, jh), 4,7 =0,1,...,n,undeh = 1/n.

Problema 4.49. Se considera formula trapezelor ,,cu valori medii”,

folf(x)dx:%[é foef(x)dx+1/:Ef(x)dx]+R(f), O<e<2.

g

(a) Determinati gradul de exactitate al formulei.
(b) Exprimati restul cu teorema lui Peno in ipotezafaaC?[0, 1].

(c) Aratati ca nucleul lui Peano pastreaza semn cohstaexprimati restul sub forma

R(f)=Cf"(r), 7€(0,1).

(d) Considerati (si explicati) cazurile limitax 0sie — 1.

Problema 4.50. Gasiti o formula de cuadratura de forma

[l @)z = AF(-1)+ BF©) + CF(1) + R().

Problema 4.51. Deduceti o formula de integrare numerica de forma

fznﬂ f(x)dz = Af(zy) + Bf (xn-1) + Cf"(xns1) + R(f)

Tn-1

unde punctele;,, 1, x,,, .1 sunt echidistate cu distanta dintre éle~ormula va avea grad
de exactitate cat mai mare posibil. Indicatie: Consitlera

[ $@de = A7)+ B/ (-h)+ S (h) + R(1).

Problema 4.52. (a) Determinati un spline cuadratig(z) pe[-1,1] cu un singur nod in
x =0 astfel casa () =0 pe[-1,0] Sis2(1) = 1.

(b) Se considera o functie de forma

s(x) = co + c12 + caz® + c350(x),
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undec; sunt constante si;(z) este definita la punctul (a). Ce fel de functie es?e
Determinatis astfel incat

s(=1) = f-1, s(0) = fo, s'(0) = fg, s(1) = fi,

unde f este o functie definita pe-1,1], iar f-1 = f(-1), fo = f(0), f§ = £'(0),
fi=f(1).

(c) Ce formula de cuadratura se obtine daca se aprozfla)@@f(x)dx prin [711 s(x)dz,
undes este functia de la punctul (b).

Problema 4.53.Fie R o functionald liniara cuerR = P;. Aratati ca nucleul lui Peano
K. (t), r < d, al lui R se anuleaza pentru ori¢et [a,b], unde[a,b] este intervalul pe care
sunt definite functiile carora li se aplida

Problema 4.54. Aratati ca o functionala liniara ce satisfaBef = e,.1 f"+V (%), € [a, b],
er+1 # 0, pentru oricef € C™*'[a,b], este In mod necesar definita de ordinudaca are
nucleul Peandy, continuu.

Problema 4.55. Fie R o functionala liniara care se anuleaza pentru polinroaa gradd.
Aratati ca nici unul din nucleele Peaiiq), K1, ..., K41 nu poate fi definit (adica, nu poate
pastra semn constant).

4.2. Probleme practice

Problema 4.56. Determinati o formula de cuadratura de forma

[T @y = 3 At () + Ra),
k=1

care sa aiba grad maxim de exactitate. Aplicati formelatpu a calcula

had 2 had 2
[ e sinwzdx, f e " cosxdx.
—oo —oo

CuU 0 precizie data.

Problema 4.57. Generati o formula de cuadratura de forma

[T oo S @)+ RO
-1 V1 -22 k=1

care sa aiba grad maxim de exactitate. Folositi formelau a aproxima integralele

L cos(x . 1! cos(z?
Lz [
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1
Problema 4.58. Evalua;i[ Si%dx utilizand o cuadratura adaptiva
0

(a) rezolvand problema asa cum este enuntata;

(b) utilizand o tehnica de dezvoltare in serie;

(c) utilizand o schimbare de variabila.
Comparati rezultatele.

Problema 4.59. (a) Care este valoarea exacta a lui

47

2
f cos“xzdx
0

(b) Ce se intampla daca se calculeaza cu o cuadradagitiaa? Ce este gresit?
(c) Cum evita functia MATLABquad aceasta dificultate?

(d) Calculati integrala folosind o cuadratura gaussigimetoda lui Romberg.

x
Problema 4.60. Functiay(x) = e‘”Qfetht se numeste integrala lui Dawson. Tabelati
0

aceasta functie pentru = 0, 0.1, ..., 0.5. Pentru a evita evaluarile de functii nenecesare,
descompuneti integrala Intr-o suma de integrale penseviale.

Problema 4.61. O populatie este guvernata de capacitatea variabiladdéuhede a o sustine.
Un model simplu este dat de ecuatia diferentiala

P'(t) = kP(1) [M (1 ~rcos %t) - P(t)] ,

undet este timpul masurat in lunP?(¢) este populatia la momenttjliar ceilalti parametrii
sunt constante cunoscute. Aceasta ecuatie are solutia

PO)F ()

Y

P(t) = -
1+ kP(O)OfF(s)ds
unde

F(t) = exp [kM (t - %sin %t)] .

Presupunand c&= 0.001, M = 1000, » = 0.3, P(0) = 250 calculati P(t) pentrut = 0, 3, 6,
9,...,36.
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Problema 4.62.Fie f(x) = 2'° — 1028 + 3325 — 402 + 1622
(a) Utilizati ezplot (sauplot ) pentru a reprezent&(x) pe[-2,2].
(b) Utilizati toolbox-ul Symbolic sau Maple pentru a gasexpresie analitica a integralei
f_22 f(z)dz.
(c) Ce se intampla daca definiti
F=inline('x"10-10%x"8+33+x" 6 -40+x 4+ 16 +x"2')
si utilizafi o cuadratura adaptiva? De ce?
(d) Cum evitati dificultatea? Justificati?
(e) Ce se intampla daca calculati cu metoda lui Rontberg

Problema 4.63. Calculati integrala

s

dz
J 4 +sin 20x

cu aceeasi metoda pe intreg intervalul si pe un intenail mic, exploatand periodicitatea.
Care metoda este mai buna? Considerati urmatoareteleret

(a) o cuadratura adaptiva ;
(b) metoda lui Romberg.

(c) ocuadratura gaussiana.

Problema 4.64. Functia Bessel de ordinul zeth () se poate calcula cu formula
17 _
Jo(z) = —f cos(xsin6)d 6.
71'
0

Utilizati formula pentru a evalud, (z) pentruz = 1.0, 2.0, 3.0. comparatfi rezultatul obtinut
cu cel furnizat de MATLAB.

Problema 4.65. O sfera de raz#® pluteste pe jumatate scufundata intr-un lichid. Deste
impinsa n jos pana cand planul diametral este ladisip (0 < p < R) sub suprafata lichi-
dului si apoi este eliberata, perioada vibratiei carpreeluce astfel este

27
V 6R2 f V1 - k2 sin?

undek? = p?/ (6R? - p*) sig = 10m/s*. PentruR = 1 sip = 0.5,0.75, 1.0 gasiti 7.
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1
Problema 4.66. Evalua;i[ &\/(;)dm utilizand o cuadratura adaptiva
0

(a) rezolvand problema asa cum este enuntata;

(b) utilizand o schimbare de variabilg;

(c) utilizand o tehnica de dezvoltare in serie.
Comparati rezultatele.

Problema 4.67. Utilizati o cuadratura adaptiva cu diverse tolerargatpu a aproxima prin

F9
W:f dz.
) 1+22

Cum variaza precizia si numarul de evaluari de funatlata cu toleranta?

Problema 4.68. Utilizati Maple sau toolbox-ul Symbolic pentru a gasicatea exacta a
L oa 4
1-
/ e d-a),
1+ 22
(a) De ce aproximare faimoasa va aminteste aceastraid®
(b) Prezinta evaluarea numerica a acestei integrale cadratura adaptiva dificultati?

Problema 4.69. Integrala exponentiala
r .d
El(m):fe_tx—x, t>0,
X
1

apare in studiul transferului radiativ si Tn teoria sportului. Integrala se transforma succesiv

Expresia dintre acolade are valoarea aproximativa0.5772156649015329 (constanta lui
Euler). Al doilea termen se integreaza analitie-la ¢. Deci,

oy dz

El(t):—'y—lnt+f(1—e )7
0
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Evaluati £ (t) pentrut = 1.0, 2.0, 3.0. Apare vreo dificultate datoritad comportarii integran-
duluitnz = 0?

Problema 4.70. Potentialul n interiorul cercului unitate datorat umpaitential dat pe fron-
tiera, f(0), este dat de integrala lui Poisson

2

f1—2rcos 0-0")+

(r,0) = (9’)d9’.
Pot sa apara dificultati la evaluarea integranduloded— 1, deoarece pentri( = 6,

1-72 1+7r

1-2rcos(0-0)+r2 1-r

Problema nu este prea severa deoarece termenul este naardaddr- este foarte apropiat
de 1, dar, in principiu, nu ar trebui sa fie nici o probleragidaca: — 1, o(r,0) — f(6).
Observand ca

14

dy’,
27rf1 2r cos 6‘ 9’)+r2

se obtine forma

o(r,0) = f(0) + [£(6") = £(0)]de",

fl 2rcos€ 0") +r2

care are proprietati numerice mai bune. Verificati ateeasaluando(r, 6) pentrur apropiat
del cu f(#) = sin 6. Solutia analitica este(r,0) = sin 6.

Problema 4.71. Functia beta este definita prin

1

B(z,w) = ft2*1(1—t)w4dt.

0

Scrieti un fisier Mmybeta care aproximeaz@(z,w) folosind o cuadratura adaptiva.
Comparati functia dumneavoastra cu functia MATLABta .

Problema 4.72. Functial'(z) se defineste prin

I(x) = /tzfleftdt
0

Incercarea de evaluare numerica a acestei integrale cadratura este ineficienta si nefia-
bila. Dificultatile sunt cauzate de intervalul infinitde variatiile mari ale valorilor integran-
dului. Scrieti un fisier Mmygammeacare utilizeaza o cuadratura adaptiva pentru a calcula
I'(«). Comparati functia dumneavoastra cu functia MATLABmma Pentru ce valori ale

lui z functia dumneavoastra este rezonabil de rapida sigg@dentru ce valori ale lui
devine lenta si imprecisa?
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Problema 4.73. Determinati o formula de cuadratura de forma

[t 05 = A1)+ Aaf(2) + Asf(as) + Ro),
cu grad maxim de exactitate.

Problema 4.74. Determinati o formula de cuadratura de forma

flj%d -ZAkf(:ck)+R3( )

care sa aiba grad maxim de exactitate. Sa se aplice farpauitru a calcula

1 ze®
/ dz.
\erificare.

Problema 4.75. Determinati lungimea arcului de curba parametrica

2(t) = (1 -cos(t)) cos(t)
y(t) = (1 —cos(t))sin(t), tel0,2n].

folosind o cuadratura adaptiva si metoda lui Romberdidatie: formula este

o= [Veo@-womya

Problema 4.76. Aproximati integralele

L cosx Lsinx
I:f dz, Ig:f d
““Jo Vz * SoJo ’

CuU 0 precizie data:

(a) utilizand o cuadratura adaptiva;

(b) utilizand o cuadratura Gauss-Legendre, dupa cefeduat schimbarea de variabila
r =12

(c) utilizand o cuadratura Gauss-Jacobi.

Problema 4.77. Dorim sa calculam

1 1
f rsin —dx.
0 x
(a) Incercati sa obtineti valoargaexacta” utilizand Symbolic Math Toolbox sau Maple.

(b) Ce se intampla daca utilizati o cuadratura adamau functia MATLABquad ?
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(c) Cum puteti rezolvaimpedimentul de la punctul anté&i@alculati integrala cu o eroare
absoluta< 1078,

Problema 4.78. Calculati eroarea care se comite aplicand formula tralpégi formula ele-
9 . . . . 1 = o e

mentara a lui Simpson la aprommarﬁéx“dx si [, *°dx. Gasiti valoarea constantél

pentru care regula trapezului da valoarea exacta lalcdiotegralei

1
/; (z° - Caz)dz

si aratati ca regula trapezului da rezultate mai mediecat regula lui Simpson pen@ <
C <8,
74

Problema 4.79. Perioada unui pendul simplu de lungimhesster = \/gh (60), undeg este
acceleratia gravitational&@y reprezinta amplitudinea unghiulara, iar

deo
h(eo):f ? .
0 \ll—sin2§sin29

Calculatih(15°), h(30°) si h(45°) si comparati aceste valori du0) = 7/2 (aproximarea
utilizata pentru amplitudini mici).

Problema 4.80. Formula lui Debye pentru capacitatea calori¢a a unui solid este&y, =

9Nkg(u), unde
4

1/u T
g(u) :u?’f (xiedx.
0

er —1)4

Termenii din aceasta ecuatie sunt

N = numarul de particule din solid
k = constanta lui Boltzmann
u=T/D
T = temperatura absoluta

D =temperatura Debye

Calculatig(u) pentruu de la0 la 1.0 din 0.05 Tn 0.05 si reprezentati rezultatul.
Problema 4.81.Un varf de tensiune intr-un circuit este provocat de ureotr
i(t) = ipe”"" sin(2t/to)

printr-un rezistor. Energi&’ disipata de rezistor este

E:/;mRiQ(t)dt.

DeterminatiEl cunoscand, = 1004, R = 0.5§2 Sitg =0.01s.
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Problema 4.82. (a) Calculati
1
-1
undeT}, este polinomul Cebisev de speta | de gkad

(b) Folositi rezultatul de la punctul anterior pentru a @&stra ca integrala unui polinom
de gradn exprimata sub forma unei serii Cebisev este

1 n n 20k
Y eTi(z)daz = ), .
/:1 k=0 k=0 1- k2
par

(c) Implementati ideea de la punctul (b) Tn MATLAB (foltisiutinele de la laborator pen-
tru calculul coeficientilory,) si utilizati-o la integrarea numerica a functiilor.

(d) Utilizati rutina de la punctul (c) pentru a calcula

1
/ e sinz?d z.
-1
Problema 4.83. Pentrup ¢ N fie

I, - [01 (1- 1) f(t)dt.

Comparati regula trapezelor eusubintervale cu cuadratura Gauss-Jacobiquuncte pe
[0,1] cu parametricc = p, 3 = 0. Luati de exempluf(¢) = tant Sip =5 : 5 : 20 si
n =10:10: 50 n cazul metodei trapezelorgi= 2 : 2 : 10 pentru cuadratura Gauss.

Problema 4.84. Nu exista nici o metoda eleganta de a calcula

/2
I = [ Insin xdzx.
0

Metoda “fortei brute” Tmparte integrala in trei parie lax = 0 la 0.01, de la 0.01 l1a 0.2 si
de laz = 0.02 to /2. Pentru prima parte utilizam aproximaréa z ~ x, care ne permite
sa obtinem integrala analitic. Celelalte parti se mdtela cu o cuadratura Gauss—Legendre.
Utilizati aceasta metoda pentru a aproximeu sase zecimale.

Problema 4.85. O grinda uniforma formeaza arcul de cantilever (grifm@astrata)d B (fi-
gurd4:1). Se poate arata ca deplasamentul vertical 4l tlditorat forteiP este

Pv3 h
0a= EC(Z)’

undeFE[ este rigiditatea grindei Si

h 1, 2h \?
Z) = 1+ = .
C(b) foz\ +(bz)dz
Scrieti un program care calculeaz@h/b) pentru orice valoare data a lujb. Utilizafi pro-
gramul pentru a calcul&(0.5), C(1.0) si C(2.0).
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Figura 4.1: Cantilever semiparabolic

Sursa MATLAB 4.1 Cuadratura Gauss-Legendre

function [g_nodes,g_coeffl=Gauss_Legendre(n)
%GAUSS-LEGENDRE - Gauss-Legendre nodes and coefficients

beta=[2,(4-(1:n-1)."(-2)).”(-1)];
alpha=zeros(n,1);
[g_nodes,g_coeffl=Gaussquad(alpha,beta);

Problema 4.86. Aproximati
7f Inx
A —
1 x22-272+2
cu 8 zecimale exacte folosind o cuadratura Gauss-Legefifreximati
/2 dx
0 Vsinx

cu 9 zecimale exacte, folosind o cuadratura Gauss-€ebis

Problema 4.87. Utilizati formule de cuadratura de tip Gauss pentru afigainumeric for-
mulele:

/1 log(l—x)dx__w_2 /1 10g(1+x)dx: 7r_2

0 x 6’ 0 T 12
1111(1+a:2)d _m?

fo x T

Problema 4.88. Presupunand cd este o functie cu o comportare buna, discutati modul in
care integralele urmatoare se pot aproxima prin cuadigaussiene standard (adica cu inter-
vale si ponderi canonice).
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() fbf(a: dz,a<b.
(b) /7 e f(z)dz, a>0.

(c) [f; e~ (aa® *b2) f(z)dz, a > 0. (Indicatie: completati un patrat perfect la exponent)
(d) - £—dt,z >0,y > 0. Este aproximarea obtinuta prea mare sau prea mica®kagipl
y+t

Problema 4.89.Fie f(x) = lfm si f; = f(ih), i =-2,-1,0,1,2. Cu ajutorul diferentelor
finite regresive
V== fo, Vifi=fi-2fo+ fa
Vifa=fa=3f1+3fo—f1, Vifa=fa—4fi +6fo—4f 1+ fa,

definim
en(h) = f(n)(o) —an[nuj n=1234.

Incercati sa determinati ordinul de convergenta adu{h) candh — oo afisand pentru
n=1,...,4

en(hk’)
en(hi-1)’

undehy, = iT’“, k > 0. Comentati rezultatele.

en (hi) Sirg = k=1,2,...,10,

Problema 4.90. (a) Utilizatiezplot pentru a reprezenta grafi€¢ pentru0 < x < 1.

(b) Ce se intampla daca incercati sa utilizati SptitbMath Toolbox pentru a gasi o ex-
presie analitica pentru
1
/ *dx?
0

(c) Tncerca;i sa gasiti valoarea numerica a acestei rategat mai precis posibil.
(d) Cat credeti ca este eroarea in raspunsul obtinut?

Problema 4.91. (a) Modificati rutina de cuadratura adaptiva astfel caursivitatea sa se
termine si sa se afize un mesaj de avertisment ori de cateiorarul de evaluari de
functii depaseste 10,000. Asigurati-va ca messgudfiseaza o singura data.

(b) Dati un exemplu care declanseaza acest avertisment.

1
Ek:f zFe* 1d .
0

E():l—l/@

Problema 4.92. Fie

(a) Aratati ca

sica
Er=1-kE,_.
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(b) Presupunem ca dorim sa calcul@m ..., £, pentrun = 20. Care dintre urmatoarele
abordari este mai rapida si mai precisa?

 Pentru oricek, utilizati o cuadratura adaptiva pentru a evaltjanumeric.
« Utilizati recurenta directa:

Eozl—l/e
fork:2,...,n, Ey=1-kE;.

« Utilizati recurenta regresiva, pornind éd = 32 cu o valoare complet imprecisa
pentruby:

EN = O;
fork=N,...,2, Ex_1= (1—Ek)/k;
ignoreE,,,1,..., Ex

Problema 4.93.Un articol al Prof. Nick Trefethen de la Universitatea Oxfatin ianua-
rie/februarie 2002 a aparut in SIAM News cu titlul ,,Hueddollar, Hundred-digit Chal-
lenge” [135]. Sfidarea lui Trefethen consta in 10 probleleealcul al caror raspuns este un
singur numar real. El a cerut ca fiecare raspuns sa fielaalow 10 cifre semnificative si a
oferit un premiu de 100$ persoanei sau grupului de perscameoalculeaza cel mai mare
numar de cifre corecte. 94 de echipe din 25 de tari autifireoncurs. Spre marea surpriza a
lui Trefethen, 20 de echipe au realizat un maxim de 100 detpwgi@lte 5 echipe au realizat
99 de puncte. A aparut apoi o carte pe aceasta ftema [i8jaProblema a lui Trefethen este

determinarea
1

T =1lim / z ! cos (m’l In x) dx.
e—=0
€
(a) De ce nu putem utiliza pur si simplu o rutina de cuadéatwmerica din MATLAB
pentru a calcula aceasta integrala cu doar cateva leicatd? lata aici un mod de
a calculaT cu cateva cifre semnificative. Exprimati integrala ca enaunfinita de
integrale peste intervale in care integrandul nu-sirabldi semnul:

T= Z Ty,
k=1
unde

Ty = fmk_l z ! cos (a:_l 1na:) dx.
Tk

Aici zp = 1, i, pentruk > 0, z;, sunt zerourile succesive ale kis (a:‘1 In x) ordonate
descrescator;; > zo > .... Cu alte cuvinte, pentri > 0, z;, este solutie ecuatiei

1
Tk :—(k;—l)w.
T 2
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Putem utiliza un rezolvitor de ecuatii neliniare cum afizéro pentru a calcula-
urile. Daca utilizati Symbolic Math Toolbox, puteti dpdunctialambertw pentru a
calculaz-urile. Pentru fiecarey, T}, poate fi calculat cu o cuadratura adaptiva propriu
sau cuquad, ori quadl . SemneleT-urilor alterneaza si deci sumele partiale ale
seriilor vor oscila in jurul sumei seriei. Mai mult, medidaua sume partiale succesive
este 0 aproximare mai precisa a rezultatului final decgiesinsesi.

(b) Utilizati aceasta abordare pentru a calclileat mai precis posibil intr-un timp rezona-
bil. Incercati sa obtineti cel putin patru sau cinci cif§ear putea obtine si mai multe.
n toate cazurile, indicati cat sunt de precise rezelat

(c) Investigati utilizarea acceleratit a lui Aitken

(T - Tk)2
(Thar = 2T + Ther)

Ty =Ty -
Problema 4.94. (a) Gasiti o formula Gauss-Legendre cu trei noduri pernttervalul
[a,b].
(b) Gasiti formula compusa corespunzatoare pemtsubintervale.

(c) Scrieti si rulati un program pentru a obtine o apmare numerica a integralei

27

cos 2x

[ dx
0 et

utilizand regula de la (b) cu = 120. Utilizati solutia exact% (1 - 6‘2”) calculata in
dubla precizie pentru a calcula eroarea absoluta.

Problema 4.95. Sa se aproximeze

2 T2
erf(x) = ﬁ A e_t dt

cu o precizie da0~7 utilizand:
(a) dezvoltarea Taylor;
(d) metoda lui Romberg.

Problema 4.96. Utilizati metoda lui Romberg pentru a aproxima cu o prexi10~? inte-
grala

48
V1+cos?2zdz.
0

Explicati de ce pot sa apara dificultati si reformufabblema astfel incat sa se poata obtine
mai usor o aproximatie precisa.
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Problema 4.97. Studiul difractiei luminii printr-o fanta dreptunghada implica integralele
lui Fresnel

o, toor
e(t) = f cos —w-dw, s(t) = f sin —w*dw.
0 2 0 2

Construiti o tabela a valorilor lui(t) si s(t) cu o precizie del0~> pentru valorilet =
0.1,0.2,...,1.0.

Problema 4.98. Presupunem ca un corp de masgalatoreste in sus pe verticala pornind
de la suprafata Pamantului. Daca orice rezistengggténd gravitatia se neglijaza, viteza de
evadare este data de

v? = 2gR[ 272d z, undez = E,
1 R

R = 6371 km este raza Pamantului, iar= 9.79881m/s? este acceleratia gravitationala la
suprafata Pamantului. Aproximati viteza de evadare

Problema 4.99. Utilizati o cuadratura Gauss-Laguerre si 0 cuadra@a@iss-Hermite pentru

a aproxima
< 1
——dux.
[oo 1+IIJ2 .

Problema 4.100.Dorim sa calculam aria unui elipsoid obtinut prin régaglipsei din figura
[4:2 in jurul axeir. Razap este data in functie de coordonatele axiale prin eauati

pP(x)=a®(1-F%%), -

IA
8
IA

| =
| =

undea si 8 verificaa?3? < 1.
Pentru test vom utiliza urmatoarele valori ale paramatril = (v/2-1)/10, 3 = 10. Aria
este data de

/B
I(f):47ra/ V1-K2z2dx,
0
undek? = 5%,/1 - o232, Calculati aria:
(a) exact, utilizand Symbolic Math Toolbox;

(b) aproximativ, utilizand o cuadratura adaptiva, ntetdui Romberg si functiile MA-
TLAB quad siquadl . Afisati metoda, aproximarea si numarul de evaluafichetii.
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O/ \’

-1p 1/8

Figura 4.2: Sectiune n elipsoid



CAPITOLUL B

Rezolvarea numerica a ecuatiilor neliniare

5.1. Probleme teoretice
Problema 5.1. Consideram ecuatia lui Kepler,
flx)=0, f(z)=xz-esinz-n, 0<le|<1, nekR,

undee,  sunt parametrii.

(a) Aratati ca, pentru orice, 7 exista exact o radacina reald= a(e,7) sica

n-lel<ale,n) <m+lel.
(b) Scriind ecuatia sub forma unei probleme de punct fix
r=p(x), @(r)=csinz+n

aratati ca metoda aproximatiilor succesivg = ¢(x,, ) converge pentru orice valoare
de pornire arbitrara.

(c) Fiem un intreg astfel incatam < n < (m + 1)7. Aratati ca metoda lui Newton cu
valoarea de pornire

o (m+1)r, daca(-1)"e > 0;
o7\ mm, altfel.

converge (monoton) catre(s, 7).

(d) Estimati constanta de eroare asimptotieéémetodei lui Newton.

81
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Problema5.2. (a) Deduceti 0 metoda iterativa ce utilizeaza numaingdiu(sau scaderi)
si Tnmultiri pentru calculul inversulu;llL al unui numar pozitiv.

(b) Pentru ce valori de pornirgy algoritmul de la (a) converge? Ce se intampla daca
Tg < 0?

(c) Deoarece in aritmetica in virgula flotanta binasteesuficient sa gasim inversul sem-
nificantului, presupunem cB < a < 2, sau dupa cresterea exponentului cu o unitate
% < a< 1. Aratati ca in acest ultim caz

1
Tn+l — — Ty — —
a

a

(d) Utilizati rezultatul de la (c) pentru a estima cateat@ sunt necesare pentru a ob;ij;le
Cu 0 eroare mai mica decat*®, daca se ia = g

Problema5.3. (a) Deduceti iteratia care rezulta aplicéqd metodaNeivton functiei
f(x) = 2% - a =0 pentru a calcula radacina cubiez a3 aluia > 0.

(b) Considerati ecuatia echivalenti(x) = 0, undef (z) = 2> —az~> si determinati\,
astfel incat metoda lui Newton sa convearga cubic.efdteratia obtinuta in cea mai
simpla forma.

Problema 5.4. Aratati ca
zn (22 +3a)
322 +a
este 0 metoda de calcul al lai = \/a, care converge cubic catre(pentru unz, potrivit).
Determinafi constanta de eroare asimptotica.

Tn+l =

Problema 5.5. Se considera iteratia de tip punct fix
Tn+l = So(xn); neN

unde
o(z) = Az + Ba® + Ca®.

(a) Dandu-se un numar pozitiv, sa se determine constanteleB, C, astfel ca iteratia sa
convearga local catre/a cu ordinulp = 3. (Se obtine astfel o metoda cu convergenfa
cubica pentru calculul inversuldi/« a lui «, care utilizeaza doar adunari, scaderi si
inmultiri).

S T 1 . L o
(b) Determinati conditii asupra erorii initiake) = 2o — —, astfel ca iteratia sa convearga.
«
Problema 5.6. Fie p(¢) un polinom monic de gradul. Fiez ¢ C™ si definim

fo(x) =plzy,x0,...,2,], v=1,2,....,n,

ca fiind diferenta divizata a lyi relativ la coordonatele,, ale luiz. Consideram sistemul de
ecuatii

f(@)=0, [f@)]" =[fi(2), fo(),.... ful2)].
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(@) Fiea® = [ay,as,...,a,] zerourile luip. Aratati caa este, exceptand o permutare a
componentelor, solutia unica a lfi{x) = 0.

(Indicatie. Folositi forma Newton a polinomului de inpelare).
(b) Aratati ca
a—g[xo,fch s Tn] = g[To, w0, 71, .+, T ]
Zo

presupunand caeste o functie diferentiabila iry. Ce se poate spune despre derivatele
partiale in raport cu celelalte variabile?

(c) Descrieti aplicarea metodei lui Newton sistemului deatii neliniaref (x) = 0, dat la
punctul (a).

(d) Discutati in ce masura procedura de la (a) si (@ eatabila pentru functip nepolino-
miale.

Problema 5.7. Pentru un intreg > 1, se considera ecuatia
f(x)=0, f(z)=2""-b"z+ab™, a>0,b>0.

(a) Demonstrati ca ecuatia are exact doua radacstindgite pozitive daca si numai daca

n
a<—"
(n+1)*=

(Indicatie Analizati convexitatea luf.)

(b) Presupunand ca au loc conditiile de la (a), ar&&atnetoda lui Newton converge catre

{Eo:b.

Problema 5.8. (a) Aratati ca iteratia Newton

1 a
xn+1:§(xn+x_)a a>0
n

pentru calcului radacinii patrate= \/a satisface

Tpt+l — & 1
(zp-a)? 2z,

Obtineti de aici eroarea asimptotica.
(b) Care este formula analoaga pentru radacina cubica?

Problema 5.9. Se considera metoda lui Newton

1 a
xn+1:§(xn+x_)a a>0
n



84 Rezolvarea numerica a ecuatiilor neliniare

pentru calculul radacinii patrate= \/a. Fied,, = 41 — xx,

(a) Aratati ca
a

dp ++/d2 +a

Ty =

(b) Utilizati (a) pentru a arata ca

d2
|dps1] = —=—, mneN.
2\/d2 +a
Discutati semnificatia acestui rezultat pentru compegaylobala a iteratiei Newton Tn
acest caz.
(c) Aratati ca, numarul de cifre corecte se dubleazadjic) la fiecare pas.
(Indicatie Punemz,, = \/a(1 + ¢) si calculamz,, 7).

Problema 5.10. Pornind de la o ecuatie convenabila, deducefi o metedipdoximare a lui
¥/a. Cum se alege valoarea de pornire? care este criteriul dedpr

Problema 5.11 (Alegerea valorii de pornire pentru metoda luNewton). Daca
fla)f(b) < 0 si f'(z) si f(x) asunt nenule si isi pastreaza semnul[pgh], atunci
alegand aproximatia initiala, € [a, b] astfel incat

f(i[,’o)f”(xo) > 0, (511)

este posibil, utilizand metoda lui Newton, sa se calcaii@acina unicg a lui f(x) = 0 cu
orice precizie. { € C*[a,b]).

Problema 5.12. Pentru ecuatig (x) = 0 definim

[O](m):m
M) = f'zx)
v = fga:) Ly i(a), m=-23,..

Consideram iteratia definita de functia

or() = Z( 1)"“” e Dy

Dacar = 1 se obtine metoda lui Newton. Aratati ¢a(x) defineste o iteratie,, .1 = ¢, (),
n=0,1,2,... ce converge local cu ordinul exget r + 1 catre o radaciné a ecuatiei daca
ylr (@) f/(a) # 0.

Problema 5.13. Fie a un zero simplu al luif si f € C? In vecinatatea luiv, undep > 3.
Aratati ca: dacdf”(a) = --- = f®@V(a) = 0, f®(a) # 0, atunci metoda lui Newton
aplicata luif(x) = 0 converge local catre: cu ordinulp. Determinati constanta de eroare
asimptotica.
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Problema 5.14. Iteratia

f(zn)
J/(wn) - %f"(xn)

Tn+l = Tn — n:0,1,2,...

f(zn)
f'(xn)

pentru rezolvarea ecuatig{z) = 0 se numeste metoda lui Halley.
(a) Aratati ca metoda se poate obtine aplicand metadaléwton ecuatieiy(z) = 0,

g(x) = f(@) N/ f'(x).
(b) Presupunand ca este o radacina simpla a ecuafietgi— « candn — oo, aratati ca
ordinul exact de convergenta egte 3, inafara de cazul cand

OB (f"(:c) )
@) 2\7@

se anuleaza im = « $i atunci ordinul de convergenta poate fi mai mare decéat 3
(c) Cum arata metoda lui Halley pentru ecugtia) = 2* — a, a > 0?

(Sf)(x) =

Problema 5.15. Se considera urmatoarea metoda de rezolvare a ecyiétigk 0:

X
Tn+l = Tn f( n)

(o)

Sa se determine ordinul de convergenta si eroarea asicit

Problema 5.16. Fiep > 1. Se considera sirurile

Tn =\/D+\/DP+...\/D

n ori

Si
1
Yn = P+ 1
o
[ —
n ori

Demonstrati convergenta lor si determinati limitedéolsind metoda aproximatiilor succesive.

Problema 5.17. Se considera aproximatia succesiva data de fuditia) = « — f(x) f'(z),
undef(r) = 0si f'(r) # 0. Impuneti conditii precise asupra liiastfel ca metoda sa con-
vearga cel putin cubic catredaca se porneste suficient de aproape.de

Problema 5.18. Concepeti 0 metoda pentru a calcua, a > 0, bazata pe metoda lui
Newton. De ce o astfel de metoda este lent convergenta@ (dea de exemplu = 1 si
T = %). Ce se poate face? Ganditi-va si la o alta metoda.
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Problema 5.19. Se considera o metoda iterativa de forma

f(zn)
g'(zn)
Se presupune ca metoda converge catre un zero simplufgldudar care nu este zero al lui

g. Stabiliti o relatie intref si g astfel incat ordinul de convergenta al metodei sa fipagn
3.

Tn+l = Tp —

Problema 5.20. Se considera ecuatia
r=¢"
(a) Aratati ca exista o radacina reala unic@i determinati intervalul care o contine.

(b) Aratati ca metoda aproximatiilor succesivg = e™*», n = 0,1,2,... converge local
catrea si determinati constanta de eroare asimptotica.

(c) lustrati grafic faptul ca iteratia de la (b) convegebal, adica pentrutq > 0, arbitrar.
Demonstrati apoi convergenta.

(d) O ecuatie echivalenta este
1
r=In—.
X
Iteratiaz,, = In TL converge local? Explicati.
Problema 5.21. Se considera ecuatia= cos .
(a) Aratafi grafic ca are o radacina pozitiva unicadndicatfi, aproximativ, unde este situata.
(b) Demonstrafi convergenta locala a iterafigi; = cos x,.
(c) Pentru iteratia de la (b) demonstrati ca dag& [0, Z |, atunci

a+m/2
2

in particular, are loc convergenta globala[peZ | .

|zne1 — ] < sin |z -« .

(d) Aratafi ca metoda lui Newton aplicata ecuaffdiz) = 0, f(z) = x - cosz, converge
global pe[0, Z].

Problema 5.22. Procedeul A? al lui Aitken este un instrument pentru accelerarea
convergentei proceselor liniare si se defineste prin

2
P (Azy)
n n Aan ?

undeAz,, = x,41 — 2, $i A%, = A(AL,) = Tpio — 2,41 +2,. Fie (2,) un sir ce converge
liniar catrea cu constanta de eroare asimptotica

T

(5.1.2)

lim 21”9 ¢, le| <1

si presupunem ca,, + «, Vn.
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(a) Deduceti procedeuh? al lui Aitken, presupunand ca doua rapoarte consecitive
relatia de mai sus (de exemplu, pentrgi n + 1) sunt egale cu.

(b) Aratati ca sirul(z,,) din (51.2) este bine definit pentrusuficient de mare.

(c) Aratati ca
A
. T, —«
lim = =0,
n—o0 T, —

adica convergenta superliniara.

Problema 5.23. (a) Sa se arate ca sirul dat prin relatia de recurenta

Tn — Tn-1

Tn — _
Tl = Ty + (2 -€"7) ,x0=0,21 =1

oTn _ pTn1
este convergent si sa se determine limita sa.
(b) Iteratia din metoda secantei se poate scrie si subdorm
oy = Tn-1f(¥n) = Tnf(Tn-1)
f(@n) = f(zn-1)

Din punct de vedere al erorii, care forma este mai bunadgname, forma aceasta sau
forma clasica? Justificati riguros raspunsul.

5.2. Probleme practice

Problema 5.24. Determinati toate radacinile ecuatiei

5 1
R A R Ry
4 4

cu metoda lui Newton. Atentie, ecuatia are o radacesdar dubla si doua complexe.

Problema 5.25. Analiza ecuatiei lui Schrodinger pentru o particula desém intr-un
potential rectangular ne conduce la o mulfime discret&alori ale energiei total& care
sunt solutiile unei perechi de ecuatii transcendente tlintre aceste ecuatii este

cor (3 ERTRVETT) < | 120

—
h = —L, h=6.625x10"2"erg - sec,
2

unde

este constanta lui Planck. Gasiti valorile Itfi ce satisfac aceasta ecuatie. Utilizati datele
urmatoare, care corespund unui model simplificat al atandd hidrogen:

m=9.109 x 10728
Vo =2.179x 10" Merg
a="5.292x10"%cm.
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Pe unele masini va fi nevoie sa scalati unele variabilérpenevita depasirea flotanta inferi-
oara. Fiti atenti si la alegerea erorii daca doritirdspuns precis.

Problema 5.26. In incercarea de a rezolva ecuatia transferului radiatatmosfere semiin-
finite, se intalneste ecuatia neliniara

B 2k
T In[(1+k)/(1-K)]

wWo

unde numaruby € (0, 1) se numeste albedo. Aratati ca pentrifixat, dac& este o radacina,

la fel este si-k si ca exista o singura radaciké (0, 1). Pentruwy = 0.25, 0.50, 0.75 gasiti
radacinile pozitive corespunzatoare.

Problema 5.27. Factorul de concentrare geometricantr-un model de colectare a energiei
solare (L. Vant-Hull, A. Hildebrandt: Solar thermal powgstems based on optical transmis-
sions,Solar Energy18(1976), pp. 31-40) satisface

B 7 (h/cos A)® f
%ﬂ'DQ (1 +sinA - %COSA).

C =1200, f =0.8si D = 14.

Problema 5.28. Pentru curgerea turbulenta a unui fluid intr-o conduetgda, ecuatia

1= /¢ (-0.4+ 1.741n (Re /7))

modeleaza relatia dintre factorul de frecayei numarul lui ReynoldRe. Calculaticy pentru
Re = 10%, 10°, 10°.

Problema 5.29. (a) Implementati metoda falsei pozitii in MATLAB.

(b) Consideram o distributie de probabilitatentinug, pentru carer” (cdf) este disponi-
bila. Scrieti o functie MATLAB ce calculeaza o cuaatiffe ordinn a acestei distributii
utilizand metoda falsei pozitii. Atentig?’ poate depinde de un numar variabil de para-
metrii.

Problema 5.30. Ecuatia ce determina incarcarea critica pentru cwtecu capitel ingrosat
este data in S. Timoshenkbheory of Elastic StabilityMcGraw Hill, New York, 1961. Va-
lori potrivite ale parametrilor fizici pentru experimergekalizate de Timoshenko conduc la

problema
1 ( 1-cos {5 )sinz

180 cos % —Ccosz z

si se doreste cea mai mica radacina pozitiva. Facethifa a graficului pentru a va face o
idee asupra locatiei radacinii. Scalati pentru a edifigultatile legate de poli si singularitatea
aparenta in 0 si apoi calculati radacina.
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Problema 5.31. Cautam parametriy, 3 si~ ai modelului
f(z) = e’ + v

interpoland punctelé1,10), (2,12) si (3,18). Utilizati metoda lui Newton pentru a gasi
parametrii cu trei cifre corecte.

Problema 5.32.1n unele probleme de distributie a temperaturii este rescss se gaseasca
radacinile pozitive ale ecuatiei

2xJy(x) - Jo(x) =0,
unde Jy(z) si J1 («) sunt functiile Bessel de speta | de ordifi 1. Calculati cele mai mici
trei radacini pozitive.

Problema 5.33. Cartea P. Davis, J. VogBropagation of Wave$ergamon Press, New York,
1969 contine o ecuatie cubica pentru parametriih contextul corectiei pentru curbura
pamantului in zona de interferenta. Ecuatia

3 1 1
83——82—5( +u—1)+—:0
2 2\ »2 202

depinde de doi parametrii,Si v, care se obtin din Tnaltimile turnurilor, distantgrie statii Si
raza pamantului. Valorile reprezentative surt 1/291, v = 30. Radacina de interes este cea

este mare. Sunt ele imprecise?

Problema 5.34. Ecuatia temperaturil’ pentru care otoluidina are o presiune de vaporizare

de 500 mm Hg este

3480.3
21.306 - == - 5.081logyy T = 0.

Calculati toate radacinile.

Problema 5.35. Un fir cu greutatea de.7708689229 kg/m este suspendat intre doua turnuri
de Tnaltimi egale, la acelasi nivel la o distantald@.4 m. Daca incovoierea firului este de
15.24 m, determinati tensiunea maxima in fir. Ecuatiile deoteat sunt

152.4
c+15.24 = ccosh ——

T = 0.7708689229(c + 15.24).

Problema 5.36. Problema aceasta se refera la racirea unei sfere. Presonné sfera este de
razaa Si temperatura ei initiala esté. Ea se raceste dupa legea lui Newton cu conductivitatea
k, constanta si difuziah? dupa ce a fost pusa sa se raceasca la aer la temperatifr&d

Se poate arata ca temperatt(a, t) la momentul de timp > 0 Si razar este

oo
A .
0(r,t) = Z %e—’yihgt sinynr.

n=1
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Aici, v,, sunt radacinile pozitive ale ecuatiei

(1 E) .
Yn €OSYna — | — — — |siny,a =0
a k

a
2,V
Ay = In ] [ rsin-y,rdr.

[vna — cosypasiny,a J

Pentru o sfera de otel racita la aebtaC, presupunem ca temperatura initiala éste 100°C'

si caraza este = 0.30m. Constantele corespunzatoare sunt 1.73x107°, ¢ = 20 i k = 60.

Gasiti cele trei cele mai mici valori ale lyi,a si utilizati-le pentru a calculal;, A5 Si As.

Aproximati temperatura pentru= 0.25, pentrut = 10* secundek = 2,3, 4, 5.

Problema 5.37. (a) Implementati metoda hibrida Newton-Tnjumatin MATLAB.
5017

(b) Rezolvati ecuatiilein 27z = 0 si Jo(x) = 0 pentruzy = 7555, undeJ, este functia

Bessel de speta | si ordinul Bésselj(0,x) in MATLAB) cu metoda lui Newton
si apoi cu metoda de la punctul (a). Comentati comportare@delor si avantajele si
dezavantajele fiecareia pentru problemele rezolvate aici

Problema 5.38. (a) Implementati in MATLAB metoda lui Newton pentru eciuatalare
cu radacini multiple.

(b) Studiati comportarea metodei lui Newton si a metodebgsitei pentru functia
f(z) =sgn(z - a)\/m.
Problema 5.39. Rezolvati ecuatia lui Kepler
f(x)=x—esinax-n=0, 0<le] <1, neR,
undes Sin sunt parametrii.
Problema 5.40. Rezolvati sistemul
922 +36y% +422-36=0
22 -2y%-202=0
22—yt +2%=0
Indicatie Sunt patru solutii. Valori bune de pornire
[ £1 1 0 ]T
Problema 5.41. Modelul lui Kepler pentru orbite planetare se bazeaza pafex
M=F-esinFE,

undeM este anomalia medié;] este anomalia excentrica, iaeste excentricitatea orbitei.
Luati M =24.851090 sie = 0.1.
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(a) Rezolvati ecuatia de mai sus cu necunoséufalosind metoda lui Newton, metoda
secantei si metoda aproximatiilor succesive.

(b) Se cunoaste o formula exacta perfiru

E=M+2) lJm(me) sin(mM),

m=1 1
unde J,, este functia Bessel de speta | de ordin Utilizati formula de mai sus si
functia MATLAB besselj(m,x) pentru a calcula&. Cafi termeni sunt necesari?
Cum este valoarea Idi calculata in acest mod fata de valoarea obtinuta dirage.

Problema 5.42. Fie functiaf (z1, s, x3) = 5a3 — 3 — €™ — 8z1 — 225 + x3. S& Se determine
un punct stationar al ei.

Problema 5.43. Inversati functia speciala

erf(x) = %/eiﬁdt
0

rezolvand ecuatig = erf(z) in raport cur folosind metoda lui Newton;1 <y < 1.

Problema 5.44. Studiul transportului neutronului intr-o vergea (veziNg.Wing: An Intro-
duction to Transport TheorWiley, New York, 1962) conduce la o ecuatie transcenaleate
are radacini legate de lungimile critice. Pentru o verdedéungime/ ecuatia este

2
-1
cot (bx) = :E2 .
x

Faceti un grafic al functiilorcot (¢z) si z;;l pentru a va face o idee asupra pozitiei

radacinilor. Pentrd = 1, 2 determinati cele mai mici trei radacini pozitive.

Problema 5.45. Retelele de utilitati trebuie sa evite inghetareadurctelor de apa. Daca
presupunem conditii uniforme de sol, temperatlia, ¢) la adancimea: fata de suprafata
si momentuk dupa o racire brusca este aproximata prin ecuatia

T(x7t)_TS = erf z
T; =T n/at)

Aici T, este temperatura constanta de la suprafai@ste temperatura initiala a solului Thainte
de racirea brusca, iar este conductivitatea termica a solului. Dacéste masurat in metri
si t in secunde, atunei = 0.138 - 10~5m?/s. Fie T; = 20°C, T, = —15°C. Determinati la
ce adancime trebuie Tngropata conducta pentru ca saghmefe dupa cel putin 60 de zile de
expunere la aceste conditii. Care este adancimea peidro@intreaga (in conditii de clima
temperata)?
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Problema 5.46.Un ax metalic circular este utilizat la transmiterea ergrdgbe stie ca la
anumite viteze unghiulare critice, orice trepidatie a axului va cauza deformari sau curbar
Aceasta este o0 situatie periculoasa deoarece axul se gistiuge sub actiunea fortei centri-
fuge mari. Pentru a gasi viteza unghiulara criticétrebuie sa determinam intai numaunul
care satisface ecuatia

tanx + tanh x = 0.

Rezolvati ecuatia.
Problema 5.47. Sa se rezolve sistemul

2x2—m+y2—z:0
3222 —y? +202 =0
y?—1422=0

cu o precizie dd0~#, in vecinatatea punctulp.5, 1,0).
Problema 5.48. Rezolvati sistemul

a11218in 60 + ajoxs + aj3ws cosl = by
a91x1 + G29X2 COS 0+ a93—3 = bg
a31x1 cosO + azorg + azzxzsinf = by

a41T1 +Qaq2x2 sin @ + a43T3 = b4
Cu necunoscutele;, zo, z3 Si 6.

Problema 5.49. Un mediu semi-infinit este Tncalzit uniform la temperatumitiala 7, =
70°F. La momentult > 0, un flux de caldura cu densitatea constapta 300 Btu/hr sq
ft este mentinut pe suprafata= 0. Cunoscand conductivitatea termica 1.0 Btu/hr/ft/°Fsi
difuzivitatea termicax = 0.04 sq ft/hr, temperatura rezultafq z, t) este data de

q at —z?%/4at £
T(x,t)=To+ =21/ —e —z|1l-erf ,
(,2) =Tp k[ T ( (2\/at))]

1 f e
erf(y) = ﬁfe_z dz
0

este functia speciala de eroare, disponibila in MATLgiRlte pachete. Gasiti timpuhece-
sar pentru ca temperatura la distantele0.1, 0.2, ..., 0.5 sa atinga o valoare dé = 100°F.
Utilizati o eroare absoluta de)~2 si o eroare relativa den=°.

unde

Problema 5.50. (a) Scrieti o functieSquareRoot(x)  pentru calculul lui/z pentruz
pozitiv utilizand algoritmul urmator. La inceput, rezifi argumentul: determinand un
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numar real- si si un intregm astfel incat: = 22™r cu i <r < 1. Apoi, calculatiz,
utilizénd trei iteratii ale metodei lui Newton cu

1 T
Tn+1 = 5 | Tn + —
2 Tn
cu valoarea de pornire speciala

1.02966039
+r

xo = 1.27235367 + 0.242693281r -

Apoi, setati\/z ~ 2™x,. Testati acest algoritm pentru diverse valori aledui
(b) Comparati experimental cu metoda cu ordinul de corerggg3 data de

Tn (xfl + 3r)
Tl =T
n

Utilizati aceeasi reducere a argumentului si acegagbamatie initiala.

Problema 5.51.Fie f(x) = ﬁ sif; = f(ih),i=-2,-1,0,1,2. Cu ajutorul diferentelor
finite regresive
Vii=fi-fo, Vifi=fi-2fo+ fa
VP fa=fo=3fi+3fo—f-1, Vifa=foa—Af1+6fo—4f1+ foa,
definim )
en(h) = f0(0) = V" flag), n=1,2,3,4.
incercati sa determinati ordinul de convergenta ady{h) candh — oo afisand pentru

n=1,...,4

en(hk)
en(hi-1)’
undehy, = 127", k > 0. Comentati rezultatele.

en (hi) siry = k=1,2,...,10,

Problema 5.52. Constanta Littlewood—Salem—Ilzumj,, definita ca solutia unica in interva-

lul 0 < a < 1 aecuatiei
37/2 t
f cos dt =0,
0 to
prezinta interes in teoria seriilor trigonometrice.lidéti metoda lui Newton Th combinatie
cu o cuadratura Gauss-Jacobi pentru a caleyla

Problema 5.53. Ecuatia
f(z)=xtanz - 1=0;

are o infinitate de radaciniy,, cate una in fiecare intervabr, (n+ $)7],n=0,1,2,....

(a) Aratati existenta radacinilor pe cale grafica.
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(b) Aratafi ca cea mai mica radacina pozitivg se poate obtine cu metoda lui Newton
pornind cuzg = 7.

(c) Aratati ca metoda lui Newton cu valoarea de porniye: (n + i) T converge monoton
descrescator catre, dacan > 1.

(d) Dezvoltandy,, (formal) dupa puterile inverse ale lah
o =nm+co+er () +ca(mn) 2+ e (mn) P+ L
determinatic, c1, ca, .. ., cg. (Indicatie: Utilizati comanda Maplgeries .)

(e) Utilizati metoda lui Newton pentru a calculg pentrun =1 : 10 si comparati rezulta-
tele cu aproximatia furnizata de dezvoltarea de la (d).

Problema 5.54. Scrieti o functieCubeRoot(x) pentru calculul lui/z pentruz real uti-
lizand algoritmul urmator. La inceput, reduceti arg@ntulz determinand un numar reaki
un Intregm astfel incat: = 2°™r cu é < r < 1. Apoi, calculatiz, utilizand patru iteratii ale
metodei lui Newton cu

2 r
Tn+l = g Ty + —Qm%
cu valoarea de pornire speciala

8.045125(r + 0.3877552)
(r +4.612244)(r + 0.3877552) — 0.3598496

zo = 2.502926 -

Setati ¢/x ~ 2™ x,. Testati pentru diverse valori ale lui

Problema 5.55. Sa se rezolve sistemul neliniar
r+y+2z=3
2?2 +y?+22=5
e’ +ry—xz=1

cu metoda lui Newton.

Problema5.56. (a) Ce se intampla daca aplicam metoda lui Newton fangt(z) =
arctanx cUxg = 2? Pentru ce valori de pornire metoda converge?

(b) Tn metoda lui Newton se avanseaza de la = — h, undeh = f(z)/f'(x). O rafinare
usor de programat este urmatoarea: dta- )| nu este mai mic decqf ()|, atunci
valoare luih se respinge si se utilizeaza valoatga. Testati aceasta rafinare.

Problema 5.57. (a) Se considera ecua;iragﬂ2 = cosz + 1 pe[0,4]. Ce se intampla daca
se aplica metoda lui Newton aty = 0 Si g = 17?

(b) Gasiti radacina ecuatigiz® + = +1-¢” = 0 cu metoda lui Newton sk = 1. Remarcafi
convergenta lenta, explicati fenomenul si gasitremediu.
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Problema 5.58. Fie

wn(@) = [T - k),
k=0

M,, sim,, cel mai mare si cel mai mic maxim relativ al lji,, (x)|. Pentrun = 5 : 5 : 30,
calculati M,,, m,, si M,,/m,, utilizand metoda lui Newton si afisati si numarul nraxde
iteratii.

Problema 5.59. Se considera sistemul neliniar

fi(z,y,2)=a?+y?+22-1=0
fo(z,y,2) =22% +y* 42 =0
fa(x,y,2) = 32% — 4y + 2% = 0.

Gasiti solutia sistemului situata in primul octafit£,y, z) e R® : x> 0,y > 0,z > 0}).

Figura 5.1: Ec. Bernoulli

Problema 5.60. Ecuatia lui Bernoulli pentru fluxul de fluid intr-un canasthis cu o mica
cocoasa este

Q° Q?

Y i hy=—% _th+H
202 hZ + hy 0 T 2genZan T
go~hy
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unde (vezi figur&5l1)

Q= 1.2m3/s = rata de curgere a volumului
g = 9.81m/s? = acceleratia gravitationala
b =1.8m = latimea canalului

ho = 0.6m = nivelul superior al apei

H =0.075m = Tndltimea cocoasei

h = nivelul apei deasupra cocoasei

Determinatih.

e 5—EP
===

Figura 5.2: Coloana de aluminiu

Problema 5.61. O coloana de aluminiti’310 x 202 (flansa larga) este supusa unei incarcari
excentrice axialé® ca in figurd 5.R. Apasarea maxima compresiva in caesté data de

formula secantei:
ec L o
1+—sec| —\/—
r2 2r\V FE

7 = P/A = apasarea medie

Omax = 0

unde

A = 25800mm? = aria sectiunii coloanei
e = 85mm = excentricitatea Tncarcarii
¢ = 170mm = semiadancimea coloanei
r = 142mm = raza de giratie a sectiunii
L =7100mm = lungimea coloanei
FE =71 x 10°Pa = modulul de elasticitate

Determinati incarcarea maxinkape care coloana o poate suporta, daca apasarea maximanu
poate depasi20 x 10° Pa.
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Problema 5.62. Un cablu de otel de lungimeeste suspendat asa cum se arata in flguta 5.3.
Tensiunea de Tntindere maxima in cablu, care apare larsup(punctele de sprijin), este

Omax = 0g cosh 3
unde

_L
" 209
oo = tensiunea de ntindere in O
~ = greutatea cablului pe unitatea de volum

L =ntinderea orizontala a cablului

Raportul lungime-intindere este legat@@rin

1
%:Esinhﬁ

Determinatio,,., dacay = 77 x 103N /m? (otel), L = 1000 m sis = 1100 m.

Length=s-" 'O

Figura 5.3: Tensiune in cablu

Problema 5.63. Frecventele naturale ale unui cantilever (grinda Tnsody) uniform sunt
legate de radacinilg; ale ecuatiei de frecveni(3) = cosh Scos 8 + 1 = 0, unde

i _ o py2 ML
/Bi —(27sz) El

fi = ai-afrecventa naturala
m = masa grinzii
L = lungimea grinzii
E = modulul de elasticitate
I = momentul de inertie al sectiunii transversale
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Determinati cele mai mici doua frecvente ale unei griatezd.9m lungime, cu o sectiune
rectangulara cu latimea de 25 mm si Tnaltimea de 2. Mensitatea otelului este 7850
kg/m? si E = 200G Pa.

y P i
,-f’ N
v,” ! e
/‘_' 61 m [
Q/Y i -
I —

Figura 5.4: Proiectil

Problema 5.64. Un proiectil este lansat di@ cu vitezaw la unghiuld cu orizontala. Ecuatia
parametrica a traiectoriei este

x=(vecosO)t

1
Y= —§gt2 + (vsinb)t,

undet este timpul masurat de la lansare, jas 9.81m/s? reprezinta acceleratia gravitatio-
nala. Daca proiectilul trebuie sa atinga tinta la ughirde45° (figural5.4), determinati, 0
si timpul de zbor.

Problema 5.65. Traiectoria unui satelit care se roteste pe orbita Tmljl@amantului este

(figural5.5)
C

B 1+esin(0+«)

unde(R, ) sunt coordonatele polare ale satelitului,dgre si « sunt constante:(se numeste
excentricitatea orbitei). Daca satelitul a fost obseivatrmatoarele trei pozitii

0 —30° [ 0° | 30°
R(km) | 6870 | 6728 | 6615

determinati cea mai mica raZéa traiectoriei si valoarea corespunzatoare @lui
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Figura 5.5: Satelit

Problema 5.66. Viteza v a unei rachete Saturn V in zbor vertical Tn apropiereaafepei
Pamantului poate fi aproximata prin

My

v=uln ——m— —
Mo—mt

gt
unde
* u = 2510 m/s = viteza de expulzare relativa la racheta
o My = 2.8 x10° kg = masa rachetei la lansare
* m=13.3 x 10° kg/s = rata de consum a combustibilului
» g =9.81 m/s? = acceleratia gravitationala
¢ =timpul masurat de la lansare
Determinati momentul cand racheta atinge viteza sune{885:m/s).

Problema 5.67.Un cablu de 15 m este suspendatiiigi D si sustine greutatile concentrate
in B si C (vezi figurd5.6). Ecuatiile de echilibru vertical in jgiumile B si C sunt
T(-tanfs + tanb;) = 16
T (tanfs + tanbs) = 20

undeT’ componenta orizontala a fortei cablului (este aceatidte segmentele Cab|U|LﬁDI.
plus, exista doua restrictii geometrice impuse de jilezguporturilor:

—4sinf; — 6sinfy + 5sinf3 = -3

4cosbi +6cosby +5cosbz =12.
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Determinati unghiurilé,, 05 si 0s.

20 kN

Figura 5.6: Problena5.67

Problema 5.68. (a) Fie functiaf : C — C, f(z) = 1 + z? + ¢*. Rezolvati InC ecuatia
f(z) =0, alegand ca valoare de pornig= —1 + 4i.

(b) Gasiti primele patru zerouri ale functigiordonate crescator dupa modulele valorilor
complexe. Cum stifi ca acestea sunt intr-adevar perpatru zerouri Si ca nu afi omis
niciunul?

(c) Sase rezolve sistemul

Ji(z,y) = 1+27 —y2 +e”cosy =0
fo(z,y) =2zy +e®siny =0

Utilizati valorile de pornirero = -1 siyo = 4. Este aceasta problema legata de problema
de la punctul (a) si au ele aceeasi comportare numerigglfcati. (Indicatie e =
e* (cosy +isiny))

Problema 5.69. Determinati un zero al functiei
f(x) =23 —sinhz + 42” + 6 + 9.
Problema 5.70 (TP). Se considera iteratia

T+l = Tk — f(xk)Q
fQon+ f(xr)) = fan)

k=0,1,2,...
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pentru rezolvarea ecuati¢(x) = 0. Explicati legatura cu iteratia Newton si aratai ()
converge patratic dacg este suficient de apropiata de solutie. Aplicati aceamioda pen-
tru f(z) = e* —x - 2 si verificafi convergenta patratica peniry= 1. Experimentatfi si pentru
o = 10 Sixg = —10 si explicati comportarea.

Problema 5.71 (TP). Sa se aplice metoda lui Newton ecuatieiz = 0 pe [0, Z ], dacaz,

este solufia nenula a ecuatiejx = 2x. Ce ar trebui sa se intample si ce se intampla n
realitate?

Problema 5.72 (TP). (a) Deduceti o metoda de rezolvare numerica a ecugfie) = 0,
bazata pe interpolarea Lagrange inversa de ordinulrtli¢atie: Fieg inversa luif.
fla) =0 = «a = ¢(0), si se aproximeaza(0) prin polinomul de interpolare La-
grange de grad ll(L2g)(0), de preferat in forma Newton.

(b) Implementati algoritmul Van Wijngaarden-Dekker-Btén MATLAB. Ce legatura
este cu problema de la punctul (a)?

(c) Rezolvati ecuatilesin7z = 0 si Jo(z) = 0, undeJ, este functia Bessel de speta |
si ordinul O pesselj(0,x) n MATLAB) pe intervalul [0, 7] utilizand metoda lui
Newton si metoda de la (a). Ce se observa?

Problema 5.73 (TP). Se considera problema cu valori pe frontiera
v =g9(x,y,9),  yla)=a, y(b)=p. (5.2.2)

Ea poate fi discretizata notand, = y(zx) si inlocuind derivata intai si a doua cu for-
mulele din problem&Z.34 relative la o grila de puncte eishaaiter;, = a + %h, k =
0,1,...,n,n+1,h= ﬁ Se ajunge la un sistem neliniar in necunoscuiglé: = 1,...,n.
Concepeti 0o metoda de rezolvare aproximativa a prohil@i&1) bazata pe metoda lui New-
ton. Aplicatie: implementati metoda in MATLAB si rezalti problema

y'=yy',  y(0)=0,y(1)=1
pentrun = 10, 50, 100 si precizial.5e — 6. Cum verificati corectitudinea programului?

Problema 5.74 (TP). Se considera problema bilocala

Yy +siny =0, T € [O,%]
™

0)=0, —]=1
TORITEY

care descrie miscarea unghiulara a unui pendul.
(a) Aproximand derivatele prin diferente centrate

_f(z+h)-f(z-h) 2
= o +0(h7)

f"({E) _ f(l’ + h) - th(QfL') + f(x - h) N O(}LQ)

f'(x)
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si considerand o grila uniformay, = % k=0,1,...,n,n+1, sase dea un algoritm
de rezolvare a problemei bilocale de mai sus prin metodaxapadgiilor succesive.
(Indicatie: utilizafi faptul ca o matrice simetricddiagonalaA de dimensiune: x n

cu -2 pe diagonala principala sil pe diagonalele adiacente are o inversa ce satisface
|ATY| < (n+1)2/8.

(b) Implementati algoritmul de la (a) in MATLAB.

Problema 5.75 (TP). Se considera problema bilocala

Yy +siny =0, T € [0,%]
T

0)=0, —]=1
TORISTEY

care descrie miscarea unghiulara a unui pendul.

(a) Aproximand derivatele prin diferente centrate

f(z+h) - f(x-h)

/ _ 2
I'(@)= o +0(h?)
e z+h)-2f(x)+ f(x—h
si considerand o grila uniformay, = n% k=0,1,...,n,n+1, sa se dea un algoritm

de rezolvare a problemei bilocale de mai sus prin metodadwithin.

(b) Implementati algoritmul de la (a) in MATLAB.
Problema 5.76 (TP). Pentrun > 2 intreg, consideram ecuatia

x+a! 1

"+ n
(a) Scrieti ecuatia sub forma unei ecuatii polinomialkiealentep,, (x) = 0.

(b) Utilizati regula lui Descartes (aplicata luj (x) = 0) pentru a arata ca exista exact doua
radacini pozitive, una 10, 1), altain(1, 1). Ce legatura este intre ele? Se noteaza cea
mai mare radacina cu,, (n > 1). Se stie car{u trebuie & demonstrafi aceasfa

1 <api <ay <3, n=234,...

(c) Scrieti si executati un program care aplica metaddNlewton (ecuatiep,, (z) = 0)
pentru a calcula,,,n = 2,3, ..., 20, cu sase zecimale exacte, utilizand valoarea initiala
3 pentruas si valoarea initialax,, pentrua,,,1 (n > 2). (Justificati aceste alegeri.)
Pentru fiecarer, determinati numarul de iteratii necesare.

Problema 5.77 (TP). Se considera ecuatia

r=e€
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(a) Implementati iteratia cu punct fix, = e~*~, pornind cuz, = 1 si oprind dupa primul
n pentru carer,,,; coincide cux,, in limita preciziei masinii. Listati aceasta valoare a
lui n si z,.1 corespunzator.

(b) Daca ecuatia este Tnmultita cu(+ 0 si # 1) si « este adaugat la ambii membri, se
obtine ecuatia echivalenta
we P +x
r=——""
l+w

Ce conditii trebuie puse asupra lipentru ca iteratia cu punct fix pentru aceasta
ecuafie sa convearga mai rapid decat iteratia de 2l(aaceasta conditie apare si
radacinax a ecuatiei

(c) Care este valoarea optima a i Verificati pe calculator intr-o maniera analoaga cu
ceade la (a).

Problema 5.78 (TP). (a) Metoda lui Newton se poate aplica si pentru functii ptere
utilizand valori de pornire complexe si aritmetica cdexa. De asemenea, se poate
aplica si ecuatiejf (z) = g(x,y) + ih(x,y), undef(z) este o functie analitica in va-
riabila complexa: = x + iy (v siy reale) sig(xz,y) si h(x,y) sunt functii reale de
variabilelez siy. Derivataf’(z) este data d¢'(z) = g, + thy = hy — ig,, datorita
conditiilor Cauchy-Riemang,, = h, si h, = —g,. Semnificatia notafiilor este, = %,

9y = 5%, by = 3, b, = S, Aratati ca metoda Iui Newton

Znel = 2y — f(zn)
n+ - n
f'(zn)
se poate scrie sub forma
" o ghy = hgy Yns1 = Ynn — hgz — gha
n+1 n gmhy _ gyhm ) n+1 n gxhy — gyhm .
Toate functiile se evalueazain = x,, + iy,.
(b) Determinati radacinile complexe ale ecuatiilor
22 -2-1=0, 24— 223 - 2022 + 4iz =0,

223 -6(1+i)-6(1-i)=0, z=e,
aplicand direct metoda lui Newton si folosind punctul (a)
Problema 5.79 (TP). (1) Stabiliti urmatoarea formula pentru aproximardafii(x)

CK2f(z+h) - B2 f(z + k) + (B2 - k) f()
h (k- h)kh ’

f'(@)

(a) utilizand formula lui Taylor pentrdi(x + h) si f(x + k);
(b) utilizand interpolarea Lagrange cu nodurtiler + h,  + k si derivand rezultatul.
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(2) Programati si testati o rafinare a metodei secanteiiizeaza aproximarea lyi’ ()
data la punctul (1). Adica, utilizati aceasta aproxima lui f’(x) Tn metoda lui New-
ton. Sunt necesare trei puncte de pornire: doua pot fi arbitiar al treilea se poate
obtine prin metoda secantei.

Aplicatie pentru functiaf (z) = 2 — 1222 + 3z + 1.

Problema 5.80 (TP). Presupunem ca (¥)este un punct fix al functiej, (2) g este de doua
ori continuu derivabila intr-o vecinatate a lyisi (3) ¢’(¢) # 1. Consideram metoda iterativa

definita prin:
[9(g(zi)) - 9(z:)]?
9(9(2:)) = 29(zi) + 2

(a) Dezvoltandy(z;) sig(g(z;)) cu formula lui Taylor in jurul lui¢, aratati ca

ziv1 = g(9(2:)) -

(al) ¢ este limita lui(zy,).
(a2) Convergenta este patratica.

(b) Implementati aceasta metoda in MATLAB.

(c) Utilizati functia MATLAB de la punctul precedent penta gasi o radacina reala a
ecuatieir® -z -1 =0.

Problema 5.81. Sa consideram sistemul, inspirat dintr-un exemplu ditugiria chimica
fq; = Baf +a; —ai-1 =0.

Sistemul arer ecuatii sin + 2 necunoscute. Vom lug = 5, a,, = 0.5 mol/litru. Sa se rezolve
sistemul pentru = 10 si valoarea de pornine=[1:-0.1:0.1]
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