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Introducere

Sistemul solar este un loc fascinant din Univers. Imaginea sa de acum un secol, dominata de
ordine, in care exista cateva clase de corpuri ceresti bine definite si ierarhic dispuse in spatiu,
este astazi mult schimbata. Numeroasele date observationale, imbogatite si de rezultate teore-
tice, infatiseaza “noul” sistem solar ca pe o regiune tumultuoasa, in care milioane de corpuri
interplanetare de diferite dimensiuni isi urmeaza propriile destine orbitale, de cele mai multe ori
haotice, in care captura gravitationala si procesul colizional sunt o realitate curenta.

Tehnica observationala avansata din zilele noastre transforma micile corpuri interplanetare
din misterioasele puncte de lumina de altda data in corpuri bine individualizate, fiecare cu pro-
priile caracteristici fizice si dinamice, cu propria-i istorie gi origine. O parte din aceste corpuri
au orbite ce nu demult erau considerate cel putin ciudate, permitandu-le o apropiere de Pamant
la distante deloc confortabile pentru noi oamenii.

Evolutia geologica a planetei noastre si chiar evolutia vietii de-a lungul timpului, se pare ca
au fost marcate de prezenta acestei populatii de corpuri in vecinatatea orbitei terestre. Pericolul
unui impact nu a trecut, insa pe langa efortul depus pentru catalogarea celor mai amenintatoare
corpuri, umanitatea a intrezarit in acestea tinte ideale pentru misiuni spatiale de explorare si
exploatare a resurselor lor. Si acest vis a devenit deja realitate, odata ce sonda spatiala NEAR
s-a agezat pe suprafata unuia dintre cei mai reprezentativi membri ai acestei populatii, asteroidul
Eros. Aceste corpuri poarta cu ele prin spatiu semnalmente ale evolutiei lor fizice timpurii, de la
Inceputul formarii sistemului solar, iar apropierile stranse cu Pamantul fac accesibila observarea
unor astfel de caracteristici, fundamentale pentru studiul cosmogonic al sistemului solar.

Problematica originii si evolutiei corpurilor ceresti din vecinatatea orbitei terestre este, prin
excelenta, un domeniu multidisciplinar vast. Lucrarea de fatd prezinta o sinteza a rezultatelor
obtinute in ultimii ani in acest domeniu, dezvoltand cu precadere acele parti ce au un bogat
continut matematic si in care autorul si-a adus contributia.

Capitolul 1 face o prezentare sumara a populatiei de corpuri studiate, in urma datelor
observationale acumulate pana in prezent, si sunt introduse principalele clasificari orbitale. Este
subliniata apoi importanta efectului de selectie observationala, dandu-se si o estimare a populatie
reale de corpuri, in cea mai mare parte inca nedescoperita.

Apropierile stranse cu planetele sunt o caracteristica dinamica fundamentala a acestor corpuri
si, din acest motiv, capitolul 2 al lucrarii este dedicat in intregime studiului acestui fenomen.
Sunt considerate doud abordari clasice, una in cadrul problemei restranse a celor trei corpuri si
alta bazati pe formalismul geometric a lui Opik. Dup# analiza unor rezultate deja cunoscute
[Carusi et al., 1990], autorul extinde unele dintre ele, propunand in paragraful 2.2.4 o harta
completa a modificarii orbitale in urma unei apropieri stranse [Berinde, 2001a]. Aceasta consta
in determinarea unor formule analitice de legatura intre cele gase elemente orbitale ale unui
corp dinaintea apropierii de planeta perturbatoare si cele dobandite in urma apropierii, pe baza
ipotezelor simplificatoare ale lui Opik. Aceastd hartd isi va gisi aplicabilitatea ulterior, in
paragraful 4.2.2, unde se propune un model de difuzie a corpurilor din centura trans-neptuniana
spre interiorul sistemului solar, bazat pe efectul cumulat al apropierilor stranse cu planetele
gigante.
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Introducere

Evolutia dinamica a corpurilor ceresti din vecinatatea orbitei terestre este abordata in capito-
lul 3. Se subliniaza aici, in primul rand, caracterul haotic al acestor miscari, cu implicatii majore
asupra caracterului determinist al simularilor numerice. Aceste simuléri constituie, de multe ori,
singura modalitatea de a pune in evidenta o anumita particularitate dinamica. Sunt descrise apoi
fenomenele de rezonanta si mecanismele de protectie impotriva apropierilor stranse, asociate lor.
In urma unui studiu numeric extins, autorul identificd trei categorii de evolutii dinamice ale or-
bitelor acestor corpuri (paragraful 3.3.1), in functie de comportamentul dinamic pe termen lung
al distantei minime de intersectie orbitala cu Pamantul: apropiere orbitala de scurta durata,
apropiere orbitald periodica si apropiere orbitala de lunga durata [Berinde, 1999b]. Apartenenta
unei orbite asteroidale la una din aceste categorii este o masura a gradului de periculozitate al
orbitei respective, deoarece frecventa apropierilor stranse cu planeta noastra, pe un interval dat
de timp, va depinde de acest comportament orbital.

Identificarea regiunilor sursa pentru corpurile din vecinatatea orbitei terestre gi a mecanis-
melor dinamice de transport catre Pamant reprezinta unul dintre cele mai fascinante domenii
de cercetare din cadrul mecanicii ceresti, iar rezultatele obtinute in ultimii ani sunt rasunatoare.
Capitolul 4 prezinta principalele ipoteze si argumente in acest sens, descriind rolul coliziuni-
lor interasteroidale cuplate cu fenomenul de rezonanta, in expedierea de corpuri catre Pamant.
Componenta de origine cometara a populatiei de corpuri studiate este descrisa in a doua parte
a capitolului. Aici, autorul propune modelul de difuzie haoticd amintit mai sus, ce permite
obtinerea unor rezultate cu caracter statistic privind originea cometelor scurt-periodice in cen-
tura trans-neptuniana de corpuri [Berinde, 2001a]. Sunt estimate: frecventa apropierilor stranse
cu planetele gigante, procentul starilor evolutive finale ale corpurilor in tranzitie, precum si
diferiti timpi dinamici de viatd asociati lor. Aproximativ 42% din corpurile situate initial in ve-
cinatatea orbitei lui Neptun, ajung in regiunea cometara activa, devenind comete scurt-periodice.

Trebuie recunoscut faptul ca un impuls major dat cercetarii in acest domeniu il constituie
realul pericol pe care aceste corpuri il reprezinta fata de existenta, aparent neperturbata, a
civilizatiei umane pe Pamant. In capitolul 5 autorul igi propune o incursiune in problematica
determinarii probabilitatii de impact cu Pamantul, prezentand trei metode de calcul des utili-
zate 1n literatura actuala de specialitate, precum si exemple aplicate pe corpuri reale. Primele
doua metode de calcul, anume: probabilitati extrapolate din frecventa apropierilor stranse si
probabilitati mediate de-a lungul orbitei, dau estimari medii ale probabilitatii de impact, vala-
bile pe intervale mari de timp. A treia metoda, mult mai complexa, izvoraste in mod natural
din teoria calculului de orbita si se bazeaza pe propagarea in timp a regiunii initiale de incer-
titudine a corpului in cauza. Propagarea acestei regiuni de incertitudine, in cadrul problemei
restranse circulare a celor trei corpuri, reprezinta contributia autorului (in paragraful 5.2.2).
Astfel, utilizarea formalismului geometric a lui Opik permite evaluarea dispersiei incertitudinii
orbitale a corpului In urma unei apropieri stranse, prin expresii analitice, precum si explicarea
unui comportament oscilatoriu a incertitudinii in anomalia mijlocie [Berinde, 2001b], ce este
specific multor asteroizi din vecinatatea orbitei terestre.

O componenta majora in studiul intreprins in capitolul 5 al lucrarii o reprezinta metoda
de integrare Monte-Carlo, ce permite simularea caracterului neliniar de propagare a regiunii de
incertitudine a unui asteroid. O contributie a autorului este si paragraful 5.2.6, unde se propune o
metoda de esantionare iterativa de tip Monte-Carlo a regiunii initiale de incertitudine, in vederea
determinarii impactorilor virtuali §i a estimari probabilitatii intrinseci de impact [Berinde, 2002].
Metoda se bazeaza pe o analiza de natura topologica in spatiul hexadimensional al elementelor
orbitale, ce are menirea de a izola, intr-un proces iterativ, multimea impactorilor virtuali. Prin
evaluarea functiei de repartitie a elementelor orbitale in ultima regiune esantionata, se va putea
obtine gi o estimare a probabilitatii de impact. Metoda foloseste un numaér redus de corpuri de
esantionare, dobandind astfel un caracter practic de aplicabilitate. Ea este exemplificata apoi
pe doi asteroizi, 2000 SGs3y4 si 2001 BA1g. Capitolul se incheie cu prezentarea a doud metode
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Introducere

de cuantificare a pericolului de impact (scara Torino si scara Palermo), iar in final se face o
evaluare a consecintelor fenomenului de impact la nivelul scoartei terestre.

Progresul stiintific inregistrat in ultimii ani in acest domeniu se datoreza, in mare masura,
dezvoltarii tehnicii de calcul. Aceasta a permis abordarea numericé a unor procese dinamice la
scara mare de timp, ce sunt intens cosumatoare de resurse informatice. O parte din rezultatele
expuse 1n lucrare se bazeaza pe astfel de simulari numerice si, din acest motiv, a devenit o ne-
cesitate realizarea unui pachet de programe pentru manipularea sistemelor dinamice de corpuri.
Pachetul de programe SolSyln, prezentat in capitolul 6 al lucrarii, are la baza integratorul nu-
meric Radau-Everhart, optimizat pentru tratarea cu acuratete a apropierilor stranse, la care se
adaogé o serie de algoritmi numerici, ce sunt folositi la evaluarea unor parametri dinamici ce in-
tervin pe parcursul lucrarii si la generarea graficelor ce descriu evolutii dinamice. Acest software
a fost creat de autorul lucrarii de fata, fiind disponibil pe internet, impreuna cu o documentatie
bogata, la adresa data in referinta bibliografica [Berinde, 2001c].

%

La finalul acestor randuri, doresc si aduc sincere multumiri conducatorului stiintific prof.
univ. dr. Vasile Ureche, pentru increderea acordata si atenta indrumare manifestata pe parcur-
sul stagiului de doctorat, precum si pentru sugestiile valoroase ce au contribuit la conturarea
tezei in forma sa actuala. De asemenea, multa recunostinta colectivului Catedrei de Mecanica
si Astronomie a Facultatii noastre si colectivului de cercetatori din filiala Cluj a Institutului As-
tronomic al Academiei Roméane, in mijlocul cirora am gasit un mediu propice realizarii acestei
lucrari.



Abrevieri

ECA (Earth-crossing asteroid) - asteroid a carui orbita “traverseaza’ orbita terestra

LCE (Lyapounov characteristic exponent) - exponent caracteristic Lyapounov

LOV (line of variation) - linia de variatie (a regiunii de incertitudine)

NEA (near-Earth asteroid) - asteroid apropiat de Pamant

MOID (minimal orbital intersection distance) - distanta minima de intersectie orbitala

PHA (potentially hazardous asteroid) - asteroid potential periculos

UA - unitatea astronomica de distanta (distanta medie Pamant-Soare, aproximativ 150 milioane
km)
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Capitolul 1

Descrierea populatiei de corpuri

Conceptul de vecindtate a orbitei terestre, sau spatiu din apropierea (orbitei) Pamantului (“near-
Earth space”) este folosit in literatura de specialitate, de mai bine de doua decenii, pentru a de-
semna acea regiune a sistemului solar unde influenta gravitationala a Paméantului asupra miscarii
heliocentrice a unui corp este semnificativa. Aceasta influenta gravitationald este inteleasa aici
ca un fenomen cu actiune pe termen lung, adici pe intervale de timp mai mari decat perioada
de precesie orbitala a corpului.

O definitie riguroasa a conceptului mai sus amintit se poate da in cadrul spatiului elementelor
orbitale gi anume, prin inegalitatile ¢ < 1.3 UA i @ > 0.983 UA [Bottke et al., 2000], unde ¢
reprezinta distanta periheliului unei orbite heliocentrice, iar @) distanta afeliului sau. Corpurile
mici situate pe astfel de orbite spunem ca formeaza populatia de corpuri din vecinatatea orbitei
terestre, acest prim capitol al lucrarii fiind dedicat descrierii particularitatilor acestei populatii.

1.1 Date observationale

Populatia de corpuri ceresti din vecinatatea orbitei terestre contine doua categorii de corpuri cu
dimensiuni apreciabile: asteroizi si comete. In paragraful 4.2.1 al lucrarii sunt enuntate princi-
palele caracteristici ce disting aceste doua tipuri de corpuri ceregti. Meteoroizii (sau corpurile
meteorice), care sunt fragmente de dimensiuni mici (de ordinul gm - cm) desprinse din asteroizi
sau comete In urma proceselor colizionale sau de natura termicd, pot fi cosiderati din punct de
vedere dinamic o componenta a populatiei respective, insa ei nu fac subiectul lucrarii de fata.

Asteroizii reprezinta cea mai numeroasd componenta a populatiei de corpuri din vecindtatea
orbitei terestre, fiind numiti In mod colectiv asteroizi apropiafi de Pamant, sau asteroizi NEA
(“near-Earth asteroids”). Aga cum vom specifica in paragraful 4.2.1, populatia de asteroizi
NEA cuprinde si nucleele cometare stinse, si astfel apare notiunea de asteroizi NEA de origine
cometard. Cometele active, in schimb, sunt mult mai putine la numar si mai usor de identificat
observational, datorita stralucirii lor mari cu ocazia apropierii de periheliu. Cele cu perioada
orbitald scurta (sub 20 de ani) sunt deja descoperite in mare parte, iar cometele cu perioada
orbitala lunga, sau cele situate pe orbite hiperbolice, ajung foarte rar in sistemul solar interior,
si din acest motiv un studiu sistematic al intregii populatii este imposibil de realizat.

Avand in vedere disproportia dintre cele doud categorii de corpuri amintite mai sus, pe
parcursul lucrarii vom identifica adesea un corp ceresc din vecinidtatea orbitei terestre printr-un
asteroid NEA. Vom prezenta mai jos principalele date observationale ale acestei populatii de
asteroizi.



Capitolul 1. Descrierea populatiei de corpuri

Scurta istorie observationala

Primul asteroid NEA descoperit de umanitate este (433) Eros, in anul 1898, dupa care au ur-
mat cateva descoperiri sporadice, incat in anul 1970 numarul lor a ajuns la 28. Apoi, rata
tor asteroizi, numit NEAT (“Near-Earth Asteroid Tracking”). Dupa anul 1990, intrarea in
functiune a mai multor programe observationale (Spacewatch, LINEAR, LONEOS, etc) bazate
pe o tehnica observationala avansata (tehnica CCD), a condus la cregterea progresiva a ratei
descoperirilor anuale (figura 1.1), precum si la cresterea magnitudinii limita de detectabilitatea
a lor, de la 20™ la 29™. Cei mai mici asteroizi NEA descoperiti au doar cativa metri, unii dintre
ei filnd suspectati ca ar fi de origine artificiala (sonde spatiale abandonate), avand in vedere
similitudinea orbitala cu planeta noastra (asteroizii 1991 VG si 2000 SG344).
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Figura 1.1. a) rata descoperirilor anuale de asteroizi NEA gi b) distributia in timp a acestor
descoperiri in raport cu dimensiunea corpurilor.

Rata crescanda a descoperirilor anuale este rezultatul interesului tot mai mare manifestat
de comunitatea astronomica internationala fata de corpurile ceresti ce graviteaza in vecinatatea
orbitei terestre. In ultimii ani, doud evenimente majore au impulsionat cercetarea stiintifica in
acest domeniu: (i) coliziunea dintre cometa Shoemaker-Levy 9 si planeta Jupiter, ce demon-
streaza ca fenomenul colizional in sistemul solar este prezent si in zilele noastre si ca energia
eliberata intr-un astfel de eveniment este imensa (echivalentul a milioane megatone TNT) si
(ii) descoperirea unui crater subacvatic de dimensiuni apreciabile (cel putin 180 km in diame-
tru), numit “Chicxulub”, situat langd peninsula Yucatan din golful Mexic, marturie a unui
probabil impact de proportii (cu un proiectil de aproape 10 km in diametru) ce a avut loc
acum 65 milioane de ani, cauzand disparitia majoritatii speciilor de vietuitoare de pe Pamant
[Sharpton si Marin, 1997].

Nu doar fenomenul colizional este cel care a impulsionat cercetarea in acest domeniu, ci si
faptul ca asteroizii NEA constituie tinte ideale pentru misiunile spatiale interplanetare, avand in
vedere particularitatile lor orbitale ce 1i fac usor de abordat, de cele mai multe ori cu un consum
de energie mai mic decat cel necesar unei misiuni spatiale Pamant—Luna [Davis et al., 1989].
Acesti asteroizi pot fi considerati adevarate “comori orbitale”, apropierea regulatd de Pamant
oferind sansa exploatarii resurselor lor minerale [Berinde et al., 2001]. Primul asteroid NEA
descoperit este acum si primul asteroid din vecinatatea orbitei terestre vizitat de o sonda spatiala
si, de asemenea, primul corp mic din sistemul solar pe suprafata caruia a fost plasat echipament
de observatie, de catre sonda NEAR (“Near-Earth Asteroid Randezvous”) in anul 2001.

Majoritatea datelor de observatie la asteroizii NEA sunt de natura astrometrica, ele avand
ca scop principal determinarea orbitelor lor gi apoi imbunatatirea continua a acestora. Date
astrometrice precise si raspandite pe intervale mari de timp permit pastrarea la valori mici a
incertitudinii lor orbitale (notiune introdusa in capitolul 5). Acest lucru este esential pentru



Date observationale

precizarea (si de cele mai multe ori inlaturarea) posibilitatii unui impact cu planeta noastra.
Exemple graitoare in acest sens sunt asteroizii 1997 XF11 g1 1999 ANy, care au fost gasiti initial
ca potentiali impactori cu Pamantul, insa imbunatatirea ulterioara a orbitelor lor a inlaturat
pentru un timp aceasta ipoteza. Pe de alta parte, exista exemplul asteroidului (29075) 1950 DA,
a carui orbita este determinata cu o precizie fara precedent pentru observatiile astrometrice la
asteroizi. Ultimele masuratori radar efectuate cu ocazia apropierii stranse cu Pamantul din anul
2001, a scos la lumina posibilitatea producerii unui impact la data de 16 martie 2880, cu o
probabilitate deloc neglijabild, aproximativ 1/300 [Giorgini et al., 2002].

In ultimii ani, datele observationale fotometrice, spectroscopice si radar, achizitionate cu
ocazia apropierilor stranse cu Pamantul, vin sa completeze cunostintele noastre despre carac-
teristicile fizice ale acestei populatii de corpuri. Astfel, se pare ca acestea prezinta o larga
diversitate mineralogica (structuri pietroase, fieroase sau de origine cometara) cu clase spectrale
variate, marturie a regiunilor sursa de formare diferite din care provin, si a traseelor evolutive
distincte ale acestor corpuri [McFadden et al., 1989]. Toate acestea constituie indicii impor-
tante In crearea unui scenariu cosmogonic consistent de formare al sistemului solar. Perioadele
de rotatie sunt in general rapide, evidentind forme neregulate i alungite, specifice fragmentelor
colizionale. Din analiza curbelor de lumina s-au pus in evidenta structuri binare, formate din
doua componente in contact, cum este asteroidul (4179) Toutatis, sau din doud componente
orbitand in jurul centrului comun de masa, la distante comparabile cu suma razelor lor, cum
este asteroidul (4769) Castalia. Aceste structuri binare apar in urma procesului de coliziune
interasteroidala cu reacumularea fragmentelor, proces studiat in capitolul 4 al lucrarii.

Cometele care ajung in vecinatatea orbitei terestre se caracterizeaza prin viteze heliocentrice
mari (datorita orbitelor lor puternic alungite) si din acest motiv, ele dobandesc viteze relative de
impact mari, fiind capabile de distrugeri majore in cazul producerii unui impact cu Paméantul,
in ciuda structurii interne slabe a lor. Aceasta structura slaba (formata din gheata, silicati
si material organic) s-a pus in evidenta prin observarea fragmentarii unor nuclee cometare cu
ocazia apropierii stranse a acestora de o planeté, inclusiv de planeta noastra. Caracteristicile
fizice ale cometelor sunt mult mai putin cunoscute decat cele ale asteroizilor, observatiile directe
asupra unui nucleu cometar fiind dificile. Pana in prezent, doar nucleul cometei Halley a fost
observat, el fiind tinta mai multor misiuni spatiale cu ocazia ultimei aparitii a cometei, in anul
1986. S-a evidentiat atunci un nucleu intunecat si cu forma neregulata, caracteristici ce ar putea
fi specifice asteroizilor de origine cometara. [Weissman et al., 1989]

Realizarea conexiunii dinamice dintre orbita unui curent meteoric si cea a unei comete, sau
a conexiunii mineralogice dintre un meteorit cazut pe Pamant gi un asteroid din vecinatatea
orbitei terestre (numite corpuri parinte) constituie si ele probleme de larg interes in cercetarea
mondiala actuala.

Clasificari orbitale

Un asteroid NEA a carui orbita “traverseaza” orbita Pamantului (in sensul ca uneori acesta
se afla in interiorul orbitei terestre, alteori in exteriorul sau) poarta numele de asteroid ECA
(“Earth-crossing asteroid”) [Rabinowitz et al., 1994]. Datorita variatiilor seculare ale elemente-
lor orbitale (in special precesiei argumentului periheliului) aceste orbite intersecteaza periodic
orbita terestra, devenind potentiale traiectorii colizionale cu planeta noastra. In literatura de
specialitate se da uneori un sens mai clar acestei notiuni gi anume, ECA sunt acei asteroizi
NEA capabili sa intersecteze sectiunea eficace de coliziune a Pamantului pe parcursul evolutiei
lor dinamice pe termen lung in vecinatatea orbitei terestre. Aceastd definitie nu reugeste insa
sa indice exact apartenenta unui asteroid la aceasta populatie, deoarece nu exista o metoda
practica general valabila pentru a pune in evidenta, intr-o maniera determinista, o astfel de
particularitate dinamica.
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Din punct de vedere al geometriei orbitei, se disting trei grupuri de asteroizi NEA: grupul
Atens, caracterizat prin semiaxa mare a < 1 UA gi printr-o distanta la afeliu @ > 0.983 UA,
grupul Apollos, caracterizat prin @ > 1 UA si printr-o distanta la periheliu ¢ < 1.017 UA,
si grupul Amors, caracterizat prin 1.017 < ¢ < 1.3 UA. [Dvorak, 1999]. Regiunile din planul
elementelor orbitale (e, a), corespunzatoare acestor trei grupuri, sunt reprezentate in figura 1.3.

Dupéd cum se observa, aceasta clasificare este raportatd la orbita Pamantului, deoarece
distantele de 1.017 UA, respectiv de 0.983 UA, reprezinta distantele la afeliul, respectiv la peri-
heliul orbite terestre. Asteroizii de tip Atens si Apollos au orbite ce traverseaza orbita terestra
(sunt de tip ECA conform definitiei acceptate mai sus), insa orbitele celor din prima categorie
patrund mai adanc in interiorul orbitei terestre (1.017 — ¢ > @ — 0.983). Folosind relatia (2.61)
din capitolul urméator, obtinem ca asteroizii Apollos se caracterizeaza prin viteze heliocentrice
la nivelul orbitei terestre mai mari decat vitezele asteroizilor de tip Atens (sau decat viteza
Pamantului). Orbitele asteroizilor de tip Amors sunt situate in intregime in exteriorul orbitei
terestre. Fara indoiala, exista si asteroizi cu orbite situate in Intregime in interiorul orbitei
terestre (Q < 0.983 UA), insa datoritd unui puternic efect de selectie observationala, pana in
prezent nu a fost descoperit nici un astfel de corp.

Numele celor trei grupe provin de la asteroizii (2062) Aten, (1862) Apollo si (1221) Amor,
a caror orbite sunt considerate de referinta. Evolutia dinamicad pe termen lung a unor asteroizi
NEA le permite acestora migratia dintr-o grupéa intr-alta sau chiar pierderea calitatii de asteroid
NEA, cum de altfel numerosi asteroizi din centura principala pot patrunde in vecinatatera orbitei
terestre, improspatand populatia de asteroizi NEA (capitolul 4).

1.2 Selectie observationala

Toate descoperirile de asteroizi NEA se fac cu telescoape de la sol care pot investiga doar un
volum finit de spatiu in jurul Padmantului. Acele corpuri ale caror orbite le permit acestora
sa se apropie In mod frecvent de planeta noastra vor fi descoperite cu preciadere. Deoarece
dimensiunea spatiului de cautare depinde de stralucirea corpurilor ce fac subiectul observatiei,
populatia asteroizilor NEA va contine indeosebi corpuri de dimensiuni mai mari gi cu un albedo
ridicat.

Asteroizii NEA de dimensiuni mici sunt descoperiti doar atunci cand trec foarte aproape
de Pamant (spre exemplu, asteroidul 1994 XM; a fost descoperit pe cand se afla la distanta
minima de 0.00069 UA, de 4 ori mai mica decat distanta pana la orbita Lunii) si pot fi observati
doar o perioada scurta de timp. Uneori este nevoie de asteptarea unei noi apropieri de Pamant
(aparitii multiple), pentru ca orbita lor sa poata fi imbunatatita cu noi date de observatie.

Figura 1.2. Proiectia in planul eclipticii, la data de 1 ianuarie 2002, a pozitiilor celor peste
1600 de asteroizi NEA descoperiti pana la data respectiva.
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Figura 1.2 prezinta o imagine instant in planul eclipticii a proiectiei tuturor asteroizilor NEA
descoperiti (peste 1600), la data de 1 ianuarie 2002, impreuna cu orbitele planetelor Mercur,
Venus, Pamant si Marte. Se remarca aglomerarea asteroizilor NEA descoperiti mai recent in
jurul pozitiei Pamantului, marcand astfel efectul de selectie observationala amintit mai sus.
Acelasi efect de selectie este vizibil si in planul (e, a) al elementelor orbitale (figura 1.3), in care
majoritatea asteroizilor se aglomereaza in jurul curbei ¢ =1 UA.

semiaxa mare (JA)

05fh 02 04 0F 0& 1
excentricitate

Figura 1.3. Distributia in planul elementelor orbitale (e, a) a asteroizilor NEA descoperiti pana
in prezent gi locatia grupurilor Atens, Apollos gi Amors.

Corectarea efectului de selectie observationala permite estimarea din datele de observatie
actuale a populatiei reale de asteroizi NEA. Aceasta estimare se face in termenii distributiei
orbitale si a distributiei dupa dimensiune a acestor corpuri.

Presupunem ca nu exista o distributie preferentiald a argumentului periheliului w si a lon-
gitudinii nodului orbitei 2, aceste marimi inregistrand variatii seculare in intervalul [0, 27].
Distributia orbitala cautata poate fi astfel definita in termenii unei probabilitati diferentiale
P(a,e,I)dadedl de a gasi obiectul in elementul de volum din spatiul elementelor orbitale
[a,a + da] x [e,e+de] x [I, I + dI], unde notatiile sunt cele cunoscute. Daca P,(a, e, I) noteaza
distributia orbitald observata si Ps(a,e, ) cuantifica efectul de selectie observationala pentru
fiecare tip de orbita, atunci distributia reald se obtine din raportul

P(a,e, ) = (1.1)
calculat pentru fiecare element de volum. O estimare a corectiilor Ps(a, e, I) este data in lucrarea
[Rabinowitz, 1993], ea fiind obtinuta in urma simularii unei campanii observationale asupra unei
populatii virtuale de asteroizi NEA, distribuiti uniform in spatiul elementelor orbitale. Intr-o
prima aproximatie, se obtine cd distributia cautata P(a,e, ) este separabild dupa cele trei
variabile, astfel P(a,e,I) = P(a,e) P(I).

Figura 1.4 prezinta distributia numarului cumulat N(< H) al asteroizilor NEA descoperiti
pana la data de 1 ianuarie 2002, care au magnitudinea absoluta mai mica decat H. Distributia
respectiva se poate alcatui si in functie de diametrul corpului, conversia intre cele doua méarimi
fizice facandu-se pe baza modelului fotometric dezvoltat in paragraful 4.1.4 al lucrarii. Pe
aceeagi figura este reprezentata si o estimare a numaéarului real al asteroizilor NEA, cu un factor
de incertitudine 2, urméand modelul de distributie dupa dimensiune descris in paragraful 4.1.3
[Rabinowitz et al., 1994]. Se desprinde concluzia ca limita de completitudine de 100% a desco-
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Figura 1.4. Numarul cumulat al asteroizilor NEA descoperiti pana in prezent (1 ianuarie 2002)
si estimarea numarului total de corpuri a intregii populatii, in functie de magnitudinea absoluta
a acestora (sau echivalent, in functie de diametrul lor).

peririlor este atinsa pentru valori ale magnitudinii absolute H < 14 [Bottke et al., 2000], carora
le corespund diametre D 2 7 km.

Se estimeaza un numar de 1500 de asteroizi NEA cu diametre mai mari de 1 km, pen-
tru care limita de completitudine a ajuns in prezent la 30% si in jur de 135000 de asteroizi
NEA cu diametre mai mari de 100 m, pentru care limita de completitudine este de doar 1%
[Rabinowitz et al., 1994]. Cu aceste date, se poate evalua acum timpul mediu dintre dou& co-
liziuni consecutive cu Pamaéantul ale asteroizilor NEA, adoptand pentru probabilitatea anuald
medie de impact valoarea de 4 x 1077 /an/obiect (paragraful 5.1.2). Tabelul urmator prezints
rezultatele obtinute [Morrison, 1992].

Diametru | Timp mediu dintre doua coliziuni
asteroid consecutive cu Pamantul

D >10m cativa ani

D > 100 m 1000 de ani

D >1km 10° ani

D > 10 km 10% ani

Tabelul 1.1. Timpul mediu dintre doua coliziuni consecutive cu Paméantul ale asteroizilor NEA.

Estimari mai recente [Bottke et al., 2000], revizuiesc numarul total al asteroizilor NEA mai
mari de 1 km in diametru la aproximativ 900, caz in care limita de completitudine a descoperirilor
lor ajunge la 40%. Pentru valori ale magnitudinii absolute 15 < H < 22, proportia de asteroizi
pe cele trei grupe definite anterior este estimatd la 6% pentru tipul Atens, 65% pentru tipul
Apollos si 29% pentru tipul Amors.

Un potential impact cu Pamantul, avand consecinte distructive la scara globala, provine de
la asteroizii NEA cu diametre de cel putin 1 km (paragraful 5.3) si in special de la populatia de
asteroizi inca nedescoperiti. Din acest motiv, strategiile observationale actuale au ca obiectiv
principal realizarea completitudinii de 100% a descoperirilor de asteroizi NEA cu H < 18.
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Dinamica apropierilor stranse

Cand un corp, in miscarea sa heliocentrica, patrunde in interiorul sferei de actiune gravitationala
a unei planete, spunem cé acesta a realizat o apropiere stransa cu planeta respectiva. Apro-
pierile stranse sunt o caracteristica fundamentala a dinamicii corpurilor din vecinatatea orbitei
terestre. Din acest motiv, vom dedica capitolul de fata studiului dinamicii acestui fenomen.
Problema restransa a celor trei corpuri ne oferd principalele rezultatele calitative in aceasta
directie [Murray si Dermott, 1999], iar apoi, cu ajutorul formalismului geometric al lui Opik,
introdus in lucrarea [Opik, 1963] si dezvoltat ulterior de altii [Carusi et al., 1990], vom deduce
aproximatii analitice ce descriu modificarea orbitala in urma unei astfel de apropieri stranse.

2.1 Problema restransa a celor trei corpuri

2.1.1 Ecuatiile de miscare

Vom porni de la binecunoscutele ecuatii vectoriale ale migcarii “absolute” in problema generala
a celor trei corpuri, fata de un sistem de referinta inertial oarecare [Ureche, 1982]

A2 3 g

FI;’:GE mj%,izl,m (2.1)
j=1 ij
i

unde indicii 1, 2 gi 3 noteaza marimile asociate celor trei corpuri, r; sunt vectorii lor de pozitie,
rij =r; —r;, r = |r|, m; noteaza masele corpurilor, iar G este constanta atractiei universale.

Problema restransa a celor trei corpuri studiaza miscarea unei particule de masa neglijabila
in campul gravitational a doua corpuri masive: un corp central (adesea identificat cu Soarele)
si un corp perturbator (o planetd) ce graviteaza in jurul acestuia. Pe mai departe vom folosi
unitatile de masura din Sistemul Constantelor Astronomice [Anuarul Astr., 2001], anume: uni-
tatea astronomica de timp este ziua solara medie (egald cu 86400 secunde de timp), unitatea
astronomica de masa este masa Soarelui, iar unitatea astronomica de lungime este unitatea as-
tronomicd de distantii - UA (aproximativ egald cu semiaxa mare a orbitei terestre). In acest
sistem de masurd, masa corpului central este egala cu unitatea, masa corpului perturbator,
my, este exprimata in fractiuni din masa centrala, iar G' va nota acum constanta gravitationala
heliocentrica.

Adesea vom considera cazul particular al problemei circulare, in care cele doua corpuri masive
evolueaza pe orbite circulare in jurul centrului comun de masa. De asemenea, obtinerea unor
rezultate pe parcursul acestui capitol presupune neglijarea masei corpului perturbator (m, < 1).
Toate aceste modele simplificate 1si gasesc deseori aplicabilitatea in cazul sistemelor de corpuri
intalnite in sistemul nostru solar, de genul “Soare—planeta perturbatore—asteroid”.
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Daca marimile asociate planetei le indexam cu indicele “p”, iar marimile asociate corpului
infinitezimal sunt libere de indici, sistemul de ecuatii vectoriale ce descrie miscarea relativa la
corpul central, in problema restransa a celor trei corpuri, este compus din ecuatia de migcare
relativa kepleriana planetei fata de corpul central si ecuatia miscarii perturbate a corpului infi-
nitezimal:

d’r, L1+ my)
dez P
P
(2.2)
d’r 1 1 1
7= —GT—:,)I' + Gm,, <d3(rp —r)— r;’rp> ,

unde d = |r, — r| noteaza distanta de la corpul infinitezimal la planeta, iar r = |r| semnifica
distanta de la corpul infinitezimal la cel central.

Consideram in continuare cazul circular, in care distanta dintre cele doua corpuri masive
este constanta (egald cu semiaxa orbitei planetare ap,). Devine astfel natural sa consideram
migcarea corpului infinitezimal intr-un sistem de referinta corotational legat de configuratia
“corp central— planeta”. Fie, pentru inceput, un sistem inertial fix OXYZ cu centrul in centrul
comun de masa al corpurilor masive, astfel incat planul OXY coincide cu planul de migcare al
celor doua corpuri masive fata de centrul comun de masa, iar axa OX trece prin centrele celor
doua corpuri la momentul initial (figura 2.1). Fie (2, yx, 2«), (Zp, Yp, 2p) si (2,9, z) coordonatele
corpului central, ale planetei si, respectiv, ale corpului infinitezimal in acest sistem. Ecuatiile
de miscare ale celui din urma vor fi

( Ty — I Ty — X
i =G Gmy, L=
x 3 + Gmy d
j=ar Y am, Y (2.3)
r d
2y — 2 Zp — 2
..:G* G pi
z 3 + Gmy, B

unde expresiile distantelor mutuale ce intervin (figura 2.1), sunt

12 = (2= 2)° 4 (Yo — y)* + (2 — 2)?
A A i S 24)

Figura 2.1. Sistemul de referinta fix OXYZ si cel corotational OX’Y’Z’, unde OXY este planul
de miscare relativa a corpului perturbator P fata de corpul central C, din problema restransa
circulara a celor trei corpuri (A noteaza corpul infinitezimal).
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Fie acum sistemul de referinta corotational OX’Y’Z’ ce coincide cu cel fix la momentul initial
si se roteste cu o viteza unghiulara egala cu miscarea medie diurna a planetei
_3
2

np =/ G(1+myp) - ap (2.5)

in jurul axei OZ’. In acest sistem corpul central i planeta sunt fixe, avand coordonatele

1
(§*7U*7<*) = <_ap1 T ,0, O) (5paﬁpv€p) = <ap1 T m ,0, O> (2'6)

asa cum rezulta din raportul dlstant;elor la centrul comun de masa, iar corpul infinitezimal va
avea coordonatele (§,7,(). Legatura lor cu cele din sistemul fix este data de

x cosnpt —sinnyt 0 &
y | =|sinny,t cosnyt 0] |n]. (2.7)
z 0 0 1 ¢

Expresiile (2.4) ale distantelor mutuale se vor rescrie acum astfel

2
(N2 2 2 P 2 2
=€ —-&) +n +¢ <€+ap1+mp> + 1"+ ¢
(2.8)
1 ? 2, 2
(e N2 2 2 e _
=(€—-&)+n"+¢ <§ ap1+mp> +n°+C
Derivand ecuatia matriceala (2.7) in raport cu timpul, se obtine
T cosnyt  —sinnyt 0 f — np7
gy | = |sinnyt cosnyt O] | n4+np |, (2.9)
% 0 0 1 ¢
iar dupa o a doua derivare
I cosnpt —sinnyt 0 5 — 2np77 — np§
G| =[sinnyt cosnyt O] |7+ 2np§ : (2.10)
P 0 0 1 ¢

Termenii —2np$ si 2n,n provin din acceleratia Coriolis, iar termenii —nf,g si —ngn provin din
acceleratia centrifuga, ei fiind introdusi in urma trecerii la sistemul de coordonate corotational.
Inlocuind expresiile date de (2.10) in (2.3), deducem

( (€~ 2n,m — n2¢) cos nyt — (7j + 2n,6 — nan) sin npt =

L — — 1 1 .
e [5 S § T mpfpdg f] cos nyt + G [7“3 +mpd3} 7 8in nyt,

(€ = 2npi) — n2€) sinnpt + (i) + 2n,€ — n2n) cos nyt = (2.11)

* T — : 1 1
G [5 - § + mpfpdgé] sinn,t — G |:T3 + mpdgj| 1 cos npt,

1
C——G[ +mpd3]c

\
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Multiplicand prima relatie cu cosnyt, iar a doua cu sinnyt si adunandu-le, iar apoi multiplicand
din nou prima relatie cu —sinnyt, iar a doua cu cosnyt si adunandu-le impreuna, se obtin
ecuatiile de migcare in sistemul corotational

) _
-- . §— &« §—¢
5—2npn—n[2,§: -G B +my, dsp
i + 20,6 — nin = G-l ! 2.12
i+ 2np€ —npn = — _ﬁ"‘mpﬁ n (2.12)

- [1 1

Aceste ecuatii se pot scrie in termenii gradientului unei functii scalare U, astfel

~ . oUu
§—2n,n = 875
. . oU
i+ 26 = 5 (2.13)
. U
C - 67(7
unde U = U(&,n,() este data de
n2
v-cl +Gmp 5+ (52 +1?). (2.14)

In aceasti ecuatie termenii 1/r gi 1 / d reprezinta poten@ialul gravitational asociat corpurilor
masive din sistem, iar termenul (€2 4 n?) reprezinta potentialul centrifugal datorat sistemului
corotational de referintd. U se va numi potentialul total, insd trebuie notat faptul ca acesta nu
este un potential adevarat in sens fizic, deoarece energia totala a sistemului nu se conserva, asa
cum vom arata ulterior.

2.1.2 Integrala Jacobi

In acest paragraf vom deduce doua expresii ale integralei Jacobi, prima in coordonate relative
la corpul central [Tisserand, 1896], iar a doua in coordonate corotationale
[Murray si Dermott, 1999].

Astfel, pentru inceput inmultim vectorial a doua ecuatie din (2.2) cu r si obtinem

d dr 1 1
Aceeasi ecuatie o vom inmulti acum scalar cu dr/d¢, iar dupa o aranjare prealabild a termenilor
obtinem
d ar\?> G 1 (dr_ dr 1 dr
——| =G —|=rp,— —r | — 5—r,|. 2.16
at [ <dt> r "y {di” (dtrp dtr> = dtrp] (2.16)
Daca a, noteaza semiaxa orbitei planetare, va fi utila evaluarea
d /1 rr, 1 (dr dr 1 dr 1 drp drp 1 1
— |- )==—-—1,——1 | — —— — - — 2.17
at (d ag> E <dtrp dtr) dar " dat T a\#a) (2.17)
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unde s-a tinut seama de egalitatea

dd 1 dr dr,
dd _ Loy (4E_dr)) 2.1
TR A <dt at > (2.18)

Inmultind ecuatia (2.17) cu Gm,, si scizand-o din (2.16), primim
dt |2\ dt r Pdt\d o) TP |dt "\ad PR

drp 1 1

In acest moment vom face uz de ipoteza circularitatii orbitei planetare, caz in care primul
termen din membrul drept al ecuatiei (2.19) se anuleaza in virtutea egalitatilor evidente 7, = a,
si (drp/dt)r, =0.

Vom incerca in continuare sa legam al doilea termen al membrului drept din (2.19) de relatia
(2.15). Fara a restrange generalitatea problemei putem presupune ca sistemul de referinta la
care sunt raportate ecuatiile migcarii relative (2.2) este astfel orientat incat coordonatele planetei
la orice moment de timp vor fi (a,cosly, apsiniy,0), unde l, noteaza longitudinea planetei pe
orbita. Desigur, avem relatia dl,/dt = n,. Cu toate aceste precizari si introducand vectorul
n = (0,0,n,), este usor de verificat relatia urmatoare

(2.19)

d dr dr 1 1
S — ) =—-Gm,—Lr|= - = ). 2.20
" (” dt) g (d3 ag> (220)
Uzand de (2.20), ecuatia (2.19) devine prin integrare o integrald prima a sistemului (2.2)
2
1 1
<j§) -2G [r +my (d - I:;)] —2n- (r X ji) = —(C (constant). (2.21)

Aceasta este o prima forma a integralei lui Jacobi din problema restransa circulara a celor trei
corpuri

In continuare vom considera ecuatiile de migcare In coordonate corotationale date de (2.13).
Inmul‘gmd aici prima relatie cu f , a doua relatie cu 7}, iar a treia cu C si adunandu-le, deducem

ou . oU ou . dU

EEHi+ 0= 508+ 5+ 500= (2:22)
Integrand, obtinem
&+ + (% =2U-Cy, (2.23)
si folosind relatia (2.14) rezulta
2 22 42 1 1 20¢2 2
EHi’+ =26 —Fmps | =y (€ +07) = =Cy. (2.24)

Aceasta este integrala Jacobi in coordonate corotationale. Ea poate fi transcrisa, de asemenea,
fata de sistemul de referinta inertial, folosind transformarile (2.7) si (2.9). Notand

cosnpt  sinnyt 0 sinnyt  —cosnpt 0
A= | —sinnyt cosnyt 0|, B=|cosnyt sinn,t 0], (2.25)
0 0 1 0 0 1
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vom avea transformarile (&,7,¢) = (z,y,2) AT si (£,9,() = (&,7,2) AT —ny (z,y,2) BT, Astfel
rezulta

E+i? + =m0 0" =

(&,9,2) ATA (2,9, 2)" —np (2,9, 2) ATB (z,y,2)" —
ny (2,9, 2) BTA (&,9,2)T + np (z,y,2) BIB (x,y, 2)T
=@ +§° + 2 + 0 (2 +y) + 20y (3y — ),

(2.26)

unde am folosit faptul ca matricele A si B sunt ambele ortogonale si deci transpusele lor sunt si
inversele lor. Din (2.7) rezultd, de asemenea, ci £2 + n? = 22 + 42 si astfel relatia (2.24) devine

1 1
@2 P+ 2% - 2G <T + mpd) = 2n, (vy — yi) — Cy, (2.27)

de unde, introducand maérimile vectoriale r, = (z,y, 2) si n = (0,0, n,), rezulta

1 /dr, 1 1 dr, 1

Aceasta este o alta forma a integralei lui Jacobi, in care termenul din stanga semnifica energia
totala pe unitatea de masa a particulei, energie care, conform cu membrul drept variabil, nu se
conserva. Acest lucru explica de ce in problema restransa circulara a celor trei corpuri, energia
totala nu se conserva.

Integrala Jacobi este singura integrala priméa a problemei. Din acest motiv, nu se pot obtine
solutii analitice complete ale sale, insa o serie de rezultate calitative sunt accesibile.

2.1.3 Criteriul Tisserand

Daca corpul infinitezimal este situat departe de corpul perturbator, atunci miscarea sa se poate
asimila cu una kepleriana in jurul corpului central, caracterizata prin setul de elemente orbitale
(a,e,1,9,w, M), notatiile fiind cele consacrate [Murray si Dermott, 1999]. Integrala Jacobi va
putea fi transcrisa in functie de aceste elemente orbitale, dupa cum vom arata in cele ce urmeaza.

Revenind la relatia (2.21) si exprimand viteza si momentul cinetic ale corpului infinitezimal
functie de elementele orbitale, in modul urmator

<$>2:G<i_i>’ n.<rx$> \/T / .cosl, (2.29)

deducem expresia

1/1—1— d> —r?—a? B
‘/ ) - cosI +my, (d 2 P) =G cy, (2.30)

care este integrala Jacobi scrisa in functie de elementele orbitale kepleriene. O expresie similara,
insa in termenii variabilei unghiulare [, este dedusa in lucrarea [Tisserand, 1896].
Daca neglijam masa corpului perturbator (m, = 0), atunci relatia anterioara devine

I 4 9 i(1 —e2)-cosI =T (constant), (2.31)
a ap

cunoscuta sub numele de relatia sau criteriul Tisserand . Acest criteriu a stat la baza reidenti-
ficarii cometelor periodice transjoviene dupa pasajul acestora in apropierea planetelor gigante.
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Problema restransa a celor trei corpuri

El arata ca o anumita combinatie dintre a, e si I este un invariant al migcarii in problema
restransa circulara a celor trei corpuri, adica atat setul de elemente orbitale (a, e, I) dinaintea
apropieri de planeta, cat si setul de elemente orbitale (a’,¢’,I") de dupa pasaj, verifica relatia
(2.31) cu un acelagi T (numar adimensional). Aceasta lege este verificatd doar aproximativ (ea
fiilnd complet violatd in imediata vecinatate a planetei perturbatoare), datorita ipotezelor sim-
plificatoare pe care s-a construit, insa asa cum se observa din simularea reprezentata in figura
2.2, ea a fost un criteriu destul de bun de reidentificare a orbitelor cometare puternic perturbate.

—1Ua apropiere
N Stransa

orbita hu Jupiter
2.8}

orbita cometel -.' 0 10 20 30 40 50 60
_4' timp (ani)

Figura 2.2. Cvasi-invariabilitatea parametrului Tisserand. Modificarea drastica a orbitei unei
comete fictive In urma apropierii stranse cu planeta Jupiter si variatia parametrului Tisserand
pe parcusul a 60 de ani. Elementele initiale orbitale sunt a ~ 22.6 UA, e ~ 0.78 i I ~ 4°.6, iar
in final @ =~ 3.5 UA, e = 0.44 si I =~ 8°.6.

Criteriul Tisserand se poate deduce si din considerente geometrice, fara a face apel la ecuatiile
de miscare din problema restransa circulara a celor trei corpuri, aga cum vom arata Intr-un
paragraf urmaétor.

Daca corpul infinitezimal realizeaza apropieri stranse si cu un al doilea corp perturbator
(situat pe o orbita circulara de semiaxa afm coplanara cu orbita primului corp perturbator),
atunci se poate scrie o relatie Tisserand corespunzatoare, de forma (2.31), cu parametrul 7”.

Eliminand termenul comun 2[a(1 — ¢2)]*/? din cele doui relatii valabile, rezults

1
a2 al
ap ap

In urma apropierii de a doua planeta perturbatoare, T se conserva, iar T se modifica astfel

o1 (%) ]a(2) 2)

Relatia (2.33) ne da o modalitate de a evalua variatia constantei lui Tisserand functie de variatia
energiei orbitale d (1/a) a corpului infinitezimal in urma pertubatiei exercitate de un alt corp
[Everhart, 1973].

Njw

a

] . (2.32)
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2.1.4 Punctele Lagrange de echilibru

Chiar daca problema restransa circulara a trei corpuri nu este integrabila, totusgi pot fi gasite
cateva solutii particulare. Ne vom opri in cele ce urmeaza la solutii ale miscarii in jurul punctelor
Lagrange de echilibru. Aceste puncte de echilibru sunt caracterizate de viteza nula si acceleratie
nula in sistemul de referinta corotational. Cum aceste puncte trebuie sa fie situate in planul de
migcare al celor doua corpuri masive, ne vom rezuma in continuare la miscarea plana. Astfel,
din ecuatiile (2.8) deducem

m
2+ myd® = (1+m,) (% +n?) + aﬁﬁ, (2.34)
de unde, potentialul total U se scrie
2

1 1 d? 1
U=G— ( + 2) + Gmy— (ap + 2) G2 (2.35)
ap 2a ap d 2a 2ap 1 +my,

Avantajul acestei expresii pentru U este acela ca dependenta explicita de variabilele £ si 7 a fost
Inldturata gi astfel urmatoarele derivate partiale vor fi mai usor de calculat.
Folosind (2.13) si impunéand conditiile de echilibru £ =7 =0 si £ = 7} = 0, obtinem

U _dUor oUod _
9~ or o adoE

(2.36)
ou  oU or n ou od
877 or 077 od on
si, facand uz de (2.35), deducem [Murray si Dermott, 1999]
r % 1 £+ Mp 4 i p 1 £ — # =0
a2 r*)r apl—i—mp "y az  d? d ap1—|—mp N
(2.37)

T ap\ 1 d 1
a2 w2 ) et g T #) =0

Inspectand ecuatiile (2.36), deducem existenta solutiei triviale QU /Or = 0U/dd = 0, careia
ii corespunde r = d = a,,. Inlocuind aceste valori in ecuatiile (2.8) avem

1 my _ ap\/§
21+mp 1 2

£= (ép +&) = (2.38)

ce definesc doua puncte de echilibru ce formeaza triunghiuri echilaterale cu corpurile masive din
sistem. Acestea se numesc puncte Lagrange de echilibru triunghiulare, notandu-se cu Ly si Ls,
primul fiind ales in directia de migcare a corpului perturbator. Folosind relatiile (2.6), (2.7) si
(2.9) in care facem translatia & — & — &, obtinem coordonatele heliocentrice rectangulare ale
punctelor Lagrange L4 si Ly la momentul initial, in sistemul de referinta fix CXYZ (figura 2.1),
astfel (z,y) = (ap/2,:tap\/§/2)) si (2, 9) = (—npy, np).

O alta solutie triviala a sistemului (2.37) se obtine pentru n = 0, de unde, folosind din nou
(2.8), deducem

mp
§+ap1+mp

r =

i=e-

Distingem trei cazuri carora le corespund trei puncte de echilibru cohniare cu corpurile masive
din sistem, numite puncte Lagrange de echilibru coliniare, notate cu L1, Lo si Ls.
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Punctul L este definit prin conditiile r = { + apmy, /(1 +my) si d = =€ + a, /(1 +my), care
inlocuite in prima relatie din (2.37) conduc la

ap—d ap d ap
_ _ e 2.4
(@ <%wﬁ %Q@dﬁ (240)

ce se poate pune sub forma

(2.41)

angt (@>1/3 _ 3 ag—apd—i—d2/3
—\3 (ap — d)3(a2 + apd + d?)’

« fiind o cantitate micd, ecuatia anterioard in necunoscuta d va avea solutie in vecinatatea
originii (d ~ «), ceea ce justificaA urmatoarea dezvoltare in serie

d 1/d\% 1/d\® 53/d\*
=—4+-(— - (= i o(d°). 2.42
“ ap+3(ap> +3<ap> +81 (%) o) ( )

Pentru a obtine méarimea d functie de «, vom inversa seria anterioara utilizand teorema lui
Lagrange de inversare a seriilor: Daca variabila z se exprima functie de variabila ¢ prin z =
¢+ ¢(¢), unde ¢ este o functie reald indefinit derivabild, atunci variabila ¢ se poate exprima la
randul ei explicit in functie de z prin dezvoltarea

del

c:+§j_ STl (2.43)

In cazul nostru, daca notam cu z = d/a,, avem o = z + ¢(z), cu

1 1
o(z) = Sz + 323 + Zi’z‘l +0(2%) (2.44)
si folosind teorema de inversare a lui Lagrange, deducem
1 1 2
d=apz=a [a - §a2 - §a3 8? 14+ 0(a )] (2.45)

Deci, punctul L; va fi situat la distanta d, determinata anterior, de corpul perturbator, masurata
in directia corpului central.

Folosind aceleasi considerente, se deduce ca punctul de echilibru definit prin egalitatiile
r=£&+aymy/(1+myp) sid=¢&—ap/(1+ m,) si notat cu Ly va fi situat la distanta

1 1 31

d— ol — o — =t 0P 2.46

oy [+ 302 - o - Hat + 0(a?) (2.46)

de corpul perturbator, in directia opusa corpului central, iar puctul de echilibru Ls, definit prin
egalitatiile r = =& — apmyp/(1 4+ myp) si d = = + a, /(1 +myp), va fi situat la distanta

7, 13223 .
r=ap 1= oy My — 5amas M

de corpul central, in directia opusa corpului perturbator.

Suprafata de viteza nula din problema restransa circulara pland a celor trei corpuri este
descrisa de ecuatia C; = 2U, conform cu (2.23), si este reprezentata grafic in figura 2.3, impreuna
cu cele cinci puncte Lagrange de echilibru. Acestora le corespund, prin definitie, valori extreme
ale energiei potentiale si, pe suprafata de viteza nula, valori extreme ale constantei lui Jacobi,
Cy. Punctele Ly, Lo si Ls sunt puncte de maxim, iar Ly si Ls sunt puncte de minim. Intr-
adevar, printr-o analiza liniara a stabilitatii, se poate arata ca punctele coliniare sunt puncte de

P

+CXnﬁﬂ (2.47)
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Figura 2.3. Suprafata tridimensionala de viteza nula definita prin egalitatea C'y = 2U si locatia
punctelor Lagrange de echilibru, ca puncte de extrem (cazul particular m, = 0.1).

echilibru instabil, iar celelalte doua sunt puncte de echilibru stabil pentru m, < 0.04 si instabil
in caz contrar [Murray si Dermott, 1999].

Folosind relatia C'; = 2U si expresiile deduse anterior, vom determina cu aproximatie pana la
ordinul O(m,,) constanta lui Jacobi pentru fiecare din cele cinci puncte de echilibru Lagrangian,
dupa cum urmeaza [Murray si Dermott, 1999]

~ G(3+ [9mp]2/3 —my/3)/ay
~ G(3+ [9mp]2/3 — b5my/3)/ap
2.48
~ G(3+4my)/a, (248)
Cr, = CL5 ~ G(3+2my)/ap.

Constanta Jacobi are valoarea cea mai mare In punctul L; gi valoarea cea mai mica in punctele
L4 si Ls, asa cum se poate verifica imediat. Cand m, — 0, atunci Cr,, — Cp, si din relatiile
(2.45) si (2.46), prin neglijarea termenilor de ordinul O(a?), rezulta ci distantele lor la corpul
perturbator devin de asemenea egale. Tot la limita, punctul L3 se apropie de cercul de raza a,
cu centrul in corpul central, cerc pe care sunt situate si punctele L4 i Ls. In capitolul urmator
vom descrie tipurile de traiectorii asociate acestor puncte de echilibru.

2.1.5 Ecuatiile lui Hill

Atata timp cat corpul infinitezimal este departe de cel perturbator, migcarea sa in jurul corpului
central poate fi aproximatd cu una kepleriana, ce poate fi descrisa analitic. Capata astfel sens
sa studiem miscarea In vecinatatea masei secundare, unde perturbatiile gravitationale modifica
orbita kepleriana a corpului. Pentru aceasta vom considera cateva ipoteze simplificatoare si, de
asemenea, vom transfera originea sistemului de referinta in centrul corpului perturbator.

Consideram problema restransa circulara plana a trei corpuri, in care masa corpul pertur-
bator este mult mai micd decat unitatea (m, < 1). Neglijand cantitatile mici in raport cu
unitatea, ecuatiile de miscare (2.12) se vor scrie

5—2npn—n§:—G[f—3+mp€;3ap]
(2.49)

. 1

ij + 2n,§ — n2n = G[ —|—mpd3]

Prin transformarea de coordonate § — £ +a,, ce aduce corpul perturbator in originea sistemului,
putem considera ca, in vecinatatea acestuia, noile coordonate ale corpului infinitiezimal £ si 7,
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precum si distanta d, sunt cantitati neglijabile. Astfel, din (2.8) rezulta r? ~ a§+2ap§ si ecuatiile
(2.49) devin

. ) 3 m ouU.
f—%sz(ag—d;)s: -

23
: (2.50)
; : n  0Ung
77+ 2np€ = —Gmpﬁ = 8777’
unde
_ 3¢? mp 2 _ ¢2 2

Ecuatiile (2.50) se numesc ecuatiile lui Hill, dovedindu-si la inceput aplicabilitatea in cadrul
teoriei lunare. O proprietate interesanta a lor este aceea ca ele se scaleazda cu marimea m;l,/ s,
Astfel, efectuand scalarea de coordonate & — &'(m,/3)Y/? si n — 1/ (m,/3)'/3

d — d'(m,/3)/3, iar ecuatiile lui Hill devin

, atunci avem si

. , 11
é./ — 2np77/ = 3G <(13 — d,3> fl
p
(2.52)

/
. : Ui
77/ + 2np€, == —3G%,
ce arata ca miscarea 1n vecinatatea corpului perturbator poate fi descrisa independent de masa
acestuia, traiectoriile fiind scalate in mod corespunzator.
Folosind relatia (2.23), in sistemul de coordonate Hill integrala Jacobi va avea expresia

3¢2 9.
Cy=G (ag + 2"5;’) — (& +79%). (2.53)

Inspectand ecuatiile (2.50), componenta radiala a fortei gravitationale, derivata din poten-
tialul Ug, dispare atunci cand 3d® = mpaf;. Aceasta exprima un echilibru intre fortele ce
actioneaza asupra corpului infinitezimal, in sistemul de referinta folosit. Suntem condusi astfel

la definitia sferei de actiune (gravitationala) Hill, ca fiind sfera de raza

5p = ap (”;p)é (2.54)

in jurul corpului perturbator. In interiorul acestei sfere miscarea se considera guvernata de corpul
perturbator, iar in exteriorul sau, miscarea este guvernata de corpul central al sistemului. De
asemenea, pe suprafata acestei sfere se vor situa si punctele Lagrange de echilibru L; si Lo,
asa cum rezultd din expresiile distantelor lor la corpul perturbator, (2.45) si (2.46), luate cu

. LA . . 1/3
aproximatie pana la ordinul lui mp/ .

2.2 Formalismul geometric a lui ()pik

2.2.1 Caracterizarea miscarii

Intr-unul din paragrafele anterioare am ariitat cum criteriul Tisserand stabileste o legitura intre
parametri orbitali ai corpului infinitezimal, Tnainte gi dupa apropierea stransa cu planeta. Se
nasgte intrebarea, daca in anumite conditii simplificatoare se pot determina explicit legaturile
dintre aceste elemente orbitale. In lucrarea [Opik, 1963] s-a introdus un formalism geometric
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bazat pe aproximatia celor doua corpuri, ce da rezultate surprinzator de bune in predictia
modificarii orbitale in urma unei apropieri stranse [Carusi et al., 1990]. Formulele sale descriu
modificarea orbitala doar in elementele a, e gi I, Insa extensii naturale pot fi obtinute i pentru
celelalte elemente orbitale: w, © si M [Berinde, 2001a.

Ideea de baza a metodei de calcul este aceea ca, departe de corpul perturbator, orbita corpului
de proba este una kepleriana in jurul corpului central, iar pe parcursul apropierii stranse orbita
sa este una kepleriana hiperbolica in jurul corpului perturbator, unde actiunea gravitationala a
corpului central este neglijata. Aceastd aproximatie este cu atat mai consistenta cu cat apropie-
rea stransa se desfagoara Intr-un timp mai scurt, deci cu cat viteza planetocentrica a corpului
infinitezimal este mai mare. Migcarea corpului cunoaste astfel doua ipostaze, functie de distanta
sa la corpul perturbator. Remarcabil este faptul ca expresia acestei distante nu apare explicit in
formulele obtinute, Insa cunoagterea ordinului sdu de marime este utila in analiza aplicabilitati
acestui formalism.

Raza sferei de actiune gravitationala cunoaste in literatura de specialitate diverse expresii, in
functie de modul cum se defineste. In [(")pik, 1963] ea se defineste ca fiind raza egala cu distanta
de la planeta pana la un punct, in directia corpului central, in care forta perturbatoare a acestuia
este egala cu forta gravitationala a planetei. Intr-un sistem de referinta legat de corpul central
si cu notatiile din ecuatia (2.2), expresiile acestor doua forte sunt

r, —r
) R —Gmp%. (2.55)

Feen =G <r »

= 3
Egalandu-le in punctul specificat (situat la distanta s, de planeta), obtinem

1 1
My _ - (2.56)

2 2
sz (ap— sp) a2
de unde urmeaza ca

5.\ 2 1 5,0\ ° s\
myp (ap> (1“‘%)2 ] <ap) - (%) - ( )

Prin neglijarea puterilor superioare lui 3 ale raportului subunitar s,/a,, deducem urmatoarea
expresie pentru raza sferei de actiune gravitationala

1
Sp = ap (%) ° (2.58)

unde m,,, masa planetei, este exprimata in fractiuni ale masei corpului central.

Pe de alta parte, egalitatea (2.54) ne furnizeaza o alta expresie pentru sfera de actiune
gravitationala care, de altfel, este cea mai larg uzitata in literatura de specialitate moderna. In
orice caz, diversele expresii folosite de-a lungul timpului se incadreaza intr-un tipar de forma
sp = Aapmf , cu A si B constante, in care valorile absolute obtinute nu difera semnificativ.
Oricum, in formalismul geometric adoptat, din perspectiva miscarii heliocentrice a corpului
infinitezimal, dimensiunea acestei sfere de actiune planetara este negligabila. Spre exemplu,
pentru Pamant avem s, = 0.01 UA, iar pentru Jupiter s, = 0.3 UA, valori mult mai mici decat
semiaxele orbitelor lor heliocentrice.

2.2.2 Miscarea in exteriorul sferei de actiune planetara

Notam cu v vectorul viteza heliocentrica a corpului infinitezimal, cu v, vectorul viteza heliocen-
trica a planetei si cu v, respectiv vy, modulele corespunzatoare. Atunci, u = v — v, se numeste
viteza planetocentricd neperturbata a corpului. Modulul sau este
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u? =% + vf) — 20 cos (V, Vp). (2.59)
Presupunem corpul infinitezimal situat in vecinatatea corpului perturbator (mai precis, la limita
sferei sale de actiune gravitationald). Din geometria orbitelor rezulta ca apropierea stransa dintre
cele doua corpuri se realizeaza (in general) in vecinatatea unuia dintre nodurilor orbitale (relative
la planul orbitei planetare), deci la intersectia celor doud orbite. Astfel, r =~ r, si r = r, = a,.
Mai mult, tot din geometria orbitelor deducem cos (v, v,) = sin (v, r) cos I. Folosind si egalitatea
(r x v), = |r x v|cos I, vom obtine in final relatia

u2:1)2+v§—2%‘(r><v)z. (2.60)
ap

Cu ajutorul primei egalitati din (2.29) si aproximand v} = G(1+my)/a, = G/a,, deducem

v’ = 1)12, ( - %) , (2.61)
de unde rezulta
u2:v12, [3— (?—1—2 Czp(l—ez)-cosl)] , (2.62)

sau

u=v,vV3—T. (2.63)

Marimile din membrul drept fiind toate constante, ca urmare a criteriului Tisserand, putem
concluziona ca viteza planetocentrica neperturbata a corpului de proba se conserva ca marime
in urma apropieri stranse cu planeta. Cu alte cuvinte, la iesirea din sfera de actiune planetara
modulul vitezei planetocentrice neperturbate este acelasi ca si la intrare, variind doar orientarea
acestuia. Din acest motiv, asa cum vom vedea In paragraful urmator, viteza u se poate identifica
cu viteza la infinit In miscarea hiperbolica planetocentrica, care evident este aceeasi pe ambele
asimptote ale orbitei hiperbolice.

Egalitatea (2.63) impune conditia 7" < 3, ce corespunde tuturor orbitelor care “traverseaza’
orbita planetara, deci care din punct de vedere dinamic pot aduce corpul in apropierea planetei
perturbatoare. Pentru a justifica aceasta observatie vom face urmatoarele notatii, § = a(1—e)/a,

si Q = a(l+ e)/ay, functie de care parametrul Tisserand se scrie

T:if+2¢2%q-ﬂ@}—b+(2—ﬁv-asL (2.64)

Orbitele care “traverseaza” orbita planetars sunt caracterizate de conditia (7 — 1)(Q — 1) < 0,
ceea ce ne conduce la urmatorul gir de inegalitati

T<2ya/o-"2c3 (2.65)
a a

afirmatia anterioara fiind astfel justificata. De remarcat ca argumentul din radical este intot-
deauna o cantitate pozitivd, deoarece 2 —a,/a =2—(1+¢€)/Q >2—2/Q > 0, in cazul orbitelor
considerate.

Din relatia (2.61) conditia de orbitd inchisd se transcrie v < v/2v, si conditia de orbita
progradi este cos(v,v,) > 0. Din (2.59) vom deduce u < v/3v, si deci, T > 0. Concluziondm
din cele de mai sus ca

0<T<3. (2.66)
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Prin relatia (2.62) am exprimat modulul vectorului viteza u functie de tripletul elemen-
telor orbitale (a,e,I). In continuare vom exprima si componentele acestui vector in functie
de parametri anteriori, intr-un sistem de referinta convenabil ales. Fie PXYZ un sistem de
referinta planetocentric, in care axa PX este orientata in directia miscarii planetei, axa PY este
indreptatd spre corpul central, iar axa PZ este perpendiculara pe planul orbitei (figura 2.4).
Notam cu (vg, vy, v;) si (ug, uy, u,) componentele vectorilor viteza heliocentrica, respectiv pla-
netocentrica, in acest sistem. Vom avea egalitatile u, = v, —vp, uy = vy si u, = v,. In miscarea
kepleriana heliocentrica a corpului infinitezimal, daca E noteaza anomalia excentrica pe orbita,
atunci avem

Apre corpl central Y
Figura 2.4. Vectorii viteza in sistemul de referinta planetocentric.

CL2 en

r=a(l —ecosE), 7=

sin F, (2.67)

r

unde n = v/Ga~/? noteazi miscarea medie diurni a sa. Eliminand E din cele doui relatii si
tinand seama de egalitatile r = a) si vg ~ G/ay, obtinem

uyEf::I:vp\/Q—ap—a(l—GQ). (2.68)
a

ap

Pe de alta parte, din (2.29) rezulta, prin neglijarea masei m,

1
ux:(rxv)z—vpzvp< a(1—62)-cosl—1>. (2.69)
ap Gp
Analog se obtine si
u, = —(r xv), =+, i(1 —e2)-sinl. (2.70)
ap ap

Recompunand u? = u? + ug + u2, vom obtine din nou relatia (2.63). Componenta u, are
intotdeauna semnul “+” Inaintea parantezei mari, deoarece corpul infinitezimal are miscare
prograda (in sens direct). Semnele celorlalte componente depind de geometria apropierii si sunt
prezentate in tabelul urmator.

’ Geometria apropierii H pre-periheliu ‘ post-periheliu
la nodul ascendent | wu, cu “+7 si u, cu “+7 | uy cu “=" gi u, cu “+”7
la nodul descendent || u, cu “+7 si u, cu “~" | uy cu “~” gi u, cu “—"

Tabelul 2.1. Semnele componentelor vectorului viteza u, in functie de geometria apropierii.
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Din relatiile (2.68) - (2.70), dupa cateva calcule elementare, rezulta formulele inverse

G
a =
V2 — 2ugvp — u?
L 2,2 2 2002 _ 42
e=—5\ju + 4u2v2 + duugvy + ug (V2 — u? — 2uzvp) (2.71)
P

I = arctan (uz>
Ug + Up

In continuare vom parametriza orientarea vectorului u in sistemul de referinta folosit, prin
introducerea unghiului ¢ masurat intre vectorii v, si u, si a unghiului ¢ masurat intre planul
format de acesti doi vectori i planul vertical (XPZ), in sensul pozitiv al axei PY (figura 2.4).
Din ecuatiile parametrice

Uy = U Ccosf
Uy = usinfsin ¢ (2.72)
U, = 1 sin 0 cos @,

egalitatile (2.71) se transcriu

. G
_vg—va’u,COSQ—UQ
W i 0sin? 6+ 22(2 — sin? fsin? ) cosf + "B (4cos2 0+ sin® O sin?
e—v—% — sin” fsin” ¢ + E( — sin® f'sin” ¢) cos +ﬁ( cos? 6 + sin” 0 sin” ¢) (2.73)
sin 6 cos ¢
I = arctan — 7,
cosf + —
u

in care trebuie facuta transformarea I — w — I daca apropierea stransa are loc la nodul descen-
dent al orbitei.
Prima relatie din (2.73) ne conduce la egalitatea

e

2upu

cosf =

ce ne arata ca, deoarece u este constant, unghiul  depinde doar de energia orbitala heliocentrica
a corpului infinitezimal. In miscarea parabolica energia orbitald este nula, caz in care

v2 — u?
cos bl = S (2.75)
p

Inegalitatea 6 < 6, cuprinde toate orbitele hiperbolice heliocentrice. Existenta unor astfel de
orbite este conditionats de inegalitatea u > (/2 — 1)vp, obtinuta impunand conditia ca membrul
drept al egalitatii (2.75) s& fie subunitar. Folosind (2.63), acesteia 1i corespunde urméatoarea
inegalitate pentru parametrul Tisserand: 7' < 2v/2. Daca acelasi membru drept, luat cu semnul
minus, este supraunitar atunci u > (\/5 + 1)vp, ceea ce arata ca toate orbitele sunt hiperbolice.
Folosind aceste considerente, intr-un capitol ulterior se va studia eficienta apropierilor stranse
in expulzarea de corpuri din sistemul solar.
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A treia relatie din (2.73) stabileste pentru variabila unghiulara ¢ expresia

Up
cosf + —
cos¢p=+——" tanl], (2.76)
sin
unde semnul “+” se ia la nodul ascendent al orbitei iar semnul “—” la nodul descendent. De

asemenea, ¢ € [0, 7] pentru misgcarea pre-periheliu si ¢ € (7, 27) pentru miscarea post-periheliu.

Formulele de legatura (a,e,I) < (u,6,¢) stabilite anterior ne permit sa deducem dintr-un
set de elemente pe celidlalt. Daca convenim sa notam cu “prim” variabilele ce caracterizeaza
pozitia corpului infinitezimal in urma apropierii stranse, atunci sirul de relatii

(a,e,I) = (u,0,0) = (u,0',¢) — (', €/, I') (2.77)

ne da posibilitatea determinarii orbitei corpului dupa eveniment. Veriga lipsa este insa (6, ¢) —
(0',¢') a carei rezolvare impune studiul migcarii corpului in interiorul sferei de actiune planetara.

2.2.3 Miscarea in interiorul sferei de actiune planetara

Asa cum subliniam anterior, traiectoria planetocentica a corpului infinitezimal este aproximata
cu o hiperbola, fata de care viteza planetocentrica neperturbata u, definita in paragraful anterior,
este asimilata cu viteza la infinit. Aceasta se conserva ca modul in urma apropierii stranse,
insa vectorul vitezd corespunzator igi va modifica orientarea, devenind u’. Notam cu v (figura
2.4) unghiul dintre cei doi vectori, numit unghi de deflexie gravitationald. Planul de rotatie
corespunzator este inclinat cu un unghi ¢ fata de planul fix determinat de vectorii (u,v,). Acest
unghi il vom numi inclinatia orbitald planetocentrica. Din triunghiul sferic de laturi (6,+,0")
deducem formulele de legatura

cos @' = cos cos~y + sin 6 sin~y cos 1, (2.78)
si notand d¢ = ¢’ — ¢, atunci

cosy — cos 0 cos 6/ sin ~y sin 1)

cosdgp = , sind¢ ==+ (2.79)

sin  sin 6 sin ¢/
Daca valoarea lui 6 este bine precizata de ecuatia (2.78), deoarece 8’ € [0, 7], pentru d¢ lucrurile
sunt mai complicate, valorile sale fiind in stransa legatura cu geometria apropierii. Ele vor fi
precizate explicit In paragraful urmator.

Revenind la migcarea hiperbolica planetocentrica, vom nota cu ap, respectiv ey, semiaxa

mare si excentricitatea orbitei corespunzitoare. Avem u? = —Gmyp/ap. Daca vs noteaza
anomalia adevarata limita, atunci cosv,, = —1/e,. Pe de alta parte, v/2 = voo — 7/2 (figura
2.5), de unde obtinem
2\ —1
oy 1 qnu
sim—=—=1[1+ , 2.80
2 (& < Gmp) ( )

unde gy, = ap(1 — ep,) este distanta periastrului (distanta minima la planeta).

Tot din figura 2.5 rezulta cosvy/2 = b/(qn — ap,), unde b este distanta de la corpul perturbator
la una din asimptotele orbitei hiperbolice, purtand numele de parametru al apropierii. Acesta
cuantifica magnitudinea apropierii stranse. Utilizand expresiile deduse anterior, putem scrie

1
lep, +1 Gmy )\ 2
b= aqn h = gh <1 +2 g) = th, (2.81)
ep— 1 quu

unde f poarta numele de factor de convergenta gravitationala (“gravitational focusing”). f este
o marime adimensionala supraunitara, aga cum rezulta dintr-o expresie alternativa a sa
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Figura 2.5. Orbita hiperbolica planetocentrica din interiorul sferei de actiune gravitationala.

1
f= [1 L (7””‘”")2] Y (2.82)
qh u

unde R, este raza corpului sferic perturbator, iar vy, este viteza parabolica la suprafata sa.
Factorul de convergenta gravitationala arata in ce raport scade distanta la periastru fata de
distanta neperturbata b, in urma unei apropieri stranse. De asemenea, el descrie si in ce raport
creste viteza corpului infinitezimal in prezenta campului gravific planetar, deoarece se arata usor
ca la periastru viteza sa este up = uf.

Combinand relatiile (2.80) si (2.81), obtinem urmatoarea expresie pentru unghiul de deflexie
gravitationala

v _ Gm, R, (Upar)2 (2.83)

tan — = _ P
any bu? 26 \ w

Deci v = (b, u), acesta variind in functie de magnitudinea apropierii si de viteza corpului “la
infinit”. Valoarea sa maxima se obtine la limita de coliziune cu planeta, g, = R,, caz in care
parametrul b ia valoarea

u

Upa'r 2 %
b="Timp =Ry |1+ <7> ) (2.84)
si se numeste raza de impact, iar unghiul maxim de deflexie gravitationala va fi dat de

-1

142 (v;’:ﬂ . (2.85)

Viteza In periastru se va obtine atunci din expresia

. Ymazx
S1n =

2 _ 2 2
up = U —|—’Upa,,,

(2.86)

ce este deseori folosita in literatura la estimarea vitezei de impact a unui corp, cunoscand viteza
sa “la infinit” w.

Parametri 7y, $i Ymaee depind doar de cateva caracteristici fizice ale corpului perturbator
si de viteza invarianta wu, deci ei sunt propri fiecarei orbite asteroidale in parte si constanti pe
intervale mari de timp, in lipsa apropierilor stranse cu un al doilea corp perturbator. In figura
2.6 s-a reprezentat magnitudinea acestor doi parametri, in cazul a doua planete cu caracteristici
foarte diferite: Pamantul si Jupiter, pentru diverse valori ale vitezei planetocentrice u, norma-
lizata la viteza heliocentrica planetara v,. Cu cat raza de impact este mai mare, cu atat creste
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Figura 2.6. (a) Variatia razei de impact 7y, normalizata la raza planetara R,; (b) Variatia
unghiului maxim de deflexie gravitationald y,q., in functie de raportul vitezelor u/v,, pentru
planetele Pamant si Jupiter.

sansa ca orbita respectiva sa devina, in urma apropierilor repetate cu planeta, o orbita colizio-
nala. Cu cat unghiul maxim de deflexie este mai mare, cu atat este mai violenta modificarea
orbitala a corpului infinitezimal, ajungandu-se pana la expulzarea sa din sistem. Acesta este,
de fapt, principiul asistentei gravitationale (“gravitational assist”), folosit cu eficacitate de mi-
siunile spatiale interplanetare pentru a castiga energie orbitala, in urma unei apropieri stranse
cu planetele gigant (de exemplu, misiunile Voyager).

2.2.4 O harta completa a modificarii orbitale

Formalismul clasic dezvoltat de Opik si-a gisit de-a lungul timpului aplicabilitatea in diverse
probleme din domeniul mecanicii statistice , dar mai putin in probleme de natura determinista.
Aceasta deoarece, o serie de parametri orbitali ce intervin In calcule nu pot fi precizati explicit,
ci doar in sens statistic. In primul rand este vorba despre elementele orbitale kepleriene €2, w si
M, care nu intervin deloc in formalismul folosit (deseori considerandu-se ca variaza uniform de-a
lungul orbitei) si, in al doilea rand, expresiile inclinatiei orbitei planetocentrice v gi a parame-
trului apropierii b, care nu sunt legate explicit de geometria apropierii (variatia lor supunandu-se
tot unui model statistic).

In randurile urm&toare vom extinde citeva rezultate din formalismul lui Opik ce ne permit
apoi explicitarea tuturor parametrilor orbitali mai sus mentionati si crearea unei harti complete
a modificarii orbitale [Berinde, 2001a].

Vom prezenta mai jos ipotezele simplificatoare in cadrul carora vom rezolva problema, ipoteze
care de altfel apartin lui Opik: (i) miscarea corpului infinitezimal cunoaste doua regimuri, cel
heliocentric si cel planetocentric, in functie de pozitia sa fata de sfera de actiune gravitationala
a planetei perturbatoare; (ii) planeta executd o miscare circulara in jurul corpului central; (iii)
apropierea stransa are loc in vecinatatea unuia din nodurile orbitale ale orbitei corpului infinite-
zimal, raportata la planul de migcare a planetei; (iv) pe parcursul apropierii stranse, traiectoriile
neperturbate ale corpurilor in discutie sunt presupuse a fi rectilinii iar vitezele neperturbate con-
stante; i in final, (v) efectul apropierii stranse asupra corpului infinitezimal este modelat ca un
impuls instantaneu aplicat In momentul atingerii distantei planetocentrice minime.

Fie (a,e, I,Q,w, M) setul de elemente orbitale kepleriene dinaintea apropierii si €pod, €per
parametri ce selecteaza tipul apropierii: €,,y = +1 la nodul ascendent, €,,q = —1 la nodul
descendent; €, = +1 pentru intalnire pre-periheliu, €,e, = —1 pentru intalnire post-periheliu.
Dat fiind primul parametru, al doilea se obtine din €pe, = signlenoq (T — w)], unde sign|-] este
functia semn. Notam cu tg momentul de timp cand corpul infinitezimal trece printr-unul din
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nodurile sale orbitale. Daca anomalia mijlocie M este data la un moment de timp anterior ¢ si
Mg noteaza anomalia mijocie la trecerea prin nodul orbital, atunci tg =t + /a3/G (Mq — M).
Din ecuatia lui Kepler avem Mq = Eq — esin Eq, unde anomalia excentrica este data de relatia

EQ 1—e¢ W €nod
= =/ — . 2.
tan 5 T+e (tan 2) (2.87)

Consideram nodul orbital situat la distanta d de orbita planetara, orbita pe care, la momentul
de timp tq, planeta perturbatoare ocupa pozitia Pq (figura 2.7), punct situat la distanta d, de
linia nodurilor orbitei corpului infinitezimal. Geometria apropierii este pe deplin caracterizata
de aceste doua distante, ale caror expresii sunt

1—e?

d=a,—a———
P 1 4 €504 COsw

o dp = ap(lp(te) — Q) (2.88)

unde [, noteaza longitudinea heliocentrica a corpului perturbator, o functie liniara de timp.
Distantele respective au semn, dupa cum sunt orientate fata de un sistem de referinta OXYZ cu
centrul in punctul de intéalnire al liniei nodurilor cu orbita planetei, avand axa OX orientata in
directia de miscare a acesteia, axa OY indreptata spre corpul central si axa OZ perpendiculard
pe planul orbitei planetare.

.II.Z

&t

Spre corpul central v

Figura 2.7. Geometria apropierii in vecinatatea liniei nodurilor.

Pentru inceput vom exprima distanta AP dintre cele doua corpuri la fiecare moment de timp
$i apoi vom determina minimul acesteia, care va fi tocmai parametrul apropierii b . Fie [ distanta
de la punctul A la nodul orbitei 2, luatd cu semnul plus in directia miscarii, atunci coordonatele
punctului A vor fi date de

TA = 1%z
Uy
YA = d—l—l? (2.89)
Z4 = l%
v

si folosindu-ne de relatiile dintre vectorii viteza u si v si relatiile (2.72), putem scrie
A =1 (Ecose—i— %>
v v

ya = d—I—l%sinOsingb (2.90)

u .
z4 = l—sinfcos ¢,
v
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unde u, 0, ¢ sunt functii de elementele orbitale initiale, agsa cum s-a aratat in paragraful anterior,
ecuatiile (2.62), (2.74) si (2.76).

Distanta planetei la linia nodurilor OY va fi data de xp = dp, + lv,/v si astfel, distanta
cautata se scrie

AP? = (:CA—CCP)2+y124+ZIQ4 =

2 291
l%—l—(dsin&sin¢—dpcosﬁ) + (dcos ¢)? + (dsin ¢ cos 0 + d, sin 0)?. (2:91)

Minimul acestei expresii se realizeaza atunci cand primul termen din partea dreapta dispare,
adica pentru

l= %(dp cos — dsinfsin ¢), (2.92)

dupa un timp

1
dr = —(d, cosf — dsinfsin ¢) (2.93)
u

de la trecerea corpului prin nodul orbitei sale. Astfel, rezulta

b= \/bmmd—k (dsin ¢ cos @ + dj, sin )2, (2.94)

Marimea by,iq = |d cos ¢| se numeste distanta minima de intersectie orbitala (MOID - “minimal
orbital intersection distance”) [Carusi si Dotto, 1996] si exprima distanta minima dintre orbitele
kepleriene osculatoare ale celor doua corpuri, masurata in spatiul tridimensional. Dupa cum
arata expresia anterioara, aceasta distanta este atinsa in cazul particular d, = dsin ¢ cot 6.

Notam b =AP. Folosind relatiile (2.72) si (2.90), dupa cateva calcule se poate arata ca vecto-
rul produs vectorial b X u, ce are semnificatia momentului cinetic specific al miscarii hiperbolice
planetocentrice, va avea componentele

(b X u); = udsin 6 cos ¢
(b x u), = ud,sinf cos ¢ (2.95)
(b x u), = —u(dcosf + dpsinfsin ¢).

Rezulta imediat ca |b x u| = bu, ceea ce confirma perpendicularitatea vectorilor b si u. Planul
format de acesti doi vectori este planul orbitei planetocentrice. Inclinatia sa pe planul format
de vectorii u si v, este

(b xu)-(uxvy)
b xul|uxvyl’

cos ) = (2.96)

de unde, tindnd seama de expresiile (2.95) si de faptul cd vectorul u x v, are componentele
(0, uvy, sin @ cos ¢, —uwvy, sin @ sin @), rezulta

costp = dsmgécosg +d, 511197 (2.97)
sau folosind (2.94),
sinth = mé”d (2.98)

In acest moment am determinat toti parametri geometrici dinaintea actiunii perturbatoare
a planetei. Folosind acum expresiile lui b si ¢, din (2.83) rezulta v, iar din (2.78) rezulta 6'.
Unghiul ¢’ se obtine din relatiile (2.79), mai precis
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(2.99)

¢ = ¢ — sign(€noq d) - arcsin <Sm81m/])

sin 6/
Daca pastram notatia cu “prim” pentru elementele geometrice de dupa apropiere - omoloa-
gele celor dinaintea apropierii, atunci vom avea

€nod = SIgN(COS G cOS @') - €nody  €pep = Sign(sin g sin@’) - €pey. (2.100)

Modificarea tipului nodului orbital va induce dupa sine modificarea longitudinii finale ' a
nodului cu 7 radiani. De asemenea, dac €/, ; - €,., = —1 atunci argumentul final al periheliului
w’ se va inlocui cu 27 — W',
Din conservarea momentului cinetic planetocentric si folosind expresiile (2.95), rezulta ex-

presiile distantelor ce caracterizeazi noua geometrie a apropierii, d’ = dk si d; = dyk, unde

sin 6 cos ¢

k= —u——. 2.101

sin @’ cos ¢’ ( )
Cu aceste valori se poate obtine o expresie analoaga cu (2.93) a intervalului de timp d7’, masurat
de la trecerea prin noul nod al orbitei. Imediat vom putea scrie longitudinea nodului orbital

1
Q=0+ CTp[dp — dy, +v(dr — d7')], (2.102)

a argumentului periheliului

1 a’

r_ 2
cosW' = €noq * (1—e )ap —7 1], (2.103)
si a momentului de trecere prin nodul orbitei
to = to + (dr — d7r’). (2.104)

Elementele orbitale a’, €’ si I’ se obtin din expresiile (2.73), in care variabilele unghiulare
din membrul drept se inlocuiesc cu omoloagele lor notate cu “prim”, date de relatiile (2.78),
respectiv (2.99). Apoi, valoarea anomaliei mijlocii M, se va obtine dintr-o expresie analoagé cu
(2.87), in care marimile din membrul drept vor fi cele rezultate in urma modificarii orbitale.

Care sunt conditiile in care aceastd hartd a modificirii orbitale poate fi aplicatd? In primul
rand, este conditia de intalnire a orbitelor corpurilor implicate in apropierea stransa: 1 —e <
ap/a < 1+ e, ceea ce, din pacate, exclude orbitele care se pot apropia tangential; conditia de
intrare in sfera de actiune planetara: b < s,, cu s, dat de (2.54); conditia de non-coliziune cu
planeta, data de b > 7y, si, bineinteles, ipotezele simplificatoare (i) - (v) pe baza carora s-a
construit algoritmul. Mentionam aici conditiile de intilnire in vecinatatea unuia din nodurile
orbitale: |d| < a, si|dp| < ap si conditia ca traiectoriile celor doua corpuri sa poata fi considerate
rectilinii pe portiunea intersectiei orbitale, ceea ce se intimpla ori de cate ori variatia unghiului
«, dintre vectorul de pozitie r si vectorul viteza v (figura 2.7), pe un interval dat de timp, sa
zicem dr, este neglijabila. Expresia unghiului o este

sino = 12X V1 _ \/a(1—e2)/(2—r), (2.105)

X% r a

si folosind ecuatia (2.68), variatia sa in intervalul de timp dr, la distanta a, de corpul central,
este

ap — a

da = +/Ga(1 — e2) dr, (2.106)

a2(2a — ap)
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ce permite verificarea conditiei enuntate.

Se poate arata ca orbitele puternic alungite, avand periheliul in vecinatatea Soarelui, asa nu-
mitele orbite zgarie-Soare (“Sun-grazers”), si cu afeliul in preajma orbitei corpului perturbator,
nu indeplinesc conditia respectiva. Astfel, cu a(1 + e) = a, expresia (2.106) se transforma in

da = VGa3/? < dr, (2.107)
A=+

si din e < 1, rezulta ca da > 0.

In acest fel am obtinut o harta completa a modificarii orbitale, ce poate fi folosita in pro-
pagarea traiectoriei unui corp supus apropierilor stranse repetate cu una sau mai multe planete
perturbatoare. Aceastd harta isi va gasi aplicabilitatea in capitolul 4 al lucrarii, unde este stu-
diat procesul de difuzie haotica a corpurilor din centura lui Kuiper spre interiorul sistemului
solar.
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Caracteristici ale evolutiei dinamice
pe termen lung

In acest capitol vom prezenta principalele caracteristici de evolutie dinamica ale corpurilor din
vecinatatea orbitei terestre, caracteristici ce stau, de altfel, la baza unor clasificari dinamice. In
majoritatea cazurilor, acestea sunt puse in evidenta In urma unor integrari numerice pe termen
lung, efectuate intr-un sistem dinamic ce modeleaza sistemul nostru planetar [Dvorak, 1999].
Prin sintagma “termen lung” intelegem o perioada de timp ce cuprinde zeci de intervale de timp
Lyapounov, pentru majoritatea asteroizilor de tip NEA aceasta insemnand sute sau mii de ani.

3.1 Comportament haotic

In era timpurie a mecanicii ceresgti astronomii considerau ca orice sistem dinamic de corpuri (si
chiar Universul in intregul sau) este determinist, si anume, data fiind starea initiala a acestuia
si cunoscand toate fortele ce actioneaza asupra sa la fiecare moment de timp, prin rezolva-
rea ecuatiilor de migcare se pot determina starile trecute si viitoare ale sistemului, oricat de
indepartate ar fi ele. Din pacate, aceasta ipoteza nu este valabila pentru majoritatea sistemelor
dinamice de corpuri, datoritd fenomenului numit haos.

Nu exista o definitie universal acceptata a haosului, chiar daca el este detectat intr-o larga
varietate de sisteme dinamice. Pentru scopul nostru vom folosi urmatoarea definitie, conform
[Murray si Dermott, 1999]: un obiect din sistemul solar spunem ca prezinta miscare haotica daca
starea sa dinamica finala este sensibil dependenta de starea sa initiala. Stiind ca orice marime
fizica inglobeaza eroarea sa de determinare, la fel si imprecizia conditiilor initiale se transforma
in incertitudinea rezultatelor finale. In acest paragraf vom examina natura si consecintele feno-
menului de haos in contextul evolutiei dinamice pe termen lung a populatiei de corpuri studiate.

3.1.1 Haos in problema restransa circulara plana a celor trei corpuri

Haosul se manifesta chiar gi intr-unul dintre cele mai simple modele dinamice din mecanica
cereasca: problema restransa circulara plana a celor trei corpuri. Vom considera in continuare
un astfel de exemplu, in care corpul perturbator este identificat cu planeta Jupiter (situata
pe orbita circulara de raza a = 5.2 UA) si doua corpuri infinitezimale, situate pe o aceeasi
orbita kepleriana, de parametri orbitali a = 7 UA, e = 0.7, w = 80° gsi M = 100°, initial
foarte apropiate una de cealalts, la o diferenta de numai 107%(°) in anomalia mijlocie. Figura
urmatoare prezinta evolutia in timp a semiaxelor mari ale celor doua corpuri. Miscarea lor
fiind dominata de numeroase apropieri stranse cu planeta Jupiter, semiaxele mari Inregistreaza
variatii aleatoare (“random walk”), iar la scurt timp ele vor dobandi valori complet diferite.
Acest comportament dinamic denota existenta fenomenului de haos in sistemul respectiv.
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Figura 3.1. Variatia semiaxelor mari a doua particule test, initial apropiate, perturbate de
planeta Jupiter, in problema restransa circulara plana a celor trei corpuri. Migcarea lor este
dominata de apropieri stranse.

Haosul are insd manifestéari mult mai subtile decat aceasta. Astfel, in figura 3.2 sunt prezen-
tate evolutiile dinamice a doua corpuri infinitezimale, situate in acelagi sistem dinamic simplifi-
cat, initial foarte apropiate una de alta, pe o orbita kepleriana de parametri orbitali a = 3.633
UA si e = 0.1967, ceilalti parametri unghiulari fiind toti nuli. Initial, orbitele celor doua cor-
puri prezinta variatii regulare, dupa un timp ele se separa, evoluand haotic. Mentionam ca in
aceasta simulare nu sunt inregistrate apropieri stranse cu planeta perturbatoare (Jupiter). In
acest exemplu, variatiile neregulate ale semiaxelor mari, ce apar vizibile de la un moment dat,
marcheaza tranzitia intr-un regim haotic de miscare.

Structura relativ simpla a problemei restranse circulare plane a celor trei corpuri a permis
mecanicienilor introducerea unor parametri cu ajutorul carora se pot caracteriza orbitele re-
gulare si cele haotice. Pentru aceasta, pornim de la ecuatiile de migcarea (2.12) ale corpului
infinitezimal, scrise in sistemul de referinta corotational pentru cazul plan

é— 2n,n — nzﬁ = -G F ;35* + mpg ;,fp}

(3.1)
i+ 20,6 —nPn = —G l—kmi
n P 1 = r3 pdS -

Solutia problemei este data de setul de parametri (£ ,n,é,f]) ce corespunde, la fiecare moment
de timp, unui punct in spatiul fazelor cuadridimensional definit de acestia. Pe de alta parte,
integrala Jacobi

1 1 . .
Cr=r2 (€ +1) +26 (5 +myy ) - & - P (32)

defineste o “hipersuprafatd” in acest spatiu al fazelor, si astfel, pozitia particulei infinitezimale
va fi unic determinata de tripletul (&, 7, 5), parametrul 7 putand fi obtinut, pana la o schimbare
de semn, cunoscand valoarea constantei Jacobi. La fiecare moment de timp, cand n = 0, vom
marca intr-un plan valorile parametrilor ramasi independenti (&, 3 ). Ambiguitatea in semnul lui
7) este Inlaturata considerand doar acele momente de timp cand, de exemplu, 77 > 0. Aceasta este
metoda sectiunii Poincaré. Aceastd sectiune se defineste, deci, prin fixarea unui plan in spatiul

tridimensional al fazelor gi prin marcarea punctelor unde traiectoria corpului intersecteaza acest
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Figura 3.2. Variatia semiaxelor mari a doua particule test, initial apropiate, perturbate de
planeta Jupiter, in problema restransa circulara plana a celor trei corpuri. Migcarea lor nu
inregistreaza apropieri stranse.

plan, intr-o anumita directie. Metoda are avantajul de a prezenta modificarile orbitale ce au loc
in timp, Intr-o maniera mult simplificata fata de cea a repezentarii directe a traiectoriei orbitale.
Pentru un anumit punct (&, {) de pe suprafata de sectiune, vom putea folosi valoarea constantei
Jacobi si faptul cad n = 0 pentru a determina valoarea lui 7. Astfel, toate cele patru cantitati
sunt cunoscute si, deci, orbita heliocentrica a corpului va fi bine precizata. Din relatiile (2.7) si
(2.9), in care facem translatia { — & — &, pentru a aduce corpul central in originea sistemului
de referinta, obtinem

vi= &4 [+ np(€ — &)
(rxv).= (€& +n(€—&)], (3.3)

si folosind acum relatiile (2.29), deducem expresiile semiaxei mari si a excentricitatii

azl/ﬁ—i}, = 1—(1”2(;)3 (3.4)

ce definesc orbita corpului in functie de coordonatele din planul de sectiune Poincaré.

Un exemplu de sectiune Poincaré este prezentat schematic in figura 3.3. Conditii initiale dife-
rite produc pe aceasta suprafata traiectorii diferite avand doua caracteristici distincte: traiectorii
periodice in jurul unor “insule” de stabilitate, corespunzand orbitelor regulare si traiectorii ce
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ocupa zone mai extinse in jurul zonelor de stabilitate, corespunzand orbitelor haotice. Structura
spatiului fazelor in problema restransa circulara plana a celor trei corpuri este in principal mo-
delata de fenomenele de rezonanta ale miscarii medii [Murray si Dermott, 1999]. Pozitionarea
punctelor de echilibru stabil si instabil ale fiecarei rezonante, precum si intensitatea cu care se
manifesta acestea, definesc locatiile gi dimensiunile regiunilor regulare si a celor haotice. In gene-
ral, orbitele periodice ce definesc insulele de stabilitate sunt asociate unor astfel de rezonante, pe
cand regiunile adiacente lor corespund migcarilor haotice. Acestea permit unui corp sa migreze
pe arii extinse in spatiul fazelor, rezultand de aici mari variatii in timp ale elementelor orbitale.
Cantitatile cheie ce definesc extinderea regiunilor haotice sunt valoarea constantei Jacobi, C,
si masa corpului perturbator, m,,.

Figura 3.3. Un exemplu schematic de sectiune Poincaré, prezentand zonele de stabilitate si
instabilitate a migcarii.

Metoda sectiunii Poincaré are insa o gama restransa de aplicabiliate: in problema restrinsa,
circulara, plana a celor trei corpuri. Obiectele de tip NEA prezintda insa misgcari pe termen
lung ce rareori se pot incadra in acest model simplificat. In sectiunea urmatoare vom prezenta
metoda exponentilor Lyapounov de determinare a gradului de haoticitate al unei migcari, metoda
aplicabila la orice sistem dinamic de corpuri.

3.1.2 Exponenti Lyapounov

Asa cum s-a vazut in paragraful anterior, orbitele haotice se caracterizeaza printr-o mare sensibi-
litate la conditiile initiale. In aceasti sectiune vom prezenta un procedeu de masurare a gradului
de haoticitate al unor traiectorii din cadrul problemei generale a celor “n” corpuri, bazandu-ne
pe aceasta caracteristica de instabilitate a miscarilor haotice.

In spiritul notatiilor introduse in sistemul de ecuatii (2.1), sistemul de ecuatii diferentiale
(redus la ordinul T) ce descrie migcarea heliocentrica a corpului infinitezimal, sub actiunea per-

turbatoare a “n-2” corpuri masive, este

dv r r,—r r;
i —Gﬁ-i—GZmi (’rz_r|3 —7‘3>
=1 ' (3.5)
dr
a "
care se poate scrie concis In forma vectoriala
= F(x), (5.6)
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unde X este un vector hexadimensional format din componentele vectorului de pozitie r si al vec-
torului viteza v al corpului de proba, intr-un sistem de referinta heliocentric, iar F' este o functie
vectoriala depinzand de X gi, de asemenea, de coordonatele celorlalte corpuri perturbatoare din
sistem.

Aplicatia t — X(t) defineste orbita corpului de-a lungul timpului. Conditiile initiale la
momentul ¢y sunt Xy = X (). Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (3.6), fiecarui set de conditii
initiale Xo, ii va corespunde o orbitd distinctd. Definim familia de aplicatii ® : Xo — (X (1)),
parametrizata dupa t, ce poartd numele de flux integral. Acesta asociaza conditiilor initiale
solutia generald a problemei, la fiecare moment de timp ¢. Fluxul integral este o aplicatie
diferentiabila in raport cu conditiile initiale, astfel incat urmatoarele derivate mixte exista si
sunt egale

9?4 Xy) 9P Xy)
otoXg  0Xeot '
unde simbolul de derivare partiala a functiei vectoriale in raport cu argumentul vectorial no-

teaza matricea jacobiana a functiei respective, formata din derivatele partiale ale componentelor
functiei in raport cu componentele vectorului argument. Notam de asemena cu

(3.7)

0Pt

L(t) = TXO(XO)

(3.8)

matricea jacobiand a fluxului integral in raport cu conditiile initiale si deoarece X (t) = ®!(Xj),
avem urmatorul gir de egalitati

0Xo

d d [0d!(X)) 0 [dX
—L(t) = — — (1
0= | ax) = oy Lar )

(3.9)

0 oF 0X(t OF

—F(X = —(X = —

e (X)) = 55 (X(®)) e X

de unde obtinem un sistem de ecuatii diferentiale liniare in raport cu timpul - agsa numitele

ecualii cu variatis [Milani si Mazzini, 1997]

~—

(X () L),

%L(t) = A(t)L(t), (3.10)
unde A(t) este matricea jacobiand a functiei F'(X) calculati de-a lungul orbitei. Din ®%(Xg) =
Xo, obtinem conditiile initiale de integrare pentru sistemul (3.10), anume L(ty) = Is, unde I
este matricea unitate de ordinul 6.

O interpretare dinamica a ecuatiilor cu variatii se poate obtine dupa cum urmeaza. Fie X
si Yy doua seturi de conditii initiale (aproape identice) pentru sistemul dinamic (3.6). Diferenta
initiala V(tg) = Vo = Yo — X se propaga in timp astfel

d d oF
V) = gV () - X@] = F) - FX) = 55 (X0))[Y () - X0 + O (t) - X(1)) (3.11)

si liniarizand deducem

d OF
SV () = S XV (3.12)

cu solutia data de V(t) = L(t)Vp, asa cum rezulta din (3.10). Ecuatiile cu variatii (3.12), care
sunt de fapt ecuatiile (3.10) scalate cu vectorul Vp, sunt ecuatiile migcarii relative liniarizate a
unui corp avand conditiile initiale Xy + Vj fata de ale celui nominal cu conditiile initiale Xj.
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Se numegte exponent Lyapounov al unui sistem dinamic, orice numar real obtinut ca o limita
de tipul [Milani si Mazzini, 1997]

1
Vi)
tﬂ+oot—t0 “/0‘

= A(Xo, Vo), (3.13)

unde V(t) este solutia ecuatiilor cu variatii cu conditia initiala Vp, relativ la orbita cu conditia
se alege separatia initiala V. Se poate arata ca cel mai mare dintre acesgti exponenti, notat cu
LCE, dar pe mai departe identificat simplu prin A §i numit exponent caracteristic Lyapounov,
ne da o masura cantitativa a ratei de divergenta locala a doua traiectorii apropiate, avand o
separatie initiald arbitrara [Murray si Dermott, 1999]. Aceasta divergenta are loc dupa formula

V(t) = Voe M1, (3.14)

Daca A > 0 orbitele diverg si, prin definitie, migcarea este haotica, iar daca A ~ 0 vom avea
V(t) = V), orbitele pastrandu-si separatia initiald, in acest caz miscarea fiind regulara. Inversul
exponentului caracteristic Lyapounov, T, = 1/A, se numeste timp Lyapounov, el reprezentand
intervalul de timp dupa care doua orbite relativ apropiate se indepéarteaza cu factorul e.

Chiar daca A este definit riguros ca o limitd pentru ¢ — 0o, 0 masura aproximativa a sa
poate fi obtinuta printr-o integrare finita a ecuatiilor de migcare impreuna cu ecuatiile cu variatii
corespunzatoare gi determinand apoi ce mai buna dreapta de interpolare pentru functia de timp
A(t) = In(V(t)/Vh). Panta acestei drepte va fi exponentul caracteristic Lyapounov cautat.
Adesea, o determinare buna se realizeaza doar dupa o perioada de integrare de aproximativ
10 Ty, [Knezevic si Milani, 2000].

Daca V (t) creste foarte mult fatd de valoarea initiala Vj, atunci A determinat anterior nu mai
este o masura corecta a divergentei locale a orbitelor. In acest caz este nevoie de o renormalizare
a vectorului de deplasare, de exemplu, la intervale regulate de timp, At, dimensiunea sa este
adusa din nou la cea initiala. Daca indexam aceste intervale cu 1,2, ..., n si notam cu Vj, vectorii
deplasare obtinuti pe aceste intervale, iar cu Ay exponentii Lyapounov determinati prin raportul
simplu A; = In (V/Vp)/At, atunci valoarea cautata a exponentului Lyapounov se obtine facand
media aritmetica [Murray si Dermott, 1999]

R . = In(Vi/Vo
AZJL%nZAk:JL%Z%A/t) (3.15)
k=1 k=1
Desigur, experimentele numerice se vor margini doar la un numaér finit de astfel de intervale.

Aceasta metoda de determinare a exponentului caracteristic Lyapounov are insa un neajuns.
Deoarece folosim doar un interval finit de integrare, este posibil sd nu putem decide corect
natura unei orbite. Astfel, in timp ce caracterul haotic al unei orbite se poate pune usor in
evidenta (dupa un anumit interval de timp), s-ar putea ca natura regulara a unei orbite sa
nu poata fi dovedita niciodata, ea putand sa aiba un timp Lyapounov mult mai mare decat
intervalul de integrare considerat. De asemenea, pentru orbitele care inregistreaza stari de
tranzitie intre migcari regulare si migcari haotice, exponentul Lyapounov determinat in acest fel
nu este relevant.

Integrarea numerica a ecuatiilor cu variatii impreuna cu ecuatiile de migcare este un proces
intens consumator de resurse de calcul, de aceea, deseori se foloseste o metoda mult simpli-
ficata de determinare a exponentului caracteristic Lyapounov, ce 1si gaseste aplicabilitatea in
numeroase probleme de dinamica [Muller gi Dvorak, 1995]. O vom prezenta in cele ce urmeaza.

Vectorului diferenta Vj, ce separa cele doua particule de proba la momenul initial, i cores-
punde o variatie in elementele orbitale kepleriene, si anume (dag, deq, dly, d2, dwg, dMj). In
lipsa perturbatiilor gravitationale, migcarea corpurilor este cea kepleriana din problema celor
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doua corpuri, diferentele anterioare pastrandu-se in timp, mai putin diferenta in anomalia mij-
locie. Astfel, consideram functia M(t) = Mo + VG(t — to) ag 32 ce descrie migcarea kepleriand
pe orbita. Variatia sa in valoare absoluta, datorita variatiei elementelor orbitale initiale, poate
fi aproximata prin

OM (1)
aM,

OM (t)
8@0

AM(t) ~ ‘

dMO + ‘ ‘ dao = dMO + g\/é(t - to) a65/2dao. (3.16)
Diferenta acumulata pe o revolutie orbitala, P = 2%@3/ 2 / VG, va fi de dMp = 3mdag /ag. Dupa
cum obsevam din relatia (3.16), diferenta in anomalia mijlocie, dM (sau similar in longitudinea
mijlocie, d\) dintre corpuri, cregte proportional cu timpul, dominand toate celelalte variatii
ale elementelor orbitale. Acest comportament justifica inlocuirea vectorului de variatie V() cu
diferenta in longitudinea mijlocie, dA, pornind cu o diferenta initiala pe orbita de d\g. Chiar si in
cazul problemei generale a celor “n” corpuri, unde perturbatiile gravitationale produc variatii ale
tuturor elementelor orbitale, acest mod de aproximare al vectorului de variatie este satisfacator.
Celelalte elemente orbitale ale corpurilor de proba se pot considera la momentul initial egale,
acest lucru fiind, oricum, repede schimbat datoritda perturbatiilor gravitationale. Exponentul
caracteristic Lyapounov se va obtine simplu, prin raportul

_ In(d)) — In(dAo)

A :
t—to

(3.17)

masurat pe un interval de timp suficient de mare pentru ca diferenta respectiva si se acumuleze
semnificativ (tipic 1077,), dar sa nu depageasa o revolutie orbitala. In ciuda algoritmului destul
de simplificat pe care este construit, acest procedeu de determinare a exponentului caracteristic
Lyapounov furnizeaza rezultate bune [Muller si Dvorak, 1995], in special pentru miscari puternic
haotice [Tancredi et al., 2001], aga cum sunt cele ale asteroizilor de tip NEA. Exemplificim acest
procedeu pentru asteroidul (1862) Apollo. In figura 3.4 este reprezentatd variatia dX dintre
asteroid si o “imagine virtuala” a sa, initial avand o separatie d\g = 107%(°). Masurand panta
dreptei de aproximare, corectata cu factorul In(10), obtinem valoarea exponentului Lyapounov
A =~ 0.04, caruia 1i corespunde un timp Lyapounov 17, =~ 25 ani.
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Figura 3.4. Determinarea numerica a LCE al miscarii asteroidului (1862) Apollo, prin moni-
torizarea diferentei acumulate in longitudinea mijlocie d intre asteroid si o “imagine virtuala”
a sa.

Acest procedeu numeric de determinare a LCE ar putea fi suspectat cd furnizeaza rezul-
tate puternic dependente de alegerea separatiei initiale d\g. Putem inlatura acest neajuns prin
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folosirea unui numar mare (n) de corpuri virtuale, ce umplu uniform intervalul initial de lon-
gitudine, si monitorizand apoi evolutia deviatiei standard a setului de diferente in longitudine
(dA1,dAg,...,dN,), datd de

n

1 —
(A, dAg, oy dAn) = | Z;(d)\i —dN), (3.18)
1=
unde d\ este media aritmetica a valorilor d\i,dM\s, ..., d)\,. Numeroase experimente numerice

efectuate confirma faptul ca ambele procedee numerice conduc, de cele mai multe ori, la aceleasi
rezultate.

Majoritatea obiectelor de tip NEA realizeaza apropieri stranse cu planetele perturbatoare,
acesta fiind principalul argument al evolutiei lor haotice. Experimentele numerice arata ca, in
sens statistic, timpul Lyapounov este aproximativ egal cu intervalul mediu de timp intre doua
apropieri stranse consecutive [Milani, 1998]. Se poate ariata cum un set de apropieri stranse
poate genera divergenta exponentiald a doud corpuri initial apropiate [Berinde, 2001b]. Pentru
aceasta vom considera cele doua corpuri pe o aceeagi orbita, dar cu o diferenta mica, dMp, in
anomalia mijlocie. Presupunem ca la momentele ulterioare de timp t1,t2,... au loc apropieri
stranse ce produc urmatoarele diferente in semiaxa mare 0 < da; < dag < ---. In urma
acestor apropieri stranse, folosind relatia (3.16), diferenta acumulatd in anomalia mijlocie se
poate exprima prin

3 _
dM(t) = dMo + 3V Gay 2N tior) dag_y. (3.19)
i>1
Aceasta poate fi privitd ca o aproximare spline de ordinul intadi pentru o lege de variatie
exponentiala dM(t) = dM, eMt—to) - caracteristicd miscarilor haotice. Pantele segmentelor de
dreapta din aproximarea spline vor fi proportionale cu dispersiile day,das, - - -.

3.1.3 Efectul haosului asupra integrarilor numerice pe termen lung

Datorita caracterului haotic ce guverneaza migcarea obiectelor NEA, se pune intrebarea in ce
masurd integrarile numerice pe termen lung au un caracter determinist, adica pot furniza coor-
donatele reale ale corpurilor respective la momente indepéartate de timp (trecute si viitoare). In
continuare vom raspunde acestei intrebari.

Orice integrare numerica inglobeaza trei tipuri de erori caracteristice: eroarea in conditiile
initiale, eroarea de trunchiere (aproximare) si eroarea de rotungire. Incertitudinile in coordo-
natele initiale observate ale oricarui corp ceresc sunt sursa erorii in conditiile initiale. Pentru
corpurile studiate aceastd eroare este destul de semnificativa. Pe de altd parte, majoritatea
sistemelor dinamice nu sunt integrabile exact, ele fiind integrate aproximativ prin intermediul
unui algoritm de integrare caruia 1i este specifica eroarea de trunchiere pe pasul de integrare.
Aceasta izvordste din faptul cd sunt calculate aproximatii “discrete” ale unor cantitati “con-
tinue” (de exemplu, o functie este evaluatd sumand un numar finit de termeni dintr-o serie
infinita). Mecanismul de propagare al acestui tip de eroare depinde de proprietatile numerice
ale algoritmului folosit. La aceasta se adaoga eroarea datorata modelului dinamic folosit, acesta
aproximand mai mult sau mai putin exact fenomenele fizice reale ce guverneaza miscarea cor-
purilor in spatiu. Si in final, eroarea de rotunjire a calculelor este specifica calculatorului, care
aproximeaza orice cantitate reala (inclusiv irationala) printr-una rationald, continand un numar
finit de zecimale, astfel Incat aceasta sa poata fi stocata in memorie. Eroarea de rotunjire se
acumuleaza odata cu cregterea numarului de operatii efectuate in virgula mobild. Daca aceasta
acumulare se realizeaza aleator, dupa un numar, N, de operatii efectuate, eroarea globala va
fi proportionald cu v N [Press et al., 1997]. Tipuri de calculatoare diferite prezintd mecanisme
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diferite de acumulare a erorii de rotunjire, si din acest motiv rezultatul unei integrari numerice
este dependent de calculator.

Mecanismele de propagare a erorilor, prezentate anterior, sunt specifice miscarilor regulare.
In cazul migcarilor haotice, toate aceste trei tipuri de erori prezinta mecanisme de propagare
mult mai complexe, strans legate de natura dinamica a traiectoriei simulate. La fiecare moment
de timp pe parcursul integrarii, va exista o diferenta intre solutia aproximativa calculata si
solutia reala, diferenta la care au contribuit toate cele trei tipuri de erori prezentate anterior.
Aceasta diferenta va fi supusa permanent unui proces de degradare (divergentd) in timp, la o
ratéi proportionald cu e, unde A este exponentul caracteristic Lyapounov al miscirii. Dups un
anumit numar N de intervale de timp Lyapounov, solutia obtinuta in urma integrarii va creste in
diferenta fati de solutia reald cu un factor eV, putand deveni astfel doar un artifact. Integrarea
numerica isi va pierde astfel caracterul determinist. Cunoscand eroarea in conditiile initiale
si LCE al migcarii simulate, se poate da o estimare a intervalului de timp in care integrarea
numerica efectuata are caracter determinist, folosind o relatie de tipul (3.14).

Chiar daca eroarea in conditiile initiale este nuld, caracterul determinist al unei integrari
numerice este limitat in timp, deoarece eroarea de trunchiere gi cea de rotunjire genereaza o
diferenta intre solutia calculata si cea reala chiar dupa primii pasi de integrare. Pentru asteroizii
de timp NEA insa, eroarea in conditiile initiale este ce mai importanta, propagarea acesteia
facand subiectul unui paragraf ulterior.

Se naste intrebarea, care ar fi atunci rolul integrarilor numerice efectuate pe termen lung,
mult peste intervalul de predictie determinista? Raspunsul este acela ca aceste integrari pot
furniza informatii valoroase de natura calitativa gi/sau statisticid asupra comportamentului di-
namic al corpului analizat: prindere in rezonanta, frecventa unor apropieri stranse planetare,
existenta unor mecanisme de protectie a migcarii, etc. O parte din aceste fenomene dinamice,
observabile doar la scara mare de timp, vor face subiectul paragrafelor urmatoare.

3.2 Miscari rezonante

Studiul evolutiei dinamice pe termen lung al corpurilor mici din sistemul solar releva existenta
unor conexiuni dinamice intre acestea si planetele perturbatoare. In sectiunea de fatd vom
analiza fenomenele de rezonanta si implicatiile lor asupra evolutiei dinamice a corpurilor NEA.

3.2.1 Rezonante ale miscarii medii

Rezonanta miscarilor medii a doud corpuri orbitdnd in jurul Soarelui (intre un asteroid si o
planeta perturbatoare) implica existenta unui raport algebric (numar rational) intre perioadele
lor orbitale (similar, intre migcarile lor medii). Importanta geometrica a acestui fenomen, pen-
tru obiectele de tip NEA, consta in faptul cd existenta unui astfel de raport intre perioadele
orbitale implica existenta unui ciclu in care este reprodusa configuratia geometrica a corpurilor,
conducéand astfel la repetarea (sau evitarea) apropierilor stanse. Din punct de vedere dinamic,
implicatiile acestui fenomen sunt mult mai puternice, deoarece, anumite rezonante medii sunt
asociate cu misgcari haotice responsabile pentru deplasarea unui corp dintr-o regiune intr-alta a
sistemului solar (capitolul urmator).

Pentru inceput consideram doua corpuri (asteroidul si planeta perturbatoare) in orbite elip-
tice fixe, de parametri orbitali (a, e, I, Q,w), respectiv (ap, ep, Ip, 2p,wp), avand migcarile medii
pe orbite n si n,, situate In rezonanta p : ¢, cu p,q € N, numere prime intre ele. Cantitatea
|p — ¢| o vom numi ordinul rezonantei. Atunci

n p
_P 3.20
. (3.20)
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iar din legea a treia a lui Kepler obtinem valoarea nominala a semiaxei mari a orbitei asteroidului
ce corespunde cu exactitate rezonantei respective

a=ay, <q>2/3 . (3.21)

p

Mai departe, consideram cazul cand orbita corpul infinitezimal este animata de o variatie seculara
a longitudinii periastrului @ # 0, cu @ = w + €2, iar orbita corpului perturbator ramane fixa.
Cantitatiile n—co i n,—w pot fi considerate migcari medii Intr-un sistem de referinta corotational
cu periastrul corpului infinitezimal. Daca aceste miscari medii sunt in rezonanta atunci, ca mai
inainte, vom avea

u - B’ (3.22)
np,—w (¢

sau

pny —qn — (p — q)w = 0. (3.23)

In acest caz, semiaxa mare a orbitei asteroidului, corespunzatoare rezonantei, va avea o valoare
diferita fata de cea data in formula (3.21), insa diferenta respectiva este mica, atata timp cat
rata de precesie a longitudinii periastrului, ©, este cu mult mai mica fata de miscarea medie a
asteroidului, n.

Tindnd seama ca longitudinea mijlocie pe orbita are expresia A = n(t — 7) + w = nt + ¢,
unde T este epoca trecerii prin periastru si € este longitudinea mijlocie la epoca initiala, avem
A=n+é si, similar pentru corpul perturbator, }\p = ny + €. Prin neglijarea cantitatiilor € si €,
si din relatia (3.23) rezulta 6., = 0, unde

Op:q = p)‘p - q)‘ - (p - Q)w (324)

se numeste argumentul rezonantei p : q. Acest unghi este si o masura a deplasarii longitudinii co-
respunzatoare conjunctiei dintre corpuri fata de longitudinea periastrului asteroidului, deoarece
la conjunctie avem X = A, si astfel op.g = (p—q)(Np —w) = (p — @) (A — w).

Din punct de vedere dinamic, se poate da o definitie mult mai riguroasa fenomenului de
rezonanta dintre doua corpuri. Astfel, In cadrul problemei generale a celor trei corpuri, functia
perturbatoare exercitata asupra corpului a carui migcare o studiem (asteroidul) se poate dezvolta
in serie infinitd Legendre, de tipul [Murray si Dermott, 1999

R = GmPZScos b, (3.25)

unde m, este masa corpului perturbator, S = S(a,ap,e,ep,1,I,) sunt functii de elementele
orbitale enumerate, iar argumentele unghiulare ¢ sunt de forma

6
& = PA+ jodp + Jsw + juwp + 52+ Jelp,  cu Y jr =0, ji € Z. (3.26)
k=1

Desigur, termenii din dezvoltarea (3.25) au ponderi diferite, in functie de puterile unui para-
metru mic ce intervine in expresiile acestora. Pentru studiul de fata este mult mai importanta
insa o clasificare dinamica a acestor termeni, in functie de variabila unghiulara ¢ pe care o
contine. Longitudinile medii ce intervin in expresia (3.26) cresc proportional cu timpul si pre-
zintd variatii mult mai rapide decat a tuturor celorlalte variabile unghiulare prezente. Astfel,
termenii din dezvoltarea (3.25) a céror variabile unghiulare ¢ nu contin pe A si A\, se numesc
termeni seculari. Acesti termeni prezinta variatii lente in timp (seculare). Ceilalti termeni din
dezvoltare nu neaparat variaza rapid, deoarece se poate intampla ca jin + jan, ~ 0 si deci
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variabila j1A 4 ja2\, sa varieze lent. Astfel de termeni se numesc termeni rezonanti deoarece,
facand substitutiile j; = p+q si jo = —¢ obtinem tocmai conditia de rezonanta (3.20). Termenii
ramagi vor inregistra intr-adevar variatii rapide si ei se vor numi termens scurt-periodici.

Spunem ca asteroidul se afla (exact) in rezonantd cu corpul perturbator daca existd un
termen rezonant in dezvoltarea (3.25) pentru care

¢ = j1(n+¢) + ja(ny, + ép) + 3t + jatop + j5Q + 6 = 0, (3.27)

adica exista o combinatie liniara intre miscarile medii si ratele de precesie ale celor doua corpuri,
astfel incat sa aiba loc (3.27), cu suma coeficientilor intregi nula. Daca neglijam toate ratele
de precesie, mai putin w, i reluam substitutiile anterioare, deducem qﬁ = jin + jony + j3w =
pnp —qn — (p — q)w = 6p.q = 0, adica tocmai conditia de rezonantd dedusad geometric in (3.22).
Neglijarea anumitor termeni lung periodici din suma (3.27) face ca relatia ¢,.; = 0 sa nu fie
riguros verificata, insa se pot pune in evidenta oscilatii ale argumentului de rezonanta o, in
jurul unei valori constante. Acest comportament se numeste libratie, fiind diferit de cel numit
circulatie, In care argumentul respectiv variaza rapid si monoton in intreg spectrul de valori.
Aceste doua tipuri de comportamente dinamice ale argumentului asociat unei rezonante me-
dii sunt prezentate in figura urmétoare. Aici este reprodusa evolutia dinamica a asteroidului
(4197) 1982 TA pe un interval de 10.000 de ani in sistemul solar, in termenii variatiei argumen-
tului de rezonanta 10:3, in raport cu planeta Jupiter. Trecerea de la regimul de circulatie la cel
de libratie corespunde prinderii asteroidului in rezonanta respectiva, prin modificarea semiaxei
mari orbitale la o valoare apropiata de 2.33 UA, in urma unor apropieri stranse repetate cu
Pamantul. Aceasta valoare a semiaxei mari corespunde celei prognozata cu relatia (3.21), in
care se inlocuiegte p = 10, ¢ = 3 si a, ~ 5.2 UA.

180

120

=1V

-120

argumentul rezonantei (grade)
fan]

I 1 |
0 20010 4000 E000 000 10000
timp (ani)

-180

Figura 3.5. Variatia argumentului de rezonanta oj¢.3 al asteroidului (4197) 1982 TA in raport
cu Jupiter. Trecerea de la regimul de circulatie la cel de libratie marcheaza prinderea asteroidului
in rezonanta 10:3.

Inainte de a incheia acest paragraf dorim sa solutionam problema identificarii rezonantelor
miscarii medii In care s-ar putea afla un corp de-a lungul evolutiei sale dinamice. La baza
solutionarii acestei probleme stau egalitatiile (3.21) si (3.24). Folosirea acestor egalitati necesita
insa cunoagterea a priori a intregilor p si g ce formeaza raportul de rezonanta. Vom prezenta in
continuare algoritmul de determinare al lor.

Fie a semiaxa mare a asteroidului la un moment dat de timp, ¢, pe parcursul evolutiei sale
dinamice si a, semiaxa mare a corpului fata de care dorim sa identificam o posibila rezonanta.
Consideram numarul (irational)
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. (%)3/27 (3.28)

a

ce semnificad tocmai valoarea unui posibil raport de rezonanta, p/q. Acest numar irational se
poate dezvolta in mod unic intr-o fractie continua normala de forma [Marinescu et al., 1987]

1 not
r=co+ ; = [cosc1,02,...], ¢ € N(k>0). (3.29)
c1+
1 . 1
o4 —
2 c3+ ...
Coeficientii cg, ¢1, ..., ¢p, ... se vor determina cu urmatorul algoritm: daca [-] reprezinta functia

parte intreaga, atunci ¢y = [r| si cantitatea urmatoare este supraunitara, by = 1/(r — ¢g) > 1.
Alegem ¢; = [by] si mai departe avem ci by = 1/(b; — ¢;) > 1 de unde punem ¢ = [by]. In
aceasta maniera vom construi sirul cu termenul general ¢,, = [b,], unde b, = 1/(bp—1—cp—1) > 1,
s.a.m.d. Toate cantitatile ce apar la numitor sunt nenule, in masura in care r este irational.

Mai mult, tot o teoreméa din algebra fractiilor continue ne asigura ca urmatorul sir de nu-
mere rationale r, = [co;c1,C2,...,¢y], (n > 0) converge la 7, in virtutea inegalitatii |r — | <
(1/2)™, ¥n > 0. Experimentele numerice arata ca aceasta convergenta are loc foarte rapid. Prin
calcule algebrice simple se poate arata ca termenii girului anterior se pot exprima sub forma de
fractii r,, = pn/qn, cu urmatoarele relatii de recurenta

po = co; qo = 1,
p1=1+coc1; 1 =, (3.30)
Pk = bppr—1 + Pr—2; @k = brQr—1 + qr—2, k> 2.

Cu toate acestea In minte, vom putea aproxima acum oricat de bine numarul irational
r printr-o fractie rationald p,/q, si astfel am gasit o estimare pentru parametri propusi a fi
determinati p = p, si ¢ = ¢,. Daca acesti parametri gasiti sunt numere naturale mici si
raportul lor aproximeaza suficient de bine numarul r (aceasta se poate testa, spre exemplu
[Janiczek et al., 1972], impunand conditia |pT" — ¢T},| < 0.1 ani, unde T' = 27 /n si T, = 27 /n,
sunt perioadele orbitale ale celor doua corpuri exprimate in ani), atunci s-ar putea ca asteroidul
sa fie prins In rezonanta respectiva. De cele mai multe ori sunt suficiente doua sau trei iteratii
pentru aflarea raportului respectiv, in cazul rezonantelor de ordin mic (< 10). Nu avem decat sa
constatam libratia argumentului asociat o,., pe un interval de cel putin cateva revolutii orbitale
in jurul epocii de timp t, pentru a decide pe deplin existenta rezonantei respective.

3.2.2 Rezonante seculare

Conform teoriilor perturbatiilor seculare [Froeschlé si Morbidelli, 1994], elementele orbitale ale
unei planete din sistemul solar prezinta variatii cu perioade cuprinse intre mii si milioane de ani.
Daca ne restrangem la sistemul Soare—Jupiter—Saturn, aceste variatii sunt cvasi-periodice cu
trei frecvente fundamentale: @ (rata medie de precesie a longitudinii periheliului lui Jupiter),
g (rata medie de precesie a longitudinii periheliului lui Saturn) si Qg (ratele medii de precesie
a nodurilor orbitelor celor doua planete, aproximativ egale). Realizdnd un experiment numeric
simplu, si anume integrand simultan cele patru planete gigant din sistemul solar, pe un interval de
un milion de ani, putem obtine ratele respective de precesie, astfel @y ~ 3x 10° ani, twg ~ 5x 10*
ani i Qy ~ Qg ~ 5 x 10* ani (figura 3.6). Pe langa acestea exista si alte frecvente aditionale
asociate planetelor Uranus si Neptun. Toate aceste planete exercitd perturbatii seculare asupra
oricarui corp orbitand in jurul Soarelui, fortand orbita sa sa precesioneze (in termenii precesiei
longitudinii periheliului, ©o si a precesiei longitudinii nodului orbitei, Q) Efectele dinamice ale
acestor perturbatii seculare asupra unui corp sunt amplificate atunci cand acesta se afla intr-o
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Figura 3.6. Principalele oscilatii seculare asociate planetelor Jupiter si Saturn, obtinute in urma
unei integrari numerice simultane a celor patru planete gigant, intr-un interval de un milion de
ani.

asa numitd rezonantd seculard. Aceasta presupune cd una dintre ratele de precesie asociate
asteroidului (sau o combinatie a acestora) este egala cu una din ratele de precesie planetare
amintite mai sus (sau o combinatie a lor). Cele mai uzuale sunt rezonantele seculare liniare,
care presupun existenta unei relatii de egalitate intre o rata de precesie asociata asteroidului gi
o ratd de precesie planetard. Si anume, cand © & ©w; avem rezonanta vs, cand w = tog avem
rezonanta vg, iar cand O~ QS avem rezonanta 1g. Acestea sunt cele mai importante frecvente
fundamentale ce 1gi pun amprenta asupra evolutiei dinamice pe termen lung a unui corp. Ca
si In cazul argumentului de rezonanta asociat miscarilor medii, diferentele w — wy, w — wg si
Q) — Qg nu vor fi constante, ci vor oscila in jurul unei valori particulare. Teoriile analitice arata
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ca aceste valori particulare nu pot fi decat 0° gi 180° [Froeschlé si Scholl, 1987]. Monitorizarea
fenomenului de libratie si circulatie al acestor cantitati, reprezinta procedeul numeric prin care
se pune in evidenta existenta rezonantelor seculare.

Prinderea unui asteroid intr-o rezonanta seculara produce mari variatii ale diferitilor parame-
tri orbitali, ducand la migrarea corpului dintr-o regiune intr-alta a sistemului solar, in particular
catre Soare (capitolul urmétor). Ca si in cazul rezonantelor asociate miscarilor medii, pozitia
rezonantelor seculare poate fi reprezentata in spatiul elementelor orbitale, dar in acest caz, in
spatiul agsa-numitelor elemente orbitale propri. Acestea sunt cvasi-integrale ale miscarii, sta-
bile pe intervale de tip foarte lungi, reprezentand un fel de caracteristica medie a miscarii, In
sensul ca ele sunt rezultatul unui proces de eliminare a perturbatiilor scurt si lung periodice
[Knezevic gi Milani, 1994]. Fiecare rezonanta seculara este prezentd intr-o regiune bine definita
a spatiului fazelor asociat elementelor proprii (@, €, I).

Un alt tip de rezonanta seculara se manifesta in cazul obiectelor situate pe orbite puternic
inclinate (I > 10°), numitd rezonanta Kozai. Ea are loc atunci cand argumentul periheliu-
lui nu precesioneaza, adica w = 0 (sau w = Q), fiind pusad In evidentd pentru prima data
in cadrul unei teorii analitice a lui [Kozai, 1962]. Semiaxa mare a orbitei unui corp aflat in
rezonanta Kozai este cvasi-stabila in timp, insa excentricitatea e, si inclinatia I, oscileaza cu-
plat, incat cantitatea K = v/1 — e2cos raméane constanta. In problema restransa circulara a
celor trei corpuri, invarianta acestei cantitati rezulta din criteriul Tisserand (2.31), in care a
este considerat constant. Oscilatiile argumentului periheliului au loc doar in jurul valorilor de
90° sau 270°, insa amplitudinea atinsa de e se poate extinde pe intreg spectrul de valori de
la 0 la 1 [Bailey et al., 1992]. Experimente numerice asupra evolutiei asteroizilor de tip NEA
[Michel si Thomas, 1996], arata ca rezonanta Kozai se poate manifesta si la orbite putin inclinate
(I < 10°), caz in care argumentul periheliului libreaza in jurul valorilor de 0° sau 180°.

Pentru asteroizii de tip NEA, aceastd rezonanti este in mod special importanta, deoarece
joaca rolul unui mecanism de protectie impotriva apropierilor stranse planetare, asa cum vom
sublinia In paragraful urmator.

3.2.3 Mecanisme de protectie

In cadrul problemei restranse circulare a celor trei corpuri, existenta criteriului Tisserand (2.31)
impune anumite restrictii de variabilitate orbitald sub actiunea perturbatoare a planetei. Astfel,
pentru cazul plan, figura 3.7 prezinta cateva contururi in spatiul elementelor orbitale (a,e),
pentru diferite valori ale constantei Tisserand, de-a lungul carora pot avea loc modificari orbitale.
Se remarca faptul ca orbite avand periheliul sau afeliul in preajma orbitei terestre (¢ = 1, sau
@ = 1), isi vor pastra in timp aceasta particularitate geometrica, perpetuand posibilitatea de a
inregistra apropieri stranse cu planeta perturbatoare.

De asemenea, pentru o orbita ce traverseaza orbita terestra, distanta de la Soare la unul
dintre nodurile orbitei poate coincide cu semiaxa orbitei planetare, astfel

a(l —e?)

—_— = 3.31
1+ecosw P ( )

datoritd fenomenului de precesie a argumentului periheliului w. De-a lungul unei perioade
de precesie orbitals (de ordinul a 10° ani), pot avea loc 2 sau 4 intersectii orbitale, creand
astfel posibilitatea apropierilor stranse. In unele cazui inss, variatia periodica cu amplitudine
mare a excentricitatii orbitei, poate genera solutii suplimentare ale ecuatiei (3.31), conducand
la existenta a pana la 8 intersectii orbitale pe o revolutie completa a argumentului w.

In cadrul acestui paragraf grupam la un loc acele mecanisme dinamice ce confera obiectelor
de tip NEA o relativa stabilitate orbitala, in sensul evitarii apropierilor stranse cu Paméantul,
numindu-le mecanisme de protectie. Exista, in esenta, doua tipuri de mecanisme de protectie:
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04, OE _ i
Figura 3.7. Contururi Tisserand. Liniile intrerupte reprezinta ecuatiile de conditie ca periheliul
(q), respectiv afeliul (@) al unei orbite, sa fie situat in vecinatatea orbitei terestre, iar liniile
continue reprezinta cateva contururi Tiserrand de-a lungul carora are loc migratia orbitei sub

actiunea perturbatoare a Pamantului.

acela care nu permite apropierea dintre corpuri, chiar daca orbitele acestora se intersecteaza
(datorita rezonantei intre miscarile lor medii), si acela care nu permite orbitelor sa se intersecteze
(datorita rezonantei seculare Kozai).

Cel mai simplu tip de rezonanta este rezonanta medie 1 : 1. In acest caz, asteroidul are
aproximativ aceeagi perioadd orbitald ca si Pamantul si astfel, diferenta de longitudine intre
cele doua corpuri oscileaza in jurul unei valori constante. Aceasta valoare poate fi de +60°,
corespunzand libratiei in jurul punctelor Lagrange de echilibru stabil L sau Lj (asteroizi troieni),
sau de 180°, pentru misgcari in jurul punctului Lagrange L3, miscari ce se extind si peste celelalte
puncte de echilibru amintinte anterior (figura 2.3). In primul caz, traiectoria corpului se numegte
de tip tadpole, iar in al doliea caz de tip horseshoe. Aceste doud tipuri de orbite sunt prezentate
in figura 3.8. Aici, apropierile stranse sunt evitate, deoarece amplitudinea libratiei nu se extinde
pana la planeta perturbatore. In prezent, nu existd nici un obiect NEA descoperit pe o orbita
de tip tadpole fata de Paméant, insa simularile numerice confirma faptul ca astfel de migcari sunt
posibile [Milani, 1998].

In cazul general al unei rezonante medii de raport p : ¢, datoritad repetarii configuratiei
geometrice a corpurilor, dupa p revolutii orbitale ale asteroidului, respectiv ¢ revolutii orbitale
ale planetei, traiectoria asteroidului reprezentata intr-un sistem corotational cu planeta prezinta
o structura stationara de bucle (figura 3.9), in numar de p, care s-ar putea sa nu se suprapuna
peste planeta perturbatore, si astfel apropierile stranse sa fie evitate [Murray si Dermott, 1999].

Acest tip de mecanism de protectie nu este eficient pe intervale mari de timp (> 10* ani),
deoarece asteroidul poate inregistra apropieri stranse cu alte planete perturbatoare (Venus sau
Marte) fata de care nu este protejat, scotand-ul astfel din rezonanta respectiva.

Un alt tip de mecanism de protectie este intretinut de rezonanta Kozai. Asa cum ardtam in
paragraful anterior, pentru asteroizii de tip NEA exista doua moduri distincte de manifestare
al acestei rezonante, fiecare dintre ele putand juca rolul unui mecanism de protectie: a) pentru
corpurile ale caror orbite au periheliul sau afeliul in preajma orbitei planetare, apropierile stranse
cu planeta pot fi evitate printr-o rezonanta Kozai activa la inclinatii orbitale mari, cand libratia
argumentului periheliului in jurul valorilor de 90° sau 270°, mentin atat periheliul cat si afeliul
orbitei, departe de planul orbitei planetare; b) pentru corpurile a caror semiaxa orbitala este
apropiata ca valoare de cea a planetei perturbatoare si avand o excentricitate suficient de mare
pentru ca periheliul si afeliul orbitei sa fie departe de orbita planetei, apropierile stranse pot fi
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Figura 3.8. a). Evolutia dinamicd a unui asteroid de tip NEA pe o orbita de tip horseshoe
fatd de Pamant, (3753) Cruithne; b). Evolutiile dinamice a doi asteroizi troieni pe orbite de
tip tadpole in raport cu Jupiter, (1437) Diomedes si (1208) Troilus. Migcarile sunt reprezentate
in sisteme corotationale cu planeta perturbatoare, intr-un interval de 500 de ani. Se remarca
evitarea apropierilor stranse.

acum evitate print-o rezonanta Kozai activa la inclinatii orbitale mici, cand libratia argumentului
periheliului in jurul valorilor de 0° sau 180°, mentin linia nodurilor aproape de linia apsidala a
orbitei, Incat cele doua orbite nu pot trece una in apropierea celeilalte.

[=]

4 (URJ

|
[=]

(1685) Toro |

Figura 3.9. Evolutia dinamicad a unui asteroid de tip NEA pe o orbita aflatd in rezonanta 5:8
cu Pamantul, (1685) Toro, reprezentata intr-un sistem corotational, intr-un interval de 1000 de
ani. Se remarca evitarea apropierilor stranse.

Mecanismele de protectie asociate rezonantei Kozai confera asteroizilor NEA o relativa
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stabilitate orbitald in preajma Pamantului, pe intervale de timp de ordinul a 10° - 10° ani
[Michel si Thomas, 1996]. Aceasta are ca efect prelungirea timpului de viata a orbitelor respec-
tive In preajma orbitei terestre.

3.3 Clasificari dinamice

3.3.1 Clasificarea dupa distanta minima de intersectie orbitala

Apropierile stranse cu planetele, in special cu Pamantul, sunt o caracterisicd dinamica funda-
mentala a obiectelor NEA, acest fenomen guvernand evolutia dinamica pe termen lung a acestor
corpuri. Din punct de vedere geometric, posibilitatea realizarii unor apropieri stranse depinde
in primul rand de cat de apropiate sunt cele doua orbite eliptice in spatiu, si anume de valoarea
distantei minime dintre ele, numita distanta minima de intersectie orbitala (MOID), notata cu
bmoid- Procedura de calcul a distantei minime dintre doua orbite eliptice osculatoare, implica
minimizarea unei functii de doua variabile independente, anume anomaliile adevarate pe orbita
ale celor doua corpuri [Sitarski, 1968]. Procedura de calcul este una numerica, intens consuma-
toare de timp, in special datoritd faptului ca orbita osculatoare a asteroidului variaza continuu,
si deci byy,0q trebuie recalculat pe intreg parcursul evolutiei dinamice. Metoda numerica de cal-
cul poate fi inlocuita insa printr-o metoda analitica aproximativa, in ipoteza cé orbita planetei,
fata de care se monitorizeaza apropierile stranse, este una circulard. O expresie a MOID a fost
dedusa in paragraful 2.2.4, in ipoteza ci aceasta distantd minima se realizeaza in preajma liniei
nodurilor orbitale. Cum aceasta presupunere nu este intotdeauna adevarata, mai ales in cazul
orbitelor cu inclinatie mica, vom deduce in cele ce urmeaza o expresie a b,,qq pentru o orbita
asteroidala oarecare [Marsden, 1997].

Distanta de la orbita circulara a planetei (de raza a,) la un asteroid situat pe o orbita de
parametri (a,e, I, Q,w), masurati fata de planul orbital al planetei, cand asteroidul traverseaza
acest plan, are valorile

a(l —e?)
1+ecosw

bas = ap| - (3.32)

Pentru orbite asteroidale cu inclinatii semnificative, minimul acestor doua valori va fi apropiat
de valoarea ciutatd a byeig. Insi pentru orbite cu inclinatii mici, distanta minima de intersectie
orbitala s-ar putea realiza departe de linia nodurilor, caz in care vom considera urmatoarea
abordare geometrica. Fie asteroidul la distanta d de corpul central, distanta pe care o vom
particulariza ulterior. Daca z noteaza distanta de la asteroid la planul orbitei planetare, iar b
distanta de la acelasi asteroid la orbita circulara a planetei (figura 3.10), atunci expresiile acestor
doua marimi sunt

{ z =d|sin| = d|sin(w £ v)|sin 1, (3.33)
b=V (@ D,
unde am aproximat v/d? — 22 ~ d, in virtutea faptului ca z < d.

Distingem doua situatii, dupa cum orbita asteroidului traverseaza, sau nu, orbita terestra.
In primul caz, vom considera d = ap si introducand marimile auxiliare ¢ = a(1 — e)/a, si
Q = a(l +e)/ ap, expresia anomaliei adevarate corespunzatoare acestei pozitii particulare a
asteroidului, va fi data prin

cosv =+ {“(1 —e?) - 1] . siny = é\/a —e)(1-(Q—1), (3.34)

€ Lap

unde conditia (1 — q)(Q — 1) > 0 este indeplinita. Distantele corespunzatoare la orbita planetei
vor fi atunci
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orbita asteroiduln

Inia nedunler

orbita planetel j 8

Figura 3.10. Calculul distantei dintre orbita circulara a planetei (P) gi un asteroid (A), functie
de distanta acestuia la corpul central (S).

b}lf = ap|sin(w £ v)|sin 1. (3.35)

In cel de-al doilea caz, cand orbita asteroidului nu traverseaza orbita planetei, vom considera
pozitiile particulare d = ¢ §i d = @, unde ¢, respectiv @, sunt distantele la periheliul, respectiv
afeliul orbitei sale. Uzand de (3.33), obtinem distantele la orbita planetei

by = \/(qsinw sinl)? + (ap — )%, bg = \/(Q sinwsinI)? + (a, — Q)2 (3.36)

In final vom aproxima distanta minima de intersectie orbitala prin

bmoia = min {bg, bis, by , b2} sau  bmoia = min {bq, bss, by, bg }, (3.37)

ap?

alegerea fiind facuta in functie de geometria orbitelor descrisa anterior. Aceastda metoda analitica
aproximativa furnizeaza valori ale b,,.;q ce concorda surprinzator de bine cu cele determinate
numeric [Carusi gi Dotto, 1996], lucru satisfacator gi pentru studiul calitativ urmator.

Variatiile in timp ale elementelor orbitale induc variatii ale distantei minime dintre orbite,
astfel incat frecventa apropierilor stranse cu Pamantul variaza semnificativ de la o epoca la alta.
Apare astfel necesitatea introducerii unei categorii a NEA, a carei membri sunt predispusi a avea
apropieri stranse cu planeta noastra, cel putin in prezent. O prima clasificare dinamica functie de
bmoid este data in [Marsden, 1997], la definirea asteroizilor potential periculosi, PHA (potentially
hazardous asteroids), ca fiind acei asteroizi NEA pentru care by,0;,q < 0.05 UA si cu un diametru
de cel putin un kilometru. Limita de 0.05 UA nu este riguros definita, insa ea are menirea de a
izola acea subclasa a NEA pentru care trebuiesc intreprinse studii dinamice extinse, data fiind
posibilitatea realizarii unor apropieri stranse cu planeta noastra. Clasa obiectelor PHA este
intr-un proces continuu de improspatare, deoarece distanta limita de 0.05 UA este “traversata”
in ambele directii datorita modificarilor orbitale, uneori violente [Berinde, 1999b].

Pe langa clasificarea data anterior, rezultate calitative mai profunde se pot obtine din studiul
comportamentului dinamic in timp al acestei marimi in jurul valorii zero (pe intervale de cateva
sute de ani). Este clar faptul ca pe parcursul evolutiei dinamice, distanta b,,,;q poate atinge
valoarea nula atunci cand cele doua orbite se intersecteaza efectiv. Exista insa o periodicitate
a realizarii acestei intersectii orbitale sau o variatie haotica a b,,0;9 In jurul valorii zero? Acest
gen de Intrebari au condus la elaborarea urmatoarei clasificari dinamice [Carusi si Dotto, 1996]
si [Berinde, 1999b]. Distingem trei moduri de variatie a MOID, moduri determinate in urma
unor integrari numerice extinse a intregii populatii de asteroizi PHA descoperiti: (i) cand b,0iq
variaza aproximativ liniar cu timpul, traversind repede valoarea zero, obtinem o apropiere or-
bitala de scurta duratd, (ii) cand by,eq variaza periodic, mai mult sau mai putin regulat, orbita
asteroidului osciland in spatiu si realizand intersectii orbitale periodice cu orbita planetara,
obtinem o apropiere orbitala periodicd, (iii) iar cand by, variaza haotic in jurul valorii zero,
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mentinand astfel cele doua orbite una in apropierea celeilalte pe perioade lungi de timp, obtinem
o apropiere orbitala de lunga duratd. In acest ultim caz, este imposibil de prezis in sens determi-
nist evolutia acestei distante minime, datorita caracterului profund haotic al migcarii respective.
Figura urmatoare prezinta exemple reale ale celor trei tipuri de evolutie dinamica.
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Figura 3.11. Cele trei tipuri de evolutie dinamica a MOID, pe un interval de o mie de ani: a)
apropiere orbitala de scurta durata - asteroidul 2000 WO1o7; b) apropiere orbitald periodica -
asteroidul (1915) Quetzalcoatl; ¢) apropiere orbitala de lunga durata - asteroidul 1999 MN.

3.3.2 Clasificarea SPACEGUARD

O parte din caracteristicile dinamice prezentate in acest capitol pot fi sumarizate in urmatoarea
clasificare dinamica, ce poarta numele unui proiect international de monitorizare a evolutiei aste-
roizilor NEA: SPACEGUARD. Aceasta clasificare folosegte urmétoarele criterii: intersectii orbi-
tale, prezenta migcarilor rezonante, pozitia periheliului orbitei fata de orbita terestra, existenta
apropierilor stranse [Milani, 1998] si este prezentata sub forma unei scheme bloc in figura 3.12.

Populatia de asteroizi NEA se divide pentru inceput in subclasa celor a caror orbite, de-
a lungul unui ciclu de precesie a argumentului periheliului, vor intersecta orbita terestra, asa
numitii asteroizi de tip ECA si cei care nu realizeaza astfel de intersectii orbitale. Continuand
cu ultima categorie, cei care-gi mentin periheliul orbitei sub 1 UA (adica in interiorul orbitei
Paméantului) si totusi orbita lor nu se apropie de orbita terestra, sunt tocmai cei protejati de
apropieri stranse prin intermediul rezonantei seculare Kozai, ei formand clasa Kozai. Cei care
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au periheliul dincolo de orbita terestra si nu sunt in rezonanta cu miscarea medie a lui Jupiter,
formeaza clasa Eros, dupa asteroidul cel mai reprezentativ (433) Eros. Cei care sunt in rezonanta
cu migcarea medie a lui Jupiter formeaza clasa Alinda, dupa asteroidul (887) Alinda. Dinamica
acestor asteroizi este modelata in special prin mecanismul rezonantei in raport cu Jupiter si mai
putin interactiunii cu Pamantul, fata de care nu realizeaza apropieri stranse.

Revenind la subclasa asteroizilor ECA, cei care sunt in rezonanta medie cu Paméantul for-
meaza clasa Toro, dupa asteroidul (1685) Toro. De obicei, rezonanta in care sunt pringi joaca
si rolul unui mecanism de protectie. Acei ECA care nu sunt in rezonantd cu Pamaéantul si a
caror migcare este dominata de apropieri stranse, formeaza clasa Geographos, cea mai populata
dintre toate. Asteroidul reprezentativ aici este (1620) Geographos. Daca apropierile stranse nu
sunt dominante, insa asteroidul este prins intr-o rezonanta medie cu Jupiter, dam din nou peste
clasa Alinda. Daca, in schimb, nu avem nici rezonanta cu Jupiter, atunci a mai ramas un singur
parametru dinamic de clasificare: apropierile stranse cu planeta gigant. Daca acestea au loc,
atunci asteroidul este un JCA (“Jupiter-crossing asteroid”) adica un asteroid a carui orbita tra-
verseaza orbita planetei Jupiter, aga cum se intdmpla cu orbitele cometelor. Asteroidul ar putea
avea, intr-adevar, origine cometara (capitolul urmator) sau ar putea fi un asteroid din centura
principala perturbat pe o astfel de orbita instabila. Daca apropierile stranse nu sunt dominante,
atunci avem clasa Oljato, dupa numele asteroidului (2201) Oljato. Aceasta clasa ar putea fi
reprezentanta unui tip de comete aflate pe orbite cvasi-stabile, decuplate de interactiunea cu
planeta gigant.

Aceasta clasificare, fiind realizatd in urma unor integrari numerice pe intervale de timp ce
nu depasgesc cateva sute de mii de ani, nu tine seama de efectul rezonantelor seculare, ce se
manifesta pe perioade mult mai mari de timp.

Toro apropien .
Geographos
NU
NU
NEA [—» —:- Oljato
Jupiter
DA DA
Alinda Cometa

Kozai Fros

D&
TEECIEANTE
Jupiter

Figura 3.12. Clasificarea dinamici SPACEGUARD.

Aceste clase dinamice definite anterior reprezinta, de fapt, stadii intermediare de evolutie
a asteroizilor NEA in sistemul solar, sub actiunea diferitelor fenomene dinamice, majoritatea
descrise in acest capitol. In capitolul urméator vom pune accent pe traseele evolutive ale NEA
prin aceste clase dinamice, din regiunile sursa de formare a lor pana in preajma orbitei terestre,
si terminand cu stadiile finale de evolutie: coliziuni cu planetele, caderi pe Soare, sau expulzari
din sistem.
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Capitolul 4

Regiuni sursa si mecanisme dinamice
de transport

Acest capitol trece in revista principalele trasee evolutive ale asteroizilor NEA din regiunile
sursa de formare a lor catre orbita terestra. Se disting doua clase de asteroizi, cei ce provin
din centura principala (situata intre planetele Marte si Jupiter) si cei de origine cometara (cu
perioada orbitala scurta) a caror regiune sursa de formare o reprezinta centura trans-neptuniana
de corpuri (centura lui Kuiper).

4.1 Centura principala de asteroizi ca sursa a NEA

Centura principala de asteroizi este consideratd cea mai importanta sursa de formare pentru
majoritatea asteroizilor NEA. Pana nu demult, numeroase probleme legate de mecanismele de
transport ale acestor corpuri catre Pamant nu au fost intelese. In ultimii ani insg, s-a inregistrat
un progres considerabil in aceasta privinta, credndu-se mai multe scenarii de evolutie ce au
la baza interactiunea dintre procesul colizional interasteroidal si cel al rezonantelor planetare.
[Froeschlé et al., 1999].

4.1.1 Structura dinamica a centurii de asteroizi

Primul indiciu asupra existentei unei ierarhii dinamice in centura de asteroizi il reprezinta bine
cunoscutele goluri ale lui Kirkwood (“Kirkwood gaps”), ce pot fi puse in evidenta prin ordo-
narea asteroizilor deja descoperiti in functie de semiaxa mare a orbitei lor (figura 4.1). Se va
putea distinge atunci prezenta unor goluri si a unor aglomerari in distributia asteroizilor, ce vor
corespunde in mare parte unor rapoarte de rezonanta de ordin mic.

De-a lungul timpului, au fost propuse mai multe ipoteze in ceea ce priveste originea golurilor
lui Kirkwood: ipoteza statistica (golurile sunt doar rezultatul unei distributii statistice aparente),
ipoteza colizionala (golurile sunt puse pe seama fragmentarii corpurilor mai masive datorita
proceselor colizionale ce ar avea o rata mai mare in regiunile rezonante), ipoteza cosmogonica
(golurile sunt identificate cu regiunile in care asteroizii nu s-au putut forma in era timpurie a
sistemului solar, datorita instabilitatii lor orbitale) si ipoteza gravitationala (golurile sunt puse
pe seama existentei regiunilor haotice asociate unor miscari rezonante, ce pot fi descrise in cadrul
problemei celor trei corpuri Soare—Jupiter— asteroid) [Murray si Dermott, 1999].

Cercetarile din ultimele doua decenii au aratat ca ipoteza gravitationala asupra formarii
golurilor lui Kirkwood este cea mai plauzibild. Asa cum a fost subliniat in capitolul anterior, un
asteroid aflat intr-o regiune haotica a spatiului fazelor cunoagte modificari orbitale rapide si de
mare amplitudine, astfel incat intr-un timp relativ scurt el va realiza apropieri stranse cu una
din planetele Jupiter, Marte sau chiar cu Pamantul, fiind apoi indepartate din regiunea haotica
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respectiva Intr-un timp relativ scurt. Aceasta instabilitate orbitala explica slaba populare cu
obiecte a regiunilor de rezonanta ce sunt generatoare de miscari haotice, cum ar fi rezonantele
medii 3:1 si 4:1 si rezonantele seculare vs, v si vi6 (figura 4.1). Aceste regiuni de rezonanta
sunt caracterizate, in general, printr-un exponent Lyapounov cu cateva ordine de marime mai
mare decat cel al regiunilor adiacente, unde LCE =~ 10~7 [Muller si Dvorak, 1995]. Pe de alta
parte, regiunile de rezonanta caracterizate prin miscari regulare sunt suprapopulate cu obiecte,
spre exemplu, rezonantele medii 3:2 si 4:3 [Ferraz-Mello, 1994].

=}

il . 41 31

40
L

A
I

20
L

inclinatia orbitei (grade)

19
I

0 i 2 4 5
gemiaxa mare (UA)

Figura 4.1. Distributia orbitala a asteroizilor din centura principala impreuna cu locatia unor
rezonante medii si seculare, reprezentate in planul elementelor orbitale (a, I).

4.1.2 Mecanisme de transport spre interiorul sistemului solar

Integrari numerice extinse efectuate in ultimii ani, precum si dezvoltarea unor teorii semi-
analitice [Froeschlé et al., 1999], [Ferraz-Mello, 1994] relevd mecanismele dinamice prin care
unele rezonante planetare sunt capabile de a expedia, intr-un mod eficient, asteroizi catre in-
teriorul sistemului solar si in particular catre Pamant. In acest paragraf vom trece in revista
aceste mecanisme dinamice si principalele rute de transfer asociate lor.

Majoritatea regiunilor din spatiul fazelor asociate rezonantelor medii cu Jupiter sunt regiuni
haotice, si aceasta pentru intreg spectrul de valori al excentricitatii orbitale. Un corp situat
intr-o astfel de regiune va fi caracterizat prin modificari neregulate si de mare amplitudine a
excentricitatii, pana la valori apropiate de 1. Astfel, corpul poate si ajunga in preajma orbitei
lui Marte (e > 0.35) si chiar a Pamantului (e > 0.6). Cea mai eficienta rezonantd planetara
din acest punct de vedere este rezonanta 3:1 (a =~ 2.5 UA), capabila sa expedieze asteroizi
citre Pamant la o scara de timp de aproximativ 10° ani. Rezonantele planetare situate dincolo
de rezonanta 3:1 devin din ce In ce mai putin eficiente, deoarece odata ce periheliul orbitei
asteroidului ajunge in preajma orbitei terestre atunci si afeliul sadu se va apropia mai mult de
orbita lui Jupiter, iar acesta il va expulza repede din sistem.

In figura urméatoare prezentam un exemplu de evolutie dinamica a unui asteroid fictiv plasat
in rezonanta 3:1 cu Jupiter, in cadrul unui model dinamic format din Soare—cele patru planete
gigante—asteroid, intr-un interval de 10° ani. Se remarca evolutia dinamici a excentricitatii
asteroidului de la valoarea e = 0.3 pana aproape de e = 0.7, cand distanta periheliului ajunge
la ¢ = 0.8 UA, asteroidul devenind un ECA. Timpul Lyapounov asociat miscarii este evaluat la
aproximativ 7500 de ani, dovedindu-se astfel caracterul haotic al acesteia.

Deoarece rezonantele seculare actioneaza pe intervale mai mari de timp, de ordinul a 10° ani,
doar in ultimele doua deceni, odata cu dezvoltarea tehnicii de calcul, au putut fi puse in evidenta
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Figura 4.2. Evolutia dinamica a unui asteroid fictiv plasat in rezonanta 3:1 cu Jupiter,
avand urmatoarele elemente orbitale kepleriene la epoca JD 2451545.0: a = 2.4893663 UA,
e = 0.326086, I = 5°.34915, Q = 0°, w = 0° ¢i M = 33°.2367. Sistemul dinamic In care s-a
efectuat integrarea numerica este format din Soare—cele patru planete gigante—asteroid. a)
variatia argumentului de rezonanta os.; si b) variatia excentricitatii orbitale.

principalele rezultate calitative ale evolutiei dinamice intr-o astfel de rezonanta. Dintre cele trei
rezonante seculare principale vs, vg §i v16 (descrise in capitolul anterior), rezonanta vg este cea
mai eficienta In a transporta asteroizi din centura principala spre interiorul sistemului solar.
Mecanismul de transport este similar cu cel al rezonantelor medii, prin cresterea excentricitatii
orbitale pana la valori apropiate de 1. Timpul dinamic de transport asociat acestei rezonante
este de aproximativ 10% ani [School si Froeschlé, 1991]. Apropierea dintre rezonanta seculara vg
si rezonanta medie 4:1 (a ~ 2.06 UA) duce la extinderea regiunii haotice si la cresterea eficientei
mecanismului de expediere.

Rezonantele seculare vs si v16 indeparteaza si ele asteroizi din centura principala, insa nu
sunt la fel de eficiente in expedierea lor catre Pamant. Ambele rezonante sunt situate in regiuni
mai slab populate din centura de asteroizi (figura 4.1). Rezonanta vs actioneaza la inclinatii
orbitale mari, reusind sa transporte corpuri doar pana la nivelul orbitei lui Marte, iar rezonanta
v16 cauzeaza doar cresteri ale inclinatiei orbitale [School si Froeschlé, 1986].

Odata ajunsi in preajma planetelor interioare, asteroizii expediati din centura principalad pot
fi decuplati din rezonanta in care au fost prinsi prin intermediul apropierilor stranse. Acestia
vor continua apoi sa evolueze de-a lungul contururilor Tisserand corespunzatoare planetei per-
turbatoare (figura 3.7). Decuplarea din rezonanta are loc cand semiaxa mare a asteroidului se
indeparteaza cu mai mult de 0.03 UA de valoarea nominald corespunzatoare rezonantei. Tim-
pul dinamic de decuplare din rezonanta, datorita actiunii perturbatoare a Pamantului, este de
ordinul a 10* ani, iar pentru Marte el este de ordinul a 106 ani [Greenberg si Nolan, 1993].

In lumina rezultatelor calitative obtinute pana in prezent, traseele dinamice evolutive ale
asteroizilor catre Pamant se impart in doud categorii: trasee rapide (“fast tracks”) si trasee
lente (“slow tracks”) [Froeschlé et al., 1999]. Traseele rapide sunt guvernate de prinderea intr-o
rezonanta (medie sau seculara), aceasta reusind sa expedieze corpul catre interiorul sistemului
solar la o scara de timp de cel mult 10° ani. Dac& corpul respectiv nu este scos din rezonanta,
el poate sfarsi in cele din urma pe Soare, sau poate fi expulzat din sistem de catre Jupiter.
Traseele lente de evolutie au loc atunci cand corpul a fost deja decuplat din rezonanta, evolutia
sa fiind dominata de apropieri stranse cu planetele interioare. Aparent, asteroizii pot raméane
pe aceste trasee lente de evolutie timp de zeci de milicane de ani, insd datoritd modificarilor
aleatorii ale semiaxei mari, mai repede sau mai tarziu ei vor fi capturati din nou intr-o rezonanta,
continuandu-gi evolutia pe un traseu rapid. Asteroizii a caror migcare este guvernata de apropieri
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stranse cu planeta Marte vor putea ajunge in preajma orbitei terestre de-a lungul contururilor
Tisserand asociate planetei, intr-un interval de timp de aproximativ 10® ani. Figura 4.3 prezinta
principalele trasee evolutive ale asteroizilor din centura principala catre orbita terestra si timpul
dinamic mediu asociat lor [Greenberg si Nolan, 1993].

limita de traversare a othited terestre
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Figura 4.3. Principalele trasee evolutive ale asteroizilor din centura principala catre orbita
terestra si timpul dinamic mediu asociat lor, in planul elementelor orbitale (e, a).

Asteroizii NEA 1si vor continua evolutia dinamica in preajma orbitei terestre de-a lungul
unor trasee evolutive rapide sau lente, devenind pana la urma potentiali impactori pentru pla-
netele interioare, sau vor sfarsi pe Soare, sau vor fi expulzati din sistem de catre Jupiter, toate
aceste scenarii avand loc aproximativ cu aceeasi probabilitate [Greenberg si Nolan, 1989]. Tim-
pul dinamic mediu de viata al lor in vecinatatea orbitei terestre este de aproximativ 108 ani.

4.1.3 Rolul coliziunilor interasteroidale

Pentru ca mecanismul de transport asociat rezonantelor planetare sa fie eficient, este necesara, in
prealabil, gasirea unei modalitati prin care corpurile din regiunile dinamic stabile ale centurii de
asteroizi sa migreze catre aceste regiuni haotice de rezonanta (de altfel, slab populate). A devenit
deja clasica teoria potrivit careia procesele colizionale interasteroidale sunt o sursa importanta
de alimentare periodica a zonelor de rezonanta cu fragmente colizionale [Farinella et al., 1994].
In acest paragraf va fi analizata eficienta acestui mecanism, precum si efectul coliziunilor inte-
rasteroidale in modelarea caracteristicilor fizice ale asteroizilor NEA.

Experimente de laborator asupra procesului colizional

Punctul de plecare in studiul fenomenului colizional sunt experimentele de laborator. Atata
timp cat inca nu este posibila observarea “live” a unei coliziuni interasteroidale, ele sunt singura
modalitate practica de a pune in evidenta principalele caracteristicile ale acestui proces, cum ar fi
natura coliziunii, distributia masei si a vitezelor in fragmente, forma acestora, etc. Din nefericire,
rezultatele experimentelor nu pot fi iIntotdeauna extinse si la asteroizi, deoarece exista o diferenta
de 7 ordine de marime intre dimensiunile corpurilor implicate in experimentele de laborator si
cele ale asteroizilor. Singura cale de a extinde aceste rezultate experimentale o reprezinta teoriile
de scalare [Fujiwara et al., 1989].
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In cele ce urmeazd vom identifica cele doud corpuri implicate in procesul de coliziune cu
proiectilul, de masa M, si viteza relativa v, si corpul tintd considerat stationar, de masa M;.
In general M, < M;, incat se poate presupune ca doar corpul tintd va mai “supravietui”
procesului de impact. Rezultatul unei astfel de coliziuni se poate clasifica in functie de gradul
de distrugere (fragmentare) al tintei, descris prin intermediul densitatii de energie colizionald,
egald cu raportul Ey/M;, unde E; = E, /2 reprezinta jumatate din energia cinetica a proiectilului,
E,=(1/ 2)Mpv§, ce este transmisa tintei in urma procesului de impact, in ipoteza partitionarii
egale a energiei totale intre cele doud corpuri [Davis et al., 1989]. De asemenea, aceeasi clasificare
poate fi intocmita cu ajutorul raportului dintre masa celui mai mare fragment ramas dupa
coliziune gi masa totala a tintei, My, /M;. Distingem urmatoarele trei tipuri de coliziuni definite
conventional [Fujiwara et al., 1989]: (i) coliziune cu ricosare, pentru My /M; = 1, (ii) coliziune
cu formare de cratere, pentru 0.5 < My /M; < 1 i (iii) coliziune cu fragmentare catastrofica,
pentru My /M; < 0.5. Un caz important din punct de vedere teoretic il reprezinta pragul de
tranzitie dintre coliziunea cu formare de cratere si fragmentarea catastrofica, adica My, /M; = 0.5.
Acesta poarta numele de coliziune cu regim catastrofic limita (“barely catastrophic outcome”).

Un concept fundamental in descrierea procesului colizional este energia specifica colizionald
limita @), definita ca densitatea de energie colizionala necesara producerii unei coliziuni cu regim
catastrofic limita. Parametrul ) se determin& experimental si el depinde de tipul materialului,
de geometria si viteza de impact, de forma gi dimensiunile relative ale celor doua corpuri, precum
si de modul de partitionare a enegiei cinetice. Teoriile de scalare propun o valoare a energiei
specifice colizionale limita pentru un corp tinta de dimensiuni asteroidale (de raza R si densitate
medie p) egald cu Q = Qo + (47G/15) pR?, unde Qq este valoarea determinati experimental in
laborator, iar G noteaza constanta atractiei universale.

Experimentele de laborator releva urmatoarea dependenta lege de putere intre rapoartele
My, /My si Ey/My [Davis et al., 1989]

My, 1/  M\"*
L il 4.1
s () (4.1

ce permite evaluarea tipului de coliziune, cunoscand caracteristicile corpului tinta si energia
implicata in proces.

Un alt parametru fundamental ce caracterizeaza procesul colizional este coeficientul de
partitionare al energiei, fr., definit ca acea fractiune din energia totald de impact, E,, ce este
trasferata in energie de miscare a fragmentelor colizionale. Teoriile de scalare propun o lege de
variatie de forma fi. ~ (E,/M;)??2, cu valori tipice cuprinse intre 1072 si 1071

Distributia masei in fragmentele colizionale este bine reprezentata statistic printr-o lege de
putere de forma

N(>m)=Am™?, (4.2)

sau, Intr-un caz mai general, prin combinarea a doua sau trei astfel de legi cu exponenti diferiti.
Cantitatea N (> m) reprezinta numarul cumulat de fragmente cu mase mai mari ca m, iar A
si « sunt coeficienti constanti pozitivi ce vor fi precizati in continuare. Din conditia la limita
N(> M) =1, deducem imediat A = M.

Numarul de fragmente avand mase in intervalul [m, m + dm]| se obtine prin derivarea relatiei
(4.2) si o schimbare de semn, anume dN(m) = Aam~(@*Ddm. Din conditia ca masa totald a
fragmentelor sa fie un numar finit

My,
M, = / mdN(m) = =My, (4.3)
0 «

53



Capitolul 4. Regiuni sursd gi mecanisme dinamice de transport

rezultd « < 1, iar din conditia ca masa celui mai mare fragment M} si nu depidseasca masa
totala My, rezulta a > 1/2. Concluzionam ca 1/2 < a < 1. Tot din relatia (4.3) rezulta ca o
coliziune cu regim catastrofic limita este caracterizata prin oo = 2/3 [Bianchi et al., 1984].

De asemenea, se poate stabili o lege de distributie a fragmentelor colizionale si in functie de
dimensiunile lor. Astfel, daca variabila r masoara dimensiunea fragmentelor, din proportionali-

3

tatea m ~ r° rezulta

N(>r)=Br " (4.4)

unde § = 3a. Conform cu (4.3), valoarea exponentului 5 va fi unic determinata cunoscand
raportul ¢ dintre dimensiunea celui mai mare fragment rezultat si dimesiunea initiala a tintei,

3
=i

15} (4.5)

si deci 3/2 < 3 < 3.

Exponentii « i f sunt o masura a gradului de fragmentare al tintei. Cu cat « (sau 3) este
mai mare, cu atat mai violenta este fragmentarea si deci fragmentele mai mici detin o fractiune
mai mare din masa totala. Tot experimentele arata ca impacturi multiple asupra unei tinte
produc acelasi grad de fragmentare si distributie a masei in fragmente ca gi un singur impact
avand o energie egala cu suma energiilor impacturilor multiple.

Distributia masei in fragmente, functie de vitezele de expulzare ale acestora in urma impac-
tului, se poate descrie prin intermediul asa numitului model “cumulativ”

[Bagatin si Farinella, 1999

m(> v) = M <:0> i e (4.6)

M; , v < v,

unde m(> v) semnifica masa cumulata a fragmentelor avand viteze mai mari ca v, iar vy este
viteza minima de expulzare. Ea se poate determina din conditia de conservare a energiei cinetice
de miscare a fragmentelor

freE —1/00v2dm(v)—ka2 (4.7)
g ) 2% -4 '

unde dm(v) = kMtvgv_(kH) dv noteaza expresia masei tuturor fragmentelor avand viteze cu-
prinse in intervalul [v, v+dv] pentru v > vy, expresie obtinuta din (4.6). Conditia de convergenta
a integralei improprii (4.7) este k > 2. Experimentele de laborator sugereaza o valoare a expo-
nentului k ~ 9/4.

Presupunand existenta unei relatii biunivoce intre masa m a unui fragment colizional si
viteza sa de expulzare v, vom putea preciza aceasta relatie evaluand cantitatea m(> v) in doua
moduri, odata cu ajutorul expresiei (4.6), iar apoi din

m(> v) = / (@) AN (m(v) = — My m(w)' = (4.8)
si astfel [Marzari et al., 1996]
ML (1—a)/k
= — . 4.9
ofom) = o (222 (1.9

Aceasta ecuatie este consistenta cu conceptul potrivit caruia fragmentele mai mici sunt expulzate
cu viteze mai mari.
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Pe de altd parte, numarul de fragmente expulzate cu viteze cuprinse in intervalul [v, v + dv]
urmeaza legea de distributie [Farinella et al., 1994]

Co= kD) > g

AN (v) = { . P (4.10)

pentru care o valoare a exponenului k &~ 9/4 este consistenta cu rezultatele experimentale.

In ceea ce privesgte forma fragmentelor colizionale (aproximate cu elipsoizi definiti prin se-
miaxele a > b > ¢), experimentele de laborator arata ca raporturile b/a si ¢/a urmeaza o lege
de distributie normals in jurul valorii medii corespunzitoare proportiei a:b:c=2:+v2: 1.

Expedierea de asteroizi in zonele de rezonanta

Eficienta coliziunilor interasteroidale in expedierea de fragmente colizionale in regiunile de
rezonanta se poate analiza In termenii incrementului de viteza pe care 1l poate primi un astfel
de fragment, precum si a cantitatii de material eliberat in urma unei coliziuni. Tratarea acestor
doua aspecte va face subiectul paragrafului de fata.

In urma unei coliziuni, incrementul de viteza dV ce se adaoga unei viteze heliocentrice initiale
a corpului

2 1
V2 _ G ( _ ) , (4.11)
roa
aflat la distanta r de corpul central, pe o orbita de semiaxa mare a (G noteaza aici constanta
gravitationald heliocentrica), induce o variatie a semiaxei mari

2
da = 2% av. (4.12)

Adoptand valorile medii V ~ 20 km/s si a ~ 2.5 UA, obtinem da [UA] ~ 3 x 10~*dV [m/s].
Pentru plasarea fragmentelor in zonele de rezonanta este necesara modificarea semiaxei mari cu
cel putin da = 0.03 UA, careia ii corespunde un increment de viteza dV' = 100 m/s. In continuare
vom evalua posibilitatea producerii unei astfel de viteze In urma procesului colizional.

Spre deosebire de coliziunile simulate in laborator, in spatiul interplanetar campul gravitatio-
nal propriu al asteroidului tinta joaca un rol important. Astfel, distingem urmatoarele tipuri de
coliziuni interasteroidale [Davis et al., 1989]: (i) coliziune cu sfaramarea tintei, cand procesul
de spargere partiala sau totala al asteroidului este urmat de reacumularea majoritatii fragmen-
telor si (ii) coliziune cu dezagregarea tintei, cand procesul de spargere este urmat de dispersia
fragmentelor in spatiu.

Numarul fragmentelor care vor scapa reacumularii depinde de energia cinetica de impact
si de intensitatea campul gravitational propriu al asteroidului. Doar fragmentele ce dobandesc
viteze relative

&rG
3

reugesc sa scape reacumularii. Prin v, notdm viteza parabolica de evadare la suprafata as-
teroidului, ce depinde de raza R (in ipoteza sfericitatii corpului), de densitatea medie p si de
constanta atractiei universale G. Adoptand o valoare medie a densitatii p ~ 2.5 g/cm?, obtinem
Upar (m/s] = 60 - (R/50 [km]), ce ne arata ca viteze de expulzare de ordinul a 100 m/s sunt
necesare doar pentru a evada de pe orice asteroid de dimensiuni apreciabile.

V> Vper = R P, (4.13)

Fragmentele ce au scapat de campul sau gravitational vor dobandi o viteza relativa “la infinit”
Voo = v/ f, unde f este factorul de convergenta gravitationald dat de expresia (2.82). Rezulta
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2 2 2

ca v3, = v — vy, i folosind (4.10) putem estima distributia vitezelor relative a fragmentelor ce

parasesc campul gravitational, in intervalul de viteze [voo, Voo + dvso] prin
C’ Voo (Ugo + U;%ar)_(k+2)/2 dvse Ugo = U% - v;27a7'
dN (veo) = (4.14)

2 2 .2
0 y Uso < V) — Upgy-

Aceasta distributie are un maxim in punctul vee = vVpar/Vk + 1, ceea ce arata ca cele mai multe
fragmente ating viteze relative comparabile cu viteza de evadare de la suprafata asteroidului.
Acest maxim va fi atins insd doar in cazul cand vy < vpar+/(k +2)/(k+1). In caz contrar,

maximul distributiei va fi la voo = /0§ — 2,
Care asteroizi genereaza mai eficient fragmente colizionale, cei mai mari ce sunt capabili sa
produca mai multe fragmente, dar care se reacumuleaza in buna parte, sau cei mai mici care
produc putine fragmente, dar care se pot dispersa mult mai usor in spatiu? De asemenea, care tip
de coliziune este mai eficienta din acest punct de vedere: coliziunile cu fragmentare catastrofica
sau cele cu formare de cratere? Pentru a raspunde intr-o prima aproximatie acestor intrebéri,
in literatura a fost propus un model colizional bazat pe urmatoarele concepte simplificatoare
[Farinella et al., 1994]: (i) rata coliziunilor in timp asupra unui asteroid tintd de raza R este data
de PiRQNpr, unde P; este o constanta (probabilitatea colizionala medie intrinseca din centura
de asteroizi), iar Np, este numarul de proiectile; (ii) populatia de proiectile urmeaza o lege de
distributie dupa dimensiunea r, data de ecuatia (4.4); (iii) fragmentarea catastrofica a tintei are
loc ori de cate ori raportul dintre dimensiunea proiectilului gi dimensiunea tintei depaseste un
prag limita £, independent de dimensiunea tintei; (iv) in cazul coliziunii cu formare de cratere
se presupune ca doar un singur crater este format, masa excavata fiind proportionala cu energia
cinetica de impact, coeficientul de proportionalitate fiind L; (v) dimensiunea celui mai mare
crater ce poate fi format pe asteroidul tinta corespunde unei mase excavate ce reprezinta o
fractiune v din masa tintei Mp. Dacad o este viteza medie de impact, din (iii) si (iv) rezulta
v = Lv2€3/2; (vi) distributia vitezei de expulzare a fragmentelor este data de legea (4.10). Daca
Vg > Upgr atunci toate fragmentele scapa reacumularii, semnul de egalitate conducandu-ne la
raza minima a asteroizilor pentru care o parte din fragmentele colizionale se vor reacumula,
Ry [km] = 83+ (v9/100 [m/s]). Daca R < Ry toate fragmentele se vor dispersa in spatiu, iar daca
R > Ry din (4.10) rezulta ca numarul de fragmente colizionale ce scapa reacumularii este
0 R —k
N(U > Upm") = CU_(k+1)dU ~ <R> s (4.15)
Upar 0
unde viteza parabolica de evadare s-a scris sub forma vpe, = vo(R/Ryp), folosindu-ne de relatia
(4.13).

Frecventa in timp a coliziunilor cu fragmentare catastrofica asupra unui asteroid tinta de
razd R va fi BR®*N,.(r > (R) = P,BEPR2-8. Intr-o astfel de coliziune, intreaga masi a
asteroidului este fragmentata. Rata de expulzare a masei prin fragmente este egala cu (masa
tintei) x (frecventa coliziunilor)x (procentul de fragmente scapate reacumularii), adica

47 R\ 7F
Mcat = 7P-PiB§_ﬂR5_B () ) (416)
3 Ry
in care ultimul termen din membrul drept va dispare pentru cazul R < Rg.

In cazul coliziunilor cu formare de cratere presupunem ca pe asteroidul tinta s-au format
cratere de toate dimensiunile posibile. Rata de ejectie a masei prin fragmente este egala cu
suma dupd toate marimile posibile ale proiectilelor (0 < r < ¢R) din (masa expulzatd in urma
impactului cu un proiectil de raza r) x (frecventa coliziunilor cu proiectile de raza r)x (procentul
de fragmente scapate reacumularii), adica
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(4.17)

271'5 —92:3—8 p5—0 < R >_k
= GPBLOAPRIA ()
36-9)" ¢ Ro

unde my,(r) = (47/3)pr> noteazi masa unui proiectil de razd r, iar dN,,.(r) = SBr~#*+1 dr no-
teaza numarul de proiectile din intervalul de dimensiuni [r, 7 +dr], numéar obtinut din distributia
lege de putere (4.4). Din nou, ultimul termen din membrul drept al ecuatiei (4.17) va dispare
pentru cazul R < Ry.

Din ambele tipuri de coliziuni rezulta ca rata de expulzare a masei prin fragmente este
proportionald cu cantitatea R>~P, pentru R < Ry, sau cu R>#~F ~ R2™=8 pentru R > Ry.
O prima concluzie care se desprinde ese aceea ca, la asteroizii de dimensiuni mici, rata masei
expulzate este cu atat mai mare cu cat dimensiunile lor sunt mai mari, pe cand la asteroizii mai
mari, aceasta rata va fi strans legata de exponentul (3, adica de distributia dupa dimensiune a
proiectilelor din centura principala. Spre exemplu, pentru o valoare 5 ~ 3 (adica vor predomina
proiectilele de dimensiuni mai mici), rata de expulzare a masei va scadea odatd cu cresterea
razei R a asteroidului tinta.

Experimentele numerice bazate pe teoriile de scalare existente au dezvaluit urmatoarele ca-
racteristici generale ale asteroizilor in urma procesului colizional [Davis et al., 1989]: a) asteroizii
de dimensiuni mari (peste 300 km in diametru) isi conserva atat masa cat si perioada de rotatie
axiala; b) asteroizii de dimensiuni medii, cuprinse intre 50 si 300 km in diametru, sunt supusi
frecvent coliziunilor energetice ce produc sfaramarea corpului, Insa o fractiune importanta din
fragmentele colizionale se vor reacumula, formand agsa numitele structuri de roci ingramadite
(“rubble piles”); ¢) asteroizii cu dimensiuni mai mici sunt supusi frecvent coliziunilor capabile
de dezintegrarea lor partiala sau totald, acestia putand fi considerati la randul lor fragmente
colizionale. Ei au forme neregulate si stari de rotatie din cele mai diverse, reprezentand sursa
principala pentru corpurile expediate in zonele de rezonanta, iar apoi spre Pamant, devenind
asteroizi NEA.

De asemenea, au fost imaginate modele colizionale capabile sa explice aparitia asteroizilor
binari [Martelli et al., 1993], a caror existenta este confirmata observational, prin masuratori
fotometrice si radar, precum si modele de evolutie ale acestora sub actiunea perturbatoare a
apropierilor stranse planetare [Farinella si Chauvineau, 1993]. Procentul de asteroizi binari in
vecinatatea orbitei terestre este estimat la aproximativ 20% [Pravec et al., 1999].

Pentru a determina care tip de coliziune expulzeaza mai multa masa prin fragmente, vom
face raportul expresiilor (4.16) si (4.17), obtinand

Mcra o B L172§3 _ ﬂ (418)

Mcat 2(3_5) 3_6’
de unde rezulta ca acest raport este independent de dimensiunea asteroidului tinta. Punand
v ~ 0.1 [Farinella et al., 1994], acest raport va depinde de parametrul 3, el fiind egal cu unitatea
pentru 5 = 30/11 ~ 2.73. Astfel, pentru 3 < 2.73 coliziunile cu fragmentare catastrofica vor fi
mai prolifice In expulzarea de material asteroidal, in caz contrar, cele cu formare de cratere vor
fi mai eficiente.

Rezultatele observationale nu releva valori consistente ale exponentului  (spre exemplu,
0 =~ 2 din examinarea craterelor lunare si 8 &~ 3.3 din examinarea craterelor de pe suprafata as-
teroidului Gaspra), insa el poate fi determinat teoretic in ipoteza existentei unui model stationar
in ceea ce priveste formarea si distrugerea de fragmente prin coliziuni interasteroidale. Acest
model 1l vom invoca in paragraful urmator.
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Echilibru colizional

Procesele colizionale responsabile de expedierea de fragmente in zonele de rezonanta au ca efect
si descresterea treptata a dimensiunilor asteroizilor prin spargerea lor in fragmente mai mici,
acestea devenind, la randul lor, corpuri tinta sau proiectile pentru viitoarele coliziuni. Vom
schita in cele ce urmeaza distributia dupa dimensiune a acestei populatii mixate de corpuri,
invocand un model stationar [Greenberg si Nolan, 1989]: pentru orice dimensiune fixata, exista
un echilibru intre rata distrugerilor colizionale a corpurilor avand dimensiunea respectiva si
crearea altora noi prin fragmentarea celor mai mari. In esenta, numarul acestor corpuri, pe
fiecare interval de dimensiune (excluzand extremititile) se conservi. In cadrul acestui scenariu
vom neglija efectul coliziunilor mai putin energetice, si anume al celor cu formare de cratere.

Presupunem ca populatia acestor corpuri aflate in echilibru colizional urmeaza o lege de
distributie dupi razi, pe fiecare interval [r,r + dr], de forma dN(r) = Bgr~#*Ddr (dedusi
din legea 4.4). Corpurile de raza r sunt fragmentate prin coliziuni cu fragmentare catastrofica
de catre orice alt obiect avand raza cel putin egala cu kr (k < 1 fixat). Presupunem ca toate
impacturile au loc cu aceeasi viteza medie. Majoritatea proiectilelor vor fi mai mici decat tintele,
incat rata de distrugere a lor este proportionala cu numarul proiectilelor si cu sectiunea eficace
cumulata de coliziune a corpurilor tinta

[(;it dN(r)] " = —CN(>kr)r?dN(r) = =7 Y(r) AN (r) = —=(CB*Bk=P)r'=2P dr,  (4.19)

unde C' este o constants, iar 7(r) = (CB) ™ kP r#=2 este timpul de viald colizional, semnificand
rata descresterii exponentiale a numarului de corpuri de raza r prin coliziuni.

In urma fragmentarii unui corp mai mare, avand raza rp > r, din experimente de laborator
obtinem ca fragmentele vor urma o lege de distributie dupa dimensiune dN'(r) = B'f’ =B+ dr,
cu [ precizat. Daca cel mai mare fragment format are raza egald cu o fractiune b din raza initiala
rp atunci, din conditia N'(> bry) = 1, rezultd valoarea constantei B’ = (brb)ﬁ/. De asemenea,
din relatia (4.5) rezulta ca 8’ = 3/(1 + b3).

Rata formarii corpurilor de raza r prin fragmentarea celor de raza ry este

[(i dN(r)] —AN'(r) [(‘;t dN(rb)] = V)7 ) AN ) (4.20)

Rata formarii corpurilor de raza r prin fragmentarea celor de raza mai mare ca r se obtine
prin integrarea expresiei anterioare intre limitele r, = /b i 0o, adica

form.

[jth(r)} = / dN'(r) 77 (rs) AN (re) = (CB*pE 737 ) v~ D dr / ry 720 dr,
form. r/b /b

= (CBzﬂk‘ﬂ)ﬁ/_g;m p20-2,1-26 .
(4.21)

Expresia anterioara este de fapt o supraestimare a ratei de formare, deoarece in realitate va exista
o dimensiune maxima a corpurilor ry,q,. Atata timp cat rpq, > r/b, estimarea respectiva va fi
insa o buna aproximatie.

Populatia fiind presupusa in echilibru colizional, rata de distrugere a corpurilor va fi egala cu
rata de formare a lor pentru orice dimensiune r, incat din expresiile (4.19) si (4.21) vom deduce

/ 1 62[3—2

1. 4.22
2 1+ * ( )
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Aceasta ecuatie transcendentd are o solutie unicd, independentd de b, anume Sy = 5/2.
Valoarea (.p; caracterizeaza distributia dupa dimensiune a unei populatii de corpuri aflata in
echilibru colizional [Greenberg si Nolan, 1989].

Daca presupunem ci populatia de asteroizi din centura principala se afla in echilibru coli-
zional gi ca rata expedierii lor catre zonele de rezonanta reprezinta o anumita fractiune din rata
lor de formare (sau distrugere) prin procese colizionale, rezulta ca populatia proaspat expediata
in rezonante va urma o lege de distributie dupa dimensiune de tipul (4.4) cu un exponent ey
dat de egalitatea —(1 + Bezp) = 1 — 208cchir (conform relatiei 4.19). Rezulta de aici Beqp = 3,
ce corespunde unei populatii In care corpurile de dimensiuni mici detin o fractiune mare din
masa totala. Pe de alta parte, coliziunile interasteroidale ce vor avea loc pe parcursul evolutiei
dinamice catre Pamant (in special de-a lungul traseelor evolutive lente) vor duce la modificarea
distributiei respective catre o distributie apropiata de cea corespunzatoare echilibrului colizional.
Este de agteptat ca populatia de asteroizi NEA sa fie o populatie mixata, formata din corpuri
ce prezinta grade diferite de maturitate orbitala si care sunt expuse in mod diferit proceselor
colizionale, functie de traseul lor evolutiv spre planeta noastra [Greenberg si Nolan, 1993].

In realitate, distributia dupi dimensiune a asteroizilor NEA nu poate fi riguros descrisi
printr-o singura lege de tipul (4.4), ci mai degraba printr-o combinatie a lor. Astfel, in urma
corectarii efectului de selectie observationala asupra asteroizilor ECA descoperiti, distributia
respectiva se poate aproxima prin intermediul a trei legi de putere [Rabinowitz et al., 1994]

3.5, 10m<D<70m
B={ 20, 70m<D<35km (4.23)
5.4, D > 3.5 km,

in functie de diametrul D al asteroizilor. Cu acest model de distributie s-a estimat numarul
total al asteroizior NEA in capitolul 1 al lucrarii (figura 1.2).

Efectul termic Yarkovsky

Relativ recent [Farinella et al., 1999], a fost propus un mecanism alternativ non-gravitational
de expediere al asteroizilor din centura principala catre zonele de rezonanta, datorat radiatiei
solare.

O anumita fractiune din radiatia solara absorbita de un corp, fractiune ce va depinde de albe-
doul acestuia (marime definita in paragraful urmator), este reemisa imediat la nivelul suprafetei
sale, dand nagtere unei forte repulsive numita efect Poynting-Robertson. Daca aceasta forta este
importanta in cazul corpurilor avand dimensiunea prafului interplanetar (um - mm), influenta
sa asupra asteroizilor NEA | ce au un raport suprafatid/masa mult prea mic, este insa neglijabila.

Pe de alta parte, cealalta fractiune din radiatia solara, ce nu este reemisa imediat, va fi pro-
cesata fizic in interiorul corpului gi reemisa ulterior anizotropic in banda infrarogie (sub forma
de radiatie termica). Forta datorata acestui caAmp radiativ termic poarta numele de efect termic
Yarkovsky, fiind semnificativa in special pentru dimensiuni ale corpurilor de ordinul a 0.1 — 100
metri. Parametri cheie ce caracterizeaza acest efect sunt timpul de relaxare termica al asteroi-
dului tterm (reprezentand scara de timp la care corpul raspunde termic unei excitatii externe)
si perioada de rotatie axiald t,., [Vokrouhlicky si Farinella, 1998]. Raportul acestor marimi
© = tierm/trot, poarta numele de parametru termic. Cand © < 1, componenta longitudinala a
gradientului de temperatura va predomina, si astfel forta rezultata va fi orientata perpendicular
pe axa de rotatie a corpului. In acest caz, perturbatia indusa In miscarea heliocentrica a cor-
puri va depinde de perioada s-a de rotatie axiald. Din acest motiv, aceasta poarta numele de
componenta “diurna” a efectului Yarkovsky. In caz contrar, daci © > 1, va avea loc o mediere
a componentei longitudinale a gradientului de temperatura, incat forta rezultatd va fi orientata
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acum de-a lungul axei sale de rotatie. Perturbatia indusa va depinde in acest caz de perioada de
revolutie orbitala a corpului, si de aici numele de componenta “sezoniera”’ a efectului Yarkovsky.

Ce mai importanta manifestare a efectului Yarkovsky este modificarea semiaxei mari orbitale,
ce permite astfel migratia asteroizilor catre zonele de rezonanta. Rata de variatie a semiaxei mari
este de ordinul a 1073 — 107® UA/10% ani [Vokrouhlicky et al., 2001]. Componenta sezoniers
va produce Intotdeauna o micsorarea a semiaxei mari, pe cand componenta diurna va induce
variatii neregulate, functie de perioada de rotatie axiala. Asteroizii cu dimensiuni de ordinul
metrilor vor fi afectati mai cu seama de componenta sezoniera, pe cand cei mai mari (care vor
avea perioade de rotatie mici) vor fi afectati indeosebi de componenta diurna.

Chiar daca observational nu au fost inca puse in evidentd perturbatii in migcarea aste-
roizilor NEA datorate efectului Yarkovsky [Vokrouhlicky et al., 2001] (decat asupra satelitilor
artificiali), acest mecanism se dovedegte a juca un rol important in scenariul de evolutie al
asteroizilor NEA din centura principala catre Pamant. Astfel, el reuseste sa explice prezenta
unor asteroizi NEA de dimensiuni kilometrice ce nu se dovedesc a fi fragmente colizionale, pre-
cum si supraabundenta asteroizilor NEA de dimensiuni mici (inlaturati eficient din centura prin
intermediul efectului Yarkovsky sezonier).

4.1.4 Estimarea masei asteroizilor

Masa unui asteroid NEA este parametrul fizic fundamental in evaluarea consecintelor unui posibil
impact cu planeta noastra (analizate in paragraful 5.3) si, din estimari radar ale formei si
dimensiunii asteroidului, ar permite determinarea densitatii acestuia gi obtinerea de informatii
asupra structurii interne. Din nefericire, masa unui asteroid este foarte greu de determinat prin
masuratori directe.

Exista estimari de masa pentru foarte putini asteroizi NEA, obtinute din observatii ale
perturbatiilor gravitationale exercitate asupra altor asteroizi, sateliti naturali ai acestora, sau
asupra sondelor spatiale [Chesley et al., 2001]. Majoritatea lor insa nu detin estimari directe ale
masei, si cu atat mai putin ale densitatii. In general, singura marime fizica disponibila pentru
fiecare asteroid este magnitudinea absoluta a sa, determinata in urma observatiilor fotometrice.
De aici, urmand un model fotometric simplificat [Bowell et al., 1989], se vor putea face estimari
ale ordinului de mérime al masei. In cele ce urmeazs, bazandu-ne pe formulele fundamentale
ale fotometriei astronomice [Ureche, 1987], [Karttunen, 1994], vom reproduce modelul mai sus
mentionat.

Consideram asteroidul situat la distanta r de Soare si distanta A de Pamant. Acesta din
urma se afla la distanta r, (=1 UA) de Soare (figura 4.4). Daca Fi, noteaza fluxul de radiatie
la suprafata Soarelui, stralucirea aparenta integrals a sa la distanta r va fi Eo(r) = Fo (R /7)?,
unde R, este raza Soarelui. Fluxul incident de radiatie masurat pe intreaga suprafata luminata
a asteroidului (presupus sferic si de raza R) este L = E(r) nR? = Fo(Re/r)*nR?, iar fluxul
emergent al radiatiei reflectate de acesta este L' = AL, unde A poartd numele de albedo Bond al
asteroidului (definit ca raportul dintre fluxul emergent al radiatie reflectate si fluxul incident).

Daca radiatia ar fi reflectata izotrop de catre suprafata asteroidului, stralucirea sa aparenta
masurats de pe Pamant ar i E = L'/47A2%. Cum insi radiatia nu este reflectata izotrop, aceasts
expresie va trebui corectata printr-un factor C®(«), ce depinde de unghiul de faza « (figura 4.4),
anume

L' cA o [ R\?

unde ®(«) se numeste functia de faza, ea fiind normalizata la valoarea ®(0°) = 1. Constanta
C se obtine din conditia ca pe suprafata sferei imaginare de raza A in jurul asteroidului, si
regdsim intreg fluxul radiatie reflectate L' = [¢ E'dS. Rezultd

E=C%(a)
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asteroid

Pamant

Figura 4.4. Simbolurile folosite in formulele fotometrice.

A A2 B 2
/ (a) dS / B(a) sin o da
S 0

unde elementul de suprafats al sferei respective este dS = A%sinadadg, cu a € [0,7] si
¢ €10,27].

Cantitatea p = C'A/4 poarta numele de albedo geometric al asteroidului. Se poate arata ca
acesta este egal cu raportul dintre fluxul radiatie reflectate de asteroid si cel corespunzator unei
suprafete Lambertiene, ambele fluxuri fiind calculate la un unghi de faza nul. Albedoul geometric
poate fi determinat observational prin masuratori de radiometrie si polarimetrie. Valoarea sa
este In stransa corelatie cu caracteristicile fizice ale suprafetei asteroidului, cuantificate prin clasa
sa spectrala. Cele mai importante clase spectrale, impreuna cu intervalele albedoului geometric
corespunzator, sunt urmatoarele: S (0.07 < p < 0.23), C (0.02 < p < 0.06), M (0.07 < p < 0.2)
si E (p > 0.2) [Consolmagno si Schaefer, 1994]. Pe de altd parte, ¢ = 2 [ ®(a)sinada se
numeste integrala de faza, care daca este cunoscuta, permite determinarea albedoului Bond,
prin relatia A = pgq.

Facand raportul dintre stralucirea aparenta a asteroidului, data de expresia (4.24), si stralu-
cirea aparentd a Soarelui la nivelul orbitei terestre Eg(r,) = Fo(Rg/rp)?, obtinem

E@E(rp) = pd(a) <f2p>2 . (4.26)

Diferenta dintre magnitudinea aparenta a asteroidului (m) si cea a Soarelui (mg) se obtine din
formula lui Pogson

C =

: (4.25)

E R? rA
— =-25lg ———— = -25lgp— lg — —251lg® 4.2
m—meg 5 8 Bolry) 5 gprg +5lg = 51g ®(a), (4.27)
iar daca notam
R2
H=mg —25lgp—, (4.28)
"p
obtinem ca
A
m = H+5lg7;—2 —251lg d(a). (4.29)

p

Observatiile fotometrice pot furniza valoarea magnitudinii absolute a asteroidului la unghiul
de faza a (corespunzatoare distantelor r = A =1 UA), prin
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A
H(a) =m—5lg—, (4.30)
’I"p
iar din (4.29) rezulta
H = H(a) — 2.51g0(a), (4.31)

care se numeste magnitudinea absolutd a asteroidului la un unghi de faza de 0°.
Pentru functia de fazd se adopta urméatoarea expresie de partitionare [Bowell et al., 1989]

B(a) = (1 - G)P1(a) + Gs(a), (4.32)

unde G poartd numele de parametrul de panta (“slope parameter”), indicand gradientul curbei
de faza, iar functiile ®; gi 5 au urmatoarele expresii aproximative in banda vizuala

®;(a) = exp {—Ai (tan 3)3] . i=1,2 (4.33)

valabile in domeniul 0° < o < 120° si 0 < G < 1. Constantele ce intervin au valorile Ay = 3.33,
Ay =1.87, By = 0.63, si By = 1.22.

H i G sunt parametri fotometrici fundamentali ai oricarui asteroid, ei fiind publicati in
cataloage alaturi de elementele orbitale. Odata determinati observational dintr-un set de date
fotometrice pin metoda celor mai mici patrate, acesti parametri permit apoi estimarea magni-
tudinii aparente a asteroizilor la orice moment de timp, folosind relatia (4.29). Pentru asteroizii
din centura principala, o valoare tipica a parametrului de panta este G = 0.15. Sistemul de
magnitudini prezentat mai sus se numeste sistemul de magnitudini H-G, el fiind adoptat oficial
de céatre Uniunea Astronomica Internationald in anul 1985.

Daca D = 2R noteaza diametrul asteroidului, acesta poate fi evaluat din relatia (4.28),
cunoscand albedoul geometric p, prin

D= %;g 10(mo=H)/5, (4.34)

Consideram acum domeniul vizual, in care magnitudinea aparenta a Soarelui are valoarea mg =

—26.73. Punand r, = 1 UA, deducem [Bowell et al., 1989

1349
D ==""10"1/5 [km)]. (4.35)
VP
unde, atat H cat si p, vor fi specifici domeniului vizual.
Masa asteroidului va avea expresia

M = 1.3 x 102173H/5 pp=3/2 [kg]
(4.36)
— 6.5 X 10—(10+3H/5) pp—3/2 [M®]7

evaluata atat in kilograme cat gi in fractiuni de masa solara. In aceste formule, densitatea medie
p a asteroidului este exprimata in g/cm?3.

Produsul pp~3/2 este principala sursi de incertitudine in determinarea masei. Valoarea
sa depinde de apartenenta asteroidului la una din clasele spectrale amintite mai sus. Urmand
proportia acestor clase spectrale printre asteroizii NEA [Chesley et al., 2001], se obtine o valoare
medie a produsului respectiv, pp_3/ 2 ~ 43, corespunzatoare valorilor p ~ 2.6 g/cm? si p ~ 0.15.

Magnitudinile absolute ale asteroizilor NEA descoperiti pana in prezent variaza in intervalul
10 < H < 29, caruia ii corespunde (cu aproximatie) un spectru de marimi 5 m < D < 40 km
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si un spectru de mase 10° < M < 10'7 kg. Intr-adevir, cel mai mare asteroid NEA desco-
perit este (1036) Ganymed, cu un diametru D = 38.5 km si un albedo geometric p = 0.17
[McFadden et al., 1989], insd pentru care nu exista inca estimari directe ale masei sale.

4.2 Asteroizi NEA de origine cometara

Numarul asteroizilor NEA descoperiti pana in prezent este mult mai mare decéat cel al cometelor
scurt §i lung periodice a caror orbita trece prin vecinatatea orbitei terestre (cu distanta la
periheliu ¢ < 1 UA). Raportul respectiv este de aproximativ 1600/40, el fiind intr-o continua
cregtere. Pe de alta parte, un nucleu cometar este activ (si deci usor de identificat) doar pe
un interval de timp cu cateva ordine de marime mai mic decat timpul dinamic de viata in
sistemul solar interior. Din acest motiv, este de asteptat ca numarul nucleelor cometare stinse
(care gi-au consumat complet componenta volatila) sa fie mult mai mare decat cel al cometelor
active [Levison gi Duncan, 1994]. Aceste nuclee stinse formeaza populatia de origine cometara a
asteroizilor NEA, contributia lor la rata de formare a craterelor de impact terestru, cu diametre
depasind 20 km, fiind estimata la 20% [Shoemaker et al., 1994]. Paragraful de fata va fi dedicat
evolutiei dinamice a nucleelor cometare din regiunile sursa a lor catre orbita terestra.

4.2.1 Populatii de corpuri in sistemul solar exterior
Asteroizi sau comete?

Urmand lucrarea [Weissman et al., 1989], vom numi cometd (sau nucleu cometar) un corp format
in sistemul solar exterior care contine elemente volatile capabile sa dezvolte o coama atunci cand
orbita sa 1l aduce suficient de aproape de Soare, iar asteroid vom numi acel corp interplanetar
fara un continut bogat in elemente volatile, deci care nu poate prezenta activitate cometara.
Daca este observat, un nucleu cometar stins va avea aspect asteroidal, ascunzandu-si astfel
adevarata sa origine.

Exista totusi evidente observationale ale faptului cid anumiti asteroizi NEA au origine co-
metara [Weissman et al., 1989]. In primul rand, este vorba despre caracteristicile dinamice ale
orbitelor lor. Majoritatea cometelor sunt caracterizate printr-un parametru Tisserand in raport
cu Jupiter Ty < 3, pe cand majoritatea asteroizilor au Ty > 3, adica orbita lor nu traverseaza
orbita planetei gigant (conform paragrafului 2.2.2 al lucrarii). Exista cateva zeci de asteroizi
NEA descoperiti pe orbite de tip cometar. De asemenea, similitudinea dintre orbitele unor
curenti meteorici i cele ale unor asteroizi tradeaza originea cometara a acestora (de exemplu,
asteroidul (3200) Phaethon si curentul meteoric Geminide).

Asteroizii NEA de origine cometara au, in general, un albedo foarte scazut si din acest motiv
exista un puternic efect de selectie observationala ce limiteaza descoperirea lor. Chiar daca pana
in prezent au fost identificati doar cativa candidati siguri (cu caracteristici fizice observate de
tip cometar), contributia lor la intreaga populatia a NEA ar putea fi insemnata (40% conform
cu [Weissman et al., 1989]).

Regiuni sursa ale populatiei cometare

Din punct de vedere dinamic, cometele se impart in doua mari categorii: comete scurt periodice,
(a caror perioada de revolutie orbitala este mai mica de 200 de ani) si comete lung periodice.
Prima categorie de comete se divide la randul ei In aga numitele comete din familia lui Jupiter
si comete de tip Halley. Discriminarea dintre ele se face pe baza parametrului Tisserand, dupa
cum T’y > 2, respectiv Ty < 2 [Levison i Duncan, 1994]. Asa cum vom sublinia ulterior, aceste
doua subpopulatii ar putea sa provina din regiuni sursa diferite.
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Regiunea din spatiul elementelor orbitale pentru care distanta la periheliu ¢ < 2.5 UA o vom
numi regiunea cometarda activa, deoarece o astfel de orbita permite nucleului cometar sa devina
suficient de activ pentru a putea fi detectat cu usurinta de pe Pamant.

Cometele din familia lui Jupiter, dupa cum le spune gi numele, au orbite situate in vecindtatea
planetei gigant (indeosebi periheliul sau afeliul acestora) si din acest motiv ele sunt puternic
perturbate gravitational. Evolutia lor dinamica este haotica, corpurile migrand catre regiunea
cometara activa, iar apoi parasind-o, de mai multe ori pe parcursul evolutiei lor dinamice.
O buna parte a lor ajung si in vecinatatea orbitei terestre, ca nuclee active (comete) sau ca
nuclee stinse (asteroizi de origine cometara). O decuplare gravitationala de planeta Jupiter nu
pare a fi insa un fenomen frecvent desi existd un exemplu in acest sens, cometa Encke. Studii
recente [Harris si Bailey, 1998] sugereaza faptul ca actiunea fortelor nongravitationale, specifice
activitatii cometare, este in masura sa produca astfel de decuplari de planeta gigant, contribuind
la cresterea timpului dinamic de viata al acestor asteroizi de origine cometara in preajma orbitei
terestre.

Decenii la rand s-a considerat ca principala regiune sursa pentru comete o reprezinta norul
sferic al lui Oort, situat la frontiera sistemului solar, dincolo de 10> UA. Apoi, in anul 1951,
astronomul Kuiper sugereaza ideea existentei unei centuri de corpuri in planul eclipticii, situata
dincolo de orbita planetei Neptun (intre 35 — 50 UA), provenind din nebuloasa primordiala so-
lara si cu un continut bogat in elemente ugoare, asa numita centura a lui Kuiper. In lucrarea
[Ferndndez, 1980] este sugeratd pentru prima data ideea ca centura lui Kuiper ar putea fi regiu-
nea sursa principalda a cometelor scurt periodice, aratandu-se cum apropierile stranse mutuale
dintre corpuri sunt capabile de expedierea lor pe orbite instabile.

In urma unor integriri numerice [Duncan et al., 1988], s-a demonstrat ci distributia actuald
a inclinatiei orbitale a cometelor din familia lui Jupiter nu poate fi explicata in ipoteza formari
lor in norul sferic al lui Oort, initial ca gi comete lung periodice si ulterior perturbate pe orbite
scurt periodice de planetele gigante. Originea lor in centura lui Kuiper pare acum mult mai
plauzibila, mai cu seama ca acest lucru explica inclinatia orbitala relativ mica a cometelor din
familia lui Jupiter. Cometele de tip Halley, care prezinta o distributie mult mai omogena a
inclinatiei lor orbitale, raiméan candidate sigure ale formarii lor in norul lui Oort.

Populatia de corpuri numita Centaurus, avand orbite situate intre orbitele planetelor gi-
gante, ar putea face conexiunea dinamica intre corpurile din centura lui Kuiper si cometele
scurt periodice. Primul membru descoperit al acestei populatii este Chiron, initial identificat ca
asteroid, insa apoi observandui-se o activitate cometara. Populatia respectiva se caracterizeaza
prin orbite dinamic instabile.

Integrari numerice efectuate pe intervale mari de timp [Levison, 1991] dovedesc faptul ca
regiuni bine definite din centura lui Kuiper sunt caracterizate prin timpi dinamici de viata de
ordinul varstei sistemului nostru solar, fiind un indiciu ca o intreaga populatie de corpuri poate
supravietui dinamic in regiunea trans-neptuniana. Intr-adevir, in anul 1992 a fost descoperit
primul membru al acestei populatii, anume 1992 QB1, urméand apoi si altii [Jewitt si Luu, 1995].
Astazi, numarul corpurilor descoperite in aceasta regiune a sistemului solar este de peste 500,
iar numarul total estimat al corpurilor cu diametre mai mari de 100 km este de aproximativ
70.000.

Observational sau identificat trei componente ale populatiei trans-neptuniene: (i) compo-
nenta clasica sau centura principala trans-neptuniand (numita “Cubewano”), formata din cor-
puri cu orbite aproape circulare gi semiaxe mari cuprinse intre 35 — 50 UA (cu orbite stabile);
(ii) componenta rezonanta (numita “Plutinos”), formata din corpuri situate in rezonanta 3:2 cu
Neptun, ca si planeta Pluto (tot cu orbite stabile); (iii) componenta de disc imprastiat (“scat-
tered disk”), formata din corpuri situate pe orbite cu excentricitati mari si semiaxe ce pot
ajunge la cateva sute de UA. Aceste orbite sunt instabile dinamic, fiind susceptibile de difuzie
haotica ulterioara prin sistemul solar exterior, contribuind la imbogatirea populatiei de corpuri
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Figura 4.5. Populatiile de corpuri din sistemul solar exterior reprezentate in planul elemen-
telor orbitale (e,a). Sunt marcate: cativa asteroizi NEA situati pe orbite de tip cometar -
prin cercuri pline, populatia de comete scurt periodice (din familia lui Jupiter si de tip Hal-
ley) - prin cruciulite, populatia Centaurus - prin patrate goale, populatia trans-neptuniana (cu
subpopulatiile Cubewano si Plutinos - tot prin cruciulite, subpopulatia de disc imprastiat - prin
patrate pline), precum si o populatie virtuala de corpuri cu orbite situate in vecinatatea orbitei
lui Neptun (intodusa in paragraful urmator) - prin puncte. De asemenea, mai sunt reprezentate
contururile Tisserand corespunzatoare distantei la periheliul, respectiv la afeliul orbitei corpului,
egald cu semiaxa orbitelor planetare (J-Jupiter, S-Saturn, etc) si contururile ¢ =1 UA, ¢ = 2.5
UAsi Ty =2.

Populatiile de corpuri descrise anterior sunt reprezentate in figura 4.5, in planul elementelor
orbitale (e,a), impreuna cu cateva contururi Tisserand si cu contururile ¢ = 1 UA, ¢ = 2.5 UA
si Ty = 2. De asemenea, pe figura sunt marcati si cativa asteroizi NEA situati pe orbite de tip
cometar.

4.2.2 Difuzia haotica a corpurilor din centura lui Kuiper spre interiorul sis-
temului solar

In ultimii ani asistdm la numeroase incercari de a stabili o conexiune calitativi si cantitativa intre
populatia de corpuri din centura lui Kuiper si familia de comete a lui Jupiter [Duncan et al., 1988],
[Holman si Wisdom, 1993], [Duncan et al., 1995]. Fenomenul de transport al acestor corpuri
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poate fi privit ca un proces de difuzie prin sistemul solar exterior, datorat multiplelor apropieri
stranse cu planetele gigante. Determinarea traiectoriei unui corp intr-un astfel de proces dina-
mic este o sarcina dificild, deoarece migcarea sa este profund haotica gi ea se poate extinde pe
intervale de timp de ordinul varstei sistemului solar. Din acest motiv, o modelare statistica a
acestui fenomen pare a fi o cale rezonabila de abordare [Berinde, 2001a], ea facand subiectul
paragrafului de fata.

Descrierea procesului de difuzie

Metoda pe care o propunem are la baza o simulare de tip Monte-Carlo a traseului evolutiv
al unei populatii virtuale de corpuri originare in regiunile sursa trans-neptuniene, ce se presu-
pun a expedia corpuri catre planeta Neptun, printr-un proces de instabilitate dinamica slaba
[Duncan et al., 1995], datorat actiunii unor rezonante planetare medii si seculare. Acestea au ca
efect cregterea excentricitatii orbitelor respective, in timp ce semiaxa mare a lor raméane aproape
constanta [Holman gi Wisdom, 1993]. Deci, distanta lor la periheliu se micsoreaza progresiv si
astfel regiunea din vecinatatea orbitei lui Neptun poate fi alimentata in mod continuu cu corpuri.
Acestea vor evolua apoi sub actiunea perturbatoare a apropierilor stranse cu Neptun si ulterior
cu celelalte planete gigante, fiind impragtiate in intreg sistemul solar gi in particular catre Soare.
Simularile numerice arata ca intre orbitele planetelor gigante exista foarte putine orbite stabile
[Gladman si Duncan, 1990], incat este de agteptat ca timpul dinamic de viata al acestor corpuri
tranzitorii sa fie relativ scurt, inainte ca ele sa fie expulzate pe orbite hiperbolice sau de tip
zgarie-Soare, s-au sa fie distruse prin coliziuni cu una din planetele gigante.

Modelul de difuzie propus se bazeaza exclusiv pe o evolutie dinamica sub actiunea apropieri-
lor stranse planetare, acestea fiind modelate in cadrul formalismului geometric a lui Opik. Harta
completa a modificarii orbitale, dezvoltata in paragraful 2.2.4 al lucrarii, ne permite determi-
narea acestei evolutii dinamice cu ajutorul unor formule analitice. Intre dous apropieri stranse
consecutive, orbitele sunt considerate kepleriene fata de sistemul de referinta heliocentric, insa
animate de o variatie seculara a longitudinii nodului orbital €2 si al periheliului orbitei w, astfel
incdt w = wg + dwt gi Q = Qg — dQt. Ratele de precesie dw si df2 sunt modificate arbitrar
dupa fiecare apropiere stransa, intr-un interval de 0.01 — 0.1 (°/secol). Introducerea artificiala a
acestor miscari de precesie face ca evolutia dinamica a orbitelor si fie mai aproape de realitate
si in acord cu rezultatele unor integrari numerice [Levison si Duncan, 1994].

Constréangi fiind de ipotezele simplificatoare (i) - (v) din cadrul formalismului lui Opik,
cele patru planete gigante sunt considerate ca evolueaza pe orbite circulare gi coplanare, iar o
apropiere stransa cu una dintre ele poate avea loc doar in preajma unuia din nodurilor orbitale ale
orbitei corpului. Se considera ca o apropiere stransa are loc ori de cate ori 1 —e < a,/a <1+e
si b < sp, notatiile fiind cele introduse in paragraful 2.2. De asemenea, impunand conditiile
discutate la sfarsitul paragrafului respectiv, apropierile stranse ce au loc departe de nodul orbital,
pe care le caracterizam aici prin |d| > 0.1a, sau |d,| > 0.la,, precum si cele pentru care
traiectoria neperturbata a corpului in vecinatatea nodului orbital este departe de aproximatia
rectilinara, alegand da > 10°, sunt ignorate. Din acest motiv, modelul dinamic construit aici
va genera orbite zgarie-Soare (pentru care s-a aratat ca da > 0) la o ratd mult mai redusa
decat rezulta in urma integrarilor numerice. In orice caz, se pare ca mecanismul cel mai eficient
de producere a acestui tip de orbite este rezonanta Kozai actionand la inclinatii orbitale mari
[Bailey et al., 1992]. Numaérul corpurilor care se inscriu la un moment dat pe astfel de orbite
este totusi redus, Incat ignorarea lor nu modifica semnificativ rezultatele cu caracter statistic ce
urmeaza a fi obtinute.
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Conditii initiale

Determinarea regiunilor sursa din spatiul trans-neptunian ramane inca o problema deschisa. Se
pare ca cea mai eficienta regiune in expedierea de corpuri catre Neptun se situeaza intre limitele
35 < a < 50 UA. Corpurile de aici sunt expediate preponderent la inclinatii orbitale cuprinse
intre 0° < I < 25° pentru a < 40 UA, gi la inclinatii orbitale 0° < I < 15° pentru a > 40 UA
[Duncan et al., 1995].

Deoarece modelul dinamic construit este bazat exclusiv pe actiunea perturbatoare a apro-
pierilor stranse, va trebui sa presupunem cid populatia initiald de corpuri este deja plasata in
vecinatatea orbitei lui Neptun. Astfel, elementele orbitale initiale ale acestor corpuri se obtin in
modul urmator: se genereaza aleatoriu parametri a gi I in intervalele mai sus mentionate, iar
apoi distanta la periheliu ¢ in intervalul 28 — 30 UA, de unde va rezulta e = 1 — ¢/a. Elementele
orbitale unghiulare 2, w si M vor avea valori arbitrare pe cercul trigonometric. O imagine a
acestel populatii virtuale de corpuri este prezentata in figura 4.5 prin puncte.

Actiunea perturbatoare a planetelor gigante va determina migratia haotica a acestei populatii
de corpuri de-a lungul contururilor Tisserand, de la o planeta la alta, pana in momentul cand una
din urmatoarele stari finale de evolutie va avea loc: inscrierea pe o orbita hiperbolica (e > 1),
sau pe o orbitd “aproape” parabolica, avand afeliul situat in mediul interstelar (a > 10% UA),
sau pe o orbita de tip zgarie-Soare (¢ < 2R()), sau prin coliziunea cu o planeta gigant (b < rjp,p).

Un exemplu de traseu evolutiv selectat din populatia initiala simulata este prezentat in figura
4.6. Timpul dinamic de viata al corpului in cauza este de 1.3 x 108 ani, acesta sfarsind in cele
din urma printr-o coliziune cu planeta Jupiter.

=in]
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semiaxa mare (TTA)
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201,

Op . 0.4 06
excentricitate

Figura 4.6. Traseul evolutiv prin sistemul solar exterior al unui corp originar in centura lui
Kuiper. Sunt prezentate contururile Tisserand corespunzatoare distantei la periheliul, respectiv
la afeliul orbitei corpului, egala cu semiaxa orbitelor planetare (J-Jupiter, S-Saturn, etc).

Ca si in cazul integrarilor numerice pe termen lung, modelul dinamic propus aici nu va oferi
o imagine determinista a traseelor evolutive individuale, ci doar una cu valoare statistica pentru
intreaga populatie simulata. Avantajul modelului este insa acela de a se baza pe un algoritm
analitic de mare viteza. Acest lucru a permis simularea unui numar de 4000 de corpuri test pe
intreg timpul dinamic de viata al acestora, rezultatele statistice obtinute fiind prezentate in cele
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ce urmeaza.

Rezultate statistice

Fiecare corp simulat a realizat, in medie, intre 200 si 700 apropieri stranse planetare, unii
ajungand Insa pana la 3000. Aceste apropieri stranse au avut loc preponderent in vecindtatea
orbitei lui Neptun si, ulterior, a orbitei lui Uranus, deoarece corpurile au petrecut un timp
mai indelungat in regiunile respective. Figura 4.7 prezinta distributia cumulata a numarului
de apropieri stranse in planul elementelor orbitale (e,a), pentru intreaga populatie de corpuri
simulata. Nuantelor mai Intunecate le corespund un numar mai mare. Se remarca frecventa mare
a apropierilor stranse de-a lungul contururilor Tisserand corespunzatoare distantei la periheliul,
respectiv la afeliul orbitei corpului, egala cu semiaxa orbitelor planetare.

semiaxa mare (UTA)
(5]
—_

20

i 02 04 06 08 1
excentricitate
Figura 4.7. O compozitie in nuante de gri, prezentand distributia cumulata a numarului de
apropieri stranse in planul elementelor orbitale (e, a), pentru intreaga populatie de corpuri si-
mulata. Nuantelor mai intunecate le corespund numere mai mari.

Data fiind distributia initiala a inclinatiei lor orbitale, sub 0.1% din corpuri ajung la un
moment dat pe orbite retrograde, majoritatea orbitelor fiind mentinute la inclinatii orbitale mici
(I ~ 10°). Acest lucru este in concordanta cu distributia orbitala a cometelor scurt periodice
observate, confirmandu-se astfel ipoteza formarii lor in centura lui Kuiper.

Starile evolutive finale sunt prezentate in tabelul urmator. In plus, doar 0.1% din corpuri
ajung pe orbite de tip zgarie-Soare i un singur corp din 4000 a supravietuit pe durata varstei
sistemului solar (4.5 x 109 ani).

Aproximativ 42% din numarul total de corpuri ajung la un moment dat in regiunea cometara
activa (¢ < 2.5 UA) pe orbite de tipul cometelor din familia lui Jupiter. Aceasta valoare este
in buna concordanta cu valoarea de 34%, adoptata in lucrarea [Duncan et al., 1995]. In schimb,
doar 1% dintre corpuri ajung in categoria cometelor de tip Halley. Acest lucru sugereaza faptul
ca regiunea principala de formare a acestor corpuri ramane norul sferic al lui Oort.

Asa cum se remarca pe figura 4.8, timpul dinamic de viata mediu al acestor corpuri in zonele
de tranzitie din sistemul solar exterior este in jur de 10® ani, tot in acest rastimp corpurile
ajungand eventual si In regiunea cometara activa, unde timpul dinamic de viata al lor este
cuprins intre 103 — 10° ani.

Concluzionam ca procesul de difuzie haotica din sistemul solar exterior permite corpurilor
originare din centura lui Kuiper sa migreze pe intreg cuprinsul sau si, in particular, catre orbita
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Planeta || Coliziune | Orbita hiperbolica
sau parabolica
Jupiter 15.5 27.0
Saturn 4.1 25.0
Uranus 1.1 5.9
Neptun 1.9 19.6
[ -total- [ 225% | 77.4% \

Tabelul 4.1. Procentul starilor evolutive finale, in functie de planeta gigant responsabila de

producerea lor.

Pamaéantului, sub forma de comete scurt periodice. In relativ scurt timp, datorita pierderii
materialului volatil, nucleele stinse ale acestora vor imbogatii populatia de asteroizi NEA.

1 O - intreaga evolutie dinamicd

uri
(o]
(]
(]

numér de corp

1 W - evolutie dinamici in regiunea activi

[ - evolutie dinamici citre regiunea activi

1

lg (timyp dinamic de wata[am] )

Figura 4.8. Distributia numarului de corpuri simulate in functie de timpul dinamic de viata
total al acestora, apoi in functie de timpul dinamic necesar pentru a intra in regiunea activa,
respectiv timpul dinamic de viata in aceasta regiune.
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Capitolul 5

Metode de estimare a probabilitatii
de impact cu Pamantul

Chiar daca problemele legate de originea gi evolutia in spatiu a asteroizilor NEA, discutate in
paragrafele anterioare, continua sa fascineze gi sa ridice numeroase semne de intrebare in randul
comunitatii astronomice, problemele legate de posibilitatea unui impact cu planeta noastra (sau
cu oricare alta) au devenit in ultima vreme varful de lance in studiul acestor corpuri ceresti.
Fara indoiala, acest lucru se datoreaza in mare masura ingrijorarii manifestata fata de acest
fenomen, ce ar putea avea consecinte dintre cele mai grave pentru echilibrul biosferei terestre si
perpetuarea speciei umane pe planeta noastra.

Din acest motiv, vom dedica capitolul de fata studiului fenomenului de impact, prin parcur-
gerea celor mai importante metode actuale de estimare a probabilitatii de impact cu Pamantul,
spre final prezentand si cateva rezultate teoretice legate de estimarea consecintelor distructive
ale sale, la nivelul scoartei terestre.

5.1 Probabilitati medii de impact

Probabilitatile medii de impact sunt evaluate pe baza unui model matematic simplificat de
evolutie dinamica (numeric sau analitic), ce se presupune a fi consistent din punct de vedere sta-
tistic pe intervale mari de timp. Pe aceste intervale, anumiti parametri dinamici ai asteroidului
sunt considerati ca inregistreaza o variabilitate aleatoare. Probabilitatile de impact estimate in
acest fel vor avea semnificatia unor probabilitati medii pe intervalul de timp considerat.

5.1.1 Probabilitati extrapolate din frecventa apropierilor stranse

Modelul matematic pe care se construieste aceasta metoda are la baza ipoteza distributiei alea-
toare a pozitiilor asteroidului in vecinatatea orbitei terestre, presupunere valabila pe intervale de
timp mai mari decat perioadele de precesie orbitald a asteroidului. Aceasta distributie aleatoare
poate fi descrisa printr-o “densitate spatiala” constanta (s) a pozitiilor asteroidului in unitatea
de volum de spatiu. Presupunem ca aceasta densitate spatiala ramane constanta si atunci cand
raportam migcarea asteroidului la planeta fatd de care intentionam sa evaluam probabilitatea
de impact. Daca u reprezinta marimea vitezei medii planetocentrice a asteroidului, produsul
s - u are semnificatia fluxului trecerilor prin unitatea de arie normala la vectorul viteza. De aici
rezulta imediat ca numéarul N (D) al apropierilor stranse planetare, ce au loc la o distanta mai
mica sau egald cu D de planets, in intervalul de timp 7, va fi N(D) = mD?stir. Daci vom tine
seama acum si de efectul atractiei gravitationale a planetei, distanta D se va reduce prin factorul
f de convergenta gravitationala, dat de expresia (2.82), incat pentru noua distanta d = D/ f,
vom avea evaluarea
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R, /v 2
N(d) = nd? [1 + =2 ( p_‘”“) ] SUT, (5.1)
d 0]
unde R, noteaza raza planetei, iar v,q, este viteza parabolica la suprafata sa.
Daca N, = N(R,) noteaza numarul (fractional al) coliziunilor cu planeta ce au loc in inter-
valul 7 (numar ce va avea si semnificatia probabilitatii medii de impact), vom evalua urmatorul
raport

(5.2)

N(d) <d>2 ”%(%)2
Nc RP 1_|_<Up7_m)2 ,
u

ce permite determinarea urmatoarei expresii aproximative pentru probabilitatea medie de im-
pact, prin neglijarea puterilor superioare lui 2 ale fractiei subunitare R, /d
[Sekanina si Yeomans, 1984]

N, ~ N(d) [1 + (“12)2] <}3’>2. (5.3)

Astfel, evaluand numarul apropierilor stranse pana la distanta d > R, de planeta, vom pu-
tea extrapola apoi, cu ajutorul formulei anterioare, valoarea probabilitatii de impact. Aceasta
aproximatie este buna In cazul cand influenta gravitationalda a planetei este neglijabila, adica
pentru planetele de tip terestru [Nakamura si Kurahashi, 1998] si atunci cand viteza planeto-
centrica a asteroidului este suficient de mare, incat raportul vpe,/u sa aiba cel mult ordinul
unitatii.

Procedeul practic de determinare a probabilitatii de impact este urmatorul: in urma unei
integrari numerice a migcarii asteroidului, efectuata pe un interval de timp suficient de extins,
se vor monitoriza toate apropierile stranse cu planeta de referinta si se va reprezenta apoi pe o
scara logaritmica in ambele axe numarul cumulat al apropierilor in functie de distanta minima
planetocentrica. In practica se va considera o reprezentare discreta pe intervale de lungime egala
pe scara logaritmica (figura 5.1). Prin extrapolarea (ajustarea) acestor valori pana la distanta
de impact R, cu planeta, cu dreapa de ecuatie

d

D: IgN(d)=A+2lg <> (5.4)
Ry

scrisa in variabila lg d, rezulta valoarea cea mai probabila pentru parametrul real A si valoarea

probabilititii medii de impact N, = 104.

Asa cum mentionam anterior, extrapolarea cu o dreapta este o aproximatie buna doar pentru
anumite cazuri, mai mult, in practica dependenta patratica prezisa de modelul teoretic N(d) ~
d? este doar aproximativ verificatd, ea trebuind inlocuiti cu una mai generald, N(d) ~ d42.
Acestea fiind spuse, vom rafina acum metoda de extrapolare a probabilitatii medii de impact,
considerand urmatoarea curba dedusa din expresia (5.2)

d v 2 g4
C: 1gN@d) = A+ Ay lg <> +lg [1 n (L) 10 g(Rp)] , (5.5)
R, U
scrisa In variabila lgd si cu parametri de ajustare A; gi As. In urma procedeului de extrapolare
cu aceasta curba, rezulta urmatoarea estimare pentru probabilitatea de impact

N, = 10 [1 + (U’gﬂ : (5.6)
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10 10 10 10 10 103 10 10
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Figura 5.1. Extrapolarea probabilitatii medii de impact cu Pamantul a asteroizilor a)
2000 SG3qq si b) 1999 ANyo. Linia punctata marcheaza extrapolarea liniard iar linia continua
extrapolarea pe curba.

cu va avea o valoare mai mare decat cea estimata in cadrul extrapolarii liniare, datorita efectului
atractiei gravitationale a planetei.

In continuare exemplificam metoda descrisd, prin estimarea probabilitatii medii de impact cu
Pamaéantul a asteroizilor 2000 SGsqq si 1999 ANyg. Figura 5.1 prezinta rezultatele calculelor, atat
prin extrapolarea liniara (linia punctata) cat si pe curba (linia continud) a numarului cumulat
al apropierilor stranse cu Pamantul, pe un interval de 100.000 de ani. Valorile extrapolate ale
probabilitatilor de impact (marcate pe figura printr-un cerc ce corespunde distantei de impact
R, ~ 4.2 x 1075 UA) sunt N, ~ 4.4 x 1072 (sau 4.4 x 1077 /an) pentru primul asteroid si
N, =~ 1.3 x 1073 (sau 1.3 x 1078/an) pentru cel de-al doilea. In primul caz se remarci o
diferenta semnificativa intre cele doua tipuri de extrapolari, datorata vitezei planetocentrice mici
a asteroidului, u ~ 1.9 km/s, comparativ cu viteza parabolica la suprafata planetei, vpq, ~ 11.2
km/s, ce duce la accentuarea influentei gravitationale planetare.

Metoda poate fi folosita cu succes si la estimarea probabilitatii medii de impact a unei intregi
populatii de obiecte, prin cumularea tuturor apropierilor stranse planetare
[Sekanina i Yeomans, 1984].

5.1.2 Probabilitati mediate de-a lungul orbitei

In acest paragraf vom deduce o expresie a probabilitatii medii de impact dintre doua cor-
puri arbitrare cu orbite heliocentrice, pe baza unei teorii analoage cu teoria cinetica a gazelor
[Steel si Baggaley, 1985].

Vom nota cu indicele “1” elementele asociate primului corp, iar cu indicele “2” elementele
asociate celui de-al doilea. Probabilitatea cautata va fi o functie de elementele orbitale (a1, e1, I7)
si (ag, €2, I5) si de doi parametri fizici, masele m; si ma (neglijabile in raport cu masa centrald)
si razele Ry si Ry ale celor doua corpuri. Argumentele periheliilor si longitudinile nodurilor
orbitale se vor considera ca inregistreaza o variatie aleatoare, presupunere valabila pe intervale
de timp mult mai mari decat perioadele de precesie asociate lor.

Consideram volumul de spatiu in care este posibil ca cele doua corpuri si ocupe simultan
aceeagi pozitie i il impéartim in elemente infinitezimale de volum év. Presupunand cé in interiorul
fiecarui element cele doua corpuri ocupa pozitii aleatoare (precum moleculele unui gaz), fluxul
asociat trecerii simultane a celor doué corpuri prin elementul de volum dv, flux raportat la unul
dintre corpuri, va fi F' = s1s9 u, unde s; si so noteaza “densitatile spatiale” medii ale celor doua
corpuri in elementul respectiv de volum, iar u este viteza relativa a lor in Jv.
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Numarul impacturilor intre cele doua corpuri, avand sectiunea eficace de coliziune o, In
timpul 7, va i n = s1so uoT si deci, probabilitatea de impact pe unitatea de timp, in elementul
de volum dv, va fi data de

p= s 5152 U0 (5.7)
T

Probabilitatea de impact In intreg spatiul accesibil celor doua corpuri va fi atunci

P:/slsguadu. (5.8)
1%

Aceasta integrala poate fi evaluata numeric, considerand elementele de volum suficient de mici
pentru ca marimile ce intervin sub integrala sa nu varieze semnificativ. Le putem astfel aproxima
cu valorile lor medii in elementul de volum respectiv, si integrala (5.8) se transforma in

P = Z§1j§2jaj0_'j5l/j. (5.9)
J

In cele ce urmeaza vom determina expresiile analitice ale tuturor marimilor ce intervin in aceasta
relatie.

Evaluarea densitatii spatiale

Deoarece argumentul periheliului inregistreaza o variatie aleatoare, este suficient sa parametri-
zam spatiul dupa doua coordonate, distanta 7 la corpul central si latitudinea ecliptica 8. Den-
sitatea spatiala a oricaruia dintre corpuri va fi o functie de acesti doi parametri, mai mult, va
fi separabila dupa acestia, s(r,3) = p(r) ¥ (5). p are semnificatia densitatii spatiale la distanta
r de corpul central, mediata dupa toate latitudinile, iar ¢ semnifica raportul dintre densitatea
spatiala la latitudinea ecliptica ( si densitatea spatiala mediata dupa toate latitudinile. p va
depinde, de asemenea, de marimea si forma orbitei, adica de a si e (sau similar, de distantele la
periheliul si afeliul orbitei, ¢ si @, iar ¥ va depinde de inclinatia orbitei 1. In continuare vom
evalua separat expresiile fiecareia din aceste marimi.

a)

Figura 5.2. Calculul variatiei densitatii spatiale relativ la: a) distanta r la corpul central; b)
latitudinea ecliptica (.

In figura 5.2a consideram un invelig sferic de grosime Ar situat la distanta r de corpul central,
astfel incat ¢ < r < Q. Daca At este timpul petrecut de corp in acest invelig, iar T' este perioada
sa orbitala, atunci avem

(5.10)
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pe unitatea de volum v, = 4rr2Ar. Timpul At este dat de At = 2A7r/v,, unde v, este com-
ponenta radiala a vitezei heliocentrice v a corpului, acesta trecand de doua ori prin invelisul
respectiv pe parcursul unei perioade orbitale. Viteza radiala v, = vsin~y este considerata pozi-
tiva spre interior incat, de la afeliu spre periheliu avem 0° < v < 90°, iar de la periheliu spre
afeliu 270° < < 360° (figura 5.2a).

Din conservarea momentului cinetic, evaluat in trei puncte ale orbitei: la periheliu, la afeliu
si la distanta r de centru, deducem

) R ) A T |

unde s-a folosit pentru viteza heliocentrica v expresia (2.29). Din aceste egalitati, precum si din
faptul ca a = (¢ + Q) /2, rezulta o expresie pentru unghiul ~

qQ
r(2a —r)’

o) )"

Inlocuind T = 27a®/2/v/G i celelalte mirimi in ecuatia (5.10), deducem

cos?y = (5.12)

si astfel

1
p(r) =
Ar?ray/(r —q)(Q — )
Aceasta este probabilitatea de a gasi obiectul intr-un invelig sferic de volum unitate situat la
distanta r de corpul central, mediata dupa toate latitudinile. Céand r < ¢ sau r > ) avem
p(r) = 0. Cazurile limita r — ¢ si 7 — @ necesita o analiza speciala si vor fi tratate separat.

Consideram acum corpul situat in invelisul sferic de grosime Ar la distanta r de centru.
Noua cerinta este de a afla probabilitatea de a gasi corpul intr-o banda cuprinsa intre latitudinile
ecliptice (8 si 8+ AB. Referindu-ne la figura 5.2b, planul XY este planul ecliptic, iar punctul
O de coordonate (r,3) noteaza pozitia corpului (considerat stationar in orbita sa). In urma
fenomenului de precesie orbitala, acesta va descrie o orbitd imaginara circulard de inclinatie
(aceeasi ca si cea a orbitei reale), parcurgand pe figura traiectoria WOX.

Daca argumentul periheliului precesioneaza cu viteza unghiulara constanta w, atunci pe-
rioada acestei orbite imaginare va fi 7" = 27/w. Timpul necesar traversarii benzii de grosime
AfB este At' = (AB/w)sina, unde « este unghiul dintre traiectoria imaginara gi paralela de
latitudine 8. Deoarece corpul traverseaza aceasta latitudine de doua ori, fractiunea de timp
petrecuta in banda de grosime AS va fi

. (5.14)

A1 AB

T msina’

(5.15)
Densitatea spatiala dupa latitudinea ecliptica (3, in invelisul sferic considerat, are expresia

2AY Sy,
7/)(6) - T/ : 51/ )

fiind raportata la noul element de volum dv = 2772 cos BArAS, definit de banda de grosime A3
in inveligul sferic de grosime Ar.

(5.16)

Din aceeasi figura (5.2b) deducem egalitatea cos I = cos v cos 3 de unde rezulta sin a.cos § =
[sin? I — sin? 5]1/2. Ficand inlocuirile de rigoare in expresia (5.16), obtinem
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2
W(P) = ) 5.17
) 7y/sin? I — sin? 8 ( )
Pentru |3| > I vom avea () = 0. Cazurile limita 5 — =1 vor fi tratate separat.
Relatiile (5.14) si (5.17) ne conduc la expresia densitatii spatiale la distanta r de centru si
la latitudinea ecliptica (3

1

s(r.6) = om3ray/(sin I —sin? B)(r — ¢)(Q —r)

(5.18)

Medierea densitatii spatiale

In procesul de aproximare a integralei (5.8) cu suma (5.9), va trebui sa evaluam valoarea medie
a expresiei (5.18) in unitatea de volum dv = 2772 cos BATrAf3, prin

1
2m37ay/(sin? I — sin? B)(F — ¢)(Q — )
unde v’ =r+Ar, 3 = B3+ AB, 7= (r+7")/2s = (8+')/2. Aceasts formula este aplicabils
in cazurile ¢ < r <7’ < Q si —1 < 3 < (' < I. Cand ambii parametri (r,7’) sau (3, 3’) sunt
inafara intervalelor sus mentionate, densitatea spatiala s este nula. Pe de alta parte, este posibil
ca unul dintre parametri sa fie situat in interiorul intervalului, iar celdlalt sa fie in exterior. In

aceste cazuri limita medierea anterioara nu este valabila, ea necesitand un tratament special,
dupa cum vom arata in cele ce urmeaza.

s(r,r",68,0') = (5.19)

Expresia densitatii spatiale medii pe unitatea de volum se mai scrie

/V av / " /B o) 0B cos Bar s

7'/ /8/
dv / / r? cos fdrdf
% - Js

§(7“, r/7ﬁaﬁ/) = = ﬁ(ra T,) : Qﬁ(ﬁaﬁ/)v (520)

unde

plr,r') = / g p(r)r? dr / / "2 (5.21)

semnifica densitatea spatiala medie calculata intre r si 7’ si mediata dupa toate latitudinile, iar

_ g g
w(ﬁvﬁ')=/ﬁ w(ﬁ)COSﬁdﬁ//ﬁ cos 3df (5.22)

semnifica raportul dintre densitatea spatiald medie calculata intre 3 si 3 si densitatea spatiala
mediata dupa toate latitudinile.

Consideram grosimea inveligului sferic Ar suficient de mica, incat distanta radiala la oricare
punct din interiorul siu sa fie bine aproximata prin 7. In aceastd situatie expresia (5.21) se
simplifica in

/ /

N | " _ 1 T dr
p(r,r') = AT/T plrydr =+ / ETICED) (5.23)

cu solutia
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/

plr, ) = m [arcsin <2TQ:(2;L> — arcsin <2CTQ_—2QG>} , (5.24)
valabili in cazul ¢ < 7 < 7 < Q. In cele doud cazuri limits r < g, respectiv r’ > Q, al
doilea termen din paranteza dreapta (cu semn cu tot) se va inlocui cu 7/2 (punand r = q),
respectiv primul termen din paranteza dreapti se va inlocui cu 7/2 (punand ' = Q). In aceasti
maniera singularitatile legate de evaluarea expresiei (5.14) in vecinatatea punctelor ¢ si @ au
fost inlaturate.

In mod similar, relatia (5.22) se scrie astfel

- n 1 g 2cos 3
(B, B) = (sinﬂ’—sinﬁ)/ﬁ w\/mdﬂ’ (5.25)

cu solutia

- 2 . (sinf . [sing
" = — ] = 5.26
V(8. 5) 7(sin 3/ — sin 3) [arcsm ( sin [ > aresm <sin] ’ (5.26)
valabila pentru —1 < 3 < 3’ < I. Cazurile limitd 8 < —1, respectiv 3 2 I, se vor trata in mod
analog, Inlocuind termenul corespunzator din paranteza dreapta a egalitati (5.26) cu valoarea
/2.
Relatiile (5.24) si (5.26) conduc la expresia finala

_ / A 1 . 2r' —2a i Gl
8(7“,7” ,5:/8) - 27T3afAr(sin 3 — sin ﬁ) [arcsm <Q—q) — arcsin <Q—q>] .

. (sinf . (sing
arcsin - — arcsin [ — ,
sin sin

cu ajutorul careia se va evalua densitatea spatiala medie pe unitatea de volum in preajma
punctelor de singularitate a relatiei (5.19). In acest mod toate cazurile posibile au fost epuizate.
De precizat ca densitatea spatiala medie, 3, ia valori extreme (finite) tocmai in aceste puncte de
singularitate.

(5.27)

Evaluarea vitezei relative si a suprafetei efective de coliziune

Pentru doua corpuri cu orbite arbitrare ce au un punct comun, viteza relativa de intalnire se
obtine dupa cum urmeaza

u? = v} + v2 — 2u1v5 cos b, (5.28)

unde vy i vo sunt vitezele heliocentrice ale celor doua corpuri, iar 8 este unghiul de intalnire.
In figura 5.3 este reprezentat un sistem de coordonate rectangular CXYZ, centrat in punctul de
intalnire al celor doua corpuri C, avand planul XCY perpendicular pe invelisul sferic din figura
5.2a, iar planul YCZ tangent la suprafata exterioara a acestuia. Are loc egalitatea trigonometrica

cos = sin~yj sinya + cosy1 cos ¥z cos (] — aw), (5.29)

notatiile fiind cele din figura. Valorile cos~y; si cos~y, sunt date de ecuatia (4.12), in ambele
cazuri alegandu-se solutia pozitiva (deoarece —90° < v < 90°). In schimb, valorile sinyp si
sinys pot avea ambele semne. In ceea ce privegte valorile lui oy si a9, din figura 5.2b avem
relatia cosa = cosI/cos 3. Cantitatea cos (a3 — ay) poate avea, de asemenea, ambele semne
deoarece —90° < a < 90°. Obtinem astfel patru valori distincte pentru unghiul 8, date de
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cos Iy cos I £ /(sin? I — sin? 3)(sin® I — sin? 3)
cos? 3

cos ) = £ sin~y; siny, + cosy; oS Ys - . (5.30)

Din ecuatia (5.28) se vor obtine patru valori posibile ale vitezei de intalnire, a caror medie
aritmetica va indica viteza medie cautata.

)

citre corpul
central O —CE
s

Figura 5.3. Calculul unghiului de intalnire a doua corpuri in coliziune

Ultimul termen de determinat este sectiunea eficace de coliziune o. Daca (R, R2) sunt razele
celor dou# corpuri, atunci 7( R+ R2)? este sectiunea geometrica de coliziune. Prezenta caAmpului
gravific comun duce la extinderea acestei suprafete cu factorul f de convergenta gravitationala
(relatia 2.81), incat sectiunea eficace de coliziune devine

2G(m1 + mz) %
(Rl + RQ)'LLQ

Toti termenii din ecuatia (5.9) sunt deja evaluati. Densitatile spatiale medii ale celor doua
corpuri, §7 si $2, sunt date de (5.19) sau (5.27), dupa cum sumarea se face in vecinatatea puncte-
lor singulare sau nu. Viteza medie se obtine din (5.28), folosind valorile medii 7 si 3. Sectiunea
eficace medie de coliziune ¢ rezultda din (5.31), folosindu-ne de valoarea vitezei medii, iar ele-
mentul de volum in raport cu care se face integrarea este dv = 2772 cos BArAS. Considerand
cel putin 100 de pasi de integrare pe directia radiala si 50 de pasi de-a lungul latitudinii eclip-
tice (de obicei Ar < 0.01r si A3 < 3°), se va obtine o precizie satisfacatoare in determinarea
probabilitatii cautate [Steel si Baggaley, 1985].

o =m(R1+ Ry)*> f =n(Ry1 + Ro)* |1+ (5.31)

Caz particular: problema restransa circulara a celor trei corpuri

Pentru determinarea probabilitatii de impact cu Pamantul a asteroizilor NEA, este suficient s&
exploatam urmatorul caz particular caruia i se poate formula o solutie analitica, si anume cand
unul dintre corpuri este o planeta situata pe o orbita circulara.

Notam cu a, raza orbitei planetare si consideram planul acesteia ca plan de referinta pentru
sistemul de coordonate din figura 5.2b. Fie marimile r = a, —Ar/2, r' = a,+Ar/2, § = —AS/2
si f/ = AB/2, incat Av = QWQIQ)AT‘Aﬂ defineste acum elementul de volum de-a lungul orbitei
planetare, singurul in care trebuiesc evaluate cantitatile ce compun expresia probabilitatii de
impact (5.9).

Densitatea spatiala asociatd planetei este zero inafara punctului (r,5) = (ap,0). In acest
punct valoarea sa este data de formula alternativa (5.27)

1 1

Sy = —— = — .32
T 2ma2ArAR T Av (5-32)
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La fel si pentru densitatea spatiala a celui de-al doilea corp (asteroidul), ea trebuie evaluata tot
intr-un singur punct, folosindu-ne de (5.19)

1
2m3a, asin I/(ap — q)(Q — ap)’

unde a, ¢ = a(l —e), Q@ = a(l +¢) si I noteaza elementele orbitale ale asteroidului.
Viteza relativa de impact u se poate obtine din formalismul lui Opik (relatia 2.62), iar

(5.33)

S =

sectiunea eficace de coliziune se scrie

1
QGm”] Y (5.34)

2
o= 7TRp [1 + Rpu2

in ipoteza ca dimensiunile celui de-al doilea corp sunt neglijabile in raport cu planeta. Reamintim
ca R, noteaza raza planetei, iar m, masa sa (in mase solare).

Expresia finala a probabilitatii medii de impact este P = 5u o, ce poate fi aplicata cu destula
acuratete la determinarea probabilitatii de impact cu Pamantul a populatiei de corpuri studiate,
cu singura restrictie (impusa de metoda) ca asteroizii respectivi sa fie de tip ECA.

Marele avantaj al metodei il reprezinta viteza de calcul, permitand evaluarea probabilitatii
de impact a unui numar arbitrar de mare de corpuri, cu un cost de calcul mic. Este ceea ce vom
intreprinde in randurile urmatoare, unde vom evalua probabilitatea anuala medie individuala de
impact cu Pamantul a tuturor asteroizilor ECA descoperiti pana in prezent. Figura urmatoare
prezinta probabilitatile respective pe o scara logaritmica, in raport cu viteza de impact u. Aceste
probabilitati cuprind un spectru a patru ordine de marime si releva o dependenta accentuata
fats de valoarea vitezei u. Aceasta dependents pare a fi de forma P ~ 1/u?, asa cum se poate
deduce empiric de pe figura.

&

g P

Figura 5.4. Probabilitatile medii anuale de impact cu Pamantul ale tuturor asteroizilor de tip
ECA descoperiti pana in prezent (peste 900), functie de viteza lor de impact.

Se remarca o valoare particulara maxima pentru probabilitatea de impact (> 1076 /an), ce
corespunde asteroidului 2000 SGsg4, care are o orbita foarte aseméanatoare cu cea a Pamantului.
Distributia probabilitatilor de impact prezentata in figura 5.4 este puternic influentata
de efectul de selectie observationala, care favorizeaza descoperirea de asteroizi avand orbite
apropiate de cea terestra, deci cu probabilitati de impact mai mari. Probabilitatea anuala
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medie de impact a intregii populatii (reale) de asteroizi NEA este estimata la aproximativ
4 x 107 /an/obiect [Milani, 1998].

5.2 Probabilitati intrinseci de impact

5.2.1 Determinarea regiunii de incertitudine orbitala

In anul 1809 Gauss a dezvoltat teoria calculului de orbitd dintr-un set de observatii astrometrice,
formuland ipoteza distributiei normale a erorilor de observatie si creand metoda celor mai mici
patrate de determinare a elementelor orbitale [Milani, 1999]. Devenita intre timp clasica, metoda
sa a fost aplicata cu succes la determinarea orbitelor primilor asteroizi descoperiti, (1) Ceres si
(2) Pallas, ramanand pana in zilele noastre teoria fundamentala a calculului de orbita.

Calcul de orbita

Fiecare set de date observationale furnizeaza coordonatele ecuatoriale ale asteroidului pe sfera
cereascd, (af,0y), valabile la momentul de timp ¢, k = 1,n. Acestora le corespund reziduurile
O — C, adica diferentele dintre valorile observate si cele calculate

{ §ok—1 = w1 [af — a(tg)] cos & (5.35)

bor = way - [07 — 6°(tk)], k=1,n,

unde a¢ = a(t) si 6¢ = 0°(t) sunt coordonatele ecuatoriale calculabile la orice moment de
timp din elementele orbitale osculatoare ale corpului, (eq,...,eg), valabile la 0o anumita epoca
(de exemplu, mijlocul intervalului de observatie). Aceste elemente sunt a priori determinate
dintr-un set mai vechi de observatii, sau din oricare trei observatii distincte ale setului curent.
Pana la urma, scopul metodei de calcul este tocmai imbunatatirea valorilor acestor elemente si
determinarea regiunii de incertitudine a lor, adica a multimii tuturor acelor elemente orbitale,
prezentand o aceeasi abatere medie fata de valorile cele mai probabile calculate (valorile nomi-
nale). Ponderile wy, sunt atasate fiecarui reziduu, alegerea lor fiind un lucru dificil, depinzand
de calitatea setului respectiv de observatii.

Reziduurile O —C au trei origini diferite: in erorile de propagare a orbitei in cadrul modelului
dinamic folosit, In imprecizia elementelor orbitale (e, ..., eg) si in erorile de observatie. Acestea
din urma vor trebui sa fie de asa natura, incat erorile in valorile presupuse ale elementelor orbitale
sa exercite o influenta apreciabila, si astfel sa fie usor corectabile [Brouwer gi Clemence, 1961].

Erorile observationale, in masura in care nu sunt sistematice, se presupun ca urmeaza o lege
de distributie normald. Aceastd presupunere are la bazd o teorema limita centrald din teoria
probabilitatilor, care ne asigura ca suma unui numar mare de variabile aleatoare independente
(fiecare descriind eroarea unei masuratori), avand dispersii finite, urmeaza (asimptotic) o lege
de distributie normala [Oprisan si Sebe, 1999].

Daca reziduurile sunt normalizate printr-o alegere corespunzatoare a ponderilor wy, aces-
tea vor urma o lege de ditributie normala cu abateri medii patratice egale cu unitatea, avand
densitatea de probabilitate

1
P(&,) = Ee—ﬁiﬂ, k=T1,2n. (5.36)

Daca erorile de observatie sunt independente, intreg setul de reziduuri va urma o lege de
distributie multidimensional normala, cu densitatea de probabilitate

2n
P(gla 527 s a£2n) = H P(ék) X e_%(£%+£§++§%n) = 6_%§T€, (537)
k=1
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unde ¢ = (&1,&,...,&,)7 este vectorul transpus al reziduurilor. Daca erorile de observatie
sunt insa corelate (asa cum se intdmpla de obicei in practica), fie W matricea lor de corelatie
(simetrica), atunci

P(§17§2a s 7£2n) 8 6_%§TW71£- (538)

Orbita cea mai probabila corespunde valorii maxime a acestei distributii, si ea se obtine prin
minimizarea functiei tinta

Q(E)=¢" W, (5.39)
in raport cu vectorul elementelor orbitale £ = (eq, ..., eg). In cazul in care erorile de observatie
nu sunt corelate, ea se transcrie

QE) =&+ &+ + &, (5.40)

Acest procedeu poarta numele de metoda celor mai mici patrate, fiind folosit la estimarea solutiei
cele mai probabile (solutia nominald), chiar si in cazul cand erorile de observatie nu urmeaza o
lege de distributie normala [Press et al., 1997].
In esenta, vom avea de determinat punctele stationare ale functiei Q@ = Q(E), care vor fi
solutiile urmatorului sistem de ecuatii algebrice neliniare
0Q 9

_ ol —
@(E) =20W 9E

unde J = 0&/OF reprezinta matricea Jacobi a derivatelor partiale ale functiei £ = ¢(F), de
dimensiune 2n X 6.

Sistemul anterior se rezolva prin metode iterative, cum ar fi metoda corectiilor diferentiale
(metoda lui Newton). Dat fiind sistemul de ecuatii algebrice neliniare [Press et al., 1997]

= 2wty =0, (5.41)

fi(:L‘l,{L‘Q,...,JTn) :0, ’L'Zl,in (5.42)

intr-o vecinatate a punctului X = (x1,x9,...,x,), ales initial in apropierea solutiei cautate,
avem dezvoltarea in serie Taylor

0
filX +0X) = +Z f’a i+0(0X%) =0, i=1,n, (5.43)
care, prin egalarea cu zero si neglijarea termenilor de ordin superior lui 6 X, ne conduce la un
sistem algebric liniar in necunoscutele 60X = (dx1,0x2, ..., dx,), cu solutia
(6x)T = - AN FT(X) (5.44)
o \oX ’ ‘

unde s-a notat F' = (f1, fa,..., fn). Procedeul se repeta iterativ, pentru X’ = X + 6 X, pana la
convergenta, cand § X =~ 0 cu precizia dorita.
In cazul de fatd avem F(E) = ¢TW~1J, cu matricea Jacobi

OF aJ
o5 ) = <JTW_1J +Tw! 6E> . (5.45)

Pentru simplificarea calculelor, derivatele partiale de ordinul doi ale reziduurilor in raport
cu elementele orbitale, scrise sub forma unui tablou tridimensional de dimensiune 2n x 6 X 6

97 _ 0%¢ - 0% (5.46)
oF 8E2 36,‘8% k=12n, i,j T67 '
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se neglijeazd. Aceasta deoarece contributia lor in expresia (5.45) este micd, in masura in care la
convergent, vectorul reziduurilor ¢7, cu care se inmultesc, este mic [Milani, 1999)].
Corectiile ce trebuiesc aplicate pe pasul de iteratie vor fi

SET = —(JTw=tn)~tytwl, (5.47)
obtinand in final solutia nominala E* = (e, ...,ef), pentru care 0E = 0. Terminologia uzuala
este N = JTW~LJ matricea normald (presupusa inversa}bilé), C = N~ matricea covariantd, iar
NSET = —JTW ¢ ecuatiile normale [Milani, 1999]. In acest moment am obtinut elementele

orbitale cele mai probabile, compatibile cu setul de observatii gi cu ponderile wy, alese initial.
Cum caracterizam 1nsa regiunea de incertitudine in jurul acestei solutii nominale?

Elipsoidul de incredere (incertitudine)

Functia tinta Q(F) se dezvolta in serie Taylor in jurul solutiei E*, astfel

2
Q(E) = Q(E*) + gg(E*) SET + %6E gbfg(E*) SET = Q(E*)+6ENGSET +...,  (5.48)
unde punctele inglobeaza termeni superiori in E = E — E*, precum gi tabloul tridimensional
al derivatelor partiale de ordinul doi dat in (5.46), si neglijat de altfel in procesul de rezolvare a
ecuatiilor normale. Matricea normala N este calculata aici in punctul de convergenta E*.
Incertitudinea solutiei E* poate fi descrisa in termenii regiunii de incredere (incertitudine),
definita prin inegalitatea

IQ(E) = Q(E) — Q(E") < 0%, (5.49)

pentru diferite valori ale parametrului adimensional o. In aproximatia patratica, aceasta regiune
se poate aproxima cu un hiperelipsoid hexadimensional, derivat din (5.48)

0Q(FE) ~ EN §ET < o2, (5.50)

numit elipsoidul de incredere (incertitudine). El inglobeaza multimea tuturor acelor orbite aflate
in apropierea orbitei nominale, apropiere cuantificata printr-o valoare atribuita lui o.

Expresia (5.50) a regiunii de incredere s-a obtinut neconsiderand ipoteza distributiei normale
a erorilor de observatie, dobandind astfel un caracter mai general de aplicabilitate [Milani, 1999].
Daca facem insa uz de aceasta ipoteza, atunci o teorema din teoria probabilitatilor ne asigura
ca vectorul de variatie al elementelor orbitale E va urma de asemenea o distributie multidi-
mensional normala in jurul valorii zero [Press et al., 1997], cu densitatea de probabilitate

P(E) e~ 20ENIET, (5.51)

Astfel, valorilor lui o egale cu 1,2,3, respectiv 4, le vor corespunde elipsoidele de incredere ce
includ 68.3%, 95.4%, 99.73%, respectiv 99.99%, din multimea orbitelor compatibile cu erorile
de observatie. In aplicatiile practice, regiunea de incredere a unei orbite se alege, de cele mai
multe ori, pentru 3 < o < 4.

Intervalele de incredere individuale ale elementelor orbitale se pot calcula din relatiile

5ei = :f:U«/Cii, 1= 1, 6, (5.52)

ele fiind deduse imediat din ecuatiile normale [Press et al., 1997]. ¢;; reprezinta elementele de
pe diagonala principala a matricii covariante.
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Elipsoidul de incertitudine este bine definit de matricea normald N, care exprima gradul
de corelatie al incertitudinilor orbitale deq, ..., deg. Cunoscand aceasta matrice, vom cunoaste
elipsoidul de incertitudine asociat unui asteroid la un moment dat. Elementele acestor matrici,
in numar de 6 x 6 = 36, dar distincte doar 21 (datorita simetriei), sunt incluse impreuna cu ele-
mentele orbitale In anumite cataloage de asteroizi, scutind astfel utilizatorul de a repeta procesul
complicat al calculului de orbita din seturile de observatii existente [Chesley si Milani, 1999].

Cum se modifica elipsoidul de incertitudine la o schimbare de coordonate? Fie (e1,...,e5) —
(€],--.,€p,) o schimbare de coordonate, cu E'(e1,...,e5) = (ej(e1,...,€6),...,ep(e1,...,¢6)),
unde numarul p al noilor coordonate poate fi diferit de 6. Variatia acestor coordonate, co-
respunzatoare variatiei originale 6 F in jurul solutiei nominale, se poate aproxima liniar prin

dezvoltarea

_OF
~OFE
unde F’/OF este jacobianul transformarii de coordonate, de dimensiune p x 6. Daca exprimam
reziduurile ¢ in functie de noile coordonate, matricea normalad corespunzatoare va avea expresia

g\ [ o€
! _ 1
N = (6E’> W <8E’ ) (5.54)
care poate fi legata de matricea normala scrisa in vechile coordonate, prin expresia
T N T T /
E E
N:ﬁ W—lﬁzai 9¢ W—lagai:
OF OF OF OF' OFE' OF
— BiE’ ’ N’ 87E’
oF OE )’
Urméand un rezultat fundamental din teoria probabilitatilor, vectorul variatie §E’ va urma

la randul sau o distributie multidimensional normala [Milani, 1999] si astfel, elipsoidul de incer-
titudine asociat va fi

(6ENT = [E' — FE'(e},...,e5)]" (E*)0ET, (5.53)

(5.55)

SE'N' (BENT = 6E (W)TN/ (aE/) SET = §ENSET < o2 (5.56)

oF ok - )
care este tocmai imaginea elipsoidului de incertitudine dat de (5.50) in noul sistem de coor-
donate. Aceasta aproximatie liniara a regiunii de incertitudine este buna in preajma solutiei
nominale doar in masura in care functiile ce descriu transformarea de coordonate nu sunt pu-
ternic neliniare.

O aplicatie imediata a rezultatelor anterioare rezulta facind schimbarea de variabile
(e1,...,e6) — (z,y,2). Acestea transforma elementele orbitale ale corpului in coordonate rec-
tangulare heliocentrice, la epoca de timp cand acestea sunt valabile, folosind binecunoscutele
formule din problema celor doua corpuri [Ureche, 1982]. Imaginea elipsoidului de incertitudine in
noul sistem de coordonate este intr-adevar un elipsoid tridimesional, in centrul caruia se gaseste
asteroidul nominal, inconjurat de asteroizii “virtuali” ce umplu regiunea de incertitudine pana la
frontiera definita de parametrul o (figura 5.5). Daca erorile de observatie urmeaza o distributie
normala, atunci si acesti asteroizi virtuali vor urma o distributie gaussiana in elipsoid.

Elipsoidul de incertitudine (5.50) este descris prin intermediul unei forme patratice pozitiv
definita

Z nijéeiéej S 0'2, (557)

i,j=1,n
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asteroidul nominal

asteroizi "virtuali"
Figura 5.5. Imaginea elipsoidului de incertitudine in spatiul tridimensional al migcarii.

unde n;; sunt elementele matricii normale N. Pentru a putea pune in evidenta dimensiunile
regiunii de incertitudine (semiaxele elipsoidului), membrul stang din (5.57) trebuie adus la forma
canonica (suma de patrate). Aceasta se realizeaza prin diagonalizarea matricii normale N,
printr-o succesiune de rotatii plane (transformari Jacobi) ce au menirea de a anula, rand pe
rand, fiecare element non-diagonal al sau [Press et al., 1997]. Aceste rotatii reorienteaza axele
sistemului de coordonate, (dey,...,des) — (€], ..., deg), astfel incat acestea devin paralele cu
axele elipsoidului. Matricea normald diagonalizati va i Ny = VINV, unde V. = P, - P -
P5 ... reprezinta succesiunea rotatiilor plane considerate. Transformarea mentionata este una
de similaritate, N — V!NV, matricile de rotatie fiind ortogonale. Acest tip de transformare
are proprietatea de a conserva valorile proprii ale matrici originale, in virtutea sirului de egalitati

det|VINV —AIg| =det|lV 1 (N—-M\Ig)-V|=
(5.58)
=det|V 71| det|N — A Ig| - det|V| = det| N — A Ig| = 0,

si deci, Ny va contine valorile proprii ale matrici normale, sau similar, inversele valorilor proprii
ale matrici covariante C. Fie acestea din urma (Ag, ..., \¢). Elipsoidul de incertitudine adus la
forma canonica este

1
—6eT 4+ A—ae’ﬁ < o2, (5.59)
6

avand semiaxele ov/A1,...,0v/X¢. Valorile lor sunt cu atat mai apropiate de incertitudinile
individuale ale elementelor orbitale prognozate prin (5.52), cu cat acestea din urma sunt mai
slab corelate. Asa cum vom vedea Intr-un paragraf ulterior, una dintre incertitudini va domina
intotdeauna, generand astfel un elipsoid puternic alungit.

Aproximatia liniara de elipsoid data pentru regiunea de incertitudine initiald este de cele
mai multe ori suficientd, avand in vedere faptul cd majoritatea asteroizilor NEA descoperiti
sunt intens monitorizati in timp gi deci au orbite bine determinate, a caror incertitudini sunt
mentinute la valori mici.

5.2.2 Propagarea regiunii de incertitudine orbitala

Odata cu evolutia dinamica in timp a orbitei asteroidului, regiunea sa de incertitudine va cu-
noagte de asemenea modificari esentiale (in general de extindere). In acest paragraf vom trece
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in revista principalele metode liniare si neliniare de propagare a regiunii de incertitudine, ce
permit evaluarea marimi sale la orice moment de timp.

Consideram regiunea initiala de incertitudine bine aproximata printr-un elipsoid de incerti-
tudine, descris de matricea normali N, sau similar, prin matricea covarianta C° = (ng)lﬁi,jﬁfia
la momentul initial de timp t5. Daca Ey noteaza setul elementelor orbitale la acest moment de
timp, iar E; setul elementelor orbitale la un moment ulterior ¢, din relatia (5.55) rezultd modul
de propagare al matricii covariante

OE OB\ "
ct=(Z=L)co(=L) (5.60)
0FE)y J0FEy
a cirei inversd este matricea normald N?, ce caracterizeazi elipsoidul de incertitudine la noul
moment de timp. Vom analiza pe rand principalele metode aproximative de propagare a regiunii
de incertitudine, de la cele mai simple la cele mai performante, incepand cu aproximarea din

cadrul problemei celor doua corpuri gi terminand cu metode numerice de tip Monte Carlo ce
modeleaza eficient caracterul neliniar al propagarii.

In problema celor doua corpuri

In aceasti prima aproximatie, valabila pentru orbite slab perturbate gravitational, elementele
orbitale ale corpului se conserva in timp, exceptand anomalia mijlocie pe orbita, M, care urmeaza
o lege de variatie liniara. Datorita simplitatii modelului, el poate fi abordat analitic.

Asa cum rezulta din expresiile date In paragraful anterior, atat matricea normala cat i cea
covarianta se calculeaza in functie de elementele orbitale ale asteroidului. Se stie ca elementele
kepleriene (a,e, I,Q,w, M) nasc singularitati in cazurile e ~ 0 sau I =~ 0, ceea ce introduce in
mod artificial efecte neliniare de propagare. Pentru a evita acest neajuns, se aleg elementele
equinoctale ale corpului E = (a, h, k, p, q, \), definite prin [Milani, 1999]

(a=a

h =esinw

k =ecosw

p =tan(l/2)sin{}

q = tan(I/2) cos 2
( A=M + w,

(5.61)

unde w = Q+w este longitudinea periheliului. Folosirea acestor elemente inlatura singularitatile
sus-mentionate, in schimb introduce altele pentru e = 1 sau I =~ w. Aceste cazuri sunt insa
atipice orbitelor asteroidale la care teoria de fata se aplica. Corespondenta dintre elementele
kepleriene si cele equinoctale este biunoivoca, relatiile inverse fiind

a=a
e=+vVh?+k?2
I = 2arctan \/p? + ¢2

) = 2arctan (5.62)

_r
q+Vp®+ ¢

w = 2arctan

| M =)\ —w.

h
k+ Vh? + k?

Pentru simplificarea ulterioara a scrierilor, vom introduce vectorii hexadimensionali O; ce au
toate elementele nule, exceptandul pe cel de pe pozitia a i-a, care este egal cu 1, gi matricile
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O;j de dimensiune 6 x 6, ale caror elemente sunt nule, exceptandul pe cel de pe pozitia (i),
care este egal cu 1. Aceste matrici cu un singur element nenul au urméatoarea proprietate de
multimplicitate O;;Ok, = 0;1,0;, unde dj; = 0 pentru j # k si ;5 = 1 pentru j = k. De
asemenea, daca A = (a;;)1<i,j<6 NOteazd o matrice oarecare 6 x 6, atunci

6 6
A0y = Z akiOkj, OA= Z kO (5.63)
k=1 k=1

Relatia F; = Eg+ \/éao_ 3/ 2(t —tp) - Og descrie, in forma matriceald, modificarea elementelor
orbitale din cadrul problemei celor doud corpuri. Astfel

OF,
aE; = I - —\FGaO 5/2(t — t()) 061 (5.64)
si din (5.60) rezulta
[ 3 - ] 3
Cl=|Is— 5\@@0 2t —t) - Og1 | C° [16 - 5\@ P — ) - 016] : (5.65)
iar prin inversare
[ 3 - ] 3 _
N' = |Is + 5v/Ga, 2t —t) - Org| N° [16 +5VGag 52t —tg) - 061] . (5.66)

Efectuand calculele in (5.65), deducem [Milani, 1999]

6 6 2
Ctzco—g@ag5/2(t—to) > 06+ > O +B\FG 5/2(t—t0)] d,-Ogs (5.67)
=1 =1

de unde vom desprinde cateva concluzii importante. Elementele de pe diagonala principala a
noii matrici covariante ramand neschimbate, exceptand elementul al 6-lea

3 ? 3
5V Gag 5%-@)} ) = 5VGag Pt to) - (s + ). (5.68)

Ce — 686 + |:
Folosind relatiile (5.52), rezulta ca incertitudinile individuale in elementele orbitale se conserva,
exceptandu-1 pe dA. Daca dap si d\o noteaza incertitudinile initiale (presupuse mici) cores-
punzatoare elementelor orbitale ag si Ag, pe care le consideram necorelate, atunci 0(1)6 = 081 =0
si din egalitatea anterioara deducem expresia incertitudinii dA, pentru o = 1,

2
SA = i\/axg + BJ@ P — to)] Sa ~ + [(uo + %@agm(t — to) Sag | , (5.69)

sau similar pentru incertitudinea dM. Aceeasi relatie sa obtinut de altfel in (3.16), considerand
variatia absoluta a functiei M ().

Din aceasta analiza deducem ca incertitudinea initiala in semiaxa mare induce o crestere
liniara a incertitudinii in anomalia mijlocie, avand ca efect extinderea regiunii de incertitudine
de-a lungul orbitei. Acesta este principalul comportament dinamic al regiunii de incertitudine,
ce este resonsabil de degradarea in timp a preciziei elementelor orbitale. In mod corespunzator,
elipsoidului de incertitudine va avea o semiaxa orientata aproximativ de-a lungul coordonatei d A,
ce va domina intotdeauna, transformandul pe acesta cu timpul intr-un elipsoid foarte alungit,
deseori bine aproximat printr-un segment de dreapta. Directia acestei drepte se numeste directia
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slaba de propagare (corespunzatoare celei mai mari valori proprii a matricii covariante) sau linia
de variatie, pe care o vom nota in cele ce urmeaza cu LOV (“line of variation”) [Milani, 1999].

Mai mentionam faptul ca, chiar daca incertitudinile initiale ale elementelor orbitale sunt
presupuse necorelate, adica matricea C? este diagonal (ci; = 0, pentru i # j), noua matrice C*
va contine totusi elementul cj nenul (5.67), ceea ce arata ca intre noile incertitudini dag gi 0A
s-a realizat o corelatie.

In problema restransa circulara a celor trei corpuri

In aceastd aproximatie consideram asteroidul perturbat gravitational de catre o planeta situata
pe o orbita circulard (identificata cu Paméantul), caz in care vom face uz de expresiile analitice
ale elementelor orbitale deduse in cadrul formalismului lui Opik dezvoltat in paragraful 2.2 al
lucrarii. Exploatand aceste expresii analitice, vom putea evalua modificarea incertitudinilor indi-
viduale ale elementelor orbitale in urma unei apropieri stranse cu planeta. Ne vom margini doar
la determinarea incertitudinii in semiaxa mare, ce ne va permite apoi stabilirea unor rezultate
calitative importante [Berinde, 2001b].

Pastrand notatiile din cadrul teoriei respective, vom avea succesiv expresia semiaxei mari a
asteroidului in urma apropierii stranse, dedusa din (2.73)

d = ay) [1 —2 (:;) cos ) — (;;)2] , (5.70)

cu a, raza orbitei planetare, v, viteza circulara pe orbitd a planetei, u viteza planetocentrica
neperturbata a asteroidului gi cos#’ = cos 6 cosy + sin # sin 7 cos ¢, unde unghiurile (0, ¢) carac-
terizeaza orientarea vectorului viteza planetocentrica a asteroidului, relatiile (2.74) si (2.76), iar
expresiile unghiului de deflexie gravitationala si a inclinatiei orbitale planetocentrice sunt

T B (Upar)?
tan2 = 3 ( " ) , (5.71)
costp = clcosﬁsm;zj—i—clpsm€7 (5.72)

unde R, este raza planetei, vpar este viteza parabolici la suprafata sa, b? = biloid+ (dsin ¢ cos 0+
dp sin 6)? da expresia parametrului apropierii, d este distanta de la nodul orbitei la orbita pla-
netei, iar d, = a,(l, — Q) este lungimea arcului de orbita (mic si aproximat printr-o dreapta)
masurat de la linia nodurilor orbitei asteroidale in directia de migcare a planetei, pana in punctul
unde se afla planeta (de longitudine mijlocie [,,) atunci cand asteroidul trece prin nodul respectiv
(figura 2.7).

Pentru simplificarea calculelor vom face uz de concluzia obtinuta in cadrul modelului celor
doua corpuri de propagare a regiunii de incertitudine, si anume consideram ca incertitudinea
orbitala initiala se reduce doar la incertitudinea in anomalia mijlocie § M. Dispersia de-a lungul
orbitei a asteroizilor virtuali ce umplu aceasta regiune de incertitudine genereaza, in urma apro-
pierii stranse cu planeta, dispersii in toate elementele orbitale, fiecare asteroid virtual urméand
o traiectorie planetocentrica distinctd. Dispersia finald in semiaxa mare, da’, se obtine prin
diferentierea expresiei (5.70), precum si a tuturor cantitatilor ce depind de M, dupa cum ur-
meaza [Berinde, 2001b]

87



Capitolul 5. Metode de estimare a probabilitatii de impact cu Pamantul

5d = 2a, (‘“)2 (“) (5cos'), (5.73)

Gp Up
dcost = (sinfcosvycost — cosBsinvy)dy + sinf siny (5 cos 1), (5.74)
-1
_ L (Prar\P L e\ (R
oy = (u) [1+4(U) 7 ) b~ (5.75)
Upar\2 [ R
~ —( I;) <b2p> db, pentruR, < b, (5.76)
db = sinfcos ddy, (5.77)
1 (bmoia \ >
Scosth) = b< m;“‘) sin 6 dd,, (5.78)
0\ 32
5dy, = ap () SM, (5.79)
ap

unde, pe parcurs, s-a facut inlocuirea |d cos ¢| = byiq. Cu substitutiile de rigoare, rezulta

/ ) 2
sa' = Cy (‘;) Cs (ip) +Cs (bml;”d> ] §M, (5.80)

()" (1)
Ci=2ad | — — | sin6
ap Up

2
Cy = (@) (cos O sin~y — sin 6 cosy cos 1)) cos P
u

unde coeficientii

.

(5.81)

Cs =sinfsiny

au, in general, ordinul unitatii (folosind UA ca unitate de méasura).

Asa cum era de agteptat, incertitudinea in semiaxa mare devine cu atdt mai mare cu cat
parametrul apropierii b este mai mic, adica cu cat apropierea este mai stransa. In cazul NEA,
raportul (a’/b) are un ordin de marime cuprins intre 102 — 10*. Pentru evaluarea ordinului de
marime a cantitatii din paranteza dreapta a expresiei (5.80), vom distinge doua situatii limita:
prima, cand apropierea este cea mai stransa posibil, b ~ byiq, atunci ordinul de marime este
1, si a doua, cand b > byeid, ordinul de marime fiind dat acum de raportul (R,/b), adica
1073 — 101, Obtinem astfel valori ale §a’ cuprinse intre (10~ —10%) - §M UA, cu M exprimat
in radiani. Pe parcursul timpului M devine din ce in ce mai mare, atat datorita caracterului
liniar de variatie, cat gi cresterii ratei de variatie, prin augmentarea incertitudinii in semiaxa
mare, datorita apropierilor stranse multiple. O lege de variatie a M, in aceste circumstante,
este data de expresia (3.19), in esenta ea fiind o lege exponentiala.

In final dorim s& punem in evidenta o caracteristica calitativa importanta a propagarii in-
certitudinii In anomalia mijlocie sub actiunea perturbatoare a apropierilor stranse, si anume
caracterul oscilatoriu [Berinde, 2001b]. Pe parcursul apropierii stranse este posibil ca asteroizii
virtuali ce umplu segmentul de incertitudine §M sa fie perturbati in mod diferit de planeta,
astfel incat ordonarea lor initiala dupa miscarea medie zilnica (sau similar, dupa semiaxa mare)
s4 fie alteratd. In aceste conditii, va incepe un proces de rearanjare al lor de-a lungul directiei
de miscare, cei cu migcari medii mai mari trecand in fatd. Este posibil ca intreg sirul de as-
teroizi virtuali sa se reordoneze, avand ca efect colapsarea temporara a acestuia (figura 5.6) si
micgorarea incertitudinii in anomalia mijlocie. Acest fenomen dinamic poate fi cuantificat pe
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Directia de rmuscare

; a) F Loy 7 ;

Figura 5.6. Procesul de reordonare a asteroizilor virtuali de-a lungul directiei de misgcare (F
marcheaza primul asteroid din gir, iar L ultimul).

ecuatia (5.80) si anume, in cazul da’ > 0, semiaxele mari ale asteroizilor avand anomalia mij-
locie mai mare, devin mai mari decat ale celor din urma, si astfel conditiile de reordonare sunt
indeplinite. Semnul lui da’ este dat de coeficientii din paranteza dreapta. In mod sigur, cand
b & byeia atunci da’ are semnul lui C3, care este pozitiv. Daca b >> byoiq, semnul sau este dat
de coeficientul Cy care, in aceste circumstante, va avea semnul cantitatii — sin(6 &), in general
fiind negativ. In aceast’ situatie, ordonarea initiala dupa semiaxa mare este conservata.

Acest comportament oscilatoriu este intalnit la numerosi asteroizi NEA, cel putin atunci cand
dispersia in anomalia mijlocie, convertita in UA de-a lungul orbitei, este mult mai mica decat raza
sferei de actiune gravitationala a planetei perturbatoare. Manifestarea acestui comportament
permite ca incertitudinea in anomalia mijlocie sa fie mentinuta la valori mici un interval mai
indelungat de timp, incetinind astfel procesul de degradare orbitala (figura 5.7) [Berinde, 2001b].

0.6 T T T T

incertitudinea in
anomalia mijlocie (grade)
L)
[n]
T
.

2000 2050 2100 2150

an calendaristic

Figura 5.7. Comportamentul oscilatoriu al incertitudinii in anomalia mijlocie pentru asteroidul
1999 ANjg, in urma unei integrari numerice complete a unui set de 100 de asteroizi virtuali
repartizati uniform in regiunea initiala de incertitudine, pentru o = 1.

In problema generala a celor n corpuri

In acest caz, modificarea elementelor orbitale este descrisa prin intermediul fluxului integral,
introdus in paragraful 3.1.2 al lucrarii. El este o aplicatie ®' : Fy — E; ce asociaza setului de
elemente orbitale initiale, setul de elemente orbitale la noul moment de timp ¢. Se determina
integrand numeric ecuatiile de migcare in cadrul modelului dinamic respectiv. Atunci

oF 0Pt

reprezinta tocmai solutia ecuatiilor cu variatii (3.10), care se rezolva gi ele numeric, odata cu
ecuatiile de misgcare [Milani, 1999]. Avéand aceastd matrice a derivatelor partiale disponibild,
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vom putea utiliza ecuatia (5.60) pentru a propaga matricea covarianta pand la momentul de
timp t.

In concluzie, pentru a propaga matricea normald si covarianta si pentru a determina elipsoidul
de incredere la orice moment de timp, este suficienta rezolvarea ecuatiilor de miscare impreuna cu
cele cu variatii. Pe de alta parte, aga cum vom sublinia in paragraful urmator, ipoteza liniaritatii
pe care s-a construit teoria propagarii regiunii de incredere este chestionabild pe intervale mari
de timp, si vom trece in revista cateva metode neliniare alternative.

Limite ale teoriei liniare. Metode de tip Monte Carlo

Ipoteza liniaritatii, in cadrul teoriei elaborate anterior, a intervenit in doua puncte cheie, odata
la aproximarea regiunii de incredere printr-un elipsoid, iar apoi la propagarea acesteia in timp
cu ajutorul fluxului integral.

In cazul asteroizilor cu date observationale putine, distribuite pe un interval mic de timp,
orbita nominald determinata prin metoda celor mai mici patrate va fi slab constransa ecuatiilor
normale, rezultdnd de aici o regiune de incertitudine initiala foarte extinsa, insuficient de bine
aproximata prin elipsoidul de incertitudine [Chesley si Milani, 2001]. O metoda alternativa de
descriere a regiunii initiale de incertitudine este metoda solutiilor multiple. Asa cum subliniam
anterior, regiunea de incertitudine este deseori puternic alungita pe o directie (LOV) care coin-
cide cu semiaxa mare a elipsoidului de incertitudine in aproximatia liniara. In cazul neliniar,
LOV este asimilata cu o curba de-a lungul regiunii de incertitudine. Ideea metodei este de a
esantiona aceasta directie slaba cu un numaér finit de corpuri uniform distribuite, fiecaruia fiin-
dui atribuita o regiune reprezentativa de incertitudine (de dimensiuni reduse), reuniunea tuturor
acestora fiind o buna aproximare a regiunii initiale. Urmeaza apoi procedeul standard de pro-
pagare a fiecarei regiuni, pana la momentul de timp dorit, cand reuniunea lor reconstituie noua
imagine a regiunii de incertitudine. Egantionarea initiala a LOV se realizeaza printr-un procedeu
numeric iterativ (corectii diferentiale), pornind de la solutia nominala, in ambele directii, pana
la limita o dorita [Milani, 1999]. Un exemplu de asteroid NEA care necesitd modelarea neliniara
a regunii sale de incertitudine este 1998 OXjy.

Vom considera in cele ce urmeaza ca regiunea de incredere este bine aproximata prin elip-
soidul de incredere. Propagarea liniara in timp a acestuia, in cadrul problemei generale a celor
n corpuri, presupune o variatie liniara a fluxului integral. Aceastad ipoteza cade atunci cand
se doreste o propagare pe intervale mari de timp, mai cu seama la orbitele puternic pertur-
bate gravitational. Vom prezenta in cele ce urmeaza doua metode alternative de propagare a
elipsoidului de incertitudine [Chesley si Milani, 2001].

Metoda frontierei de incertitudine in aproximatia semiliniard se poate descrie pe scurt astfel:
se propaga liniar elipsoidul initial de incredere, &y, prin fluxul integral liniarizat, obtinand ima-
ginea sa curenta £. Preimaginea, Cp, a frontierei sale bd(€) prin aceasta aplicatie va fi situata
pe frontirea bd(&p). Atunci, frontierea de incertitudine in aproximatia semilinaira va fi imaginea
lui Co prin fluxul integral neliniarizat, C = ®!(Cp). Totusi, cazurile puternic neliniare nu pot fi
abordate nici cu aceasta metoda.

O metoda numerica cu caracter universal de aplicabilitate, ce modeleaza corect toate parti-
cularitatile neliniare ale propagarii este egsantionarea statistica de tip Monte-Carlo. O prezentare
matematica riguroasa a sa este data intr-un paragraf ulterior. Metoda Monte-Carlo isi gaseste
o aplicabilitate naturala in acest domeniu, dat find caracterul statistic al problemei ce descrie
incertitudinea orbitali. In esenta, ea presupune esantionarea elipsoidului de incredere cu un
numar arbitrar de corpuri (cu cat mai multe, cu atdt mai bine) ce vor urma o anumita lege de
distributie in elipsoid. Natural ar fi sa se aleaga legea de distributie normald, insa distributia
uniforma s-a dovedit a da rezultate la fel de consistente [Milani et al., 2002]. Au fost propuse
si legi de distributie mult mai complexe, cum ar fi distributia kappa [Muinonen si Bowell, 1993].
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Fiecare asteroid virtual este propagat apoi numeric in cadrul modelului dinamic folosit, pana
la epoca de timp dorita. Regiunea ocupata de acestia in spatiul elementelor orbitale va apro-
xima cu atat mai bine noua regiune de incertitudine, cu cat numarul lor este mai mare. Din
pacate, propagarea unui numar mare de orbite in cadrul problemei celor n corpuri este un pro-
ces intens consumator de resurse de calcul, de aceea va exista intotdeauna un compromis intre
numarul de corpuri folosit si precizia cu care acestia descriu regiunea de incertitudine. In figura
urmatoare este prezentatd evolutia dinamica (neliniara) a regiunii de incertitudine a asteroidu-
lui 2001 GPo, in urma unei apropieri stranse cu Pamantul, proces modelat cu ajutorul metodei
numerice Monte-Carlo.

Pamant

Directia de miscare

Figura 5.8. Propagarea numerica de tip Monte-Carlo a regiunii de incertitudine a asteroidului
2001 GP3 in spatiul tridimensional al misgcarii, In urma unei apropieri stranse cu Pamantul
(distanta minima Pamént - LOV: 0.0013 UA, la 5 octombrie 2020). Se remarca caracterul
neliniar dobandit in urma apropierii.

5.2.3 Analiza posibilitatii de impact in planul tinta

In literatura de specialitate a devenit deja clasica analiza apropierilor stranse si evaluarea pro-
babilitatii de impact intr-un asa numit plan {inta. Din punct de vedere geometric, acesta este
un plan ce trece prin centrul planetei fatd de care dorim sa studiem fenomenele respective, si
este normal la vectorul viteza planetocentric al asteroidului. In acest plan se considera un sis-
tem de axe rectangulare cu originea in centrul planetei si avand o orientare arbitrara. Punctul
de intersectie al traiectoriei asteroidului cu planul tinta furnizeaza detalii dinamice importante
asupra naturii apropierii stranse gi a evaluarii unui posibil impact, mai cu seama cand se ia in
considerare si proiectia regiunii de incertitudine in acest plan [Milani et al., 2002].

Cand planul tinta se considera normal la vectorul viteza planetocentrica neperturbata (vec-
torul u in notatia folosita in paragraful 2.2 al lucrarii), el mai poartd numele de plan tinta b
[Valsecchi et al., 2001], deoarece contine vectorul b, al carui modul este parametrul apropierii
b, si a carui directie este perpendiculara pe asimptota traiectoriei hiperbolice planetocentrice a
asteroidului (in formalismul lui Opik). Distanta TP dintre punctul unde traiectoria asteroidu-
lui inteapa planul tinta si centrul planetei este tocmai parametrul b al apropierii (figura 5.8),
adica distanta minima neperturbata dintre cele doua corpuri. O alegere convenabila a sistemu-
lui de coordonate in acest plan ne permite identificarea catorva parametri dinamici importanti
[Milani et al., 2002]. Astfel, fie PZy un sistem rectangular de coordonate, in care axa PZT este
perpendiculara pe vectorul viteza heliocentrica al planetei vy, iar axa Py este orientata de-a
lungul proiectiei vectorului vp pe acest plan, dar in sens opus. Coordonatele punctului 7" sunt
Tr = —bsinvy si yr = bcost. Din ecuatia (2.97) rezultd c& Tp = —bpeiq, care este tocmai
distanta minima de intersectie orbitalda (MOID), luata cu semn schimbat. Aceasta fiind o con-
stanta, inseamna ca punctul 7' descrie in planul tinta b o dreapta, atunci cand asteroidul este
lasat liber pe orbita sa. Aceastda dreapta este tocmai linia de variatie (LOV), corespunzatoare
incertitudinii in anomalia mijlocie. Analiza posibilitatii de impact in acest plan a fost deja
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schitata in paragraful 2.2.3, prin compararea parametrului apropierii, b, cu raza de impact i,
asociatd planetei respective (ecuatia 2.84).

Figura 5.9. Planul tinta b in care s-a evidentiat directia LOV si distanta MOID.

In ultimii ani, datorita abordarii numerice pe scara larga a evolutiei dinamice a corpurilor,
planul tinta b a fost inlocuit treptat de aga numitul plan tinta modificat, MTP (“modified target
plane”) [Milani si Valsecchi, 1999], care se considera normal la vectorul viteza planetocentrica
(perturbata) al asteroidului. In acest plan distanta miniméa fatad de planeta, afectata fiind de
atractia gravitationala a acesteia, va fi indicata corect. Cand apropierea dintre corpuri are loc
la viteza mare, sau la distante mutuale mari, influenta gravitationala a planetei este mica si
diferenta dintre cele doua planuri tinta devine neglijabila. Construirea planului MTP se face
pe parcursul integrarii numerice a traiectoriei asteroidului, cand trebuie identificate distantele
minime mutuale intr-un interval ce nu depaseste raza sferei de actiune gravitationala a planetei.
Daca (dx,dy,dz) noteaza coordonatele rectangulare ecliptice planetocentrice al asteroidului,
solutiile ecuatiei

%(Jdgﬂ +dy? +dz?) =0 (5.83)

vor da extremele distantelor mutuale, ceea ce este echivalent cu dxdu + dydv + dzdw = 0, unde
(du, dv, dw) noteaza componentele vitezei planetocentrice a asteroidului. Daca solutia gasita
(dZm, dYm, A2, At , AUy, dw,y,) corespunde unei distante minime r,, = \/dx2, + dy2, + dz2,,
atunci vom putea specifica coordonatele punctului 7' de intersectie a traiectoriei asteroidului cu
planul MTP, in sistemul de coordonate deja specificat. Ecuatiile axei Pz (aflata la intersectia
planului normal pe vectorul v, cu planul tinta MTP) si a axei Py (ca proiectie a vectorului
vp pe acest plan) se pot determina analitic. Proiectand vectorul distantd (dzy,, dym, dzm) pe
aceste axe, vom obtine coordonatele ciutate (Zr,%r). Vom nota cu T : RS — R? aplicatia ce
transforma elementele orbitale ale corpului in aceste coordonate din planul tinta, obtinuta prin
compunerea transformarii de coordonate din elementele orbitale heliocentrice in coordonate
rectangulare planetocentrice (din cadrul problemei celor doua corpuri), cu proiectia acestor
coordonate rectangulare in planul tinta.

De asemenea, vom introduce un alt sistem de coordonate Pz’y’ in planul tintd MTP, fata

de care coordonatele punctului 7" sunt usor exprimabile. Deci, axa PZ’ va fi proiectia pe plan
a normalei PZ la planul ecliptic, iar axa Py’ va forma un sistem direct orientat. Coordonatele
cautate sunt atunci

dw?
_/
o = dszv I PR

(5.84)
AYmdiy, — dx,dvg,

_y
y =
! Vdu2, + dv,
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pentru care se verificd usor ci 72, = (#7)? + (¥)?.

Oricare ar fi sistemul de coordonate ales, testarea posibilitatii unui impact se face prin com-
pararea distantei minime 7, cu raza planetei ,. De notat ca limita inferioara pentru aceasta
distanta este mai mica decat distanta MOID dintre orbite, datorita efectului de convergenta
gravitationala produs de planeta. In cazul Pamantului, se adaoga in plus si actiunea perturba-
toare a satelitului sau natural (Luna), ce induce oscilatii periodice ale MOID cu amplitudini de
cateva zecimi de raza terestra.

O analiza completa a posibilitatii de impact presupune luarea in calcul si a imaginii regiunii de
incertitudine orbitala in planul tinta. In aproximatia liniars, aplicatia T liniarizats transforms
elipsoidul de incertitudine £ din spatiul elementelor orbitale intr-o elipsa de incertitudine Ep
in planul tinta, conform formulei generale de schimbare de coordonate (5.53). In literatura de
specialitate, pentru o = 1, semiaxa mare a acestei elipse, notata cu A, poarta numele de factor de
deformare (“stretching factor”), pe directia s-a proiectandu-se linia de variatie LOV, iar semiaxa
mica, notatda cu w, se numegte semilafime, fiind o masura a latimii regiunii de incertitudine si,
de asemenea, a incertitudinii in distanta orbitala MOID [Milani et al., 2002]. Aceste semiaxe
vor fi orientate aproximativ pe aceeasi directie ca gi axele sistemului de coordonate Pzy (figura
5.9) si din acest motiv ecuatia elipsei de incertitudine va avea forma canonica. Cand factorul de
deformare este foarte mare, A > w, elipsa de incertitudine se va aproxima printr-un segment de
dreapta (LOV).

Se poate construi si o aproximatie semiliniara a elipsei de incertitudine, folosind metoda
frontierei de incertitudine sau aproximatii numerice unidimensionale (arc de curba), prin me-
toda solutiilor multiple (metode discutate in paragraful anterior). Pe de alta parte, abordarea
numerica de tip Monte-Carlo ofera o imagine discreta a regiunii de incertitudine prin proiectarea
fiecarui asteroid virtual pe propriul sau plan tinta, foarte aproape de realitate, insa cu un cost
de calcul semnificativ.

Pentru fiecare apropiere stransa identificata de-a lungul propagarii asteroidului nominal tre-
buie determinata distanta minima dintre imaginea regiunii de incertitudine in planul tinta si
planeta, pentru a fi in masura sa decidem posibilitatea unui impact. Multimea tuturor asteroizi-
lor virtuali din regiunea de incertitudine ce realizeaza un impact cu ocazia unei apropieri stranse
date se numesc impactori virtuali (“virtual impactors”) [Milani et al., 2000a]. Pentru evaluarea
probabilitatii de impact pe un anumit interval de timp va fi necesara, in prealabil, identificarea
tuturor apropierilor stranse ce vor avea loc. Din nefericire, monitorizarea apropierilor stranse
ale asteroidului nominal nu este suficienta, deoarece este posibil ca o parte din asteroizii virtuali
din regiunea de incertitudine sa realizeze apropieri stranse suplimentare cu planeta. Astfel, se
pune problema identificari si catalogarii tuturor apropierilor stranse ale asteroizilor virtuali din
regiunea de incertitudine, acesta fiind subiectul paragrafului urmator.

5.2.4 Identificarea si catalogarea apropierilor stranse

In general prima apropiere stransa ce are loc dupa ultima imbunatatire orbitala este usor de
indentificat, regiunea de incertitudine avand dimensiuni reduse. In urma acestei apropieri,
asteroizii virtuali vor Inregistra perturbatii gravitationale diferite, dupa cum sunt pozitionati
fata de planeta la momentul apropierii minime. Astfel, perioadele lor orbitale se vor modifica
(ca o consecinta a modificarii semiaxelor mari) intr-un interval cuprins intre o valoare minima
Ppin §1 una maximé Py, exprimate in perioade orbitale planetare (ani, pentru Pamaéant).
Fiecarui numar rational h/k din acest interval ii va corespunde o aga numita intoarcere rezonanta
(“resonant return”) [Milani et al., 2000b]. Dupa h revolutii orbitale ale planetei, asteroidul
virtual respectiv va completa exact k revolutii, revenind din nou in preajma planetei. Aceasta
conditie se poate rafina addugand la raportul de rezonanta o cantitate At ce semnifica intervalul
de timp cu care asteroidul virtual a ajuns mai repede decat planeta in pozitia unde se realizeaza
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minimul distantei mutuale, in cadrul apropierii stranse curente. Astfel, in planul (P, At) se
va reprezenta regiunea de incertitudine orbitala, iar intersectia acesteia cu dreptele de ecuatie
h+ At = kP, cu h, k € N, va pune in evidenta viitoarele Intoarceri rezonante, cand diferenta At
va fi recuperata.

Mai mentionam faptul ci, daca geometria orbitei asteroidului permite realizarea de apropierii
stranse in mai multe puncte de-a lungul orbitei planetare (spre exemplu, la ambele noduri
orbitale), atunci se poate vorbi si de intoarceri non-rezonante, cand apropierea stransa curenta
va genera viitoare reintoarceri ale asteroizilor virtuali intr-un alt punct din preajma orbitei
planetare. Un exemplu de acest gen este asteroidul 1999 ANjo [Milani et al., 1999].

Fiecare apropiere stransa ce are loc ca rezultat al unei intoarceri rezonante sau non-rezonante
poate fi analizata la randul ei sub aspectul generarii de noi reintoarceri, aga numitele reintoarceri
secundare. Va rezulta de aici o cascada de reintoarceri posibile intr-un interval dat de timp, din
ce In ce mai greu de pus in evidenta.

Cand regiunea de incertitudine devine foarte extinsa, o apropiere stransa cu planeta va avea
loc doar fata de un subset restrans de asteroizi virtuali. Vom numi acest subset, un curent
virtual [Milani et al., 2000b], cdruia 1i este caracteristic momentul apropierii stranse. Un curent
virtual va putea contine asteroizi virtuali ce au urmat evolutii dinamice calitativ diferite pana
la momentul respectiv (spre exemplu, reintoarceri rezonante cu rapoarte diferite de rezonanta).
Separand aceste evolutii dinamice distincte, spunem ca am descompus curentul virtual in sirur:
virtuale. Fiecare gir provine din asteroizi virtuali aflati initial intr-o aceeasi vecinatate a regiunii
de incertitudine. Aceasta proprietate topologica va fi exploatatd intr-un paragraf ulterior, la
elaborarea unei metode iterative de determinare a impactorilor virtuali.

Imaginea unui sir virtual in planul tinta va fi un arc de curba (de multe ori un segment
de dreapta), caracterizat printr-o anumita valoare a MOID, adica a distantei minime posibile
dintre planeta si sirul respectiv. Exista insa o categorie aparte de siruri virtuale, pentru care toti
asteroizii virtuali ce 1i compun se gasesc de aceeagi parte a orbitei lor in raport cu punctul unde
se realizeaza distanta minima cu planeta. Acestea se numesc siruri intrerupte, a caror distanta
minima fata de planeta este mai mare decat propriul MOID, si deci au sanse mici de a contine
impactori virtuali.

De-a lungul evolutiei dinamice a asteroidului nominal si a regiunii sale de incertitudine,
fiecarui sir virtual din planul tinta asociat fiecarei apropieri stanse cu planeta, 1i va corespunde
o probabilitate intrinseca de impact, astfel Incat, pe un interval dat de timp, probabilitatea
cumulata de impact a asteroidului nominal va fi egala cu suma probabilitatilor intrinseci (ele fiind
cantitati mici). Astfel, procesul de determinare al probabilitatii de impact consta, in prealabil,
in identificarea tuturor apropierilor stranse posibile, prin metoda solutiilor multiple de-a lungul
LOV sau prin metoda numerica de tip Monte-Carlo, iar apoi in determinarea probabilitatilor
intrinseci de impact, acest ultim deziderat facand subiectul urmatorului paragraf al lucrarii.

5.2.5 Estimarea probabilitatii intrinseci de impact

Fie & regiunea initiala de incertitudine in care vectorul de variatie al elementelor orbitale J F,
masurat in raport cu solutia nominala, urmeaza o lege de distributie (normald), cu densitatea de
probabilitate Py(F). Fie, de asemenea, Cp multimea tuturor elementelor orbitale ce corespund
traiectoriilor colizionale cu planeta in cadrul apropierii stranse fixate. Probabilitatea intrinseca
de impact va fi [Muinonen si Bowell, 1993]

Pimp = /c R(E)AE (5.85)

In cele ce urmeaza vom trece in revista principalele metode de evaluare a acestei integrale.
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Aproximatii analitice (liniarizate)

Pentru o abordare analitica a expresiei (5.85), aceasta va trebui transcrisa in coordonate in
planul tint& corespunzitor apropierii stranse. Fie T o ®! : RS — R? transformarea de coordonate
(liniarizata), ce duce setul de elemente orbitale initiale E € & in coordonatele din planul tinta
(z,y) € Er, notatiile fiind cele introduse anterior. Atunci

Py — / P(zo — 2,50 — §) dr., (5.86)
ErNRp

unde R, este imaginea corpului sferic planetar in planul tinta, (Zo,%o) sunt coordonatele as-
teroidului nominal in acest plan, iar dr este elementul de arie. Densitatea de probabilitate
P(zo— 1,90 — 1Y), derivata din Py in urma transformarii de coordonate, se poate scrie sub forma

P(Zo — Z,90 — J) = P”(UAKZ’(%), (5.87)

printr-o scalare in coordonate adimensionale, descrise de sistemul

{ OA = (gO - g)/A (5.88)

Ow = (.f'o —a_c)/w,

unde A ¢i w sunt semiaxele elipsei de incertitudine. Descompunerea densitatii de probabilitate
bidimensionale P ca produs a doua densitati de probabilitate unidimensionale, normalizate si
necorelate, este posibila datorita orientarii elipsei de incertitudine de-a lungul axelor de coordo-
nate din planul tinta. De notat ca P, este densitatea de probabilitate a unei legi de distributie
de acelasi tip ca gi cea descrisa de Py, deoarece transformarea de coordonate s-a considerat linia-
rizatd. In aplicatiile practice, P, este modelat adesea printr-o lege de distributie normals, sau
printr-o lege de distributie uniforma. In primul caz, valoarea sa maxim# se atinge pentru solutia
nominald, adica P,(0) = 1/v/2r, iar in al doilea caz, vom avea o valoare constanta P, = 1/(20)
in orice punct.

Cand elipsa de incertitudine corespunzatoare unui parametru de incredere a priori dat o, nu
are puncte comune cu imaginea corpului planetei, probabilitatea de impact se considera zero. In
caz contrar, distingem urmaétoarele doua situatii limita abordabile analitic [Milani et al., 2002].

a) Pentru w > R, putem presupune ca densitatea de probabilitate este constanta in inte-
riorul domeniului restrans R, C &7, si astfel

PJ(UR)PU(Ug)

Pimp = Aw

TR, (5.89)
unde (09\, o) noteazs pozitia in coordonate adimensionale a centrului planetei, adicd pentru
(z,9) = (0,0). Se observa ca probabilitatea de impact va avea o valoare cu atat mai mare cu
cat dimensiunile regiunii de incertitudine sunt mai mici.

b) Pentru w < R,, elipsa de incertitudine se reduce doar la linia de variatie (LOV). Daca
L noteaza lungimea corzii decupata de LOV in domeniul R, de-a lungul careia vom presupune
ca densitatea de probabilitate este constanta, integrala (5.86) se reduce la

0
Py (oy)
A
Cand propagarea liniara a regiunii de incertitudine este o buna aproximatie, aceste formule

vor indica corect ordinul de marime al probabilitatii de impact. Pentru cazurile neliniare, va fi
necesara o abordare numerica a integralei (5.85).
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Evaluarea numerica. Metoda de integrare Monte-Carlo

Consideram N puncte distribuite aleator intr-un volum multidimensional V' C R™, dupa o lege de
distributie avand densitatea de probabilitate p in V. Spunem ca domeniul V' a fost esantionat cu
punctele respective. Teorema fundamentald a integrarii Monte-Carlo estimeaza integrala dintr-o
functie f : V' — R peste domeniul V, prin [Press et al., 1997]

I/t \/<f2/p2>—<f/p>2
/Vde~<p>i ¥ : (5.91)

unde < - > semnificd media aritmetica discreta a variabilei aleatoare din argument peste cele N
puncte de esantionare.

Acest rezultat se obtine usor, aproximand media aritmetica discreta a variabilei aleatoare
f/p peste cele N puncte de esantionare, cu valoarea medie calculata pe domeniul V', adica

R (e

avand eroarea medie de estimare o(f/p)/V N, in ipoteza distributiei gaussiene a erorilor de
esantionare, unde

o(f/p) =< /P > — < [[p>* (5.93)
noteaza abaterea medie patratica a variabilei aleatoare f/p.
Un caz particular remarcabil este cazul distributiei uniforme a punctelor de esantionare, cand
p=1/V, si astfel teorema (5.91) devine

< fZ>-—<f>2

/Vde ~V<f> iV\/ N : (5.94)

Revenind acum la cazul general, vom particulariza functia f in modul urméator: daca V' C V
este un subdomeniu nevid a lui V, atunci consideram

. [ p, zeV

Daca k noteaza numéarul de puncte din totalul de N care apartin subdomeniului V’ in urma
distributiei lor aleatoare, atunci < f/p >=< f?/p? >= k/N i in plus avem estimarea

A
av=[fava kL1 .
/V/pV /va Y (5.96)

care este tocmai probabilitatea ca cele N puncte de esantionare sa se gaseasca toate in subdo-
meniul V’. Aceasta estimare este cu atat mai exactd cu cat numarul N de puncte este mai mare.
Daca k = 0, estimare poate fi eronatéa, deoarece nu inseamné ca probabilitatea respectiva este
zero, ci mai degraba ca numarul punctelor de esantionare a fost prea mic, incat nici unul nu a
fost generat in subdomeniul V', probabil mult mai restrans ca V. Concluzionam ca estimarea
ordinului de méarime al unei probabilitati, prin relatia (5.96), necesitd un numar de puncte de
esantionare cel putin egal cu inversul probabilitatii respective.

Se observa ca evaluarea probabilitatii de impact (5.85) constituie o aplicatie imediata a
acestei teoreme de integrare Monte-Carlo. Si anume, se considera un numar arbitrar de asteroizi
virtuali generati in regiunea initiala de incertitudine dupa o lege de distributie prestabilita, care
sunt apoi propagati in planul tintd corespunzator apropierii stranse date, unde se evalueaza
numarul impactorilor virtuali. Raportul dintre acest numar si numarul asteroizilor virtuali
generati va fi o estimare numerica a probabilitatii de impact cautate. Estimarea va fi cu atat
mai buna, cu cat egantionarea regiunii initiale de incertitudine va fi mai densa.
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5.2.6 Esantionarea iterativa de tip Monte-Carlo

Metoda Monte-Carlo aplicata in maniera descrisa anterior nu permite detectarea probabilitatilor
de impact avand valori foarte mici. Spre exemplu, estimarea unei probabilitdati cu ordinul de
marime 108 necesita propagarea in timp, in cadrul problemei generale a celor n corpuri, a unui
numar de cel putin 10® corpuri, acesta fiind un proces de calcul mult prea costisitor pentru
aplicatiile practice. Din acest motiv, s-au cautat cai alternative de interpolare a rezultatelor in
cadrul metodei Monte-Carlo, folosind un numéar mai redus de corpuri. In acest paragraf vom
propune o astfel de metoda alternativa de estimare a probabilitatii de impact [Berinde, 2002].

Pentru cele ce urmeaza, vom presupune ca regiunea initiala de incertitudine este bine apro-
ximata printr-un elipsoid de incertitudine &y, caruia 1i sunt caracteristice cele gsase semiaxe din
spatiul elementelor orbitale, ov/A1, ..., 01/ g, exprimate in functie de valorile proprii ale matricii
covariante (ecuatia 5.59), si densitatea de probabilitate Py(E) ce descrie distributia elementelor
orbitale F in elipsoid, in raport cu solutia nominala.

Problema de natura topologica ce ne propunem sa o rezolvam este aceea de a izola, In
elipsoidul de incertitudine adus la forma canonici, regiunea care este preimaginea impactorilor
virtuali dintr-un anumit gir virtual din planul tinta, folosind pentru aceasta un numar cat mai
mic de puncte de esantionare (asteroizi virtuali), precum si calitatea topologica a unui sir virtual
de a proveni dintr-o aceeasi vecinatate a elipsoidului. Ideea metodei este de a considera mai
multe etape succesive de egantionare a unor regiuni din ce in ce mai restranse care, in final,
sa izoleze cat mai bine multimea impactorilor virtuali. Evaluand apoi functia de repartitie a
elementelor orbitale in ultima regiune esantionata, vom putea da o estimare a probabilitatii de
impact.

Prima etapa de esantionare presupune generarea unui numar N de asteroizi virtuali in intreg
elipsoidul de incertitudine, avand seturile de elemente orbitale F1, Es,..., Ex. Acestia se pro-
paga numeric pe planul {inta corespunzator in punctele 177,75, ..., Txy. Presupunem ca asteroizii
virtuali sunt deja indexati in ordinea crescatoare a distantelor lor la centrul planetei, masurate
pe planul respectiv, anume d; < dy < --- < dpy. Asteroidul cu elementele orbitale initiale
FEy, ajungand cel mai aproape de planeta, va fi considerat centrul noii regiuni de egantionare.
In continuare vom intreprinde o analiza locala in jurul punctului 77, pentru a fi in masura sa
precizam dimensiunile acestei regiuni.

Fie pi12, p13, .. ., p1n distantele de la acest asteroid la toti ceilalti masurate, de asemenea, in
planul tinta. Definim multimea,

ce reuneste in jurul lui 77 pe urmatorul asteroid, in ordinea distantei sale la planeta, pe potentialii
asteroizi ce au fost deja identificati ca impactori virtuali, precum si pe acei a caror distanta la
asteroidul 7T este mai mica decat distanta minima la planeta, d;. In aceast’ maniera, vom fi
siguri ca noua regiune ce urmeaza a fi esantionata nu devine prea mica inainte de a izola suficient
de bine multimea impactorilor virtuali.

Daca M ! noteazi preimaginea multimii M in elipsoidul de incertitudine, numarul

r=max{||E - Ei|, E€ M~} (5.98)

defineste raza unei vecinatiti H(Ey,r) = {E € R®, ||E — E4|| <7} cu centrul in Ey, ce contine
multimea M ~!. Intersectia acestei regiuni cu elipsoidul de incertitudine va forma noua regiune
de esantionare. Pentru simplitatea procesului de esantionare, metrica cu ajutorul careia vom
masura distantele in elipsoid o alegem metrica Cebasgev

HX_YH:max{|xl_yl‘v‘xQ_y2’7--'7‘$6_y6|}7 X7Y€R6a (599>
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astfel incat, H(FEq,r) va fi un hipercub hexadimensional de latura 2r.

Pasul urmator consta in esantionarea regiunii S = H(FE7,7) N &y, tot cu un numar N de
puncte, care se vor propaga din nou in planul {inta unde, in general, vor ocupa o suprafata mult
mai restransa, dar care va prezenta un grad ridicat de alungire de-a lungul LOV, precum regiunea
initialda. Se va identifica din nou cel mai apropiat asteroid virtual de planeta, prin intermediul
caruia se va construi o noua multime M, o noua raza r si o noua regiune de esantionare S.

In urma unui proces iterativ de esantionare, fie E(™ girul elementelor orbitale ale asteroizi-
lor virtuali identificati ca centre ale regiunilor de esantionare, iar S(™ girul acestor regiuni de
esantionare. In conditii optime de esationare, sirul E(™ va converge spre elementele orbitale
ale celui mai apropiat impactor virtual de centrul planetei, iar S(™ va contine toti impactorii
virtuali. Metoda iterativa se opreste dupa un numar predefint de pasi, sau cdnd se constata
ca procesul de esantionare nu scoate la iveala asteroizi virtuali mai apropiati de planeta decat
predecesorii.

Daca S™ noteaza ultima regiune de egantionare dupa n pagi de iteratie, avand centrul in E™,
iar k reprezinta numarul de impactori virtuali continuti de aceasta, o estimare a probabilitatii
de impact se obtine din

Pimp = ]]\ff/sn PO(E) dF, (5.100)

pentru care a fost necesara generarea unui numar de doar nlN asteroizi virtuali, cu cateva ordine
de marime mai mic decat inversul probabilitatii determinate. Integrala din membrul drept se
poate determina, spre exemplu, tot printr-o procedura de tip Monte-Carlo descrisa prin relatia
(5.96), esantionand intregul elipsoid de incertitudine &. Pe de alta parte, se pot formula cateva
aproximatii analitice valabile In anumite cazuri limita particulare, pe care le vom analiza in cele
ce urmeaza.

Daci r, < min{ov/A1,...,0v/ A6} atunci S™ este suficient de restransi pentru ca S =
H(E™ r,) C & si densitatea de probabiliate din interiorul sau sa poata fi considerata constanta.
Vom avea aproximarea

k

Daca legea de distributie in elipsoid se considera una normala, atunci valoarea maxima se obtine
in punctul corespunzitor solutiei nominale Py(E*) = 1/(873v/A1A2... Xg), iar daci legea de
distributie este uniforma, atunci vom avea o valoare constanta in intreg elipsoidul de incertitu-

dine Py(E) = 6/(m306%\/A1Az2 ... \g), expresie determinata din conditia

PO(E)/g dE = 1. (5.102)

Un al doilea caz limita il regasim atunci cand elipsoidul initial de incertitudine este foarte
alungit (de-a lungul LOV), spre exemplu, A\¢ > max{\1,...,As}. Atunci, mai mult ca sigur
vom avea §i rp, > max{oy/A1,...,0v/ A5} si astfel putem considera ci regiunea de esantionare
S™ va contine o portiune a LOV cuprinsa intre longitudinile mijloci A si A" (cu N — X\ = 2r,),
incat putem estima

koY

unde Py(\) noteaza acum densitatea de probabilitate unidimensionala de-a lungul LOV. In cazul
distributiei uniforme, vom avea simplu

L
N oV
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Aceastda metoda de determinare a probabilitatii de impact are gi ea, desigur, limite de apli-
cabilitate (in timp). Ele sunt legate, in primul rand, de necesitatea esantionarii sirului virtual
asupra caruia ne-am fixat atentia cu un numar suficient de mare de puncte, astfel incat regiu-
nile de esantionare rezultate in urma analizei topologice locale sa nu cuprinda asteroizi virtuali
apartinand altor siruri virtuale, a caror preimagine in elipsoidul de incertitudine nu se gasesc
in veciniitatea ce dorim si o izoldm. In acest caz, esecul metodei constd in imposibilitatea
identificarii de impactori virtuali. In general, alegerea unui numar mai mare N de puncte de
esantionare (cel putin pe primul pas de iteratie) inlatura acest neajuns.

Prezentam in continuare doua aplicatii practice ale metodei iterative expusa anterior, si
anume, la determinarea probabilitatii de impact cu Pamantul a doi asteroizi NEA, 2000 SGsyy
si 2001 BAq4, la primele lor apropieri stranse cu planeta noastra pentru care am identificat
impactori virtuali. Elementele orbitale initiale gi elementele matricii covariante ce definesc elip-
soidul de incertitudine sunt valabile la epoca 2001 Oct. 18.00 UT (JD 2452200.5).

Pentru primul asteroid, intervalul de timp JD 2477700—2477900 delimiteaza perioada de
producere a apropierii stransa cu Pamantul care genereaza impactorii virtuali, iar pentru cel de-
al doilea asteroid, intervalul respectiv de timp este JD 2466400—2466600. Pentru identificarea
impactorilor virtuali a fost folosit un numar de 500 de puncte de esantionare pe pasul de iteratie,
rezultatele calculelor fiind prezentate in tabelul urméator. Egantionarea s-a efectuat considerand
o distributie uniforma a asteroizilor virtuali in acest elipsoid, pana la limita o = 3.

’ Nume asteroid H 2000 SGsyq \ 2001 BAq4 ‘
Numar de iteratii efectuate n=2 n=23
Impactori identificati k=9 k=10

Elementele orbitale ale
celui mai apropiat
impactor virtual identificat,
valabile la epoca initiala
2001 Oct. 18.00 UT

(JD 2452200.5)

a = 0.9776044188 UA
e = 0.0669830990

I = 0°.10934932

Q = 192°.53703809

w = 274°.61406671
M = 300°.46664608

a = 0.9404420998 UA
e = 0.1370062676

I = 5°.75614065

Q2 = 115°.64065318

w = 242°.81635947
M = 40°.17319347

Distanta minima de impact

0.16 (raze terestre)

0.54 (raze terestre)

Jon Po(E) dE

31073 + 2%

7-107° + 3%

Data producerii evenimentului

2071 Sep. 16.05 UT
(JD 2477735.55)

2041 Ian. 15.06 UT
(JD 2466534.56)

Probabilitatea de impact ~5-107° ~ 1076

Tabelul 5.1. Date privind probabilitatile de impact cu Pamantul ale asteroizilor 2000 SGayq si
2001 BAqg, cu ocazia a doua apropieri stranse pentru care exista impactori virtuali.

Dimensiunile ultimei regiuni esantionate au fost determinate numeric prin metoda Monte-
Carlo, in tabel figurand si eroarea de estimare (folosind relatia 5.96).

In figurile (5.10) si (5.11) sunt prezentate imaginile discrete ale regiunii de incertitudine
pe planul tinta, pentru fiecare pas de iteratie. Pentru aceasta reprezentare au fost folosite
formulele de proiectie (5.84). Au fost marcati cu o sageata asteroizii virtuali a caror preimagine
in elipsoidul initial de incertitudine a constituit centrul noii regiuni de esantionare. Se remarca
aici propagarea neliniara a regiunii de incertitudine in preajma Pamaéantului, datorita efectului
de atractie gravitationala al acestuia.

De precizat ca elipsoidele initiale de incertitudine ale celor doi asteroizi sunt destul de reduse,
spre exemplu, asteroidul 2000 SG344 are o incertitudine in anomalia mijlocie (pentru o = 1) de
oM = 0°.00057, iar pentru asteroidul 2001 BA1s avem dM = 0°.00566. Ulterior insa, cei doi
asteroizi vor inregistra apropieri stranse cu Pamantul (in anul 2029, respectiv 2032) ce vor
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Capitolul 5. Metode de estimare a probabilitatii de impact cu Pamantul
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Figura 5.10. Imaginile pe planul tinta a regiunii de incertitudine a asteroidului 2000 SGgy4 In
cele doua etape de iteratie ale metodei Monte-Carlo de determinare a impactorilor virtuali.

genera “explozia” regiunii de incertitudine de-a lungul linie de variatie (LOV), permitand astfel
asteroizilor virtuali s ocupe zone extinse pe orbita.

100



Cuantificarea pericolului de impact
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Figura 5.11. Imaginile pe planul tinta a regiunii de incertitudine a asteroidului 2000 BA4 in
cele trei etape de iteratie ale metodei Monte-Carlo de determinare a impactorilor virtuali.

5.3 Cuantificarea pericolului de impact

Cregterea din ultimii ani a ratei descoperirilor de asteroizi NEA, precum i interesul tot mai
mare manifestat de comunitatea astronomica internationald fatd de acest domeniu, au con-
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Capitolul 5. Metode de estimare a probabilitatii de impact cu Pamantul

dus la concentrarea eforturilor catre dezvoltarea de modele matematice de estimare a probabi-
litatii de impact cu Paméantul (prezentate in paragraful anterior). Ca rezultat, s-au determiat
deja numeroase orbite de impact cu Pamantul pe parcursul acestui secol, compatibile cu datele
observationale ale unor asteroizi NEA. A aparut astfel necesitatea de a masura importanta
relativa si absoluta a unui potential impact, atat pentru a putea decide lista de prioritati
observationale si de calcul, cat si de a comunica publicului larg gradul de periculozitate al
fenomenului respectiv. In ultimii ani au fost introduse dou# sciri ce cuantifici pericolul de im-
pact, scara Torino si scara Palermo, ambele purtand numele oragelor italiene unde au avut loc
manifestarile stiintifice de adoptare oficiala a lor, Torino (1999) si Palermo (2001).

5.3.1 Scara Torino

Scara Torino constituie, in principal, un sistem simplu de comunicare cétre publicul larg a
importantei unui potential impact cu Paméantul. Aceastd importanta este cuantificatd in terme-
nii: energie de impact si probabilitate de impact (cumulata pe 100 de ani), marimi reprezentate
pe o scara bidimensionala ce permite apoi citirea aga numitului grad de periculozitate (“hazard
index”) [Binzel, 1997].

Energia cinetica de impact este £ = %mvg, unde m reprezinta masa asteroidului, iar v viteza
sa de impact. Masa unui asteroid este foarte greu de estimat cu tehnicile observationale actuale,
mai ales in cazul asteroizilor NEA care pot fi observati doar pe perioade scute de timp cand
sunt in preajma Pamantului. Cateva metode de estimare a masei au fost deja prezentate in
paragraful 4.3 al lucrarii. Amintim aici doar faptul ca valoarea adoptata pentru masa este sursa
principalda de incertitudine In ceea ce priveste estimarea valorii energiei de impact, deci si a
consecintelor distructive ale sale.

Estimarea vitezei de impact se poate da cu o acuratete suficientd pentru nevoile curente,
folosind formalismul lui Opik de descriere al apropierilor stranse. Astfel, din relatia (2.86) avem

v? = v2 + (11.18 km/s)?, (5.105)

unde “viteza la infinit”, care este tot una cu viteza planetocentrica neperturbata (relatia 2.62),
se obtine din

v2 =G 3—%— a(l —e?)-cosI|, (5.106)
exprimata in functie de elementele heliocentrice ale orbitei asteroidului (a, e, I) si de constanta
gravitationala heliocentrica G.

Pentru a oferi un termen de comparatie, va fi utila exprimarea energiei cinetice de impact
in modul urmator, functie de densitatea asteroidului p, de diametrul sdu mediu d (obtinute din
descompunerea m = gp d?, valabila pentru un corp sferic omogen) si de viteza de impact v

[Hills si Goda, 1993]
patsa ) (P vy (5.107)
- 100m/ \3g/cm®/) \20km/s/ '

exprimatd in megatone TNT (1 Mt= 4.2 x 10! J). La numitor figureazi presupusele valori
medii ale marimilor respective.

In functie de valorile energiei de impact, s-a adoptat o clasificare a consecintelor distructive
(la scara planetara a) unui impact, ordonata pe patru nivele (globale, regionale, locale si fara
consecinte) [Binzel, 1997]. Aceasta clasificare este prezentata in figura urmatoare unde, pe axa
verticala, figureaza energia cinetica de impact, dublata fiind si de o reprezentare dupa diametrul
asteroidului calculat pentu valori medii ale densitatii si vitezei de impact. O caracterizare
matematica riguroasa a acestor consecinte distructive va fi data in ultimul paragraf al capitolului.

102



Cuantificarea pericolului de impact

Scara Torino
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Figura 5.12. Scara bidimensionala Torino si gradele de periculozitate asociate.

Pe de alta parte, probabilitatea cumulata de impact (pe 100 de ani) se poate exprima in
functie de probabilitatile intrinseci P; calculate in intervalul de timp respectiv, prin

P.=1-(1-P)1-P)...(1-P,), (5.108)

sau cand acestea sunt cantitati mici, prin Insumarea lor. Determinarea acestor probabilitati
intrinseci a facut subiectul paragrafelor anterioare, aici vom sublinia doar faptul ca incertitudinea
estimarilor lor, in cadrul modelelor matematice actuale, poate atinge in unele cazuri un ordin
de marime [Chesley et al., 2001].

Pe aceeasi figura (5.12), sunt reprezentate sase clase asociate acestei probabilitati cumulate
de impact, ele avand la baza clasificarea empirica din tabelul urmator [Binzel, 1997].

Posibilitatea unui impact \ Probabilitate cumulata ‘

practic nula P, <1078
extrem de improbabila 108<P. <1076
foarte improbabila 10°<P. <1074
improbabila 1074 < P. <1072
posibila 0.01 < P, <0.99
sigura P.>0.99

Tabelul 5.2. Clasificarea empirica a posibilitatii producerii unui impact, in functie de probabi-
litatea de impact asociata asteroidului respectiv.

Prin combinarea celor doua clasificari intr-o reprezentare grafica, rezulta scara bidimensio-
nala Torino, pe care se poate citi acum gradul de periculozitate, avand valori intregi cuprinse
intre 0 i 10. Printr-o reuniune subiectiva a acestor grade, rezulta cinci categori de caracterizare
a importantei unui potential impact. Acestea sunt prezentate in tabelul (5.3).

Gradul de periculozitate asociat unui asteroid NEA este dependent de momentul de timp
cand acesta se evalueaza. Astfel, contributia unor date observationale ulterioare vor conduce la
micsorarea incertitudinii orbitale, deci la o mai buna precizare a probabilitatii de impact, incat
gradul de periculozitate s-ar putea modifica, in general, de la valori intermediare spre valori
extreme. Majoritatea covarsitoare a asteroizilor NEA descoperiti pana in prezent au gradul
de periculozitate 0, doar cativa cu orbite insuficient de bine precizate figurand in categoria 1.
Cu noi date observationale ce vor deveni disponibile, acesgtia vor intra probabil si ei in prima
categorie.
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Capitolul 5. Metode de estimare a probabilitatii de impact cu Pamantul

’ Grad de periculozitate ‘ Caracterizare ‘

0 Eveniment fara consecinte

1 Eveniment ce merita atentie
(2,3,4) Eveniment ce produce ingrijorare
(5,6,7) Eveniment amenintator
(8,9,10) Coliziune sigura

Tabelul 5.3. Caracterizarea subiectiva a importantei unui posibil impact in functie de gradul
de periculozitate.

5.3.2 Scara Palermo

Scara Torino are dezavantajul de a nu include in evaluarea importantei unui impact si intervalul
de timp ce se va scurge pana la producerea evenimentului in sine, agsa numitul tzmp de avertisment
(“warning time”) [Isobe, 2000]. Un potential impact cu un timp de avertisment scurt este,
indiscutabil, mai amenintator decat un impact prognozat a avea loc peste zeci de ani, timp
suficient pentru elaborarea unor strategii de minimizare a efectelor sale. Acest argument, precum
si nevoia de a avea un sistem de caracterizare mai robust si mai bine fundamentat stiintific, a
condus la crearea scarii Palermo [Chesley et al., 2001].

Scara Palermo are ca principal scop facilitarea comunicarii intre astronomi a importantei
unui potential impact, avand la baza cei trei factori relevanti: timpul de avertisment, energia
cinetica de impact si probabilitatea de impact (intrinseca sau cumulata intr-un interval arbitrar
de timp). Gradul de periculozitate caracteristic acestei scari se evalueaza in functie de céateva
méarimi avand maéasura energiei de impact, pe care le vom defini in cele ce urmeaza.

Daca FE noteaza energia de impact aga cum a fost ea introdusa anterior, iar P este probabili-
tatea de impact, produsul E = PE defineste energia anticipatd de impact proprie evenimentului
respectiv, care este o cantitate de natura probabilistica. Aceasta va fi apoi raportata la fluxul
energiei de impact (calculat la energii similare cu E) asociat intregii populatii de obiecte NEA,
pe intervalul de timp scurs pand la producerea evenimentului. In acest mod vom obtine o carac-
terizare in termeni naturali (riscul normalizat) a relevantei evenimentului respectiv, pe o scara
adimensionala.

Frecventa medie anuald a impacturilor cu Paméantul a integii populatii de asteroizi NEA,
avand energii de impact mai mari decar E (exprimat in megatone TNT), determinata din
inregistrarile craterelor lunare, poate fi descrisa (aproximativ) printr-o lege exponentiala
[Chesley et al., 2001]

3

fB(E) = —E~*5 (/an). (5.109)

100
Daca dam acestei marimi sensul unei probabilitati anuale de impact pentru energii mai mari ca
E, putem introduce densitatea de probabilitate de impact corespunzatoare ¢(E) = 13—5E_9/ 5

dedusd din conditia fp(E) = [ ¢(E)dE. Cu aceastd mirime vom putea evalua acum fluxul
mediu anual al energiei de impact asociat intregii populatii NEA, in banda de energie (a—a~!)E

aF
Ep(E,a) = // E¢(E)dE = 2—35((11/5 — o VYRS, (5.110)
E/a

Daca AT noteaza timpul de avertisment corespunzator, iar k = 4(@1/ 5_ Y/ %), vom defini
riscul normalizat R ca raportul dintre energia anticipata de impact i fluxul energiei de impact
(calculat la energii similare cu F) asociat intregii populatii de obiecte NEA, pe intervalul de
timp mai sus mentionat
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Cuantificarea pericolului de impact

- E B P
 Ep(E,a)AT  kfpAT’

avand si sensul unei probabilitati normalizate de impact. Cu cat banda de energie folosita
este mai larga, cu atat mai mica va fi valoarea riscului normalizat. Pentru scara ce urmeaza
a fi introdusa se adoptd valoarea k = 1, céareia 1i corespunde o bandd de energie egala cu
aproximativ 1.33 E. Gradul de periculozitate pe scara Palermo se defineste prin P = Ig’R, cu
valori tipice cuprinse intre -11 gi -1. Importanta unui potential impact cu Pamantul va fi astfel
caracterizata intr-un mod consistent doar prin marimea P. O valoare pozitiva a sa semnifica
faptul c& evenimentul respectiv este mai amenintator decat intreaga populatie de obiecte NEA
(de dimensiuni similare asteroidului in cauza) luata la un loc, pe acelasi interval de timp, putand
fi astfel considerat ca fiind o sursa majora de pericol.

Acest mod de definire al scarii Palermo permite estimarea gradului de periculozitate al
unui asteroid pe intervale oricat de mari de timp, caz in care se poate folosi in formula (5.111) si
valori ale probabilitatii medii de impact, deduse prin diverse procedee de mediere sau extrapolare
(paragraful 5.1).

Pentru asterozii 2000 SGsqq si 2001 BA g, ale caror probabilitati de impact cu Pamantul au
fost evaluate pe parcursul acestui capitol, avem urmatoarele estimari ale gradului de periculozi-
tate pe scara Palermo, prezentate impreuna cu cateva marimi auxiliare in tabelul urmator.

(5.111)

Obiect v d E fB AT P R P
(km/s) | (m) | (Mt) | (/an) | (ani)
2000 SG3y4 1134 | 40 | 1.1 [28x1072 ] 100 | 5x 10~ [ 1.8x107° || -4.7
2000 SGaaa T || 11.34 | 40 | 1.1 [2.8x1072| 10° | 44x1072| 1.6 x107° || -4.8
2001 BA 14 12.14 | 20 | 03 | 7.9x1072 | 50 1076 2.5x 1077 || -6.6

Tabelul 5.4. Parametri relevanti pentru calculul gradului de periculozitate al asteroizilor
2000 SG3qq i 2001 BAjg. (1 in acest caz parametri sunt calculati pentru o probabilitate de impact
extrapolatd din frecventa apropierilor stranse cu Pdmantul, intr-un interval de 100.000 de ani).

5.3.3 Consecinte ale fenomenului de impact

O evaluare a consecintelor fenomenului de impact la nivelul solului va trebui sa ia in considerare,
pe langa energia cinetica initiala a asteroidului (F), si modul in care aceasta se diminueaza
datorita interactiunii cu atmosfera terestra (Ey < F) si natura mediului in care are loc impactul
(uscat sau ocean).

Interactiunea cu atmosfera se poate descrie in termenii procesului de ardere (ablatie) si al
procesului de fragmentare [Hills gi Goda, 1993]. Modul de desfasurare al acestor fenomene va
depinde de parametri fizici gi dinamici initiali ai asteroidului (masa, densitatea, rezistenta in-
terna, viteza si unghiul de intrare in atmosfera). Un nucleu cometar va avea sanse putine de a
ajunge pe sol, depozitdndu-gi intreaga energie cinetica in atmosfera, pe cand un asteroid cu nu-
cleu fieros va suferi putine transformari, ajungand aproape intact la nivelul solului. Majoritatea
asteroizilor NEA au insa o structura pietroasa si deci traseul lor evolutiv prin atmosfera se va
situa undeva intre cele doua scenarii descrise. Oricum, pentru dimensiuni mai mari de 100 de
metri in diametru, influenta atmosferei terestre va fi neglijabila.

Chiar daca intreaga energie cinetica a unui asteroid cu structurad interna slaba (de origine
cometara) este depozitata in atmosfera in urma unei explozii, unda de soc rezultata poate avea
consecinte distructive majore (fenomenul Tunguska). Astfel, daca explozia respectiva are loc la
o altitudine h in atmosfera, raza regiunii de pe suprafata Pamantului in care presiunea indusa de
unda de goc este capabila sa distruga orice constructie urbana este data de formula aproximativa
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Re ~ 2.09h — 0.449 K2 E~/3 4 5.08 E'/3 [km], (5.112)

dedusa din datele experimentale ale efectelor exploziilor nucleare efectuate in anii '40 si ’50
[Hills si Goda, 1993]. In aceastd formuls distantele sunt exprimate in kilometri iar energia cine-
tica in Mt. Se pot deduce urmatoarele valori critice ale inaltimii in atmosfera: inaltimea minima
pentru care efectul undei de soc devine nedestructiv (Re = 0) este Ay, = 6.42 EY3 si inaltimea
“optima” pentru o raza maxima de distrugere este hop = 2.33 EY/3. Astfel, diametrul maxim al
regiunii distruse de unda de soc, in functie de parametri initiali ai impactorului, este

d p 1/3 2/3
D. ~ 158k , 11
o8 m(lOO m) <3g/cm3> <2o km/s> (5.113)

notatiile fiind cele din relatia (5.107).

Diametrul craterului produs in urma unui impact (sau explozie nucleara), avand energia
cineticd Fy la nivelul solului, este dat de D, ~ 1.02 E}/ 5 [km]. Presupunéand ca dimensiunile im-
pactorului sunt suficient de mari, incat acesta sa nu piarda o cantitate semnificativa din energia
sa la trecerea prin atmosfera (in general pentru d > 100 m), iar rezistenta interna suficient de
mare pentru ca sa nu sufere fragmentari (compozitie pietroasa sau fieroasa), diametrul craterului

produs de acesta se exprima prin

d p 1/3 v 2/3
Do~ 43k . 114
3 m(lOO m> (3 g/cm3) <20 km/s) (5.114)

Comparand expresiile (5.113) si (5.114), obtinem ca gradul de distrugere la sol datorat exploziei
in atmosfera ar putea fi mai mare decat cel produs printr-un impact efectiv la nivelul solului,
in acest ultim caz o mare parte din energia de impact fiind absorbita de scoarta terestra. Pe de
alta parte insa, procesul de formare al craterului va fi Insotit de un seism al carui magnitudine
pe scara Richter este evaluata la

M ~6.0+0.71g £y

d p v (5.115)
~T. 211g | ——— Tg | ———= 141lg (| ——
o g<100m)+07g<3g/cm3>+ g<20km/s>’

unde a doua egalitate are la baza din nou ipoteza Ey ~ E.

Valurile declangate de impacturi in ocean se pare ca sunt cea mai distructiva forma de
manifestare a acestui fenomen, pentru impactori de dimensiuni medii (100 < d < 1000 m).
Astfel, experimentele nucleare subacvatice releva urméatoarea dependentd a Inaltimii valului
produs 1n apa adanca, datorita fenomenului de golire si reumplere al craterului subacvatic format,
functie de distanta r la locul detonarii

100 k
H, ~15.7m < 00 m) B}, (5.116)
T

Doar jumatate din aceasta inaltime va corespunde partii superioare a valului situata deasupra
nivelului oceanului [Hills si Mader, 1997]. Pentru asteroizii mai mari care nu sufera pierderi
semnificative de energie in atmosfera, expresia anterioara se scrie

0.54

Hy ~16.2m (1002 km) [<1ogm>3 <3 g/f)cmg,) (20 lfm/s>2] . (5.117)

Viteza initiala a valului format in apa adanca este de cateva sute de km/h. Odata ajuns in
preajma tarmului, unde apa este mai mica, viteza sa scade iar amplitudinea sa creste, formand
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asa numitul tsunams. inél‘gimea unui tsunami este, in medie, de 40 de ori mai mare decat a
valului de apa adanca ce la generat. Datorita faptului ca majoritatea resurselor umane de pe
glob se gasesc pe coasta oceanelor, acest tip de impact se dovedeste a fi cel mai distructiv.
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Capitolul 6

Pachetul de programe SolSylIn

Numeroase rezultate cuprinse in capitolele anterioare ale lucrarii au la baza simulari numerice
ale evolutiei dinamice a unor sisteme de corpuri. Dezvoltarea tehnicii de calcul din ultimii ani
confera algoritmilor numerici rapiditatea gi capacitatea de stocare necesare abordarii unor astfel
de probleme, ce sunt intens consumatoare de resurse informatice.

In acest capitol este prezentat un pachet de programe destinat manipularii sistemelor dina-
mice de corpuri, cu ajutorul ciruia au fost reproduse scenariile de evolutie dinamica cuprinse in
lucrare. Dupa o scurta prezentare a pachetului, se face apoi o descriere matematica a integrato-
rului Radau-Everhart, optimizat pentru tratarea cu mare acuratete a apropierilor stranse dintre
corpuri. O prezentare exhaustiva a tuturor facilitatilor oferite de pachet este data in manualul
sau de utilizare [Berinde, 2001c].

6.1 Prezentarea pachetului

SolSyIn (de la “SOLar SYstem INtegrator”) este un pachet de programe destinat efectuarii de
integrari numerice asupra evolutiei dinamice a corpurilor in sistemul solar (si nu numai). In
primul rand, el contine un program de integrare numerica a ecuatiilor de miscare a unui numar
arbitrar de corpuri, ce evolueaza in camp gravitational (newtonian/relativist) si, eventual, in
camp radiativ, al carui algoritm numeric are la baza integratorul Radau-Everhart. De asemenea,
contine un program de afisare grafica in proiectie bidimensionala a traiectoriilor corpurilor, un
program de analizare a bazelor de date obtinute in urma integrarii, un program de creare a noi
sisteme dinamice In diverse moduri, precum si un program de generare de tabele si grafice, ce
contin variatiile in timp ale diversilor parametri dinamici introdusi pe parcursul lucrarii.

Conditiile initiale ale sistemelor de corpuri sunt descrise in aga numitele figiere de definitie,
iar rezultatele intermediare si finale ale integrarilor numerice sunt stocate in figiere binare, ale
caror date pot fi ulterior analizate. Exista cateva figiere de definitie standard, ce descriu cu mare
acuratete conditiile initiale ale principalelor corpuri perturbatoare din sistemul solar. Acestora
li se pot adauga apoi conditiile initiale ale corpurilor a caror migcare dorim sa o studiem, luate
direct din cataloage sau introduse de utilizator (sub forma coordonatelor rectangulare ecliptice
sau a elementelor orbitale kepleriene). De asemenea, se poate esantiona o anumita regiune din
spatiu cu un numar arbitar de corpuri, in particular regiunea de incertitudine a unui asteroid
de tip NEA, atunci cand matricea covarianta a elementelor sale orbitale este disponibila.

Se pot genera tabele si grafice ce contin evolutia in timp a urmatorilor parametri dinamici:
coordonate rectangulare, elemente orbitale kepleriene si equinoctale, distante mutuale Intre cor-
puri, distante MOID intre orbite, parametri Tisserand, argumente de rezonanta si coordonate
in planul tinta. Este posibil si calculul deviatiei standard (RMS) a acestor parametri, pentru o
multime oarecare de corpuri din sistem.
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Accesul la programele pachetului se poate face interactiv sau doar prin intermediul parame-
trilor in linie de comand&. In acest ultim caz, se pot creea sedinte de lucru complet automatizate,
ce pot fi gestionate cu un figier de comenzi (“batch file”). Un exemplu in acest sens este dat in
paragraful 6.3.

Pachetul de programe SolSyln a fost creat, cu precadere, pentru studiul urmatoarelor feno-
mene dinamice:

e determinarea traiectoriei si a variatiei elementelor orbitale ale asteroizilor si cometelor;
e identificarea apropierilor stranse cu Pamantul;

e variatia pe termen lung a distantei MOID fata de orbita Paméantul;

e determinarea gradului de haoticitate al unei migcari, prin estimarea numerica a LCE;
e identificarea miscarilor rezonante (medii si seculare);

e propagarea regiunii de incertitudine orbitald a asteroizilor NEA;

e determinarea conditiilor de impact si a probabilitatii de impact cu Pamantul a asteroizilor
NEA;

e efectul radiatiei electromagnetice solare asupra miscarii corpurilor mici in sistemul solar.

Ultimul paragraf al lucrarii prezinta un exemplu succint de evolutie dinamica, in care sunt
evidentiate o parte din aceste fenomene.

Pachetul de programe SolSyln este un software pe 32 de biti, scris in limbajul de programare
Free Pascal [FPC, 2001] si contine 4500 de linii de cod sursa. Este disponibil pe internet la
adresa continuta in referinta bibliografica [Berinde, 2001c¢].

6.2 Metoda de integrare numerica Radau-Everhart

Intentia noastra in acest paragraf este aceea de a prezenta un integrator numeric performant din
punctul de vedere al aplicabilitatii sale la sistemele dinamice de corpuri asociate migcarilor in
vecinatatea orbitei terestre. Aga cum s-a subliniat pe parcursul lucrarii, acest tip de miscari au
un grad ridicat de haoticitate, dominate fiind de numeroase apropieri stranse, punand-se astfel
la grea incercare stabilitatea in timp a algoritmului numeric.

Integratorul numeric Radau-Everhart de ordinul 15 [Everhart, 1974], [Everhart, 1984] are la
baza o metoda unipas predictor-corector care evalueaza solutia sistemului de ecuatii diferentiale
in punctul curent, prin interpolarea cu o serie de timp a valorilor calculate pe cateva puncte de
diviziune situate in avans, si imbunatatirea acestei solutii printr-un proces iterativ. Un aspect
important al acestei metode este acela ca precizia obtinuta in evaluarea solutiei este cu cateva
ordine de marime mai mare decat ar fi de asteptat de la ordinul polinomului de aproximare. Acest
lucru este realizabil prin folosirea diviziunilor Gauss-Radau (sau Gauss-Lobato) si a principiilor
cuadraturii lui Gauss.

6.2.1 Descrierea modelului dinamic utilizat

Modelul dinamic al sistemului solar, in care efectuam integrarile numerice, este format din corpul
central (Soarele), cateva corpuri perturbatoare si corpul a carui miscare dorim sa o studiem
(considerat infinitezimal). Céand se urmareste o precizie foarte buna a integrarii, setul corpurilor
perturbatoare va fi format din cele noua planete ale sistemului solar, la care se adaoga satelitul
natural Luna si trei asteroizi cei mai masivi din centura principald, anume Ceres, Pallas si Vesta.
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Punerea in evidenta a unor particularitati dinamice nu va necesita insa luarea in calcul a tuturor
acestor corpuri perturbatoare.

Conditiile initiale pentru corpurile perturbatoare, date sub forma vectorilor de pozitie si a
vectorilor viteza heliocentrica, la epoca J2000.0, sunt obtinute din efemeridele JPL/DE-405,
accesate prin intermediul sistemului informatic “JPL Horizons On-Line Ephemeris System”
[Giorgini et al., 1996], iar conditiile initiale pentru asteroizii de tip NEA sunt obtinute din ca-
taloagele furnizate prin sistemul “NEODyS” [Chesley si Milani, 1999].

Consideram sistemul nostru dinamic format din n + 1 corpuri, din care unul este corpul
central de masa M. Fara a face vreo discriminare intre celelalte corpuri, vom nota cu m; masele
planete interioare ca si corpuri perturbatoare, masele lor se vor adauga masei centrale, si din
acest motiv se poate intampla ca M > 1. Ecuatiile de migcare ale corpurilor, intr-un sistem
rectangular de referinta, relativ la corpul central, sunt

d2I'i

de?
unde r; noteaza vectorul de pozitie al celui de-al i-lea corp, F{ este componenta fortei ce
actioneazd asupra sa si se datoreazi prezentei corpului central, iar F? este componenta fortei
ce actioneaza asupra sa si se datoreaza prezentei corpurilor perturbatoare. Sistemul (6.1) este
format din 3n ecuatii diferentiale si reprezinta o problema Cauchy, cu conditiile initiale date la
momentul de timp ¢ = ¢y prin

—FS+F°, i=T,n, (6.1)

dr;
ri(to) = 12, di;(to) =v%, i=T1n. (6.2)

Componentele F¢ si F? vor ingloba, in primul rand, fortele de naturd gravitationald asociate
corpurile masive din sistem. Daca aceste corpuri se considera punctiforme, in aproximatia
newtoniana avem expresiile

M +m;
Ff = _G( 3 Z) rg, (63)
T
F’ = G | —V—=-3 6.4
Z Zm]<|rj—1”i|3 rd )’ (6.4)
7j=1 J
J#

unde G noteaza constanta gravitationald heliocentricd. Suma din membrul drept al relatiei
(6.4) nu va contine termenul corespunzator corpului infinitezimal, a carui masa este neglijabila.
Cand corpurile perturbatoare nu sunt integrate simultan cu corpul infinitezimal, ci mai degraba
pozitiile lor sunt extrase dintr-un catalog de efemeride, atunci vom avea doar F? = F(¢).

Daca aproximatia newtoniana nu ofera o precizie satisfacatoare, se va lua in considerare si ter-
menul relativist din expresia fortei gravitationale datorata corpului central [Quinn et al., 1991],
anume

1 GM | GM dr; \ 2 dr; dr;
2 3 [ - <dt>r+ <dt r) dt]r (6:5)

2

F§ = F +

Pentru corpurile de dimensiuni mici (corpuri meteorice) forta exercitata asupra lor de radiatia
electromagnetica solard devine importanta, astfel incat la expresia fortei F§ se va adauga forta
presiunii de radiatie si a efectului Poynting-Robertson [Consolmagno si Schaefer, 1994]

BiG 165G [(dri > r; dl‘i]

r- —_— r —_— —_—
3¢ ri2 dt riz dt

F§ = FS +

(6.6)

L
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unde coeficientul 3; depinde de caracteristicile fizice ale corpului. In aproximatia de corp sferic
omogen si perfect absorbant de radiatie electromagnetica incidenta, expresia acestui coeficient
este 3; ~ 9.3 x 107° pfz/3 ~1/3

m , unde masa m; este exprimata in grame, iar densitatea p; in
g/cm?.

[ %

6.2.2 Aspecte matematice

Ecuatiile miscarii relative a corpurilor in cadrul modelului dinamic construit, sunt descrise prin
urmatorul sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 2, scris sub forma generala

d21‘i dI" .
i) =¥, (t, e (&) ) L i=Tm (6.7

cu conditii initiale de forma (6.2).

Consideram ecuatiile de migcare ale unui corp oarecare din sistem, ale carui marimi asociate
nu le mai indexam. Daca in sistemul de referinta heliocentric ales, vectorul de pozitie al acestui
corp are componentele r = r(x,y, z), iar vectorul forta corespunzitor este F = F(F,, Fy, F%),
ecuatiile scalare de migcare ale sale sunt

d2z <t,x,y,z dr dy dz dz; dy; % >

STt =F e T P PP e |
az ) =1 A A YA T e e

d?y dr dy dz dz; dy; dz;
—@)=F, (1t Ly, e, 2, L
dtz() y<ax7y,za dt’dt’dt’ 7$]7yjazjv dt? dt? dt’

d?z dr dy dz dr; dy; dz;
— ) =F, |t =y, 2, 2, L
dt2() (awayvza dtadtvdt7 7513]71/]’%, dt ) dt’ dta >7

unde variabila j indexeaza celelalte corpuri din sistem. In continuare vom prezenta algoritmul
numeric de determinare a solutiei pentru prima ecuatie din relatia (6.8). Algoritmul se va extinde
apoi, iIn mod natural, la toate cele trei ecuatii si pentru toate corpurile din sistem.

Astfel, prima ecuatie din (6.8), in care notam membrul drept cu F'(¢) pentru simplitatea
scrierii, se dezvolta in serie de puteri dupa variabila timp ¢, in jurul epocii initiale tg, pana la

ordinul 7

d*z 2 3 7

@(t) =F(t) = Fy+ A1(t —to) + Az(t —t9)* + As(t — t()) +oo 4+ Ar(t — to) . (6.9)
Scopul metodei este acela ca, pornind cu valorile initiale x(ty) = o, g—f(to) = Z¢ sl notand

Fy = F(ty), sa obtinem valorile x(ty + h) si ‘é—f(to + h) la sfarsitul unei secvente de integrare

de lungime h. Consideram variabila adimensionala T" = (¢ — ¢)/h, cu valori cuprinse intre
0 < T < 1, si introducem marimile auxiliare Py = A1h, P» = Ash?,...,P; = A7h". Ecuatia
anterioara se scrie 1n noile variabile astfel

A%z

de?
Prin integrare deducem

(t)=F(t)=Fy+ PIT+ PT? + B3T3 +--- + P;T". (6.10)

dz T2 T3 T8
—#)=d0+h|FT+P— +Py— + -+ Pr—
dt() Ty + <0+12+23+ +78>7
(6.11)
T2 T3 T4 79
= 0T + h% | F, P P. T
$(t) zo + hto +h<01.2+ 12.34- 23.44— + 78-9)
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Seria trunchiata (6.10) nu reprezinta o serie Taylor, deoarece coeficientii Py, vor fi alesi nu ca
sa reprezinte functia F' cat mai bine posibil pe intreg intervalul descris de variabila T, ci astfel
incat seriile trunchiate (6.11) sa aproximeze cAt mai precis necunoscutele z(t) si 92 (¢) in punctul
final tg + h.

Introducem urmatoarele puncte de diviziune 0 < a1 < as < --- < a7y < 1. Cu aceste puncte,
dezvoltarea in serie de puteri (6.10) a functiei F' se poate transcrie astfel

7
F(t) = Fo+ QT + QuT(T — a1) + QsT(T — ar)(T — ag) + -+ + Q7T [[ (T~ ax).  (6.12)
k=1

Daca notam cu Fy, = F(tg + axh), adica valorile funtiei F' pe punctele de diviziune, usor se
constata ca au loc egalitatiile F1 = Fy + Qra1, Fo = Fy + Qraz + Q2az(az — a1) si aga mai
departe. Inversand aceste relatii, putem calcula coeficientii @y prin

Q1= (F1 — Fy)/ay

Q2 = ((F2 — Fy)/az — Q1)/(az2 — a1)

Q3 = (((F5 — Fo)/az — Q1)/(az — a1) — Q2)/(as — a2) (6.13)
Q7 = (.(Fr = Fo)/a7 — Q1)/(a7 — a1) — Q2)/(a7 — az) — ...)/(ar — ag).

Identificand coeficientii puterilor lui 7" din relatiile (6.10) si (6.12), obtinem formulele de legatura
dintre Py si Qk

Pr= b11Q1+b021Q2+b31Q3+ -+ b11Q7

Py, = booQ2 + b32Q3 + - - - + bra Q7
Py = b33@3 + - - - + b73Q7 (6.14)
P; = b7 Q7,

unde coeficientii b;; se obtin recursiv din

bii =1 1< <7
bin = —a;-1bi—11 1<i<7 (6.15)
bij = bi—l,j—l — ai_lbi_Lj < g<i <.

Acesti coeficienti au aceleagi relatii de recursivitate ca gi numerele lui Stirling de speta I.
Evaluarea lor se face o singura data, ei fiind independenti de datele problemei. Dintre acestia,
b71,bra, ..., byy sunt totodata si coeficientii Viete ai ecuatiei polinomiale de gradul 6, avand ca
radacini punctele de diviziune mai sus definite, anume

alas...a7 — -+ (a1a2+a1a3—|—"‘+a6a7)T4 — (aq +a2+~-+a7)T5 + 7% =0. (6.16)
Formulele inverse celor din (6.14) sunt

Q1= cuPi+cuPr+ceiPs+--+cenh;

Q2 = c2Py 4 c39P3 + -+ cra Py
Q3 = c33P3 4 - + e3Py (6.17)
Q7 = crr Py,
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unde coeficientii ¢;; sunt definiti de relatiile

Ci =1 1<i<T
Ci1 = a1Ci—1,1 1< <7 (618)
cij = Ci-15-1tajci1; 1<y <i<T

In continuare vom prezenta etapele algoritmului numeric de determinare si imbunatatire
succesiva a coeficientiilor Py, necesari pentru evaluarea expresiilor (6.11) la sfargitul secventei
de integrare.

6.2.3 Algoritmul numeric

La momentul initial coeficientii Pj vor avea valorile zero. Deoarece de la o secventa de integrare
la alta, acestia inregistreaza o variatie lenta, vom putea porni o noua secventa de integrare cu
valori ale lor mult imbunatatite, prin folosirea informatiilor de la pasul anterior. In aceast&
maniera, convergenta integratorului devine mai rapida. Printr-o continuare analitica a curbei
ce reprezinta functia F' pe secventa anterioara de integrare, se poate deduce ca

1_ -

n=an+ () [OP+ QR+ Ori+ s ()]

T ]

m=art () [ O+ @+ (]
. _ (6.19)

P=arer (3 ) | ()P +--+ ()]

h\’ .
Pr=dP; + <h,> [ @r.
unde marimile notate cu “prim” sunt cele specifice secventei anterioare, iar d Py noteaza variatiile

acestor coeficienti de la o secventa de integrare la alta.
Daci notim x, = z(to + ah) si i, = 9 (¢ + axh), din relatiile (6.11) obtinem

a9 aj,
.i'k:.ii'0+h<akF0+2P1+P2+'--+P7>

3 8
(6.20)
(12 CL3 CL4 (19
= hapio + h? | —E-F, k_p kpy...4 kp k=17
T = xo + hagpxro + (1.2 0+2'31+3.4 2 + +8-97’ R

Acestea sunt ecuatiile predictor ce permit evaluarea solutiilor ecuatiei (6.9) pe cele sapte puncte
de diviziune. Acest lucru se va realiza pe parcursul unui aga numit ciclu de integrare, pe care
il vom descrie in continuare. Astfel, folosind pentru coeficientii P, valorile de start date de
(6.19), se evalueaza solutia pe primul punct de diviziune (z1,#1). Cu aceste valori se poate
determina acum Fj. Folosind relatiile (6.13), obtinem valoarea lui @)1 cu care, din (6.14), se
imbunatateste valoarea lui P;, renuntand la valoarea sa initiald. Cu aceasta noud valoare pentru
Py, din relatiile (6.20) se evalueaza acum solutia pe urmatorul punct de diviziune, (z2,22), cu
care vom fi capabili s determinam pe F,. Revenind la relatiile (6.13), vom calcula valoarea
lui @2 cu care obtinem noi valori pentru coeficientii P; si P, folosind (6.14). Urmeaza apoi
evaluarea solutiilor (z3,43) din (6.20), cu care se continua procedeul in aceeasi maniera, folosind
succesiv ecuatiile mai sus amintite, pana cand s-au epuizat toate punctele de diviziune. La
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sfargitul ciclului vom dispune de valori mult imbunatéatite pentru toti coeficientii Py, Intrucat de
fiecare data cand un nou coeficient )i devine disponibil, toti coeficientii P ce vor depinde de
acesta sunt recalculati. Procedeul de recalculare poate fi optimizat, daca ne folosim de valorile
anterioare ale acestor coeficienti, astfel din (6.14) deducem ci P, = P, + by (Qr — Qr), pentru
I =1, k, unde coeficientii barati sunt cei calculati anterior.

Pentru a obtine o acuratete inalta, acest ciclu de integrare se poate repeta de mai multe ori,
pornind de fiecare data cu valorile deja imbunatatite ale coeficientilor respectivi. In paragraful
urmator vom indica un procedeu ce selecteza dinamic numarul acestor cicluri, in functie de
necesitatile impuse de caracteristicile miscarii simulate.

Din relatiile (6.11), deducem expresiile ecuatiilor corector

da 1 1 1
—(to+h)=d0g+h(Fo+=P+-Py+---+ =P
dt(0+ ) =40+ <0+2 1+3 2+ +8 7)
(6.21)
x(tg + h) = xg + hig + h? s trs e tp
0 — 40 0 1‘20 2'31 3'42 8'977

cu care se evalueaza solutia la sfargitul secventei de integrare.

6.2.4 Controlul preciziei de integrare

Acuratetea solutiei obtinute la sfarsitul unei secvente de integrare va depinde de lungimea h a
secventei. Aceasta acuratete poate fi tinutd sub control impunand o anumita valoare pentru
h, astfel incat ultimul termen din a doua ecuatie corector (6.21) sa aiba un ordin de marime a
priori stabilit
2
WP 10, (6.22)
72
Coeficientul P; nu este cunoscut naintea parcurgerii secventei, insa avem o estimare a sa din
relatiile (6.19), in functie de coeficientul similar din secventa anterioara P7, care este cunoscut
cu precizie. Daca discreditam contributia lui dP; in relatia respectiva, obtinem urmatoarea
estimare pentru lungimea secventei curente

h:

1/9
2.10~Pn"
70] : (6.23)

Pmax

unde P4, noteaza cea mai mare valoare (in marime absoluta) a coeficientilor P; din toate cele
3n ecuatii ale sistemului (6.7). Aceasta valoare maxima va fi dictata de acele ecuatii care descriu
miscari cu periodicitatile cele mai scurte.

In aceastd maniers, algoritmul numeric isi va ajusta dinamic pasul de integrare in functie
de caracteristicile miscarii, de lungimea h’ a secventei anterioare si de parametrul de precizie
D selectat de utilizator. Precizia de estimare a solutiei pe o secventa de integrare va fi cu
cateva ordine de mirime mai buna decat limita impusa prin valoarea 107, Acest lucru este
posibil printr-o alegere convenabila a punctelor de diviziune ag, folosind principiile cuadraturii
lui Gauss, aga cum vom arata in cele ce urmeaza.

Dezvoltarea in serie de puteri a functiei F', data de relatia (6.10), are ordinul 7, insa fara
a adauga termeni noi, ci doar printr-o alegere convenabila a punctelor de diviziune, vom putea
marii acest ordin la 15. Acesta va fi si ordinul integratorului numeric. Astfel, presupunem
existenta a inca 8 puncte de diviziune suplimentare as, ag,...,a15. Dispunand acum de mai
multe informatii pe parcursul secventei de integrare, solutia obtinuta va avea o precizie mai
buna. Fie P noii coeficienti de care va depinde aceasta solutie, datd de o expresie similara cu
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(6.21), dar in care ultimul termen are ordinul 15. Imbunititirea solutiei in urma introducerii
punctelor de diviziune suplimentare este, in pozitie

h? h? h?
A = P P —(Py — P oo+ — (P - P
x 23(1 1)+3_4(2 2) + +8-9(7 7)+
6.24)
h2 h2 h2 (
P P+ — P,
91008 "0 T e
iar In viteza
dx h, . h, . h
(6.25)
h h h
R —P;
gr s Tpto Tt gt

Conditia ca aceste diferente sa fie nule, arata ca solutia obtinuta doar cu cele sapte puncte
de diviziune initial alese va avea deja ordinul 15. Prin diverse operatii de manipulare algebrica
[Everhart, 1974], se poate arata ca aceste diferente sunt nule pentru valori bine determinate
ale coeficientilor b7y, b7a,...,by7. Odatd determinati, acegtia permit apoi calculul radacinilor
ecuatiei polinomiale (6.16), care sunt tocmai punctele de diviziune cautate. Acestea poarta
numele de diviziuni Gauss-Radau. Se pot imagina algoritmi gi cu alte ordine de precizie, insa
pentru ordinele pare diviziunile obtinute se numesc Gauss-Lobatto.

In cazul integrarii numerice a unui sistem dinamic de corpuri in care au loc apropieri stranse,
cresterea brusca in intensitate a fortelor perturbatoare, pe intervale scurte de timp, impune o
ajustare mult mai eficienta a pasului de integrare, fata de predictia data de formula (6.23). In
primul rand, o marire a numarului de cicluri de integrare pe o secventa, permite evaluarea mai
exacta a fortelor pe punctele de diviziune, contribuind la pastrarea acuratetii solutiei obtinute.
Notam cu F,f:,l valoarea functiei F' evaluatd pe cel de-al k-lea punct de diviziune, pentru corpul
al i-lea din sistem si pe ciclul de integrare cu numarul [. Vom reindexa aceste marimi si dupa
componentele (z,y, z), asa cum figureaza in sistemul de ecuatii (6.8). Definim suma

n
o = > (1FLI+IFL +FL )+
e (6.26)
SN (1R — Filal + 1R, = Bl + R = B,
i=1 k=2

care este specifica fiecarui ciclu de integrare. O conditie de genul 0;/01 < € este o méasura a
preciziei atinse in evaluarea tuturor fortelor pe ciclul cu numarul /, in raport cu precizia din
primul ciclu. Experimentele numerice sugereaza ci valoarea € = 107!2 este o buna alegere. Se
vor considera atatea cicluri de integrare, pana cand conditia anterioara este satisfacuta, dar nu
mai putine de 2 gi nu mai multe decat o valoare maxima admisibila /,,., (uzual egala cu 4).
Daca dupa epuizarea acestui numar de cicluri nu avem indeplinita conditia respectiva, se trece
la reluarea calculului pe secventa curenta, dar adoptand pentru aceasta o lungime mai mica
(spre exemplu, h < 0.8 h).

Rareori se va intdmpla ca numarul /,,,, sa fie depasit, doar daca lungimea primei secvente
de integrare este aleasa mult prea mare, sau daca parametrul de precizie D este mult prea mic.
Pentru integrari numerice de corpuri in sistemul solar, o valoare D = 12 asigura precizia necesara
in majoritatea situatiilor.

Chiar daca precizia de integrare este mentinuta in limite acceptabile pe parcursul unei
secvente de integrare, ea se va diminua de la o secventa la alta, datorita acumularii in timp
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a erorii de aproximare specifice algoritmului si a erori de rotunjire a calculelor. Eroarea globala
in determinarea solutiei finale se poate pune in evidenta prin asa numitul test de reversibilitate.
Acesta consta in integrarea numerica a sistemului de ecuatii, odata in sens direct, iar apoi in
sens invers, exact pana la momenul initial de timp. Compararea solutiei obtinute cu conditiile
initiale va furniza o imagine asupra erorii globale de integrare. Aceasta comparatie se poate face
in termenii diferentei masurata in pozitia corpului

Ar = (Az? + Ay? + AZ%)V/2, (6.27)

Metoda poate fi chestionabild in cazul compensérii erorilor din cele doua etape de integrare.
Cum integratorul Radau-Everhart nu este simetric, procesul de integrare inversa nu va utiliza
aceeagl pagi intermediari, fiind de asteptat o acumulare a erorilor si nu o compensare a lor.
Pe de alta parte, in cazul miscarilor haotice testul este neconcludent, deoarece mecanismul de
propagare al erorilor este diferit (paragraful 3.1.3). Ar va fi atunci o masura a gradului de
haoticitate al miscarii respective si nu o masura a impreciziei de calcul datorata integratorului.

Monitorizarea variatiei energiei totale a sistemului nu constituie o metoda buna de evaluare
a preciziei integrarii, deoarece planetele exterioare detin cea mai mare parte din aceasta energie,
pe cand erorile de integrare sunt mai importante la planetele interioare.

In figura 6.1 este prezentatd schema de propagare a erorii de integrare, in cazul unui sistem de
corpuri format din cele 9 planete ale sistemului solar. Eroarea globala este determinata printr-
un test de reversibilitate ce mésoara abaterea in pozitia planetei Mercur, functie de lungimea
intervalului de integrare. Testul s-a efectuat pentru diferite valori ale parametrului de precizie

D.

-07

-0+

-094

le (Ar[UA]

lg {tmp [am])

Figura 6.1. Variatia erorii globale de integrare, pentru diferiti parametri de precizie D impusi
integratorului. Sunt integrate simultan ecuatiile de migcare ale celor 9 planete din sistemul solar.

6.3 Un exemplu numeric

Vom lua ca exemplu asteroidul de dimensiuni kilometrice 1999 ANjy. Péana in prezent, el
detine prima pozitie in clasamentul asteroizilor NEA descoperiti, care realizeaza cele mai stranse
apropieri cu Pamantul pe parcursul acestui secol. Mozaicul de figuri 6.2 a)—f) prezinta cateva
caracteristici ale evolutiei sale dinamice in vecinatatea orbitei terestre. Tabelul urmator contine
listingul comenzilor date pachetului SolSyln, pentru generarea respectivelor evolutii dinamice.
Figura a) prezinta o imagine 3D a orbitei foarte inclinate a asteroidului (I = 40°), ale carei
noduri orbitale sunt situate in apropierea orbitei terestre. Din acest motiv, asteroidul poate
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Figura 6.2. Cateva caracteristici dinamice ale asteroidului 1999 ANyg. a) orbita sa in spatiu, b)
variatia distantei la Pamant, c) variatia distantei MOID la orbita terestra, d) variatia semiaxei
mari, e) calculul LCE al migcarii si f) imaginile regiunii de incertitudine in planul tinta. Detalii
in text.

realiza apropieri stranse in lunile februarie gi august. Cea mai remarcabila apropiere va avea
loc pe data de 7 august 2027 (figura b), la o distanta de aproximativ 0.00261 UA de planeta
noastra (putin dincolo de orbita Lunii). Se remarcad valoarea mica a distantei MOID la data
respectiva (figura c). Variatiile sale neregulate la valori mici, permit o apropiere orbitala de lunga
durata intre cele doua corpuri (conform clasificarii din paragraful 3.3.1). Variatiile neregulate
ale semiaxei mari (figura d), caracterizate prin salturi cu ocazia apropierilor stranse, subliniaza
caracterul haotic al migcarii respective, asteroidul apartinand clasei Geographos. Monitorizarea
deviatiei standard in anomalia mijlocie a 100 de imagini virtuale ale asteroidului (figura e),
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permite evaluarea intervalului de timp Lyapounov, la aproximativ 35 de ani. Astfel, simularile
numerice asupra evolutiei dinamice a acestui asteroid isi pierd caracterul determinist dupa 100 —
200 de ani. Dimensiunea initiald a regiunii de incertitudine orbitala este suficient de mica pentru
a nu genera impactori virtuali de-a lungul celor trei apropieri stranse din anii 2027, 2076 si 2088.
Imaginile acestei regiuni in planul tinta sunt prezentate in ultima figura.

a)
remove 1999ani10
sysmaker moon O r _ 1999ani10
sysmaker 1999an10 1 5 1999an10 y temp £ 5 m 3 _ 1999ani10
integrat 1999an10
tabmaker 1999an10 n 3-11 _ t 2452050.5-2462050.5 _
plotter 1999an10 xyz
b)
tabmaker 1999an10 d n 11-11 b 3 _ _
plotter 1999anl10 dist_1g
o)
remove 1999an10
sysmaker so0l-9 1 5 1999anl10 y temp i 182625 f 3 _ 1999anl0
integrat 1999ani10
tabmaker 1999an10 d n 10-10 b 3 _ £ 5
plotter 1999anl10 moid
d)
tabmaker 1999an10 k n 10-10 _ £ 5 _
plotter 1999anl0 a
e)
remove 1999an10
sysmaker moon O r _ 1999anl0

sysmaker 1999an10 2 2 1999an10 y temp s 100 q 2 _ i 109575
f 10 m 3 _ 1999an10

integrat 1999an10
tabmaker 1999anl10 k n 11-111 _ m
plotter 1999ani10 m_lg

)
tabmaker 1999an10 t n 11-111 b 3 _ t 2452050.5-2488575.5 _
plotter 1999an10 targ

Tabelul 6.1. Listingul comenzilor date pachetului SolSyIn pentru generarea evolutiilor dinamice
prezentate in figurile 6.2 a)—f).
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