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Introducere

Scopul acestui curs este de a prezenta principalele notiuni si rezul-
tate din teoria ecuatiilor diferentiale si a sistemelor dinamice generate de
acestea. In plus, vom discuta tangential si despre unele clase de ecuatii
integrale, ce se leaga in mod natural de unele probleme asociate ecuatiilor
diferentiale de ordinul 1 sau ordinul 2. Principalele teme sunt: 1. Ecuatii
diferentiale si ecuatii integrale rezolvabile efectiv; 2. Modele matemat-
ice guvernate de ecuatii diferentiale; 3. Teoreme de existenta si unicitate
pentru problema lui Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale via prin-
cipiul contractiei al lui Banach; 4. Sisteme de ecuatii liniare de ordinul
1; 5. Sisteme dinamice generate de ecuatii diferentiale.

Materialul de fata este impartit pe capitole, fiecarui capitol core-
spunzand unui curs si unui seminar. Cursul explica pe larg notiunile
si rezultatele fundamentale mai sus enumerate, iar seminarul va consid-
era exercitii si probleme aplicative (rezolvate si propuse). Cat priveste
laboratorul, acesta se va face dupa programul afisat in orar. Titulari de
laborator sunt colegii, lect.dr. Monica Bota gi drd. Andrei Stan. Tematica
acestuia este urmatoarea:

1. Introducere in Maple/Sage; 2. Ecuatii diferentiale de ordinul 1;
3. Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul 1 4. Ecuatii diferentiale
de ordinul 2; 5. Modele matematice guvernate de ecuatii diferentiale;
6. Metoda aproximatiilor succesive si notiuni de stabilitate; 7. Evaluare.

Prezenta este obligatorie la seminar si laborator, absenta la mai mult

de un laborator sau mai mult de doua seminarii atragand dupa sine
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iv INTRODUCERE

neprimirea in examenul din sesiunea si, astfel, nepromovarea examenului.
Temele rezolvate (10 exercitii dintre cele propuse in primele 10 capitole,
cate unul din fiecare capitol, la alegerea studentului) se incarca pe plat-
forma MS - Teams, in echipa fiecarei grupe, in format pdf cu denumirea
nume.prenume. grupa. De exemplu: adrian.petrusel. 121. Termenul limita:
10 ianuarie 2022. In caz de similitudine intre una sau mai multe teme,
ambele /toate se anuleaza si punctajul acordat va fi zero. De asemenea,
in ceea ce privegte conectarea la activitatea de seminar si laborator, se
va respecta componenta anuntata a grupelor/subgrupelor.

Nota finala la disciplina Fcuatii diferentiale este compusa din: 10%
- activitatea la curs si seminar, 10% - realizarea temelor propuse, 20% -
lucrarea de control de la seminar (saptamana a gasea), 10% - realizarea
proiectului de laborator, 50% - nota de la examenul scris din sesiune (care
trebuie sa fie minim 5,00).

Cursul de Ecuatii Diferentiale se va desfagura pe platforma MS -
Teams (MS - T). Date privind conectarea:
Conectare MS - T curs, Ecuatii diferentiale (Curs 2021-2022),
cod: m6r9aeb
Conectare MS - T, seminarul grupei de Matematica (Ecuatii
Diferentiale (Seminar: grupa 121, 2021-2022)), cod: d4z2u8o;
titular seminar: Petrusel A.
Conectare MS - T, pentru seminarul grupei de Matematica
informatica (Ecuatii Diferentiale (Seminar: grupa 321, 2021-
2022)), cod: v98cyn8; titular seminar: Petrusel A.
Conectare MS - T, pentru seminarul grupei de Matematica in-
formatica (322), cod: aknjsfx titular seminar: Bota M.
Conectare MS - T, pentru seminarul grupei de Matematica in-

formatica (323), cod: frifinq titular seminar: Bota M.

Studentii sunt rugati sa se inscrie la curs gi seminar, folosind
informatiile de mai sus. In cazul seminarului/laboratorului, prin plat-

forma, vom transmite informatii si materiale utile pentru studenti.



Alte informatii:

A. Petrugel (http://math.ubbcluj.ro/ petrusel/),
M. Bota (http://math.ubbcluj.ro/ bmonica),

A. Stan (E-mail: andrei.stan.1@stud.ubbcluj.ro).

Adrian Petrusel Septembrie 2021
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Capitolul 1

Notiunea de ecuatie

diferentiala

1.1 Notiunea de ecuatie diferentiala.

Tipuri de solutii

O ecuatie diferentiala este o ecuatie in care necunoscuta este o
functie de o variabila reala (sa zicem x = z(t),t € I, cu I interval al
axei reale) si ea apare in ecuatie Impreuna cu derivatele sale de ordin

intreg.

Comentariu istoric. Se pare ca termenul de ”equatio differentialis”
a fost folosit pentru prima data in 1676 de Gotfried Wilhelm von Leibnitz
pentru a desemna problema determinarii unei functii ce satisface o relatie
in care apare ea si unele derivate ale ei. Totusi, un mare merit in lansarea
acestui domeniu al matematicii, 1l are Isaac Newton, cel care introduce
in 1665 notiunea de "fluxion”, derivata de astazi. Mai mult, in 1687,
acelagi Isaac Newton a introdus si rezolvat un tip important de ecuatie
diferentiala, anume ecuatia diferentiala liniara de ordinul I. Contributii

importante la rezolvarea efectiva a ecuatiilor diferentiale au adus: Jean
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2 CAPITOLUL 1. NOTIUNEA DE ECUATIE DIFERENTIALA

Bernoulli, Jacopo Riccati, Leonard Euler, Jean Le Rond D’ Alembert,
Alexis Clairaut, Joseph Lagrange, ...

O ecuatie diferentiala ordinara este o ecuatie diferentiala in care
functia necunoscuta si derivatele sale apar pe aceeasi argument notat, de

exemplu, cu t. Un exemplu de ecuatie diferentiala ordinara este ecuatia
2" (t) — 22/ (t) + 3tz*(t) = arctant, t € [0, oql.

Daca in ecuatia diferentiala exista o modificare a argumentului, atunci
ecuatia respectiva se numeste ecuatie diferentiala cu argument modificat.

De exemplu, daca 7 > 0 este o constanta reala data, atunci ecuatia
2'(t)+22'(t) —z(t—7) =t} tER

este o ecuatie cu argument modificat, mai exact cu argument intarziat.
O ecuatie diferentiala de ordinul n € N* este o ecuatie in care functia
necunoscuta apare impreuna cu derivatele sale, iar ordinul cel mai mare

al derivatei este n. De exemplu, ecuatia
2"(t) — tz(t) = sint, t e R

este o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 2.
Relativ recent, odata cu progresul realizat in domeniul derivatei de
ordin fractionar, o clasa importanta de ecuatii o constituie clasa ecuatiilor

diferentiale fractionare.

In ceea ce urmeaza, daca I este un interval al axei reale, vom nota cu
C(I,R™) spatiul functiilor continue pe I cu valori in R”, iar cu C™(/, R")
spatiul functiilor continue pe I cu toate derivatele continue pe I pana la
ordinul m. Daca n = 1 vom scrie pe scurt C'(I) sau C™(I).

Definitie. Fie f : D C R x R® — R" o functie continua pe D. Un
sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 in forma normala Cauchy este

dat de
X'(t) = f(t, X(¢)). (1.1)
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Printr-o solutie a sistemului (1.1) pe intervalul / al axei reale
intelegem o functie ¢ : I — R" ce satisface:
(i) Grafic(p) :={(t,¢(t)) : t € I} C D;
(ii) ¢ este derivabila pe I;
(iii) ' (t) = f(t,p(t)), oricare ar fi t € I.
Sa remarcam faptul ca, din (ii) si (iii), folosind faptul ca f este continua,
avem cd ¢ € C'(I,R™).

Observatie. Daca explicitam

z1(t)
X(t) = :
zn(t)
respectiv
fi
f = . ,
Ja

atunci (1.1) se reprezinta desfagurat ca un sistem de n ecuatii diferentiale
de ordinul 1 de forma

x,1<t> = f1<t7 £1(t>, T ,.Tn<t)),
(1.2)
I;z(t) = fn(tv $1(t), T ’xn(t))a
unde f; : D — R sunt functii continue pentru ¢ € {1,2,---  n}.

Corespunzator, solutia sistemului (1.2) se reprezinta

e1(t)
p(t) =
on(t).
Observatie. In particular, X'(t) = f(X(t)) este un sistem autonom
de ecuatii diferentiale de ordinul 1. Deseori, mai ales in procesul de mod-
elare matematica, suntem interesati de gasirea solutiilor sistemelor au-

tonome ce sunt constante in timp. Acestea se numesc solutii echilibru
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sau solutii stationare ale sistemului dat. Evident, in aceste cazuri avem
ca X'(t) = 0,t € I si, in consecinta, solutiile echilibru ale sistemului
X' = f(X) se obtin rezolvand sistemul f(X) = 0.

Comentariu istoric. Notatiile derivatei unei functii z = x(t) date
de-a lungul timpului:
dz

pri a fost data de Leibnitz,

t(t) — a fost data de Newton,
2'(t) — a fost datda de Lagrange.
Definitie. Fie F': E C R""2 x R" — R o functie continui pe E. O

ecuatie diferentiala de ordinul n in forma implicita este data de
F(t,z(t),2'(t),..., 2™ () =0, (1.3)

unde (™ noteazi derivata de ordinul n a functiei z.
Printr-o solutie a ecuatiei (1.3) pe intervalul I al axei reale intelegem
o functie ¢ : I — R ce satisface:
(i) ¢ € C"(1,R);
(ii) (&, (), @' (), , o™ (t)) € E, oricare ar fi t € I;
(iii) F(t, @(t), ' (t)(1),...,o™(t)) =0, oricare ar fi t € I.
Observatie. In anumite conditii, ecuatia (1.3) poate fi rescrisa sub
forma
M) = G(t,z(t),2'(t),..., "V (t)), (1.4)
ceea ce reprezinta forma normala Cauchy a unei ecuatii diferentiale de
ordinul n.
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = z(¢),t € R.
Functia p(t) = €', t € R este o solutie explicita a ecuatiei pe R. Multimea
tuturor solutiilor ecuatiei date este S = {¢(t) = ce';t € R: c € R}.

Definitie. Fie J un interval al axei reale, g : D := J xR? - R o

functie continua si ecuatia diferentiala de ordinul 1

g(t,x(t),2'(t)) = 0,t € J. (1.5)



1.1. NOTIUNEA DE ECUATIE DIFERENTIALA. TIPURI DE SOLUTII5

Prin definitie, relatia
h(t,o(t)) =0,t €1 (1.6)

este o solutie in forma implicita a ecuatiei (1.5) pe intervalul I C J daca
orice functie p € C1(I,R) ce verifica (1.6) pe intervalul I este o solutie
a ecuatiei (1.5) pe intervalul [.
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = z(t),t € R.
Relatia
In|p(t)| =t teR

defineste o solutie in forma implicita a ecuatiei date pe R.
Definitie. Fie J un interval al axei reale, g : D := J xR> = R o
functie continua si ecuatia diferentiala de ordinul 1

g(t,z(t),2'(t)) =0,t € J. (1.7)

Prin definitie, relatiile

t=1(s),
{ x=C((s),sel (18)

(unde ¢, ¢ € C'(I,R) sunt functii cunoscute) definesc o solutie in forma
parametrica a ecuatiei (1.7) pe intervalul I C J daca:
(a) ¢¥'(s) # 0, oricare ar fi s € I si (¢(s),((s), f;,((‘z))) € D oricare ar
fisel;
(b) g(v(s),((s), fp’,((‘z))) =0, oricare ar fi s € I.
Exemplu. Fie ecuatia diferentiala de ordinul 1 2/(t) = z(¢),t € R.

Relatiile
t=s,
r=2e°s€eR

definesc o solutie in forma parametrica a ecuatiei date.

Definitie. Prin definitie, graficul unei solutii de ecuatie diferentiala

se numeste curba integrala.
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1.2 Probleme asociate unor ecuatii

diferentiale

In teoria ecuatiilor diferentiale si, mai ales, in aplicatiile in lumea reala

ale acestora, cateva probleme asociate ecuatiilor se studiaza.
Fie f : D C R x R® — R” o functie continua pe D gi sistemul de

ecuatii diferentiale de ordinul 1 dat de

X'(t) = f(t, X (1), (1.9)
Problema cu conditii initiale asociata sistemului (1.9) consta in deter-

minarea solutiilor sistemului de mai sus se satisfac suplimentar conditia
X(to) = XY, (1.10)
unde valoarea (to, X°) € D este cunoscuta.
In acest caz, problema cu conditii initiale este reprezentata prin

X'(t) = f(t, X(t))
X(to) = XO.

Observatie. Fie o ecuatie diferentiala de ordinul n in forma normala

Cauchy, de forma
#0(E) = Gt 3(t), ' (8), ..., 2D (), (1.11)

unde G : D C R x R™ — R este o functie continua data.
Ecuatia de mai sus este echivalenta cu un sistem de n ecuatii
diferentiale de ordinul 1. Intr-adevar, notam: z; := x, 2o = 2/, 2, =

(=D Atunci (1.11) este echivalenta cu sistemul
[ 21(t) = 2a(t)

(1) = a(t)
(1.12)

1 (8) = 2n(t)
L C('Jn(t) = G<t7 l‘l(t), T ,$n<t)).
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Astfel, daca notam

x1(t) x(t)
X(t) = =1 2(¢)
T (1) a1 (1)
s1 .
e

folosind observatia de mai sus, problema cu valori initiale asociata
ecuatiei (1.11) este:
[ &(t) = G(t,x(0),2'(1),...,.a" (1)
(to) = a9

7' (tg) = 9 (1.13)

n—1 _ 0

unde valoarea (tg, XY) € D (cu X = (20, -+ 20)) este data.

Cometariu istoric. Jean le Rond D’Alembert observa in 1770 ca
orice ecuatie diferentiala de ordin superior se poate reduce in mod echiva-
lent la un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1.

B. Problema cu conditii pe frontiera (Probleme de tip
Dirichlet/Neumann).

Fie o ecuatie diferentiala de ordinul 2 in forma normala Cauchy, de
forma

2"(t) = g(t, z(t), 2'(t)), (1.14)
unde ¢ : [a,b] x R? — R este o functie continud data, iar [a,b] este un
interval nedegenarat al axei reale.

Printr-o problema cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet asociata

ecuatiei (1.14) intelegem urmatoarea problema
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2(t) = g{t, 2(8), (1), £ € 0,8
z(a) = « (1.15)
z(b) = B,

unde «, 8 € R sunt valori cunoscute.

Printr-o problema cu conditii pe frontiera de tip Neumann asociata

ecuatiei (1.14) intelegem urmatoarea problema

2"(t) = g(t,z(t),2'(t)),t € [a,b]
2'(a) =« (1.16)
7'(b) = 5,

Daca ecuatiei (1.14) asociem conditii pe frontiera de tipul

el <o)~ o an
bix(b) + bex'(b) = 3,
unde ay, as, by, by, a, f € R sunt valori date, avem o problema cu conditii

pe frontiera de tip mixt.

1.3 Exercitii rezolvate si propuse

A. Exercitii rezolvate.

1) Fie ecuatia diferentiala 2'(t) = g(t),t € I (unde g € C(I)si I C R
este un interval).
Se cere:

a) sa se scrie multimea solutiilor ei;

b) s se rezolve explicit in cazurile g(t) = tcost, g(t) = t*Int, g(t) =
arcsint, g(t) = arctant, precizandu-se de fiecare data domeniul maxim.

¢) sa se rezolve problema
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unde g : [0,2] — R este data de relatia

o —1, t € [0,1],
t) =
9(t) te!~1, t €]1,2].

2) Fie ecuatia diferentiala
2'(t) = 2x(t),t € [0, 00].

a) Dati exemple de solutii ale ecuatiei: solutie in forma explicita, solutie
in forma implicita si solutie in forma parametrica.

b) Precizati o solutie a problemei cu valori initiale formata din ecuatia
data si conditia z(0) = —1.

3) Fie problema cu valori initiale (problema lui Cauchy)

{ 2(t) = —2t,t € R (L18)
z(1) =,

unde 1 € R este data. Precizati o solutie a acestei probleme.

4) Fie ecuatia diferentiala 2”(t) = ¢(t),t € I (unde g € C(I), iar
I C R este un interval). Se cere sa se scrie multimea solutiilor ei.

5) Fie problema Dirichlet

2" (t) = z(t),t € [0,1]
{ 2(0) =1,z(1) =2 —e. (1.19)

Precizati o solutie a a acestei probleme.
B. Exercitii propuse.

1) Sa se rezolve problema
Z(t) = g(t)
0

unde g : R — R este data de relatia
Vi, t €0, 00],
In(t?> + 1), t € — 00, 0.

g(t) =
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2) Fie ecuatia diferentiala 2'(t) = —xz(t),t € R. Dati exemple de
solutii ale ecuatiei: solutie in forma explicita, solutie in forma implicita
si solutie in forma parametrica.

3) Fie problema cu valori initiale (problema lui Cauchy)

{ 2'(t) = —x(t),t € [0, 00] (1.20)

unde 7 € R este data. Precizati o solutie a acestei probleme.
4) Fie problema Dirichlet

{ 2"(t) = sint, t € [0, 7]

z(0) =0,z(%) = 1. (1.21)

Precizati o solutie a a acestei probleme.

1.4 Concluzii

In acest paragraf am prezentat cateva clase de ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale, precum si cele mai importante tipuri de probleme asociate
lor. A fost definita notiunea de solutie, in cele trei ipostaze in care ea
poate sa apara: solutie in forma explicita, solutie in forma implicita si
solutie in forma parametrica. Prin exemple si exercitii, ”am ghicit” expre-
sii ale solutiilor, fara sa aven (deocamdata) o metoda riguroasa si clara
de rezolvare.

In ceea ce urmeaza ne va interesa:

1) metode de rezolvare efectiva a ecuatiilor gi sistemelor de ecuatii
diferentiale (pana la ordinul 2);

2) studiul existentei, unicitatii, aproximarii si a dependentei continue
de date pentru probleme asociate unor clase de ecuatii diferentiale;

3) aspecte dinamice in teoria ecuatiilor diferentiale.
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