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Eloszo

A XX. szdzad els6 felében az algebra a matematika egyik igen fontos és teljesen 6nallé médszerekkel dolgozé agava
fejlédott. Napjainkban bizonyos mértékig kihat a matematika més dgainak fejlédésére is.

E konyv bevezetést szeretne nyujtani az G.n. ,,absztrakt algebraba”, célja megismertetni az olvaséval az
alapvet6 csoport-, gylirtielméleti és linedris algebrai fogalmakat és eredményeket. Az anyag jobb megértésének
érdekében az elméletet gyakorlatok és feladatok egészitik ki. A konyvet elsGsorban matematika, informatika
és fizika szakos egyetemi halgatdknak allitottuk Ossze, de figyelmébe ajaljuk a liceum felsé osztdlyaiban tanuld
didkoknak és tanarainak. Tekintetbe véve az algebra szamtalan alkalmazasi lehet6ségét, a konyv hasznos lehet a
mérnoki vagy a kozgazdasagi teriileteken dolgozo, ezen eredményeket alkalmazo6 szakemberek szamara is.
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1. fejezet

Algebrai strukturak

1.1. Halmazok és relaciok

1.1.1. Szamhalmazok

Ismertnek tekintjiik a kovetkezd szamhalmazokat, és a valds szdmokkal végzett miiveletek tulajdonsagait:
N={0,1,2,...} — természetes szdmok;

o Z={..,—2,-1,0,1,2,...} — egész szamok;

e Q={T|mmneZ n#0} - raciondlis szamok;

e R — valés szamok;

Tovabba, N* =N\ {0}, Z* = Z\ {0}, Q* =Q\ {0}, R* =R\ {0}, R ={x € R[x > 0}.
Alapvetd tulajdonsdg, hogy N minden nemiires részhalmazdnak van legkisebb eleme.

1.1.2. Egész szamok aritmetikaja

A kovetkezOkben néhény fontos fogalmat és tételt emlitiink. A bizonyitasukra kés6bb keriil sor egy altalanosabb
kontextusban.

1.1.1. tétel (Maradékos osztas tétele). Ha a,b € Z ésb #£ 0, akkor léteznek és egyértelmiien meghatdrozottak

qésr < (a mod b) egész szamok gy, hogy
a=Dbq+r, 0<r<|bl
Bizonyitas. Legyen r:= min({a — kb | k € Z} N N), és legyen q := (a — r)/b, téhéat q és r 1léteznek.

Ha a =bq+ 1 =bqgs + 11, ahol 0 < v, 17 < |b|, akkor |bllg — q1] = |r — 11| < |b|, tehdt ¢ — q; = 0, és innen
T=T7T1. N

A kovetkez6 eljardst Euklideszi algoritmusnak nevezziik.
a=bqi+m, 0<r <[bf;

b=miq2+12, 0<T<T7;
T =72q3 +713, 0<T3< Ty

Th—3 =Tn—20n-1 +Tnh—1, 0< Th—1 <Thn-2;
Th—2 =Tn-1qn + Tn, O<rn <Tn-1;
Tn—1 = Tndn+41 +Tnt1, Tng1 =0.

Valéban, mivel az (ry) sorozat szigorian csékkend, létezik n gy, hogy rn+1 = 0. Azt mondjuk, hogy r,, az
utolsé nemnulla maradék.

1.1.2. definicié. Legyenek a és b egész szamok.
a) a osztdja b-nek (jelolés: alb) ha létezik x € Z gy, hogy b = ax.
b) Egy d € N szdm az a és b legnagyobb koz0s osztdja, (jelélés: d = (a,b) ) ha

1. dla és dlb:
2. ha d’ € Z, d’|a és d’|b, akkor d’|d.
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c) Egy m € N szdm az a és b legkisebb k6z6s to6bbszorose, (jelolés: m = [a,b] ) ha
1. ajm és bjm;
2. ham’ € Z, ajm’ és bjm’, akkor m|/m’.

d) a és b relativ primek ha (a,b) = 1.
e) p € N primszam, ha p # 1, és ha a € Z, a|p, akkor a = +1 vagy a = £p.

1.1. feladat. a) 0 oszthaté minden szdmmal; minden szadm oszthaté 1-gyel.
b) ab, alc = alb +c.
¢) alb = ax|bx minden x € Z esetén. Forditva, ha ax|bx, x # 0, akkor alb.

1.2. feladat. a) Legyen a,b € Z. Ha a =b =0, akkor (a,b) = 0. Ellenkez esetben, legyen
d:=min{ax+ by | x,y € Z, ax+ by > 0}

és igazoljuk, hogy ekkor d = (a,b).

(Tehat (a,b) létezik, és mitobb, léteznek az u,v € Z gy, hogy (a,b) = au+ bv.)

b) (a,b) =1 & (I)u,v € Z 1dgy, hogy au + bv = 1. (Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a és b relativ
primek.)

1.3. feladat. a) Ha a = bq + v, akkor (a,b) = (b,r).

b) Az Euklideszi algoritmusban .

c) Igazoljuk, hogy az Euklideszi algoritmus segitségével meg lehet hatdrozni az u és v szdmokat tgy, hogy
(a,b) = au+ bv.

d) Az euklideszi algoritmust alkalmazva, szdmitsuk ki a kovetkezd szdmok legnagyobb kozos osztéjdt, és
fejezziik ki a két szam linedris kombinécidjaként:

(1) a=19, b =26.

(2) a=1082, b =458.

(3) a=-187, b =34.

(4) a =—841, b = —160.

(5) a=2613, b =-2171.
e) Ha x € N, akkor (ax,bx) = (a,b)x.
f) Ha d = (a,b), a = da’ és b = db’, akkor (a’,b’) = 1.
g) Legyen a, b ¢ € Z ugy, hogy (a,b) = 1. Igazoljuk, hogy :
1

(1) (a,c —1é(a,bc) 1; (2) albec = dc; (3) alc és blc = ablc.
h) Ha d = (a,b), a =da’ és b =db’, akkor
ab
bl=a'b’'d = —
[a,b] =a T
i) Legyen p € N, p > 1. Igazoljuk, hogy p primszdm & minden a,b € Z esetén, ha plab, akkor pla vagy p|b.
1.1.3. definicié. Legyenek x1,...,x, egész szamok, ahol n € N*, és legyen d, m € N. Ertelmezés szerint,
d|x1,...,dxn,
a)d=(x1,...,%n) ", '“, )
ha d’|xq,...,d |xn, akkor d’|d.

x1lm, ..., xnm,

b) m=[x1,...,xn] &
) ! " {ha x1|m/, ..., xnm’, akkor m/m’.
1.4. feladat. Legyenek xq,...,xn egész szamok. Igazoljuk, hogy:
a) (X1)"')XT171)XT1) = ((XI)"' aXTLf]))XT'L); [x1,...,xn,1,xn] = [[XI)-" ,xn,1],xn].
b) (x1,...,%xn) = min{x € N* | Ju; € Z tgy, hogy x = Y " ; uixi}. Partikuldrisan, (x1,...,xn) =d = Ju; € Z
gy, hogy > I ; wix; = d. .
c) (x1,...,xn) =1 & Ju; € Z gy, hogy » .~ ;uixi = 1.

d) (x1%,...,XnX) = (X1,...,%Xn)x minden x € N esetén.

e) Ha (x,xi) =1,i=1,...,n, akkor (x,x7...xn) = 1.

f) Ha (xi,%;) = 1 minden 1,j = 1,...,n, i # j esetén, akkor [x1,...,Xn] = X7 ...xn. (Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy az xi, 1 =1,...,n szdmok pdronként relativ primek.)

1.1.4. tétel (Az aritmetika alaptétele). Minden a # 0,1 egész szdm felirhatd egyértelmiien a kovetkezd alak-
ban:

a= j:p‘f‘ ...pfr,
ahol py paronként kilonbozd primszdmok és ki € N*, 1 <i<r.
1.1.5. kovetkezmény. Ha a = ipk‘ ...pkrésb = ipl‘ .o.plr, ahol ki, 3 >0, 1 <i<r, akkor

(Cl b) mln{k1 11} pfrnm{k e} és [Cl b] max\k1 11} p?ax{k l.r,
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1.1.3. Relaciok és fiiggvények

1.1.6. definicié. Legyen A és B két halmaz.

a) HHRC A XxB={(a,b)|ae A, be B}akkor a p=(A,B,R) rendszert reldciénak nevezziik; A a reldci6
értelmezési tartomanya, B az értékkészlete és R a grafikonja.

Jelolés: xpy & (x,y) € R.

b) Ha x € A, legyen p(x) :={y € B | xpy} C B. Azt mondjuk, hogy p(x) a p reliciénak az x szerinti metszete.

c) Az f = (A, B,F) relaciét figgvénynek nevezziik (leképezésnek, figgvényrelicidnak), ha minden x € A
esetén, f(x) pontosan egy elemet tartalmaz.

Jelolések: f(x) ={f(x)}; f:A —=B, x— f(x); A N B: Hom(A,B)=BA={f|f:A — Bl

d)az 14 : A — A, 1a(x) = x fliggvényt az A halmaz identikus fliggvényének nevezziik.

e)Haf:A — Bés g:B — C fliggvények, akkor gof: A — C, (gof)(x)=g(f(x)) az f és g Osszetétele.

f) f: A — B invertdlhaté fiiggvény, ha létezik g : B — A gy, hogy gof =14 és fog=15.

Jelolés: g=f"1:B — A.

1.5. feladat. Adottak f: A — B, g: B — C és h: C — D fiiggvények. Igazoljuk, hogy:
a)lgof=~fola =H;
b) (hog)of=ho(gof);
c) Ha f és g invertalhaték, akkor g o f is invertalhatd, és (gof)~' =fTog™'.
1.1.7. definicié. Legyen f: A — B egy fiiggvény.
a) f injektiv, ha minden x1,x2 € A esetén, x1 # x2 = f(x1) # f(x2) (azaz, f(x1) = f(x2) = x1 = x2).
b) f sziirjektiv, ha minden y € B esetén létezik x € A 1ugy, hogy f(x) =y.
c) f bijektiv, ha f injektiv és sziirjektiv (azaz, minden y € B esetén létezik az egyértelmilen meghatérozott
x € A elem ugy, hogy f(x) =y).

1.6. feladat. Legyen f: A — B és g: B — C két fliggvény. Igazoljuk, hogy:
a) Ha f és g injektiv (sziirjektiv), akkor g o f is injektiv (sziirjektiv).
b) Ha g o f injektiv (sziirjektiv), akkor f injekt{v (g szlirjektiv).
¢) Ha g o f injektiv és f sziirjektiv, akkor g injektiv.
d) Ha g o f sziirjekt{v és g injektiv, akkor f sziirjektiv.
e) Az 1, identikus fiiggvény bijektiv.
f) f bijektiv & f invertdlhatd.

1.7. feladat. Legyen f: A — B egy fiiggvény, X C A, Y C B, és legyen
fX)={f(x) [xeX}, f(Y)={acAlf(a)eY}

Igazoljuk, hogy:
a) f(X7 UXz) =1(X7) Uf(X2) minden X7,X; C A esetén.
b) f injektiv & (X7 NXz) =f(X7)N{(Xz) minden X;7,X; C A esetén.
c) f (Y1 UYa) =f1(Y;) Uf(Y2) minden Yq,Y, C B esetén.
d) £71(Y7 N Y2) =f1(Y7) Nf(Y2) minden Y7,Y, C B esetén.

1.8. feladat. Legyen A egy halmaz, P(A) ={X | X C A} az A hatvanyhalmaza és ¢ : P(A) — Hom(A,{0,1}),
©A(X) = xx, ahol

1 ha aeX
A —{0,1}, =<’
XX 0,1}, xx(a) {0) ha a ¢ X
az X karakterisztikus fliiggvénye. Igazoljuk, hogy @a bijektiv és (P;\l (x)=x""01),Yx:A—={0,1%.

1.1.4. Rendezési és ekvivalencia relaciok

1.1.8. definicié. Legyen p = (A, A, R) egy homogén reldcié. Azt mondjuk, hogy:
a) p reflexiv ha minden x € A esetén, xpx;
b) p tranzitiv ha minden x,y,z € A esetén, xpy, ypz = xpz;
¢) p szimmetrikus ha minden x,y € A esetén, xpy = ypx;
d) p antiszimmetrikus ha minden x,y € A esetén, xpy, ypx = x = y;
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Rendezett halmazok

1.1.9. definicié. a) p el6rendezés ha reflexiv és tranzitiv. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy (A, p) eléren-
dezett halmaz.

b) p rendezési relacio ha reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy (A, p)
rendezett halmaz.

c) (A, p) teljesen rendezett halmaz, ha minden x,y € A esetén, xpy, vagy ypx.

d) a € A minimalis eleme az (A, <) rendezett halmaznak, ha x € A, x < a = x = q; dudlisan, a maxima4lis
eleme A-nak, hax € A, x > a=x=a.

e) Az f: (A, <) — (B, <) figgvényt névekvdnek nevezziik, ha minden x, x’” € A esetén, x < x’ = f(x) < f(x');
f cs6kkend, ha minden x,x’ € A esetén, x < x’ = f(x) > f(x/).

1.1.10. példa. a) (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) teljesen rendezett halmazok, ahol ,,<” a természetes rendezés.
b) (P(A), C) rendezett halmaz, dltaldban nem teljesen rendezett, ahol ,,C” a bennfoglaldsi reldcid.

1.9. feladat. a) (Z,|) elérendezett halmaz, ,,|” nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus.
b) (N,]) rendezett halmaz.

1.10. feladat. a) Ha M egy halmaz, hatdrozzuk meg a (P(M),C) és (P(M) \ {0, M}, C) rendezett halmazok
minimélis és maximalis elemeit.

b) Hatdrozzuk meg az (N, <), (N,]), (N*,[) és (N\{0, 1}, |) rendezett halmazok minimalis és maximaélis elemeit.

¢) Ha a = min A az (A, <) rendezett halmaz legkisebb eleme, akkor a az egyetlen minimaélis eleme. Igazoljuk,
hogy a forditott allitds nem igaz.

Jelentsiik ki és bizonyitsuk be a dudlis allitéast is.

1.11. feladat. Legyenek (A, <), (B, <) és (C, <) rendezett halmazok és f: A — B, g: B — C két fiiggvény.
a) Ha f és g novekvd (csokkend), akkor g o f novekvo.
b) Ha f novekvd (csokkend) és g csokkend (novekvd), akkor g o f csokkend.

Bizonyitasokban tobbszor is fogjuk alkalmazni az un. Zorn-lemmat, amit halmazelméleti axiémaként is elfo-
gathatunk.

1.1.11. tétel (Zorn-lemma). Legyen (A, <) egy nem dres rendezett halmaz. Ha minden L C A teljesen ren-
dezett részhalmaznak van felsé korldtja, akkor minden a € A esetén létezik olyan m € A maximdlis elem, hogy
a<m.

Ekvivalenciarelacié és faktorhalmaz

1.1.12. definicié. Azt mondjuk, hogy p = (A, A, R)) ekvivalenciareldcié az A halmazon, ha reflexiv, tranzitiv
és szimmetrikus.

1.12. feladat. Legyen f: A — B egy fliggvény. Az A halmazon definidljuk a ker f reldciot:
aj(kerfla; & f(ar) = f(az).
Igazoljuk, hogy ker f ekvivalenciarelacié A-n.

1.1.13. lemma. Ha p egy ekvivalenciareldcio A-n, akkor
a) x € p{x) minden x € A esetén.
b) Minden x,y € A esetén a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) xpy; (i) ye€p); (iii)  p(x) Nply) #0; (iv)  p(x) =py).

Bizonyitas. a) Mivel p reflexiv, xpx minden x € A esetén, azaz x € p(x).

b) A p(x) definiciéjabdl kovetkezik, hogy (i) & (ii). Ha xpy, akkor a)-szerint y € p(x) N p(y), tehdt (i) &
(iii). Forditva, ha z € p{x) N p(y), akkor xpz, ypz; tovdbba ypz, zpx mivel p szimmetrikus; a p tranzitivitdsabol
kapjuk, hogy ypx, vagyis xpy.

Ha (iv) igaz, akkor y € p(y) = p(x), tehat xpy. Forditva, feltételezziik, hogy xpy, és legyen z € p(x). Akkor
zpx, xpy, tehdt zpy, azaz z € p(y). Ezzel igazoltuk, hogy p(x) C p(y), és a szimmetria miatt p{y) C p(x). ®

1.1.14. definicié. Ha p egy ekvivalenciareldcié A-n, akkor az {p(x) | x € A} halmazt A/p-val jeloljik, és A-nak
az p-szerinti faktorhalmazanak nevezziik.

Az mondjuk, hogy p(x) az x € A elem ekvivalenciaosztalya. A fentiekbdl kovetkezik, hogy A-nak min-
den eleme pontosan egy p(x) alaki osztdlyhoz tartozik, és azt mondjuk, hogy az A/p faktorhalmaz A-nak egy
osztalyfelbontasa.

Apy:A— A/p, polx) = p(x) sziirjektiv fiiggvényt kanonikus projekciénak nevezziik.
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1.13. feladat (Kongruencia reldcié; modulo n maradékosztalyok halmaza). Legyen n € N, és tekintsiik
a Z halmazon értelmezett relaciot:

a=b (modn) %éf nlb —a.

Igazoljuk, hogy: a) = (mod n) ekvivalencia reldcio;

b) @ ={a+nk | k € Z} = a+ nZ, ahol a-val jeloltik az a € Z elem ekvivalencia osztdlyat. Jelolés:
Zn ={G|ac€Z}

¢) Han =0, akkor Zo ={{a} | a € Z} (ezt Z-vel azonositjuk).

d) Ha n =1, akkor Z; ={Z}.

e) Han > 2, akkor

a=b (modn)&a modn=>b modn.

Ebben az esetben, igazoljuk, hogy Z,-nek pontosan n eleme van:

Zn ={0,7,...,n—1).
1.1.5. Kardinalis szamok
1.1.15. definicié. Azt mondjuk, hogy A és B ekvipotens halmazok (jelolés: A ~ B), ha létezik egy f: A — B
bijektiv fiiggvény.
1.14. feladat. ,,~” ekvivalencia relacié.

1.1.16. definicié. a) Az A halmaz ekvipotencia osztilydt az A szdmossdginak vagy kardindlis szdmadanak
nevezzik. Jeldlés:

IA|={B | A ~B}.

(Jegyezziik meg, hogy |A| osztdly, nem halmaz). Azt mondjuk, hogy az A halmaz reprezentdinsa az & = |A]
kardinélis szamnak.

Legyen o« = |A| és p = |B| két kardinalis szdm.

b) (Kardindlis szdmok rendezése) Ertelmezés szerint, « < B ha létezik egy f : A — B injektiv fiiggvény.

(Be lehet bizonyitani, hogy ,,<” teljes rendezési reldcié. E bizonyitds kissé bonyolult.)

c¢) (Miiveletek kardindlis szdmokkal)

1. a+p=|AUB|,ha ANB = {;
2. ap =|A x B|;
3. % =B = |[Hom(A, B)|.

Igazolhatd, hogy a fenti definicidk nem fiiggnek a reprezentansoktdl.
d) Legyen A egy halmaz. A kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

1. Létezik egy f: N — A injektiv fliggvény;
2. A-nak van egy valddi részhalmaza amely ekvipotens A-val.

Ebben az esetben, azt mondjuk, hogy A végtelen halmaz; A-t véges halmaznak nevezziik, ha A nem végtelen.
e) A megszamlalhaté halmaz ha A ~ N; az N szdmossdgéat No-val jeloljik.
A fenti értelmezésekbdl kovetkezik, hogy No a legkisebb végtelen (transzfinit) kardindlis szam.

1.15. feladat (Szitaformula, tartalmazas és kizaras elve). Legyenek Aq,..., A, véges halmazok. Bizo-
nyitsuk be, hogy

n

n
JAdl=) 1A= > A, NALI+ > A, NAL NAG|
o1

i=1 1<ij<iz<n 1<iij<iz<iz<n
n
e DTy AL N N A CDMT ) AL
1<ij<--<ig<n i=1

Alkalmazdsok. a) (Euler-fiiggvény) Legyen m € N. Szdmitsuk ki ¢(m)-et ha m = p‘f‘ ...pkn ahol
d(m)=[{aeN[1<a<m, (a,m) =1}

b) Legyen ¢ € Sy egy n-ed foku permutécio. Ertelmezés szerint, i € {1,...,n} fiz-pontja o-nak, ha o(i) = i.
Hény n-ed fokd permutédciénak nincs fix-pontja?
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1.16. feladat. Legyen A és B két véges halmaz, |A| =k és |[B| = n. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Az f: A — B fiiggvének szama VX =nk (n elem k tagi ismétléses variaciéi).
b) Ha k < n, akkor az f : A — B injektiv fiiggvények szdma VK = —™ _ (n elem k tagii variaciéi).
c

(n—k)!
) Ha k = n, akkor az f : A — B bijektiv fiiggvények szdma P,, =n! (n elem permutéaciéi).
d) Ha k > n, akkor az f: A — B sziirjektiv fliggvények szdma az els6faji Stirling szadm:

s(k)=nkF—Cln—1*+C3m—2)%+... 4 (=) Tcn-1,

1.17. feladat. Legyen A egy véges halmaz.
a) Ha f: A — A injektiv, akkor f szlirjektiv.
b) Ha f: A — A sziirjektiv, akkor f injektiv.

1.18. feladat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) No + Ng = Ng; Ng - Ny = Np.
b) Ha /-\ ~ N minden n € N esetén, akkor [ J,cy An ~ N.
c) P ={X C N | X véges } megszamlalhaté halmaz.
d) A rac1onahs szamok halmaza megszamlélhaté.

1.2. Csoportok

1.2.1. A csoport fogalma. Példak

1.2.1. definicié. Legyen G egy halmaz és ¢ : G x G — G egy fiiggvény.
a) Az (G, ¢) elempdrt gruppoidnak nevezziik. Ha x,y € G, akkor ¢(x,y) helyett gyakran az

x+y, x-y, xoy, xNy, xUy, x*y

stb. jeloléseket hasznaljuk.
A 47 (illetve ,,-”) jelolést additiv (illetve multiplikativ) jelolésnek nevezziik.
b) (G, *) félcsoport, ha ,*” asszociativ miivelet, azaz minden x,y,z € G esetén

(xxy)*xz=xx*(y*2z).
¢) (G, %) monoid, ha ,,x” asszociativ miivelet, és G-ben létezik semleges elem:
(eeG (V)xeGxxe=exx=x.

Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén e-t O-val (illetve T-gyel) szoktuk jel6lni.
d) (G, *) csoport, ha (G, *) monoid és minden eleme szimmetrizdlhaté (invertalhatd):

MxeG (A)x' eGxxx'=x"«x=e.

Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén x’-et —x-el (illetve x~'-gyel) jeloljiik.

e) Azt mondjuk, hogy az (G,x*) csoport kommutativ vagy Abel-csoport, ha minden x,y € G esetén,
X*Y=Y*X.

f) Az |G| kardindlis szdmot az (G, %) csoport rendjének nevezziik.

1.2.2. lemma. Legyen (M,-) egy monoid.
a) Ha e,e’ € M semleges elemek, akkor e =e’.
b) Hax € M és x',x"” € M x-nek inverzei, akkor x' =x".
¢) Legyen U(M) = {x € M | x invertdlhat6} az M egységeinek a halmaza. Akkor (U(M),-) csoport.

Bizonyitds. a) e =ee’ =e’.

b) x' =x'e =x'(xx") = (x'x)x"” = ex” =x".

c) Az M semleges eleme invertdlhatd, mert ee = e. Ha x € U(M), akkor x’ € U(M) és (x')’ = x, mert
x'x =xx’ =e. Ha x,y € U(M), akkor

(xy)(y'x") = (y'x') (xy) =
tehdt xy € U(M) és (xy)’ =y’'x’. Az asszociativitds oroklodik. m

1.2.3. példa. a) (N*,+) félcsoport, (N,+), (N,-) monoidok, nem csoportok.
b) (Z,4), (Q,+), (R,+) Abel-csoportok.
c) (Z,-), (Q,-), (R,-) kommutativ monoidok, (U(Z) = {1,—1},-), (Q*,-), (R*,-) Abel-csoportok.
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1.2.4. példa. Legyen M egy halmaz és F(M) ={f | f: M — M}. Akkor (F(M), o) monoid. Az
Sm = UWFM)) ={f € F(M) | f bijektiv}

csoportot az M halmaz szimmetrikus-csoportjanak nevezziik.

1.19. feladat. Legyen M =R\ {0,1}, G={f;|i=1,...,6}, ahol f;: M — M,

1 t—1 1
f1(t):tv fZ(t):ﬁ) f3(t):T) f4(t):7a
_ t

-1

Igazoljuk, hogy (G, o) nemkommutativ csoport (készitsiink miivelettablét).

fs(t)=1—1t, felt) (V)t € M.

1.20. feladat (Csoportok direkt szorzata). Legyen Gy és G, két csoport, és legyen

G:=G1 xGy={g=1(91,92) |91 € G1, g2 € Gz}.

Ertelmezés szerint, legyen

(91,92)(97,92) = (9197, 9295).
Akkor G csoport.

1.2.5. megjegyzés (Szamitasi szabdlyok). a) Legyen (G,-) egy csoport és a,b € G. Az ax = b egyenlet
egyetlen megolddsa x = a~'b, és az ya = b egyenlet egyetlen megolddsa y = ba~'; kovetkezik, hogy a

ta:G— G, tq(x)=ax
és
t,:G— G, ti(x)=xa

bijektiv fiiggvények (ezeket bal oldali illetve jobb oldali transzldcionak nevezziik). Ha x,y € G, akkor ax = ay =
x=yésxa=ya=x=y.

b) (Hatvdnyozds) Legyen (G, -) egy csoport, x € G ésn € N*. A | .7 asszociativitdsdt felhaszndlva, értelmezziik
az x"-et:

Tovébba, legyen x° = e és (x )™ = (x™) .
1.21. feladat. Igazoljuk, hogy x™*t™ = x"x™ és (x™)™ = x™™ minden x € G és m,n € Z esetén.

Ha a (G, 4) additiv jelolést alkalmazzuk, akkor legyen 1-x =x, (n+1)x =nx+x =x+nx, 0-x—0, (—m)x =
—(nx) = n(—x). Ebben az esetben, (m + n)x = mx + nx és m(nx) = (mn)x minden m,n € Z esetén.

1.22. feladat. Legyen (G, ) egy félcsoport. Igazoljuk, hogy G csoport akkor és csak akkor, ha:
a) (J)e € G gy, hogy (V)x € G xe = x.
b) (V)x € G (I)x’ € G gy, hogy xx' =e.

1.23. feladat. Legyen (G,-) egy nemiires félcsoport, és tq,t] : G = G, tq(x) = ax, t/(x) = xa, ahol a € G.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) G csoport & tq,t) sziirjektivek, (V)a € G.

b) Ha G véges, akkor G akkor és csak akkor csoport, ha (V)a,x,y € Gax=ay=x=yésxa=ya=>x=1y.

1.24. feladat. Legyen (G, ") egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy:
a)x? =y’ =e, xy=yx = y>=¢, xy =yx.
b) x> =yt =e, xy =yx> = x*y =yx, xy’> =y’
c) x> =yt =e, yx =xy> = xy = yx.

1.25. feladat. Legyen (G, ") egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy :

a) Ha xy = yx, akkor x™y™ =y"x™ és (xy)™ =x"y" (V)m,n € Z.
b) Han € Z és (xy)* = x*y*, ahol k =n — 1,n,n + 1, akkor xy = yx.
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1.2.2. Csoportmorfizmusok

1.2.6. definicié. Legyen (G, x) és (G’,0) két csoport és f: G — G’ egy fiiggvény,
a) Azt mondjuk, hogy f csoportmorfizmus, ha minden x,y € G esetén

f(x xy) = f(x) o f(y).

Az f-et endomorfizmusnak nevezziik, ha (G, *) = (G’, o).

b) Azt mondjuk, hogy f izomorfizmus, ha létezik egy f’ : G’ — G morfizmus tgy, hogy f' o f = 15 és
fof’ =1g/. Az f izomorfizmust automorfizmusnak nevezziik, ha (G, *) = (G, o).

Jelolések: End(G) — az endomorfizmusok halmaza, Aut(G) — az automorfizmusok halmaza.

1.2.7. lemma. Legyen f: G — G’ és{': G’ — G” két morfizmus.
a) f(e) =e’;
b) f(x~1) = f(x)~" minden x € G esetén.
¢)1g:G—o G ésf'of:G— G” morfizmusok.
d) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha bijektiv.

Bizonyités. a) e'f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), tehat f(e) =e’.
b) Hax € G, akkor xx ' = x~Tx = e, tehdt f(x)f(x ') = f(x ' )f(x) = e’, és kovetkezik, hogy f(x)~' =f(x~ ).
¢) Minden x,y € G esetén 1g(x,y) =xy = 1g(x)1g(y) és

(f o f)(xy) = f'(f(xy)) = f'(f(x)f(y)) = ' (Fx)f'(f(y)) = (f' o F)(x) (" o F) (y).

d) Ha f izomorfizmus, akkor bijektiv, mert van inverze. Forditva, feltételezziik, hogy f bijektiv, és igazoljuk,
hogy f~! izomorfizmus. Legyen u,v € G’, x = f~'(u) ésy = f~' (v). Ekkor

o w) = 1 (f()f(y) = 1 (fy)) =xy = F 1 (Wf'(v). m
1.26. feladat. Ha a € R* \ {1}, és f: (R,+) — (R%,), f(x) = a*, akkor f izomorfizmus, és f~1(x) = log, (x).
1.27. feladat. A p;: Gi x G2 — Gy, pi(x1,x2) = x; kanonikus projekciék sziirjektiv morfizmusok, i =1, 2.
1.28. feladat. Ha (G,-) egy csoport, akkor (End(G),o) monoid, és U(End(G)) = Aut(G) (tehdt (Aut(G),o)
csoport).

x+y

1.29. feladat (Lorenz-csoport). Legyen a >0, G = (—a,a) és xxy = TeuTaT

a) (G, *) Abel-csoport;

b) létezik egy f: (R%,-) — (G, *), f(x) = z’)‘(ig alaki izomorfizmus.

Igazoljuk, hogy:

1.30. feladat. Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f | f : M — G} halmazon értelmezziik a
kovetkezé miiveletet: (fg)(x) = f(x)g(x), (V)x € M, f,g € GM. Igazoljuk, hogy (GM,-) csoport, és létezik egy
¢ : G — GM injektiv morfizmus.

1.31. feladat. Legyen (G,-) egy csoport és f,g: G — G, f(x) =x', g(x) = x%. A kovetkez6 allitdsok ekviva-
lensek:

(i) G Abel-csoport.

(ii) f € Aut(G).

(iii) g € End(G).

1.32. feladat. Legyen (G, ) egy csoport, ésig : G — G, ig(x) = gxg~ ', ahol g € G. Igazoljuk, hogy iy € Aut(G).
(ig-t belsé automorfizmusnak nevezziik. Jelolés: Int(G) ={ig4 | g € G}).

1.33. feladat. Legyen M és N két halmaz és f : M — N egy bijektiv fiiggvény. Igazoljuk, hogy (Sm, o) =~ (Sn,0).

1.2.3. Részcsoportok

1.2.8. definicié. Legyen (G, -) egy csoport és H egy részhalmaza G-nek. Azt mondjuk, hogy H részcsoportja
G-nek (jelolés: H < (G,-)), ha H zart a mfiveletre nézve (azaz minden x,y € H esetén xy € H-nak) és (H,-)
csoportot alkot a ,,-” altal indukalt miivelettel.

1.2.9. tétel (részcsoport jellemzése). Legyen (G, ) egy csoport és H részhalmaza G-nek. A kovetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

1) H részesoportja G-nek.

2) H# D ésxy,x~ " € H minden x,y € H esetén.

3) H#0 és xy~' € H minden x,y € H esetén.
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Bizonyitds. (1)==(2) Mivel (H,-) csoport kovetkezik, hogy van egy e’ semleges eleme. Ha e a G semleges
eleme, akkor e’e’ = e’ = e’e, vagyis e = e’ € H.

Minden x € H esetén létezik x’ € H tigy, hogy xx’ = x'x = e, és létezik x ! € G 1gy, hogy xx ' =x"'x =e.
Az inverz elem egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy x' =x~' € H.

(2)==(3) Ha x,y € H, akkor x,y~' € Hés xy~' € H.

(3)==(1) Feltevés szerint H # (); ha x € H, akkor e = xx~' € Hés ex™' = x~' € H Ha x,y € H, akkor
x,y ' €Hésx(y~ ') € H, vagyis xy € H.

Ezzel igazoltuk, hogy H zart a miveletre nézve, H-ban létezik semleges elem, és H minden elemének van
inverze. Mivel az indukalt miivelet asszociativitdsa 6roklédik, a fentiekbdl kovetkezik, hogy (H, ) csoport és a G
részcsoportja. W

1.2.10. példa. 1) Z részcsoportja (Q, +)-nak, Q részcsoportja (R, +)-nak és R részesoportja (C, +)-nak.

2) (Q*,-) részcsoportja (R*,-)-nak és (R*,-) részcsoportja (C*,-)-nak.

3) nZ részcsoportja (Z,+)-nak, ahol nZ = {nk | k € Z} és n € Z rogzitett.

4) {e} és a G részcsoportjai (G, -)-nak, ezeket a G csoport trividlis részcsoportjainak nevezzik. Ha H < G és
H # {e}, H # G, akkor H-t valddi részcsoportnak nevezziik.

5) (U, -) részcsoportja (C*,-)-nak, ahol n € N*-nak és

2k 2k
Un:{ZG(C\Z“:1}:{COS?7T+isinTﬂ|0§k§n—1, k € Z}

az n-ed rendii egységgyokok halmaza.
6) Legyen (G, ) egy csoport, és

Z(G)={ge G|lgx=xg Yx e G}

a G centruma. Akkor Z(G) részcsoportja G-nek.
Vegyiik észre, hogy G akkor és csak akkor kommutativ csoport, ha Z(G) = G.

1.2.11. lemma. Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus.
1) Ha H részcsoportja G-nek, akkor f(H) részcsoportja G'-nek.
2) Ha H' részcsoportja G'-nek, akkor £=1(H) részcsoportja G-nek.

Bizonyitds. 1) Mivel H # 0 kovetkezik, hogy f(H) # 0.

Ha x’,y’ € f(H), akkor létezik x,y € H gy, hogy x’ = f(x) és y’ = f(y), tehdt x'y’ = f(x)f(y). Mivel f
morfizmus f(x)f(y) = f(xy), ahol xy € H-nak (mert H részcsoport), tehat x'y’ = f(xy) € f(H).

Tovabba, (x')~" = f(x)~" = f(x~') (mert f morfizmus), de x~! € H (mert H csoport), tehat f(x~') € f(H).
A részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik, hogy f(H) részcsoportja G’-nek.

2) Mivel H' részcsoportja G’-nek és f morfizmus, fenndll az, hogy f(e) = e’, (ahol e a G semleges eleme és e’
a G’ semleges eleme); kovetkezik, hogy e € f~'(e’), vagyis f~1(H’) # 0.

Ha x,y € f1(H’), vagyis f(x),f(y) € H’, akkor f(x)f'(y) = f(x)f(y~") = f(xy~ ") € H/, vagyis xy~ ' €
f~1(H). m

1.2.12. definicié. Legyen f: G — G’ egy morfizmus.
1) Az Imf = f(G) = {f(x) | x € G} halmazt az f képének nevezziik.
2) A Kerf ={x € G|f(x) =e’} =f'(e’) halmazt az f magjinak nevezziik.

1.2.13. megjegyzés. 1) A fenti lemmdabdl kovetkezik, hogy Kerf < G és Imf < G'.

2) Ha H részcsoportja G-nek és i: H — G, i(h) = h, akkor 1 injekt{v morfizmus.

Forditva, ha f : G — G’ injektiv morfizmus, akkor f(G) = Imf részcsoportja G’-nek és H ~ f(H). Egy
injektiv morfizmust bedgyazdsnak is neveziink.

1.2.14. tétel (Injektiv morfizmusok jellemzése). Az f : G — G’ morfizmus akkor és csak akkor injektiv,
ha Kerf = {e}.

/

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy f injektiv és legyen x € Kerf, vagyis f(x) = e’ = f(e); kovetkezik, hogy x = e,
tehat Kerf = {e}.

Forditva, feltételezziik, hogy Kerf = {e}. Legyen x1,x2 € G 1gy, hogy f(x1) = f(x2). Ekkor f(x1)f~'(x2) = ¢’,
és mivel f morfizmus f(x1x2’1) =e’, vagyis x1x2’1 € Kerf = {e}; kovetkezik, hogy ch;] = e tehdt x; = exz2 = x2.
|

1.2.15. tétel (Cayley). Minden csoport bedgyazhatd egy szimmetrikus csoportba.

Bizonyités. Legyen (G, ) egy csoport, a € G és tq : G — G, tq(x) = ax (t, a bal oldali transzlaci6). Mivel tq
bijektiv fiiggvény, kovetkezik, hogy tq € Sg :={f: G — G | f bijektiv}.



1.2. Csoportok 10

Legyen ¢ : G — Sg 1gy, hogy @(a) = tq és igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, @(ab) = tqp, és
@(a) o @(b) =tq otyp, és minden x € G esetén

tab(x) = (ab)x = a(bx) = tq(bx) = taq(ty(x)) = (tq o ty)(x). (1.1)

Tovébbd, legyen a,b € G gy, hogy @(a) = @(b), vagyis tq = tp. Ez azt jelenti, hogy tq(x) = t,(x) minden
x € G esetén, tehat ax = bx és a = b, vagyis @ injektiv. m

1.34. feladat. Legyen (G, ") egy csoport és Hi, Hz, Hs < G. Igazoljuk, hogy:
a) Hy UH;, akkor és csak akkor részcsoport, ha Hy < H, vagy Hy < Hj.
b) Hy UH; = G akkor és csak akkor, ha Hy = G vagy Hy = G.
¢) Hz € Hy UH, akkor és csak akkor, ha H3 < H; vagy Hz < Ha.

1.35. feladat. Legyen (A,+) egy Abel-csoport, mA ={ma | a € A} és A;, ={a € A | ma =0}, ahol m € Z.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) mA, A, < (A, +).

b) Ha f: (A,+) — (B, +) egy morfizmus, akkor f(mA) C mB és f(A,) C By.

c) Legyen G = (S3,0). Igazoljuk, hogy G3 és G, nem részcsoportok.

1.36. feladat. Legyen (G, ") egy csoport és H C G egy véges nemiires részhalmaz. Igazoljuk, hogy H < G akkor
és csak akkor, ha H zart részhalmaza G-nek.

1.37. feladat. Legyen (G, ) egy csoport és Z(G) ={x € G| xg = gx (V)g € G} a G centruma.
a) Bizonyitsuk be, hogy Z(G) < G.
b) Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G’).

1.2.4. Az S, szimmetrikus csoport

Legyen Sn = Spy, oy ={f:{1,...,n} = {1,...,n} | f bijektiv}. Az (Sy,0) csoportot n-ed foki szimmetri-
kus csoportnak nevezziikk. Egy o € S, elemet n-ed foki permutaciénak nevezziik, és gyakran egy tablazat
segitségével adjuk meg:

(1 2 ...00n (1 2 ...0mn
G(an o(2) ... amo* eG 2 .. n>

(e-t az identikus permutdcidnak nevezziik.) Ha o,T € S, akkor
és

Matematikai indukcidval kénnyen igazolhatd, hogy |S,,| = nl.

1.2.16. definicié. Legyen o € S,,.

a) Az (1,j) elempdrt inverziénak nevezziik, ha 1 <i<j <nés o(i) > o(j); inv(o)-val jeloljiik a o inverziéinak
a szamat.

b) sgn(c) = (—1)™v(9) € {1,-1} a 0 szignatirdja; ¢ paros permutécié, ha sgn(c) = 1, és o paratlan
permutdcio, ha sgn(o) = —1.

A péaros permutédcidk halmazat A, -nel jeldljik.

1.38. feladat. a) Minden ¢ € Sy, esetén, 0 < inv(o) < “(nz*”.
. _ . _ n(n-1) e 2 A
b) inv(c) =0 & o =e; inv(o) = =5 (:)G—(n n_1 1).,
c)Han>26s1<j<k<n, legyen Tjk € S,
K, i=j
Tr(l) =4, 1=k
i, i1#j,k

Akkor inv(Tjx) = 2(k —j) — 1 és sgn(Tjk) = —1. (Tjk-t transzpozicidnak nevezziik).
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1

1.39. feladat. Legyen o = (2

2 34\, (12 3 4 , . -1
4 3> es’r—(4 1 2 3).Hataurozzukmeg az inv(0)-t, sgn(o)-t, o~ '-t,

OT-t, To-t és o' 427-t!

1.40. feladat. frjuk fel az Gsszes 3-ad és 4-ed foku transzpozicidkat.

1.41. feladat. Szamitsuk ki inv(o)-t ha:

2) :(1 2 3 4 ... n n+1 n+2 ... Zn)
1 35 7 ... 2n—1 2 4 ... 2n
b) :<1 23 ... n n+l n+2 n+3 ... 2n>
2 4 6 ... 2n 1 3 5 e 2n—1

1.2.17. tétel. a) Minden o € Sy, esetén,

(o) = [ St

j—1
I<i<j<n )

b) sgn: (Sn,0) = ({1,—1}, ) szirjektiv morfizmus.

c¢) (An,o0) csoport és |An| = “7' (An-et alterndlé csoportnak nevezzik).
Bizonyités. a) Mivel o bijektiv fliggvény, minden i,j € {1,...,n} esetén léteznek az egyértelmiien meghatarozott
k,1 € {1,...,n} elemek, k # 1, gy, hogy o(k) =1 és o(l) = j; tovdbba, k > 1 pontosan akkor ha (i,j) o-nak

egy inverzidja. Kovetkezik, hogy a H1<i<j<n w szorzatban, az egyszeriisitések utdn, a (—1)-gyel egyenlé
tényez6k szama inv(o). -

b) Mivel sgn(e) =1, és ha Ty egy transzpozicié, akkor sgn(t) = —1, kdvetkezik, hogy sgn sziirjektiv.

Legyen 0,7 € S;,. Mivel T bijektiv, minden 1,j € {1,...,n} esetén léteznek az egyértelmiien meghatérozott

k,Le{1,...,n} elemek, k # 1, ugy, hogy t(k) =1 és t(1) =j. Ekkor

sen(ot) =[] (01)(j) — (0T)(i) 8 (1)) — o((i))

1<i<j<n j—1 1<i<j<n j—1
o(t(j)) — o(T(i)) T(j) — (i)
1311;19 t(j) — (1) 1311:][91 ji—1
= sgn(o)sgn(T).

¢) Vegylik észre, hogy A, = Ker(sgn), tehdt A,, részcsoport.
Legyen T € S,, egy transzpozicié. Mivel S, csoport és sgn csoportmorfizmus, ¢ : A, — S, \ Ay, d(0o) = ot
jolértelmezett bijektiv fliggvény; kovetkezik, hogy |A,| = |Sn \ Anl = “7' [ ]

1.3. Gyurik és testek

1.3.1. A gyiri fogalma. Példak
1.3.1. definicid. a) Az (R,+,-) algebrai struktirdt gytiriinek nevezziik, ha:

1. (R,+) Abel-csoport (az R additiv csoportja);
2. A szorzas disztributiv az dsszeaddsra nézve, azaz minden a,b,c € R esetén,

a(b+c¢c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca.

b) R egységelemes gytirii, ha létezik 1 € R gy, hogy 1-a=a-1=a (V)a € R esetén.

¢) R asszociativ (kommutativ) gytir(i, ha (R, ) asszociativ (kommutativ) gruppoid.

d) R test, ha R asszociativ egységelemes gylirii, 1 # 0, és R minden nemnulla eleme invertélhato.
e) R Lie-gytir{i, ha minden a,b,c € R esetén

1. a? =0;
2. (ab)c+ (bc)a+ (ca)b =0 (Jacobi-azonossdg).

Az aldbbiakban a ,,gyiri” mindig ,,asszociativ gylrit” fog jelenteni.
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1.42. feladat (Szamitdsi szabalyok). a) Ha (R, +,-) gytir(i és a € R, akkor igazoljuk, hogy
ta,te 1 (R,4) = (R4), ta(r) =ar, to(r) =ra

csoportmorfizmusok. Kovetkeztessiik, hogy minden a, b, c € R esetén
(1)a-0=0-a=0;
(2) a(-=b) = (—a)b = —ab; (—a)(—b) = ab;
(3) (—a)™ = a ha n péros, és (—a)™ = —a ha n pératlan.
(4) a(b—c)=ab—ac, (b—cla=ba—ca.
b) Ha R-ben 1 =0 akkor R ={0}, azaz R null-gydri.
Az alabbiakban, ha létezik 1 € R, akkor feltételezzuk, hogy 1 # 0.
¢) Az R egységelemes gyliri test & (R*,-) csoport, ahol R* = R\ {0}. Altaldban, (R*,-) monoid, és (L(R),")
csoport.
d) Ha R Lie-gyfir(i, akkor R antikommutativ, azaz ab = —ba minden a,b € R esetén.

1.43. feladat. Ha R kommutativ gytrii, akkor érvényesek a kovetkezé azonossigok:
a) (X a)(Xt b)) =31, 30 aiby;
b) (a+b)" =) _,Cka™ ¥ b* (Newton binomidlis képlete).

1.44. feladat. Legyen R egy (asszociativ) gylrd, [a,b] = ab —ba, (V)a,b € R. Igazoljuk, hogy (R,+,[—,—])
Lie-gytirt.

1.3.2. definicié. Legyen R egy gytiri és a,b € R.
a) Ha a,b # 0 és ab = 0 akkor azt mondjuk, hogy a bal oldali zérusoszté és b jobb oldali zérusoszto.
b) R zérusosztémentes gyiirii, ha minden r,s € R esetén rs = 0 = r = 0 vagy s = 0. Egy kommutativ,
zérusosztomentes, egységelemes gytrit integritastartomanynak neveziink.
¢) a idempotens, ha a? = a. Jelolés: Idemp(R) = {a € R | a idempotens}.
d) a nilpotens, ha létezik n € N* ugy, hogy a™ = 0.
Jelolés: T(R) ={a € R| a nilpotens}.

1.45. feladat. a) 0, 1 idempotens elemek; ha e # 0,1 idempotens, akkor zérusosztd, e(1 —e) = (1 —e)e =0, és
1 — e is idempotens.

b) Ha a € R invertalhatd, akkor a nem zérusosztd.

c) (Egyszerisités) Ha a € R nem zérusosztd, és ab = ac vagy ba = ca, akkor b = c.

d) Ha R test, akkor R zérusosztémentes gy(ir(i; forditva nem igaz.

1.3.3. tétel. Minden véges integritdstartomdny test.

Bizonyitds. Legyen a € R* és tq : R = R, to(x) = ax. Azonnal kdvetkezik, hogy tq injektiv. Mivel R véges,
kovetkezik, hogy tq sziirjektiv, tehat 1étezik x € R gy, hogy ax =1. m

1.46. feladat. Legyen R egy egységelemes gytirii és a,b € R.
a) Ha R kommutat{v, a nilpotens és b invertdlhat, akkor a + b invertdlhato.
b) Ha 1 — ab invertdlhatd, akkor 1 — ba invertdlhatd.
c) Ha a,b,ab — 1 invertdlhaté elemek, akkor a —b~', (a—b~")~" — a~! invertalhatdk, és ((a —b~")~! —
a ') =aba—a.
1.47. feladat. Legyen R egy gytirii és Z(R) ={r € R| rx = xr, Vx € R} az R centruma. Igazoljuk, hogy
a) R kommutativ & Z(R) =R.
a) Ha R-ben nem léteznek nemnulla nilpotens elemek, akkor minden idempotens elem centrélis (azaz eleme
Z(R)-nek).
b) Ha (V)x € R x> —x € Z(R), akkor R kommutativ.

1.48. feladat. Legyen R egy véges gytrt.

a) Ha R egységelemes, akkor minden nemnulla elem vagy bal oldali zérusoszté vagy invertalhato.

b) Feltételezziik, hogy ()a € R, a nem bal oldali zérusosztd, és ()b € R, b nem jobb oldali zérusoszté. Akkor
R egységelemes gytir.

1.49. feladat. Legyen R egy egységelemes gy{irli és a € R. Ha a-nak tobb bal oldali inverze van, akkor végtelen
sok van.
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1.3.2. Gyiirtimorfizmusok

1.3.4. definicié. Legyen R és R’ két gyfirti.
a) Az f: R — R’ fliggvényt gylirlimorfizmusnak nevezziik, ha minden a,b € R esetén
(1) fla+b) =f(a) + f(b); (2) f(ab) =f(a)f(b).
Az f-morfizmust endomorfizmusnak nevezzik, ha (R,+,-) = (R’,+,-).
b) Ha R és R’ egységelemes gytirtik, és f(1) = 1, akkor azt mondjuk, hogy f unitér morfizmus.
¢) f izomorfizmus, ha létezik egy f' : R’ — R morfizmus gy, hogy f' of =1Tg és fof’ = 1g..
Jelolések:
e Hom(R,R’) — a morfizmusok halmaza,;
e End(R) — az endomorfizmusok halmaza;
e Aut(R) — az automorfizmusok halmaza.

1.50. feladat. a) 8: R — R’, 8(a) =0, és Tr : R = R, 1r(a) = a gylirlimorfizmusok.

b) Ha f : R — R’ morfizmus, akkor f(0) = 0 és f(—a) = —f(a) minden a € R esetén; ha f unitér és a € U(R),
akkor f(a~') = f(a)™!

c) Ha R, R’ egységelemes gyliriik és f : R — R’ sziirjektiv morfizmus, akkor f unitér.

1.51. feladat. a) f: R — R’ izomorfizmus & f bijektiv morfizmus.
b) Morfizmusok 6sszetétele morfizmus.
¢) (End(R), o) monoid, és (Aut(R), o) csoport.

1.52. feladat. Ha K és K’ testek és f: K — K’ egy morfizmus, akkor vagy f = 0 (null-morfizmus), vagy f unitér
és injektiv.

1.53. feladat (modulo n maradékosztalyok gyfliriije). Legyen n > 1, Z,, = {@ | a € Z}, és értelmezziik a
kovetkezé miiveleteket:

o~

a+‘8:ﬂ\b, ab = ab,

minden a,b € Z esetén. Igazoljuk, hogy:
a) A fenti definiciék nem fiiggnek a reprezentdnsoktol.
b) (Zn,+, ) kommutativ egységelemes gyfir.
c) Ha a = (mod n), akkor (a,n) = (b,n).
d) H =1, akkor @ mvertalhato Zn-ben.
e) Ha (a,n) =d > 1, akkor @ zérusoszto.
f) Ha p primszam, akkor Zy, test.
¢) Ha n nem primszam, akkor Z+, nem integritastartomany.
h) Szamitsuk ki a 7 inverzét modulo 16 és a 11 inverzét modulo 27.
1.54. feladat (komplex szamok teste). Az R x R ={z = (x,y) | x,y € R} halmazon értelmezziik a kovetkezd
miiveleteket:

(x,u)+(xy')=x+x",y+y’), (x,u)(x",y") = (xx" —yy’, xy’ +yx’).

Igazoljuk, hogy:

a) (R x R, +,-) kommutativ test és  : R - R x R, x> (x,0) injektiv testmorfizmus.

b) Azonositjuk x-et (x,0)-val, és legyen i = (0,1). Ekkor i = —1 és (x,y) = x + yi. Ez a felirs egyértelmii,
vagyis ha (x,y) =x’ +y’i, akkor x =x' ésy =y’.

Jelolés: C ={z =x+vyi| x,y € R, i* = —1} a komplex szdmok teste, i az immaginarius egység; ha
z = x + yi, akkor Rz = x a z valds része és Jz = yi a z immagindrius része.

c¢) Ha z = x+yi, legyen z = x—yi a z konjugdltja és |z| = \/zZ a z modulusza. Ekkor,zE R&z=2, z=
0& Iz =0, és

24z =247, zz2/=z7', Z=z
zz'| = 2| - 2’|, |z+2'| <zl + 2.

d) Oldjuk meg a z? = a + bi egyenletet. Alkalmazds: a =3, b =4.

e) Ha z = x +yi € C és r = |z|, akkor trigonometridbdl tudjuk, hogy létezik egyetlen t € [0,27) gy, hogy
cost =% éssint = ¥, tehdt z =r(cost +isint) = exp(it). Ez a z trigonometrikus alakja. Ekkor:

o 22/ =vr'(cos(t+t') +isin(t+t'));

ol — %(cos(ft) + isin(—t));

° ZZ“ = 1" (cos(nt) + isin(nt)).
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f) Ha z =r(cost+isint) és n > 1, akkor a Z™ = z egyenletnek pontosan n megoldasa van C-ben:

t+ 2k t+ 2k
Zy = Y1(cos + ™ 4 isin + 7{), k=0,...,n—1.
g) Legyen U,, ={z € C | z"™ =1} ={wy = cos =& Zk“ +1isin Zk—” k=0 n—1} az n-ed rendii egységgyokok

halmaza. Ekkor:
e (Un, ) a (Zn,+) csoporttal izomorf csoport;
e /i = Zywy, minden k =0,...,n— 1 esetén.

1.55. feladat (gytriik direkt szorzata). Legyenek Ry,..., R, gyliriikk, 6sR =Ry x---xR,. Har = (r1,...,1)
és 1’ =(r],...,1}), akkor értelmezés szerint,

T+ =(r1 471, Ta 1), = (T, Tt ).

Igazoljuk, hogy:
a) (R,+,-) gyfirtl.

b) R egybegelemes gylirii & Ry egysegelemes gytiriik, 1 = 1,...,n; ebben az esetben U(R) = U(Ry) x---xU(Ry).
c) Idemp = Idemp(R1) - X Idemp(Ry).
d)r(R)=r R1) - x 1(Rn ).

1.56. feladat (fliiggvények gytirtije). Legyen M egy nemiires halmaz és R egy gy(lirii. Az
RM ={a|ax:M — R}
halmazon értelmezziik a kovetkez6 miiveleteket:

(x4 B)(x) = a(x) + B(x);  (xB)(x) = otx)B(x)

(V)x € M.

a) RM gytirti; RM kommutativ (egységelemes gyfiri) & R kommutativ (egységelemes gytirii).

b) « € RM invertalhat6 (idempotens, nilpotens) & (V)x € M, «(x) invertalhaté (idempotens, nilpotens (ha
M véges)).

c) Ha [R| > 2 és IM| > 2, akkor RM-ben léteznek zérusosztok.

d) Létezik egy ¢ : R — RM injektiv morfizmus.

r/M

e) Ha f: M’ — M egy fiiggvény és g : R — R’ egy gyfirii morfizmus, akkor g" : RM — , (gf) () = goxof

is morfizmus.
1.57. feladat. Legyen R egy gytirti és értelmezziik Z x R-en a kovetkez6 miiveleteket:
(m,7)+ (n,s) = (m+n,r+s), (mr)(n,s)=(mn,ms+nr-+rs).

Igazoljuk, hogy Z x R egységelemes gytirii, és létezik ¢ : R — Z x R injektiv morfizmus (tehdt minden gydri
bedgyazhatd egy egységelemes gytribe).

1.58. feladat (m&asodfoki algebrai szdmok). Legyen d € Z négyzetmentes,
ZIVdl ={z=a+bVd|abeZ

és legyen
N:Z[Vd — N, N(z) =|zz),

a norma fiiggvény, ahol z = a — bV/d a z konjugdltja. Igazoljuk, hogy:
a) Vd¢ Q, a+bVd=x+yvd e a=xéb=y.
b) (Z \f +, ) integritastartomény.
¢) N = N(z)N(w); z invertalhaté & N(z) = 1.
d) u _{:H +i}; U(Z[ivd]) = {£1} ha d > 2; U(Z[V2]) végtelen csoport.
e) Ha e G Z négyzetmentes, d # e, akkor Z f diNZ/el =Z.

1.59. feladat (kvadratikus testek). Legyen d € Z négyzetmentes és Q(v/d) = {z = a+bVd | a,b € Q).
Igazoljuk, hogy (Q(v/d), +, ) kommutativ test.

1.60. feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkezd struktiurak véges testek:
a) (Zy X Za,+,+), ahol (a,b) + (c,d) = (a+¢,b+d), (a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + bc + bd).
b) (Z3 x Z3,+,-), ahol (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+4d), (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).
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1.61. feladat (matrixgyiirti). Legyen R egy gyfiri és m,n € N*. Egy A :{1,...,m} x{1,...,n} — R fiiggvényt
m X n-tipusu R-feletti mdtriznak neveziink, és az

a a2 . A1n
azi az2 . azn
A= = [ajil1<icm € Mimn(R)
1<j<n
Am1 aAm2 e Amn

jeloléseket haszndljuk. Ha A, A’ € My n(R) és B € My, ,(R), akkor értelmezés szerint

n
A+A" = [aij + ailj] S Mm,n(R)) AB = [Z aikbkj] S Mm,‘p(R)-
k=1
Legyen A = (aij) € My m(R), B = (by;),B' = (b{j) € Mimn(R), C=(cij) € My »(R). Igazoljuk, hogy:
a) (AB)C A(BC), A(B+B')=AB+ AB’ és (B+B')C=BC+B'C.
b) (Mn(R),+,) gyliri, ahol My (R) := My n(R).
c) My (R) egységelemes gylirti & R egységelemes gy(iri. Ebben az esetben, Al, = [[zA = A (V)A € My n(R),
1, i=j,
0, i#]

ahol I, = (8ij)1<ij<n € Mn(R), és by = a Kronecker-szimbdlum.

d) My (R) kommutativ & R-R =0.

e) Ha R egységelemes gyfiri, n > 2 és ¢,P : R = My (R), d(r) = rl,, ¥(r) = Eqq, akkor ¢ és 1 injektiv
morfizmusok, ¢ unitér, \p nem unitér.

f) Ha R kommutativ gyfirti, akkor ¢ : My (R) = My (R), ¢(A) = A = (a;i) antiautomorfizmus, ¢p? = TMm. (R
és ha A invertalhaté, akkor (A~T)t = (AY)~!

g) Mn (M (R)) =~ Mun(R).

1.62. feladat. Ha f: R — S egy morfizmus, legyen
M (f) : M (R) = Mn(S), Mn(f)((ay;)) = (f(ai;)).
Bizonyitsuk be, hogy:

a) My (f) morfizmus.
b) Mn“R) = 1Mn(R) és Mn(g © f) = Mn(g) © Mn(f)

1.63. feladat. Legyen K = {(_" f’() Ix,y € R} és Ay = {(k‘L Z) la,be Z}, k € Z. Tgazoljuk, hogy:

Y
a) (K,+,-) test és K~ C.
b) (Ak, ) kommutativ egységelemes gyfirii.
c) Ax mtegrltastartomany & k nem teljes négyzet.
d) Ax ~ By, ahol By = (Z x Z,+,-), (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) és (a,b)(c,d) = (ac + kbd, ad + be).

e) Ha d € Z négyzetmentes szam, akkor ZIWd] ~ Aq ~ Bg.

1.64. feladat (kvaternidk teste). Legyen H = {(Z\Tv VZ\)) | z,w € (C} C M, (C). Bizonyitsuk be, hogy:

a) (H, 4+, ) nemkommutativ test és létezik egy P : C — H injektiv testmorfizmus. Jelolés:

1 0 . i 0 . 0 1 0 i
=)= %o (5 00 o)
tehat

H={x=al+bi+cj+dk|a,b,c,de R}

Di2=i2=K=-1,ij=ji=k jk=—kK =i ki=—ik=j.
a b c d
b a —-d c
— d a b
—d —c b a

d) Hp test, ahol Hp :={al+bi+cj+ dk|a,b,c,d € Q} (raciondlis kvaternidk).

e) HaI:={51+ %i + 55+ %k | a,b,c,d € Z mind pdros vagy mind péaratlan}, akkor I gy{ir(i és nem test.

f) Qs = {#£1,+i, £j, £k} csoport (készitsiink miivelettablat). Qs-cat a nyolcelem{i kvaterniécsoportnak
nevezzik.

c) H~ Hy, ahol H; = |a,b,c,d e R
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1.65. feladat. Ha x = al + bi+ cj + dk, legyen X = al — bi —cj — dk, N(x) = xX és Tr(x) = x + X. Igazoljuk,
hogy :
a) ¢ : H — H, x — X mdsodrend{i antiautomorfizmusa H-nak, és pod = Ty. (Azt mondjuk, hogy ¢ involucid).
b) N(xy) = N(x)N(y), és ha x # 0 akkor x ' = x/N(x).

1.66. feladat (Abel-csoport endomorfizmusgyfiriije). Legyen (A, +) egy Abel-csoport, és legyen
f+g:A—= A, (f+9)x)="Ff(x)+g(x)

minden f,g € End(A, +) esetén.
a) Igazoljuk, hogy (End(A,+),+,0) egységelemes gyfirt.
b) Ha (R, +, ) egy egységelemes gylirii, akkor ¢ : R — End(R,+), d(a) = t, injektiv unitér gylirlimorfizmus,
ahol tq : R = R, to(r) = ar.
c¢) Hatdrozzuk meg az End(Z, +) és End(Q, +) gytirtiket.
d) Hatdrozzuk meg a (Z,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Au
e) Hatdrozzuk meg a (Q,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Au

(

’+))O) =~ (qu')'
(Q,+

t(Z
t@a )ao):(Q*»')'
1.67. feladat. a) Hatdrozzuk meg a (Z,+, -) endomorfizmusait.
b) Hatdrozzuk meg a Hom(Z, Q) halmazt.
c¢) Legyen R egy gylirti. Igazoljuk, hogy ¢ : Hom(Z,R) — Idemp(R), ¢(f) = f(1) bijektiv fiiggvény.
d) Hatérozzuk meg a Hom(Q(v/d), Q(y/e)) halmazt és az (Aut(Q(+v/d)), o) csoportot, ahol d # e négyzetmentes
egész szamok.

1.68. feladat. Hatdrozzuk meg az (Aut(R), o) csoportot.
1.69. feladat. Han € N, n > 2 és (Zn, +, *) egységelemes gylirli, akkor (Zn, +, *) ~ (Zn, +,-).
1.70. feladat. Hatarozzuk meg az Osszes 4-elemili nemizomorf egységelemes gytiriit.

1.71. feladat. a) Ha (R,+,-) ~ (S, +, ), akkor (U(R),-) ~ (U(S),-).
b) IgaZOUUk7 hOgy (R X Rv +) ) ¢ ((Ca +) )

1.72. feladat. a) Ha K egy kommutativ test, akkor (K,+) 2 (K*,-).
b) Hatdrozzuk meg az f: (Q,+) — (Q*, ) homomorfizmusokat.

1.73. feladat (injektiv morfizmusok jellemzése). Legyen f: R — S egy gylirlthomomorfizmus. A kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) f injektiv.

(ii) Ker f ={0}.

(iii) f monomorfizmus, (azaz minden «, § : R — R gy{lirlimorfizmus esetén, foax =fo f = a = ).

1.74. feladat. Legyen f : R — S egy gylrlimorfizmus. Azt mondjuk, hogy f epimorfizmus, ha minden «, 3 :
S — S’ gylirtimorfizmusok esetén o f = of = o = B. Igazoljuk, hogy:

a) Ha f szlirjekt{v, akkor f epimorfizmus.

b) Z — Q, n — n epimorfizmus és nem sziirjektiv.

c)Z— Z[V/d], n — n nem epimorfizmus.

1.75. feladat. Legyenek R és S egységelemes gyliriik és f : R — S egy szlirjektiv (tehdt unitér) morfizmus.
Igazoljuk, hogy:

a) ha v € R invertdlhat6 (centrélis, idempotens, nilpotens), akkor f(r) invertalhaté (centralis, idempotens,
nilpotens);

b) a forditott 4llitds nem igaz.

1.3.3. Részgyitriik, résztestek

1.3.5. definicid. a) Legyen (R,+,-) egy gytir(i és S C R. Azt mondjuk, hogy S részgyiirtije R-nek (jeldlés:
S <R), ha S zért részhalmaza R-nek az ,,+”-ra és ,,-”-ra nézve és, ha az (S, +, ) szintén gyfiri.

Ha R egységelemes és 1 € S, az S részgyitiriije R-nek, akkor S unitér részgyiri.

b) Legyen (K,+,-) test , L C K. Azt mondjuk, hogy L részteste K-nak (jelolés: L < K), ha az L zart a két
miiveletre nézve és az (L, +,-) szintén test.

1.3.6. tétel (részgytliriik és résztestek jellemzése). a) Adott az (R,+,-) gylrd és legyen S C R. S akkor és
csak akkor részgyirije az R-nek, ha

1S40
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2. minden a,b € S esetén a—Db,ab € S.

b) Adott a (K, +,-) test és L C K. L akkor és csak akkor részteste K-nak, ha
1. L > 2;

2. minden a,b € L, b #0 esetén, a —b,ab™! € L.

Bizonyitas. a),,—" Feltételezzlik, hogy S részgylirtije R-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy S gytir(i az indukalt
miveletekkel. Alkalmazva a részcsoportok jellemzési tételét kovetkezik, hogy S # @, minden a,b € S esetén
a—beS. A, indukdlt miivelet értelmezésébdl kbvetkezik, hogy a-b € S.

,,&=" Mivel S # () és minden a,b € S esetén a —b € S, a részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik, hogy
S részcsoportja (R, +)-nak, tehat S zart az 6sszeaddsra nézve és (S, +) csoport. Mivel S zart a szorzdsra nézve is,
és a miiveletek tulajdonsdgai 6roklodnek, kovetkezik, hogy (S, +, ) gyfiri.

b) ,,—" Feltételezziik, hogy L részteste K-nak. Akkor L test, tehdt L-nek van legaldbb két eleme. Az
(L, 4) részcsoportja (K, +)-bdl, kovetkezik, hogy minden a,b € L esetén a —b € L. Abbdl, hogy (L*,-) csoport,
kévetkezik, hogy minden a,b € L esetén ab™! € L.

,,&=" Mivel |L| > 2 és minden a,b € L esetén a — b € L, kovetkezik, hogy L részcsoportja (K, +)-nak.
Minden a,b € L* esetén ab~' € L, de egy testben nincsenek zérusoszték és nem nulla elem inverze nemnulla,
kovetkezik, hogy ab~—! € L*. Tehét L* részcsoportja (K*,-). Mivel L zart a két miiveletre nézve is, és a miiveletek
tulajdonsagai oroklodnek, kovetkezik, hogy (L, +,-) test. m

1.3.7. példa. Z részgyiiriije (Q, +, -)-nak, Q részteste (R, +, -)-nak és R részteste (C,+, -)-nak.

2) Ha R gyfiri, akkor {0} és R részgy(irtii R-nek. Ezeket trividlis részgyliriiknek nevezziik. Ha S az R-nek olyan
részgytiriije, hogy S # {0} és S # R, akkor S-et valddi részgyiirinek nevezziik.

3) Ha R egy gyfirii (test), akkor

Z(R)={reR|rx =xr, Vx € R}

részgylrije (részteste) R-nek. A Z(R)-et az R centrumadnak nevezziik.

1.76. feladat. a) R = { (0 0> |a,be (C} < M3 (C); R-ben nem létezik jobb oldali egységelem, és végtelen sok
bal oldali egységelem létezik.

b) S = {( > |a,be (C} unitér részgytiriije M, (C)-nek.

0 b

) T= {(8 g) |a,be (C} < M;(C), nem unitér, de T egységelemes gytlirii.

1.77. feladat (triangularis matrixok). Legyen R egy gyfirii és
Ta(R) ={A = (ay;) € Mn(R) [ aj; =0 ha i >j}

a felsé trianguldris mdtrizok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Ta(R) < Mq (R).
b) f: To(R) = R™, f((ay)) = ((11 1y+.+,0nn) sziirjekt{v homomorfizmus.
c) Ha A € Ker f, akkor A™ =0,

1.78. feladat. Ha R egységelemes gyfirti, akkor Z(M, (R)) = Z(T(R)) ={al, | a € Z(R)}.

1.79. feladat. Legyen p egy primszam és

Q¥p)={z=a+b¥p +c¥/p?|a,b,cecQl

Bizonyitsuk be, hogy:
a) (1+b\3/5+(:\3/p2 =0 & a=b=c=0.
b) Q({/p) részteste R-nek.

c){a+bypla,be Q} nem részteste R-nek.

1.80. feladat. Legyen S C Z[Vd]. Igazoljuk, hogy S unitér részgyfirije Z[v/d]-nek < (In € N dgy, hogy
S=7Z+nVdZ.

1.81. feladat Legyen C([0,1]) ={x:[0,1] = R | & folytonos}. Igazoljuk, hogy:
a) C < ROV 4.
b) « 1nvertalhat0 (:) o >0 vagy o < 0.
¢) « idempotens & a =0 vagy o = 1.
d) « nilpotens & « = 0.
e) & zérusoszt6é & ()@ # 1 C [0, 1] nyilt intervallum gy, hogy «(t) =0 (V)t € L.
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1.82. feladat. Legyen R egy gytiri, X C R és
Cr(X)={reR|rx=xr (V)x € X}

az X centralizétora (tehdt Cr(R) = Z(R), az R centruma). Igazoljuk, hogy:
a) Cr(X) < R; ha R test, akkor Cgr(X) résztest.
b) X c Y = CR(X) 2 CR( ).
c) X € Cr(Cr(X)).
d) Cr(Cr(Cr(X))) = Cr(X).
e) Hatdrozzuk meg Z(H)-t és Cp(i)-t

1.4. Polinomok

Ebben a paragrafusban, A-val jeloliink egy kommutativ egységelemes gyfirit.

1.4.1. A polinomgytliri szerkesztése

Legyen AN = {f | f: N — A} a sorozatok halmaza. Ha f € AN, akkor az f = (ap, a7, ...) jelélést alkalmazzuk, ahol
an = f(n) minden n € N esetén.
Az AN halmazon értelmezziik a kovetkezd miiveleteket: ha f = (ag,ar,...),g = (bo,by,...) € AN, akkor

(f+g)(n) =f(n) +g(n) = an +bn,

foln)= Y f(i)gli)= ) aibj.

itj=n i+j=n
Tovabba, legyen
supp(f) ={n € N| a, # 0}
az f tartéhalmaza, és legyen

N — (f € AN | supp(f) véges halmaz}.

1.4.1. tétel. a) AN kommutativ egységelemes gyiiri.
b) AN wnitér részgiirije AN-nek és

tia:Ao AN (a) =(a,0,0,...)

injektiv unitér morfizmus. (Azonositani fogjuk a-t ta(a)-val.)
¢) Legyen X = (0,1,0,...). Ha f € AN gy, hogy ai = 0 minden i > n esetén, akkor

n
f:ao—i—a]X-i-...anX“:Zaka,

és ez a felirds egyértelmd.

Bizonyitds. a) Azonnal belathaté, hogy (AN, +) Abel-csoport. Vizsgaljuk a szorzas tulajdonsigait. Mivel A

kommutativ gytiri, kévetkezik, hogy ,,-” kommutativ miivelet. Ha f, g, h € AN, akkor minden n € N esetén,
(f+gn)(m) = > (f+g)(i)h()

i+j=n

= ) (f(i) +g(i))h(j)
i+j=n

= Y (f(i)h() + g(i)h())
i+j=n

= ) fWhG+ > gldh()
i+Hj=n i+Hj=n

= (fh)(n) + (gh)(n) = (fh + gh)(n),
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((fgh)(n) = ) (fg)(i)h(j)

it+j=n

= > () (flgg()n()

itj=n k+l=i

= ) f(Kg(Lh()

k+1l+j=n

= > k) ) g(Uh()
k+m=n lHj=m

= ) (f(K(gh)(m) = (f(gh))(n).
k+m=n

Végiil, az AN egységeleme 1= (1,0,0,...).

b) Vegyiik észre, hogy 0 = (0,0,...), 1 =(1,0,...) € AN ésha f,g € AN gy, hogy f(i) = 0 ha i > m,
g(j) =0 haj >n, akkor (f + g)(i) =0 ha i > max{m,n}, (—f)(i) =0 hai>m, és (fg)(i)=0hai>m+n. A
miiveletek tulajdonsigai 6roklédnek, és konnyen belathatd, hogy ta injektiv unitér morfizmus.

c) Vegyiik észre, hogy X*(1) = &; azaz,

Xk =1(0,0,...,0,1,0,...),
01 k

ésha a=1a(a) =(a,0,...), akkor (aX¥)(i) = adix; kovetkezik, hogy

f=(ap,ar,...,an,0,...)
= (ap,0,...)+(0,a1,0,...) +---4+(0,0,...,0,an,0,...)

n
= E aka,
k=0
és a felirds egyértelmiisége evidens. m

1.4.2. definicié. a) AN-et az A-feletti formalis sorok gyfirfijének nevezziik, és AWM az A-feletti polinomgyiiri.
X-et hatarozatlannak nevezziik, és az a; = (1) € A elemek az f egylitthatéi.

Jellések: AN = A[X]], AN =AX]={f=3 " jaiX'IneN, a; € AL

Ha f = (ag,ay,...) € A[[X]], akkor az f = Zioozo a; X! formélis jelolést hasznéljuk.

b) Ha f = > ' ;a;X' € A[X] egy nemnulla polinom, akkor deg(f) = max{i € N | a; # 0} az f foka. Ha
deg(f) = n akkor a,, az f f6egyiitthatdja. Ertelmezés szerint, deg 0 = —o0.

Ha f € A[IX]] egy formélis sor, akkor o(f) = min{n € NU{oco} | an, # 0} az f rendje.

1.83. feladat. a) Ha f, g € A[X], akkor
deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}, deg(fg) < deg(f) deg(g).

b) Ha A integritdstartomdny, akkor A[X] is integritdstartomany , és deg(fg) = deg(f) deg(g).
¢) a € A invertdlhaté A[X]-ben & a invertdlhaté A-ban.
d) Ha A integritdstartomény, akkor U(A[X]) = U(A).

1.84. feladat. Legyen A egy kommutativ egységelemes gytiri, és f = ap + a1 X + - - + an X™ € A[X]. Igazoljuk,
hogy:

a) f zérusoszté A[X]-ben & (F)a € A, a # 0 ugy, hogy af = 0.

b) f invertdlhaté A[X]-ben & ap invertdlhaté A-ban és a; nilpotensek, ha i > 1.

¢) f nilpotens A[X]-ben & ay, ..., a, nilpotens elemek.

1.85. feladat. Legyen f, g € A[[X]].
a) o(f + g) > min{o(f),o(g)}; o(fg) > o(f) + o(g).
b) Ha A integritdstartomdny, akkor A[[X]] integritdstartomany.
c) f invertdlhaté A[[X]]-ben & ao invertalhaté A-ban. Szdmitsuk ki az 1+ X inverzét.

1.4.2. Polinomgylirii univerzalis tulajdonsaga

A kovetkez6 tulajdonsag jellemzi a polinomgyfiriit.
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1.4.3. tétel. Legyenek A és B egységelemes gyiirik, A kommutativ, ¢ : A — B egy unitér morfizmus, és x € B
gy, hogy xd(a) = d(a)x minden a € A esetén. Ekkor létezik az egyértelmiien meghatdrozott ¢y : AIX] — B
unitér morfizmus, amelyre Gy o LA = ¢ €s Gy (X) = x.

Bizonyitds. Feltételezzik, hogy Py létezik, és igazoljuk, hogy egyértelmiien meghatérozott. Valéban, ha f =
>, aiXt, akkor

Legyen tehat

bxtAXI =B, bxlf) =) dlax,

Ha f = ZiZO aiXi> g = ijo bjxj S A[X], akkor

Gx(f+9) = bx()_(ax +b)X5) =D (dlax) + b(bi))x*

k>0 k>0
=3 dlax*+ Y bbi)x* = Pulf) + brlo).
k>0 k>0
Gulfe) =Px(D (D aib)X¥) =D (> dlai)d(b;)x"
k>0 i+j=k k>0 i+j=k
=()_d(@)x)()_d(b¥) = du(f)drlg). m
i>0 k>0

1.86. feladat. Legyenek ¢ : A — B és 1 : B — C unitér homomorfizmusok. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Létezik egyetlen ¢[X] : A[X] — B[X] morfizmus tgy, hogy igod = d[X]oia, aholia : A — A[X] a kanonikus
injekcid.

b) TAIX] = Tax) és (o )[X] =[X] o d[X].

1.4.4. definicié. A fenti tételben legyen A = B és ¢ = 1a. Ekkor az f : A — A, f(a) = ¢«(f) fiiggvényt
polinomfiiggvénynek nevezziik, és azt mondjuk, hogy f(x) = f(x) € A f-nek az x-beli helyettesitési értéke.

1.4.3. A maradékos osztastétel. Polinomok gyokei

1.4.5. tétel. Legyen A eqy integritdstartomdny és f = apg+ a1 X+ -+ amX™, g =bo+b1X+---+b, X™ € A[X],
dgy, hogy by invertdlhaté elem. Ekkor léteznek az egyértelmien meghatdrozott q,r € A[X] polinomok, amelyekre

f=gq+r, deg(r)<deg(g).

Bizonyitas. m szerinti indukciét alkalmazunk. Ha m < n, akkor ¢ =0 és r = f. Legyen m > n és feltételezziik,
hogy az allitas igaz m-nél kisebb foku polinomok esetén. Legyen

f' =f—gamb,, ' X™ ™.
Mivel deg(f’) < m, léteznek q’,r € A[X] dgy, hogy ' = gq’ + 1/, deg(r) < deg(g); kovetkezik, hogy
f=f + gamb;1xm7n _ (amb;1xmfn + q/)g 4T,

Ha f = gq +1 = gq1 + 11, deg(r),deg(r') < deg(g), akkor r — 11 = (q1 — q)g, deg(r —11) < deg(g), tehat
q=dq;, r=71. N

1.4.6. definicié. a) Ha f(a) = 0, akkor azt mondjuk, hogy x € A gy6ke f-nek.
b) Azt mondjuk, hogy a k-szeres gyoke f-nek (k > 0), ha létezik q € A[X] gy, hogy

f=(X—a)*q, qla)#0.
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1.4.7. kovetkezmény. Feltételezziik, hogy A eqy integritdstartomdny.
a) (Bezout-tétel) a € A gyoke az f polinomnakakkor és csak akkor, ha ha f = (X —a)q, ahol g € A[X].

.....

Bizonyités. a) Vegyiik észre, hogy minden a € A esetén, f = (X — a)q + f(a).

b) Indukeié n-szerint. Han =1, f = a1 X + ao € K[X], akkor a = aﬂ ap € K gyoke f-nek.

Feltételezziik, hogy n > 1 és a gyodke f-nek; akkor f = (X — a)g és degg = n — 1. Az indukcié feltevésébél
kovetkezik, hogy g-nek legfennebb n — 1 gycke van K-ban, tehat f-nek legfennebb n gyoke van K-ban. m

1.87. feladat (Viéte-formuldk). Ha xq,...,xn € A gydke az f = an + an 1 X+ -+ a1 X" + apX™ € A[X]
polinomnak, akkor

—a1 = ao(x1 +x2 4+ +xn)

az = ap(x1x2 +X1%3 + -+ + Xpn_1Xn)
(*])kak = Clo(X] Xkt Xk ...Xn)

(=)™ an = ap(x71...%Xn).

1.88. feladat. Hatdrozzuk meg az f € K[X] g-vel val6 osztdsi maradékat, ha:
a)g=(X—a)(X—b), a#b.
b) g = (X—a)?.

1.89. feladat. Legyen U : A[X] — AA, P(f) = f. Igazoljuk, hogy:
a) ¢ unitér gylirimorfizmus.
b) Ha A véges test, akkor 1 sziirjekt{v és nem injektiv.
¢) Ha A végtelen integritdstartomény, akkor 1 injekt{v és nem sziirjektiv.

A kovetkezo tételt a klasszikus algebra alaptételének is szoktak nevezni. A bizonyitasa tobb ismeretet igényel.
1.4.8. tétel (Gauss—d’Alembert). Minden C-beli egyiitthatds legaldbb elsd foki polinomnak van C-ben gydke.
1.90. feladat. Minden C-beli egyiitthatds n-ed fokd polinomnak pontosan n gyoke van C-ben.

1.91. feladat. Igazoljuk, hogy z = a+bv/d € Q(v/d) gydke az X2 —Tr(z)X+N(z) polinomnak, ahol Tr(z) := z+Zz
és N(z) := zz.

1.92. feladat. a) Legyen f € R[X] és k € N. Ha z = a+ bi € C k-szeres gyoke f-nek, akkor z = a — bi is k-szeres
gyoOke f-nek.

b) Legyen f € Q[X] és k € N. Haz = a+ bvd € Q(vd) k-szeres gyoke f-nek, akkor z = a — bv/d is
k-szeresgyOke f-nek.

1.93. feladat. Legyen f = anX™ +---+a;X+ao € Z[X] és a = { egy irreducibilis tért. Ha a gyoke f-nek, akkor
T)ag és slan.

1.94. feladat. a) X? — T-nek 4 gydke van Zis-ben.

b) X2 + 1-nek végtelen sok gyoke van H-ban.

c) Altaldnosabban, ha x = al + bi + ¢j + dk, legyen X = al —bi—c¢j — dk, N(x) = xx és Tr(x) = x + X.
Igazoljuk, hogy x gyoke az X? — Tr(x)X + N(x) polinomnak; ennek a polinomnak végtelen sok gyoke van H-ban,
ha Tr(x), N(x) rogzitett és b? 4+ c¢Z 4+ d? > 0.

1.5. Modulusok, vektorterek, algebrak
1.5.1. Alapfogalmak

Legyen R egy asszociativ, kommutativ egységelemes gytirii és K egy kommutativ test.

1.5.1. definicié. a) Legyen (M, +) egy Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy M = (M, +,R) R-modulus, ha értel-
mezett egy

b:RxM - M, d(a,x) = ax

fiiggvény (kiilsé miivelet) gy, hogy a kovetkez6 négy axiéma teljestil:
(M1) a(x+y)=ax+ ay,
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(M2) (a+b)x =ax+ bx,

(M3) (ab)x = a(bx),

(M4) 1x=x,
minden a,b € R és x,y € M esetén.

Az R gylirii elemeit skaldroknak nevezziik, és a ¢ kiilsé miiveletet skaldrokkal vald szorzdasnak. (M, +) az M
modulus additiv csoportja.

b) Ha V = (V,+,K) egy K-modulus, akkor V-t K-feletti vektortérnek (vagy linedris térnek) nevezzik, és
V elemeit pedig vektoroknak.

¢) Azt mondjuk, hogy A = (A, +,-,R) R-algebra, ha:

(Al) (Av +» ) gyﬁrﬁ7

(A2) (A,+,R) R-modulus,

(A3) a(xy) = (ax)y = x(ay) minden a € R és x,y € A esetén.

A asszociativ (kommutativ) R-algebra ha (A, +,-) asszociativ (kommutativ) gyfird.

A Lie-algebra ha (A, +, [—, —]) Lie-gyfirt.

1.5.2. megjegyzés (Szamitasi szabdlyok). a) Legyen M egy R-modulus, és tekintsiik az f, : M — M, fq(x) =
ax és f,, : A = M, f,(a) = ax fiiggvényeket. Az (M1)-(M4) axiomdkbdl kivetkezik, hogy fq : (M, +) — (M, +)
és Tl : (A,+) — (M, +) csoportmorfizmusok, tehat minden a,b € R és x,y € M esetén

(1) CIOM = ORX = OM

(2) (—a)x = a( x) = —ax, (—a)(—x) = ax.
(3) a(x —y) = ax — ay.

(4) (a—b)x = ax — bx.

)HaRtebt és ax = 0, akkor a =0 vagy x = 0.

Valéban, ha a # 0, akkor 1étezik a=' € R. Ekkor x =Tx = (a 'a)x =a '(ax) =a 10 =0.
1.95. feladat. Ha (M, +) Abel-csoport, akkor M Z-modulus, ahol ¢(n,x) =nx, vn € Z.

1.96. feladat. Ha (A, +,-) gytirti, akkor A Z-algebra.

1.97. feladat. R R-algebra, ahol ¢(a,x) = ax Va,x € R. Altaldnosabban, R™ = {x = (x1,...,%n) | xi € R}
R-algebra, ahol
Xx+y =X +Y1,...,Xn +Yn),
Xy = (X1U1 P )Xﬂyﬂ)v
ax = (axi,...,axn)

minden x,y € R™ és a € R esetén.

1.98. feladat (fiiggvényalgebra). Legyen I egy halmaz és R! = {f | f : I — R}. Igazoljuk, hogy R! R-algebra,
ahol

(f+9)(i) = f(1) + (i),
(fg)(1) = f(1)g(i),
(af)(i) = af(i)

minden f, g € R és a € R esetén. Vegyiik észre, hogy R™ = Ri1»---m)

1.99. feladat (szabad vektorok). a) Vo = {V = xi+uj | x,y € R}, (a sikbeli szabad vektorok halmaza) R-feletti
vektortér, és azonosithaté R2-tel.

b) Vs = (V3, 4+, x,R) ={y = x{'—l—y)?—&—zlz | x,y,z € R}, (a térbeli szabad vektorok halmaza) R-feletti Lie-algebra,
és azonosithaté R3-nel.

Megemlitjiik, hogy ha Vi = x1f+ y1f+ Z1 12, Vv, = xzf+ yz]?+ Zzlz € V3, akkor

V1 x V2 = (Y122 — 21y2)i + (zix2 — x122)] + (x192 — y1x2)K.
¢) Azonositsuk V-t az xi + yj + zk tiszta kvaterniéval. Igazoljuk, hogy minden aj, a; € R esetén,
(@1 +Vi)(az +V2) = (araz — Vi - V2) + (a1V2 + azvi) + Vi X Va.
1.100. feladat. Igazoljuk, hogy C és H R-algebrak.

1.101. feladat. Legyen V = R} = (0,+00), K=R, x@y =xy ésa®x =x% Vaek x,ye V. Akkor V
K-feletti vektortér.

1.102. feladat. Legyen V # {0} egy K-feletti vektortér. Igazoljuk, hogy K| < [V/.
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1.5.2. Reészmodulusok, részterek, részalgebrak

1.5.3. definicié. a) Legyen M egy R-modulus és N egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy N részmodulusa
M — nek (jelolés: N <g M ha

(1) W¥Yx,yeN, x+yeN.

(2) VaeR xeN, axeN.

b) Ha V K-feletti vektortér, akkor a V részmodulusait résztereknek nevezzik.

c) Legyen A egy R-algebra és B egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy B részalgebrdja A-nak (jelolés:
B <g A, vagy B < (A,+,-,R)) ha

(1) W¥x,yeB, x+yeB.

(2) Vx,y€B, xyeB.

(3) VaeR, xeB, ax€B.

1.5.4. megjegyzés. a) Ha N <g M, akkor N R-modulus az indukdlt miiveletekkel. Ha B <p A, akkor B
R-algebra az indukalt miiveletekkel.

b) 0 £ N <g M akkor és csak akkor, ha V x,y € N, a,b € R ax+by € N. § #B <g A akkor és csak akkor,
haVx,y€ A, a,b R ax+ by,xy € B.

¢) {0}, M <z M. Ezek a trividlis részmodulusok. Ha N <g M, N #£ {0}, M, akkor N wvalddi részmodulus.

1.103. feladat. Legyenek Nj,..., Ny részmodulusok. Akkor

Ni:=NjN---N Ny,

.

,_.
Il
=

Ni=Nj+- 4+ Ny ={x3 4+ +xq | xi €Ny}

M

i=1

is részmodulusok.
1.104. feladat. Legyenek Nj, N3 részmodulusok. Akkor Ny UN2; <g M & Ny C N; vagy Ny € Nj.

1.105. feladat. A 'V, valédi részterei azonosithaték az origét tartalmazd egyenesekkel.
A V3 valddi részterei azonosithaték az origét tartalmazo egyenesekkel vagy sikokkal.

1.106. feladat. Legyen P = {f € RF | f(—t) = f(t) (V)t € R} a péros fiiggvények halmaza és J = {f € RF |
f(—t) = —f(t) (V)t € R} a paratlan fliggvények halmaza. Igazoljuk, hogy
a) P, J < RE
b) Barmely f € RF esetén léteznek az egyértelmiien meghatarozott g € P és h € J elemek tigy, hogy f = g+ h.
c) Ha f,g € PUJ, tanulmanyozzuk az fg és f o g parossigat. Igazoljuk, hogy P < (R¥, +, - R).

1.107. feladat (matrixalgebra). Igazoljuk, hogy:
a) (an(R) +, R) R-modulus.
b) a = (aA)B = A(aB) (V)A € My n(R), Be My ,(R), aeR.
c) (M +, -,R) R-algebra. Ha A egy R-algebra, akkor M, (A) is R-algebra.
d) Legyen Ta(R) ={(aij) € Ma(R) | ay; =0 ha i >j} a felsd trianguldris mdtrizok halmaza. Igazoljuk, hogy
R)

T (R) részalgebrdja M,, (R)-nek.

1.108. feladat. Igazoljuk, hogy C <g H <z M;(C), és H nem C-algebra.

1.109. feladat. Legyen C[0,1] = {a : [0,1] — R | « folytonos } és D[0,1] = {a : [0,1] — R | « derivalhaté}.
Igazoljuk, hogy:

a) DI0, 1] <g €[0,1] <g (RO + . R).
Ha o € €[0, 1], akkor:

b) « invertdlhaté & o > 0 vagy « < 0.

¢) « idempotens & o =0 vagy « = 1.

d) « nilpotens & « = 0.

e) « zérusoszté & ()@ £ 1 C [0, 1] nyilt intervallum gy, hogy «(t) =0 (V)t € L.
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1.5.3. Linearis figgvények

1.5.5. definici6. a) Legyen M és M’ két R-modulus és f : M — M’ egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
R-morfizmus vagy R-linearis, ha
(1) flx+y) = () + fly),
(2) f(ax) = af(x).
minden x,y € M és a € R esetén.
Az f: M — M’ linearis fiiggvény izomorfizmus ha létezik ' : M’ — M tgy, hogy f' of =Ty és fof/ =Tp.
A kovetkezo jeloléseket gyakran fogjuk hasznalni:
e Homgr(M,M’) ={f: M — M’ |{ R-linedris}.
e Endg(M) = Homg (M, M) (endomorfizmusok halmaza).
e Autg(M) ={f: M — M |f R-izomorfizmus} (automorfizmusok halmaza).
e M ~ M’ ha létezik f: M — M’ izomorfizmus.
b) Legyen A és A’ két R-algebra és f: A — A’ egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy f R-algebramorfizmus, ha
(1) flx+y) =fx)+fly),
(2)  flxy) = F(X)f(Y),
(3) f(ax) = af(x).
Hasonlémédon értelmezziik az izomorfizmus, endomorfizmus és automorfizmus fogalmakat.

1.110. feladat. a) f: M — M’ R-lineédris & f(ax + by) = af(x) + bf(y) minden x,y € M és a,b € R esetén.
b) Ebben az esteben f(0) =0 és f(—x) = —f(x) Vx € M.

1.111. feladat. Legyen f: A — A’ egy morfizmus. f izomorfizmus & f bijekt{v (érvényes modulusokra is).

1.112. feladat. Legyenek f,f': M — M’, g: N — M és h: M’ — P R-linedris fiiggvények.
a) fog:N — M’ R-linedris.
b) ho(f+f')og=hofog+hof'og.
¢) (Homg(M, M’), +,R) R-modulus és (Endg (M), +, o, R) R-algebra, ahol

(f +1)(x) = f(x) + f'(x)
(af)(x) = af(x) VaeRxe M.

1.5.6. definicié. Legyen M és M’ két modulus és f : M — M’ egy linedris fiiggvény. Ha N <g M és N’/ <g M’,
akkor értelmezziik a kévetkez6 részhalmazokat:
2 fIN) = {flg) | < N € M-
b) Im(f) = f(M) C M/ (az f képe.)
) (N ~fx €M (x) € N
d) Ker T{0}) ={x € M| f(x) =0} (az f magja.)

1.113. feladat. a) f(N) <g M’ és f~1(N’) < M. Partikularisan, Im(f) <g M’ és Kerf <g M
b) f injektiv & Kerf ={0} & (f(x) =0 = x=0).

A kovetkezo két feladatban R = Z.

1.114. feladat. Legyen (A,+) és (B, +) két Abel-csoport. Bizonyitsuk be, hogy:
a) f: A — B csoportmorfizmus & f Z-lineéris fiiggvény.
b) (Homgz(Z,A),+) ~ (A, +).
¢) Homy(Q, Z) = {0}.

1.115. feladat. Legyen (A, +) egy Abel-csoport és m,n > 2. Igazoljuk, hogy:
a) (Homz(Zn,A),+) ~ (An,+), ahol Ay ={a € A|na =0}.
) HOHlZ Zn,Z) = {0}
c¢) (Homz(Zn, Zm),+) ~ (Zin m), +)-
d) (Autz(Zn,+),0) =~ (W(Zn),).
1.116. feladat. Legyenek U és V K-feletti vektorterek. Igazoljuk, hogy:
a) (U x V,+,K) is K-feletti vektortér, ahol (u,v) + (u/,v') = (u+u',v+v’) és a(u,v) = (o, av).
b)pu:UxV-oU (uv)—=uéspy:UxV =V, (u,v) — v sziirjetiv linedris fiiggvények.
c) U~ Ux {0} =Kerpy <x UxVésV~{0} xV=EKerpy <gx UxV.

1.117. feladat. Legyen V egy K-feletti vektortér, S, T <x Vésf:Sx T — V, f(s,t) = s + t. Igazoljuk, hogy:
a) f K-linedris.
b) Im(f) =S+ T.
c) Kerf ~SNT
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1.118. feladat. Legyen I egy halmaz. Igazoljuk, hogy:
a) Haxp € I és ¢ : K! — K, f— f(xo) linedris fiiggvény.
b) Ha (I,+) csoport és U = {f € KI' | f: (I,+) — (K, +) csoportmorfizmus}, akkor U <y KI.

1.119. feladat (métrix transzpondltja). Legyen ¢ : M n(R) — My m(R), $(A) = AY, ahol aj; = ayj.
Igazoljuk, hogy:

a) ¢ linedris fliggvény.

b) (AB)t = BtAtY; ha A € M, (R) invertalhatd, akkor (A=1)t = (AY)~T.

c¢) f: GLn(R) — GL.(R), f(A) = (A~")* csoportautomorfizmus, ahol GL,(R) = U(M,(R)) az invertdhat6
matrixok csoportja.

1.120. feladat. Legyen 8, (R) ={A € M,(R) | A = A} (szimmetrikus matrixok halmaza), és A, (R) ={A €
M (R) | At = —A} (antiszimmetrikus matrixok halmaza). Igazoljuk, hogy:

a) Sn(R)»-An(R) <r Mn(R)~

b) Barmély A € M, (R) esetén léteznek az egyértelmiien meghatdrozott B € 8, (R) és C € An(R) elemek gy,
hogy A =B + C.

c) Ha A,B € 8,,(R), akkor AB € §,(R) & AB = BA.

d) (V)B € M (R) BB* szimmetrikus.

1.121. feladat. Ha A € M,,(C), legyen A™ = At. Igazoljuk, hogy:
a) (A+B)F =AM + BM; (0A)P) = &AM,
b) (AB)" = BRAR; (A~T)h = (AR)~1.
c) Ha A = BB™ akkor A hermitikus mdtriz (azaz, A" = A).

1.122. feladat. A € M, (K) idempotens ha A? = A; A € M, (K) involucié ha A? = I;; A € M,(R)
ortogondlis ha A~' = At. Igazoljuk, hogy:

a) Ha A idempotens, akkor B = 2A — [, involucid.

b) Ha B involucid, akkor A = %(In + B) idempotens.

¢) Ha A € M, (R) szimmetrikus és ortogondlis, akkor involucid; ha A ortogonélis és involucid, akkor szimme-
trikus; ha A involucié és szimmetrikus, akkor ortogonalis.

1.123. feladat (métrix nyoma). Legyen Tr: My (R) — R, Tr(A) = Y ' ; aii. (Tr(A) az A nyoma.) Igazol-
juk, hogy:

a) Tr R-linearis fiiggvény.

b) Tr(AB) = Tr(BA).
z) € M;(C), Tr(A) = a+ d és det(A) = ad — be. Igazoljuk, hogy:

a) A2 — Tr(A)A + det(A)I, = 0;.

b) A™ = anA+ b (V)n €N, ahol ant2 — Tr(A)an41 +det(A)an =0 és by — Tr(A)byn i1 + det(A)by, =
0 (V)neN.

c) Oldjuk meg az A2 = A, A? =0,, A3 =0; és A? = I, egyenleteket.

1.124. feladat. Legyen A = (S

1.125. feladat. A kovetkezé fliggvények linedrisak:
a) F: D[0,1] = R, F(f)=1".
b) G:€0,1] = R, G(f) = [} f(t)dt

1.126. feladat. a) Legyen A egy R-algebra tgy, hogy R C A, és legyen f € Aut(A) egy gylirli automorfizmus.
Igazoljuk, hogy f R-algebraautomorfizmus (azaz, f R-linedris) & f(a) = a minden a € R esetén.
b) Hatdrozzuk meg az (Autg(C), o) csoportot.

1.127. feladat (polinomalgebra és fiiggvényalgebra). Legyenek A és B egységelemes gyfirtik, A kommu-
tativ. Legyen ¢ : A — Z(B) egy unitér gylrlimorfizmus. Igazoljuk, hogy:

a) B A-algebra, az ab := ¢(a)b skalarokkal valé szorzédssal. (Forditva is igaz: ha B A-algebra, akkor 1étezik
¢ : A — Z(B) unitér gylirtimorfizmus.)

¢) Igazoljuk, hogy A[[X]] A-algebra, A[X] részalgebrdja A[[X]]-nek, és A,[X] := {f € A[X] | deg(f) < n}
részmodulusa A[X]-nek, de nem részalgebra.

d) Az 1.4.3. tétebeli ¢, : A[X] — B fiiggvény A-algebramorfizmus.

e) Az 1.89. feladatbeli V¥ : A[X] — A”, P(f) = f fiiggvény A-algebramorfizmus.

1.128. feladat. Legyen R egy integritastartomany.
a) Alkalmazva a polinomalgebra univerzélis tulajdonsigat, igazoljuk, hogy

Autg (RIX]) ={¢p : RIX] = RIX] | (1) =1, $(X) =aX+Db, a € U(R), b,r € R}.

b) Legyen G = {fq» = aX+b € R[X] | a € U(R), b € R}. Igazoljuk, hogy (G, o) csoport, és " : Autg(R[X]) — G,
I'(d) = $(X) csoportizomorfizmus.



2. fejezet

Linearis algebra

A linedaris algebra targya a vektorterek és leképezések vizsgialata. Eredete a vektorok és a linearis egyenletrends-
zerek tanulmanyozasara vezethetd vissza.

2.1. Linearis fuggoség és fuggetlenség. Bazis

Legyen R egy asszociativ, kommutativ egységelemes gytirii és K egy kommutativ test.

2.1.1. Linearis kombinacidk. Szabad modulus

2.1.1. definicié. a) Legyen M egy R-modulus, X1,...,%Xn € M és aj,...,an € R. Azt mondjuk, hogy x =
aix) + -+ anxn € M az x1,..., X elemeknek egy linearis kombinacidja. Jelolés:
(X1y.oyXn) ={a1x1 + -+ anxn | a1,...,an € R}
b) {x1,...,xn} generdtorrendszere M-nek, ha

(X1y.+.yXn) = M.

Azt mondjuk, hogy M végesen generdlt ha van egy (véges) {x1,...,%n} generdtorrendszere.
c) X1,...,Xn € M linedrisan fuggetlen elemek ha minden a;...,a, € R esetén
aix1+---+anxn=0 = aj=---=a, =0.
d) Ellenkez6 esetben azt mondujuk, hogy az {x1,...,xn} rendszer linedrisan Osszefliggd, azaz, 1éteznek a

nem mind nulla aj ..., a, € R skalarok gy, hogy
aixy + -+ anxn =0.

e) Egy linedrisan fliggetlen generdtorrendszert bazisnak neveziink. Ha M-nek van bdzisa, akkor azt mondjuk,
hogy M szabad R-modulus.

2.1.2. lemma. Legyenek x,x1,...,xXn € M.

a) (X1,...,xn) <pR M.
b) x € (X1,...,%n) & (X, X1,...,Xn) = (X1,...,Xn)
¢) {x1,...,xn} akkor és csak akkor bdzisa M-nek, ha minden x € M egyértelmien felirhatd az x1,...,%n

elemek linedris kombindcicjaként.

Bizonyitds. a) Legyen x,y € (X1,...,%Xn), X = a1X1 + -+ + anXn, Y = b1xy + -+ + bpxn, és legyen a € R.
Ekkor

x+y=(ar+bi)x; + -+ (an +bnlxn € (X1,...,%Xn),
ax =aiX] + -+ anXxn € (X1,...,Xn).
b) Vegyiik észre, hogy (x1,...,%n) C (X,X1,...,Xn). Forditva, ha x = a;x; + - -+ anxn ésy =bx +byxg +

co 4 baxn € (X, X1,...,%Xn), akkor y = (a1b +b1)x1 + -+ (anb + bn)xn € (X1,...,%Xn).
¢) ,,=” Ha {x1,...,xn} bézis, akkor minden x € M linedris kombindcidja x1,...,xy-nek. Feltételezziik, hogy

A I
X=ai1X] + -+ AnXpn = aQ1X7 + -+ A X

Akkor (a1 —aj)x1 + -+ (an — a)xn = 0, és mivel {x1,...,xn} linedrisan fiiggetlen, kévetkezik, hogy a; =
a, i=1,...,n.

26
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&7 Elég igazolni, hogy {x1,...,xn} linedrisan fiiggetlen rendszer. Valéban, ha
aixy) + - 4 anxn =0=0x7 + -+ + 0xp,
akkor a; =0, 1=1,...,n. m

2.1. feladat. C R-feletti vektortér és {1,1} bézisa.

—

2.2. feladat. {{',)} bézisa a V, R-feletti vektortérnek, és {{', i 12} bézisa a V3 R-feletti vektortérnek.
2.3. feladat. {1,X,...,X™"} bazisa az R [X] R-modulusnak. R[X] nem végesen generalt R-modulus.
2.4. feladat. R™-ben tekintsiik a kovetkez6 elemeket:

er =(1,0,0,...,0)
e; =(0,1,0,...,0)
e; = (0,0,1,...,0)

en = (0,0,0,...,1)
Akkor e ={eq,...,en} bazisa R"-nek. e-t kanonikus bdzisnak nevezzik.
2.5. feladat. Az iires halmaz linedrisan fliggetlen és bazisa {0}-nak.

2.1.3. tétel. Legyen V egy K-feletti vektortér.

a) x1 € V linedrisan figgetlen & x1 # 0.

b) Az x1,...,xn € V vektorok akkor és csak akkor osszefiiggdk, ha létezik i € {1,...,n} dgy, hogy xi felirhatd
a tobbi vektor egy linedris kombindcidjaként.

c) Ha V végesen generdlt, akkor minden generdtorrendszerébdl kivdlszathatd egy bdzis.

Bizonyitas. a) Mivel 1-0y = 0y és 1 # 0, kovetkezik, hogy {0y} linedrisan Gsszefiiggd rendszer.
Ha x7 # 0 és ayx; = 0, akkor (1.2.b)-b6l kovetkezik, hogy a; = 0.
b) Ha ajxy + -+ + anxy =0 és a; # 0, akkor

X{ = a{1a1x1 +---+ aflai_wci_] + a{1ai+1xi+1 +---+ af1anxn.
Forditva, ha x;i =b1x7 +---+bi_1xi_1 + bir1xit1 + -+ bnrxn, akkor
bixy 4+ biixio1 + (=1)xi + bipixis1 + -+ bnxn =0,

és —1 #0.

¢) Feltételezhetjiik, hogy V # {0}, és hogy az X = {x1,...,xn} generdtorrendszerben minden vektor nemnulla.
n szerinti indukciét alkalmazunk.

Ha n =1, akkor X = {x;} generatorrendszer, és a)-szerint linedrisan fliggetlen, mert x; # 0.

Feltételezziik, hogy n > 1 és hogy az allitds igaz n — 1-re, és legyen X = {x1,...,xn} generdtorrendszer. Két
eset van:

(i) Ha létezik i € {1,...,n} Ggy, hogy x; linedris kombindciéja a tobbi vektornak, akkor b) szerint, X’ = X\ {x;}
generatorrendszer. Mivel X’-nek n — 1 eleme van, X’-bdl kivélaszthatd egy bazis, tehdt X-bdl is kivdlaszthatd.

(ii) Ellenkez6 esetben b)-bél kovetkezik, hogy X linedrisan fiiggetlen, tehat X bdzis. m

2.6. feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkezd rendszerek linedrisan fiiggetlenek R®-ben:
a) sinAqt,,...,sinAnt, ahol Aq,... Ay € R% killénb6z6 szémok.
b) 1,sint,...,sinnt,cost,...,cosnt, ahol n € N*.

2.7. feladat. Q-ban barmely két elem Gsszefliggo Z felett, és Q nem végesen generdlt Z-modulus.

2.8. feladat. Legyen (S,-) egy monoid, o; : (S,-) — (K*,-) kiillonb6zé homomorfizmusok, 1 = 1,...,n. Igazoljuk,
hogy o71,..., 0y linedrisan fiiggetlenek KS-ben.
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2.1.2. Szabad modulusok univerzalis tulajdonsaga

2.1.4. tétel. Legyenek M és M’ R-modulusok, X = {x1,...,xn} bdzisa M-nek, ésf: X — M’ egy fiiggvény. Ekkor
létezik egyetlen f: M — M’ linedris fliggvény gy, hogy az T lesziikitése X-re megeggyezik f-el.

Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy f létezik. Ha x € M, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarrozott
ar,...an € R skaldrok ugy, hogy x = a1x1 + - - - + anxn Ekkor

f(x) = ﬂi aixi) = i aif(xq) = i aif(xi),
i iz iz1

tehét f egyértelmilien van meghatdrozva. -
~ Legyen most f: M — M/, f(x) = > U, aif(xi) ahol x = a;xy + -+ + anxn € M. Igazoljuk, hogy f linedris és
fix = f. Valéban, ha x’ = ajx; +---+ a,xn € M és a € R, akkor

1?(X + X/) = .F(i(al + a{)xl) = i(al + al)f(xl)
i=1 i=1
=Y aifta) + Y alfla) = fl) + x'),
i=1 i=1
flax) = f(ai aixi) = f(i aaixi)
i=1 i=1
= i aaif(xi) = a(i aif(xi)) = af(x)
i=1 i=1

Ha x; € X, akkor x; = 1 - xi, tehat F(Xi) =1 'f(Xi) = f(Xi). n

2.1.5. lemma. Legyen f: M — M’ egy R-linedris fiigguény és X ={x1,...,xn} C M.
a) Ha X linedrisan figgetlen és f injektiv, akkor f(X) ={f(x1),...,f(xn)} is linedrisan figgetlen.
b) Ha (X) = M és f szirjektiv, akkor (f(X)) =M’
¢) Ha X bdzis és f(X) figgetlen, akkor f injektiv.
d) Ha X bazis és (f(X)) = M/, akkor f injektiv.
e) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha minden bdzist eqy bdzisba visz dt.

Bizonyitds. a) Legyen ai,...,an € R gy, hogy Y I aif(xi) = 0; kovetkezik, hogy f() i aixi) = 0, tehét
2?11 aixi = 0, mivel f injektiv, és a; = --+ = an = 0 mivel X linedrisan fliggetlen.

b) Ha x’ € M’, akkor létezik x € M tgy, hogy f(x) = x’. Mivel (X) = M, létezik as,...,an € R dgy, hogy
x =Y 1", aixy, es ekkor

X =f(x) =f()_axi) =) aif(x) € (f(X),
- f

tehat (f(X)) = M.

¢) Legyen x € M és tételezziik fel, hogy f(x) = 0. Mivel X bdzis, léteznek az aq,...,a, € R skaldrok ugy,
hogy x = Y I' ; aixi. Mivel 0 = f(x) = Y I'; aif(xi) és f(X) fiiggetlen, kovetkezik, hogy a; = -+ = a, = 0, tehdt
x =0, és f injektiv.

d) Legyen x’ € M’. Mivel (f(X)) = M’, kovetkezik, hogy léteznek az aj,...,a, € R skaldrok tgy, hogy
x' =31, aif(xi), tehat x" = f(}_1; aixi) és f sziirjektiv.

e) az a), b), ¢) és d) pontokbol kévetkezik. m

2.1.6. kévetkezmény. a) A 2.1.4. Tételben
o f injektiv & f(X) fiiggetlen.
o f sziirjektiv & (f(X)) = M.
o f izomorfizmus & f(X) bdzisa M'-nek.
b) Ma M szabad R-modulus és M ~ M, akkor M’ is szabad.
¢) Ha az M R-modulusnak van egy n-elemd X bdzisa, akkor M ~ R™.

Bizonyités. a) a 2.1.5 Lemmabdl kovetkezik.

b) a 2.1.5. e)-bél kivetkezik.

c¢) Legyen e = {eq,...,en} az R™ R-modulus kanonikus bdzisa, és legyen f: X — R™, f(x;) =e;, i=1,...,n.
Ekkor az a) pont szerint, f izomorfizmus. m
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2.1.3. Steinitz-tétel. Vektortér dimenzidja

2.1.7. tétel. Legyen V egy K-feletti vektortér, r,m € N* {xq,...,%x} eqy linedrisan figgetlen rendszer és legyen
{y1,...,yn} eqy generdtorrendszer. Ekkor v <n, és azyi,...,Yynvektorok kozil v vektor kicserélhetd azxq,..., %Xy
vektorokkal gy, hogy

<X17"')XTayT+1)"')yn> =V.

Bizonyitas. 1 szerinti indukciét alkalmazunk. Ha r = 1, akkor v < n. Legyen aj,...,a, € K gy, hogy
X1 =a1yy + -+ anyn. Mivel x; # 0, 1étezik 1 dgy, hogy a; # 0; feltételezhetjiik, hogy a; # 0. Ekkor
vi=a;'xa—a;lays - -y anyn
ésV = <U1>Uz e ,Un> - <X1»U2 e ,Un>~
Feltételezziik, hogy az &llitas igaz (r — 1)-re és legyen {x1,...,x,} egy linedrisan fiiggetlen rendszer. Akkor
{x1,...,%r_1} is linedrisan fiiggetlen. Az indukcié hipotézisabdl kovetkezik, hogy r—1 < n és

V=U1Y2.--,Yn) = X1, . X1, Yr .-, Yn)-

Ha r—1=mn, akkor V = (x1,...,%r_1) és x, fligg x1,...,x-t6l, ellentmondds, tehit r —1 < n és r < n. Mivel
Xy €V ={(X1,...%-1,Yr ..., Yn), kovetkezik, hogy

Xr =bix1 +---+br1xe 1 +bryr + -+ bryn.
Mivel x1,...,x, fliggetlenek, 1étezik i, r <1 < n gy, hogy b; # 0; feltételezhetjiik, hogy b, # 0. Ekkor
Yr=—a,"bixi — - —a; by 11+ ar % — @ bry1Yrs 1 — - — @y ' bnyn,
tehdt V.= (y1,yz2...,Yn) = (X1, - - X5, Yr41 -+, Yn). W
2.1.8. kovetkezmény. a) Ha B,B’ C V bdzisok, akkor |B| = |B’|.
b) Ha V-nek van egy n-elemd bdzisa, akkor V ~ K™.
2.1.9. definicié. Ha V-nek van egy n-elemii bazisa, akkor minden bézisdanak n eleme van. A bazis szdmossdgat
a V (K-feletti) dimenzidjinak nevezziik. Jelolés: dimg V =mn.
Jegyezziik meg, hogy ha dimy V = dimg V', akkor V ~ V’.

2.1.10. k6évetkezmény (alternativa tételek). Feltételezzik, hogy dimyx V = n.
a) Ha B CV és |B| =n, akkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. B bdzis
2. B linedrisan fuggetlen.

3. B generdtorrendszer.
b) Ha f € Endg (V) a kévetkezd dllitasok ekvivalensek:

1. f izomorfizmus
2. T ingektiv.

8. T szurjektiv.

Bizonyités. a) Ha B fiiggetlen, akkor a Steinitz-tételb6l kovetkezik, hogy |B| < dimy V és létezik egy bazis amely
tartalmazza B-t. Mivel |B] = n = dimg V, kiévetkezik, hogy B bézis.

Ha (B) =V, akkor létezik egy B’ bdzis tigy, hogy B’ C B. Mivel |B’| = n, kovetkezik, hogy B’ = B, tehét B
bazis.

b) Legyen B egy bézis. Ha f injektiv, [f(B)| =n és 2.1.5.a) szerint f(B) fliggetlen; a)-bdl kovetkezik, hogy f(B)
bézis, es 2.1.5.d)-bél kovetkezik, hogy f sziirjektiv.

Ha f sziirjektiv, akkor 2.1.5.b) szerint (f(B)) =V, és a) szerint f(B) bézisa V-nek, tehdt linedrisan fiiggetlen.
2.1.5.¢)-bdl kovetkezik, hogy f injektiv. m

2.9. feladat. a) Ha I véges halmaz, akkor dimy K! = |I].
b) dimg Mm,n(K) = mn.
¢) dimg 8 (R) = 25 dimpg An (R) = 751

2.10. feladat. Ha dimg U = m és dimg V = n, akkor dimx U x V=m + n.

2.11. feladat. Legyen f: U — V egy K-homomorfizmus. Igazoljuk, hogy:
a) f akkor és csak akkor injektiv, ha létezik g € Homy (V,U) dgy, hogy gof = 1y,.
b) f akkor és csak akkor sziirjektiv, ha létezik g € Homg (V,U) tgy, hogy fog = Ty.

2.12. feladat. Legyen A egy véges dimenzids K-algebra (pl. A = My (K)). Igazoljuk, hogy a € A nem zérusoszté
&= a invertdhaté A-ban .
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2.1.4. Dimenziéra vonatkozo képletek

2.1.11. tétel. Legyenek V és V' K-feletti vektorterck és f:V — V' egy linedris fiiggvény. Ekkor

dimgk V = dimg Ker f + dimg Im f.

Bizonyitds. Legyen {x1,...,%;} C V bazisa Ker f-nek, és legyen {x; ;,...,x} C V' bédzisa Imf-nek. Ek-
kor léteznek az X;y1,...,xn € V vektorok ugy, hogy f(xi) = x{, i = v+ 1,...,n, és elég igazolni, hogy
X1, ., Xey X 41,y - - -, X0} bdzisa V-nek.

Feltételezziik, hogy Y I* ; aix; = 0. Ekkor
mn mn
0= f(Z aixi) = Z aif(xi)
i=1 i=1
T n
= Z (lif(Xi) + Z aif(xi)
i=1 i=r+1
n
D e

i=r+1
kovetkezik, hogy ayy1 =+ = a, =0, ZI:1 aixi =0, ésvégll, a; = --- = a, =0, tehat {xq,...,%Xr, Xr41,...,Xn}
linearisan fiiggetlen rendszer.
Ha x’ = f(x) € Im f, akkor léteznek az a,,1,...,an € K skaldrok gy, hogy
n n n
fx)=x"= ) ax{= ) af(x)=FD> ax);
i=r+1 i=r+1 i=r+1
kovetkezik, hogy f(x—)_ " 1 aixi) =0, éslegyeny =x—) " ., aixi. Mively € Kerf, léteznek az ap, ..., ay €

K skaldrok gy, hogy y = Y i_; aixy, tehét

n n
X=y+ Z aixi:ZaiXiE<X1,...,Xn>.l
i=1

i=r+1
2.1.12. tétel. Legyen egy V K-feletti vektortér és U, W <g V. Ekkor

dimg (U + W) = dimg U + dimg W — dimg (U N W).

Bizonyitas. Tekintsiik az U x W ={(u,w) | u € U, w € W} vektorteret. Konnyti igazolni hogy, ha {u;,...,un}
bézisa U-nak és {wq,...,wm} bazisa W-nek, akkor {(u1,0),...,(un,0),(0,w1),...,(0,wq )} bazisa U x W-nek,
tehdt dimg (U x W) =n + m.

Legyen f: U x W — U+ W, f(u,w) =u+ w; ekkor f linedris, sziirjektiv (azaz Imf = U+ W), és

Kerf ={(u,w) e Ux W | f(u,w) =0}

={(uw)eUxW|u+w=0}
={(u,—uW eUxW|lueUnw}.

Mivel g: UNW — Kerf, g(u) = (u,—u) izomorfizmus, kévetkezik, hogy dimyg Ker f = dimg (U N W), és végiil,

dimg U + dimg W = dimg (U x W)
= dimg Ker f + dimg Im f
=dimg (UNW) +dimg (U+W). =
2.13. feladat. Legyen V egy K-feletti vektortér, dimx V =n, S, T <y V. Igazoljuk, hogy:

a) Hadimgk S=n—1ésTZS, akkor S+ T =V és dimg(SNT) =dimg T — 1.
b) Ha dimg (S + T) = dimg(SNT) + 1, akkor S C T vagy T C S.

2.14. feladat. Legyen dimx V =n és f,g € Endg (V). Igazoljuk, hogy, ha fog =0 és f + g € Autk(V), akkor
dimg Im f + dimg Im g = n.

2.15. feladat (Sylvester). Legyenek f : U — V, g : V — W K-homomorfizmusok, dimx U = m, dimx V =
n, dimg W = p. Igazoljuk, hogy dimy Ker(g o f) < dimy Ker f + dimyg Ker g.
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2.1.5. Linearis fiiggvény matrixa

Tudjuk, hogy, ha U és V R-modulusok, akkor Homg (U, V) R-modulus és Endg(U) R-algebra. Ha U és V szabad
R-modulusok, akkor részletesebben vizsgalhatjuk a linearis fliggvényeket.

Legyen u = (uq,...,uy) U-nak egy bézisa és v = (vq,...,vin) V-nek egy bézisa. (Figyelembe vesszik az
elemek sorrendjét, azaz rendezett bézisokat tekintiink.)
Ha x € U, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarozott x1,...,%x, € R skaldrok, ugy, hogy x = Z?:1 XiUq.
Azt mondjuk, hogy (x1,...,%n) az x vektor az u bédzisra vonatkozd koordindtavektora, és legyen
X1
Mu(x) = [X]u = € Mn,] (R)
Xn

az x vektor az u bdzisra vonatkozo mdtriza.

2.16. feladat. Igazoljuk, hogy:
a) My : U — My 1(R), My(x) = [xly R-izomorfizmus;
b) My 1(R) ~ R™.

Legyen f: U — V egy linedris fiiggvény. A szabad modulusok univerzalis tulajdonsagabdl kévetkezik, hogy az
f(ur),...,f(un) € V elemek meghatarozzak f-et. Legyen

m
flu) =) ayvi, 1<j<n.

i=1

Az ay; € R skaldrok egyértelmiien meghatarozottak, és legyen

Muv(f) = [ﬂuv = [ai)’h]

az f fliggvény az (u,v) bdzispdrra vonatkozé mdtriza. Vegyiik észre, hogy [f(u;)], egyenld az [f],, métrix j-edik
oszlopaval.
Ha A € M n(R), a kivetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni:

e 0o/ = az A matrix j-edik oszlopa.

j
° s{\ = az A matrix i-edik sora.

2.1.13. tétel. Legyenck U ésV a fenti szabad R-modulusok, legyen W' egy szabad R-modulus és w = (w1, ..., wp)
W-nek egy bdzisa. Tovdbbd, legyenek f,f’ € Homg (U, V) és g € Homg(V, W).

a) [f(x)ly = [fluy[X]w, minden x € U esetén.

b) [f + f/]uv - [ﬂuv + [f/]uv

¢) laflyy = alflyy, minden a € R esetén.

d) [9 o ﬂuw = [g]vw : [ﬂuv-

Bizonyitas. a) Legyen y = f(x) = Y I, yivi, tehdt

Y1

n

vi=) ayy, 1<i<m,
=1

vagy matrixokkal,

[f(xj]v = [ﬂuv [X]u~
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b) Ki kell szdmitani az (f + f’)(u;) koordindtdit, ha 1 <j <n:

m
(f+ ) (w) = f(u;) + ' (u;) Z aijvi + Z alvi = Z aij + afj)vi,
i=1
tehat
[f + 1r:I}uv = [aij + a{j] = [ai]’] + [a{j] = [ﬂuv + [fl]uv-

¢) Hasonlémédon, minden 1 <j < mn esetén,

(af)(1;) = af(w;) = a(D_ayvi) = ) (aay)vi,
- izt

tehdt
[aﬂuv = [aaij] = (1[(11)'] = a[ﬂuv

d) Ha 1 <j <n, legyen

(gof)lw) E Cij Wk,

azaz

[g o fluw = [ckjli<k<p € Mp n(R).
1<45<n

Megismételve a fenti szamitasokat,

(gof)(w) =g(f(w)) =g()_ ayvi) =) aig(vi)
f -

m
= Z aij Z briwk = Z(Z briai;)wi
i=1

k=1 i=1

Mivel {wq,...,wp} W egy bézisa, kovetkezik, hogy

m
ij:Zbkiaij. 1T<k<p, 1<j<n,

i=1

és matrixokkal,

[9 o flyw = Ck] Z bklal] [l |

2.1.14. kévetkezmény. a) M, , : Hom(U, V) = My n(R) R-modulusizomorfizmus.
b) M,y : Endg (V) — My (R) R-algebraizomorfizmus.

Bizonyitéas. A szabad modulusok univerzalis tulajdonsagabdl kévetkezik, hogy My, , jél értelmezett és bijektiv,
és az el6zd tételbdl kovetkezik, hogy izomorfizmus. =

2.17. feladat. Ha dimg U = m és dimg V = n, akkor dimx Homy (U, V) = mn

2.18. feladat. Legyen t € R, fy, gy : R? = R?, fi(x) = (x7 cost —xpsint,xy sint +x cost), g¢(x) = (x2cost+
x2sint,x; sint — xz cost).

a) Igazoljuk, hogy fi, g; € Endr(R?).

b) Hatérozzuk meg az [file e és [gile e matrixokat, ahol e = (e, e2) a kanonikus bdzis.

¢) Hatdrozzuk meg az fy o fy/, g¢ o gis, ft 0 ges, gt o fr/ morfizmusok matrixat.

2.19. feladat. Legyen V = R [X] = {f € R[X] | gr(f) < n}, a € R, f € R[X] és legyen B = (1,X—aq,...,(X—
a)™/nl).

a) Igazoljuk, hogy B bézisa V-nek.

b) Hatdrozzuk meg az f koordindtait a B bazisban (Taylor-képlet).

¢) Legyen D : V — V, D(f) = f’. Hatdrozzuk meg a D métrixdt a kanonikus bazisban.

2.20. feladat. Igazoljuk, hogy:
a) Aut(Zy x Zp,+) = AUtZZ(Zz X 7).
b) (Aut(Zz x Zz,+),0) = (S3,0).

2.21. feladat. Hatdrozzuk meg a (Z x Z,+) csoport automorfizmusait.
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2.1.6. Baziscsere

Legyen U egy szabad R-modulus, és u = (u1,...,un) egy bdzisa. Hau’ = (ug,...,uy) egy elemrendszer, uj € U,
akkor léteznek az egyértelmiien meghatérozott ti; € R skaldrok tgy, hogy

n
u = Ztijuia 1<j<n,
i=1
azaz,
ty;
[u;]u = = O;ra
tnj
ahol

T= Tll:LL/ = [tijl1<i,j<n € M (R).

: 4 z z z e 7z 7 . e .
Azt mondjuk, hogy T =TY az u bdzisrdl az u’ rendszerre vald dttérési mdtriz.

2.1.15. tétel. a) u' = (ug,...,u}) bdazis & T = Tﬁf/ invertdlhaté mdtriz. (Informdlisan, u a ,,régi” bézis és u’

az ,,1j” bézis.)
b) Ha u' bdzis, akkor minden x € U esetén

X = (TS iy |

c) Legyen V egy szabad modulus, v = (v1,...,vm) és V' = (v},...,v],) két bdzisa, és legyen
S=T) =lsijli<ij<m € Mm(R)
az dttérési mdtriz, ahol

m
v]-’:Zsijvi, 1<j<m.

i=1

Ha f: U —V egy linedris fuggvény, akkor

[ﬂu/,v’ = Si] [ﬂu vT .

)

Bizonyitds. a) A szabad modulusok univerzilis tulajdonsiagdbdl kovetkezik, hogy létezik egy egyértelmiien
meghatdrozott h: U — V linedris fiiggvény dgy, hogy h(u;) = uj' , 1 <j <m, és vegyiik észre, hogy [hly, =T. A
2.1.5. Lemmdbdl és 2.1.14.-b8l kévetkezik, hogy u’ = (h(ug),...,h(u,)) bézis & h izomorfizmus & T = [h]y .\, €
M, (R) invertdlhaté matrix.

b) Legyen x = 3 " ; xjui = 3 xjuf € U. Ekkor

n
e ! — ! 1
x=) Xuj=) X} tyu
j=1 j=1 i=1
n n
/
=2 (D tixui =2 xw.
i=1 j=1 i=1
Mivel u ={uq,...,u,} bazis, kovetkezik, hogy

n
Xi:Ztin){» 1<i<n,
=1

azaz,
[X]u = T[X}u’-
c¢) Kétféleképpen kiszamitva az [f(x)], matrixot, kapjuk, hogy

[f(xj]v = [ﬂu,v[x]u = [ﬂu‘vT[X]u’v
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és
[(f(x)]y = SIf(x)]v, = S[flur v [x]ur
1 0 0
0 1 0
Rendre behelyetesitve [x]y/-et az | . |, -] .| € M, 1(R) métrixokkal, kovetkezik, hogy [fly T =
0 0 1

S[f]u/‘\,/, tehat
[ﬂu’,v’ = 8_1 [ﬂuva. | |

2.2. Determinansok és matrixok

2.2.1. A determinans értelmezése
A. Miasod és harmad rendii determinansok
Legyen R egy kommutativ gytirii, és tekintsiik a kovetkez6 egyenletrendszert:

ajixq +anxy = by
azixi +azxz =bs.

arn a2
Legyen A =
&Y <<121 azz
lopmdtriza.
Alkalmazva a kikiisz6bolési médszert, kapjuk, hogy az egyenletrendszer ekvivalens a kévetkezd egyenletrend-

szerrel:

) € M3(R) az egyenletrendszer mdtriza és B = (?) € M31(R) a szabad tagok osz-
2

(ar1a22 —ajzaz1)x1 =braz; —azby
(ar1a22 —as2az1)x2 =b2az —aziby.

Definici6 szerint, legyen

ar; a2
azr  azz

det A = =ajjaz; —ajzaz; €R

as A matrix determindnsa.

Vegylik észre, hogy ha Ay = <E1 212) és Ay = <2” ?), akkor
2 a2 21 02

x7det A =det Ay, x2detA =detA,.

Tekintsiik most a kovetkez6 egyenletrendszert:

aj1x) +ajzxz + ajzxz = by
az1x1 + az2xy + azsxz = by
as1xq + as2xy + azzxz = bs,

aj1 a2 as b1 a2z a3 ajr by a3
és legyenek A = | a1 az2 a3 |, Ar=|bz a2 ax3|, Ax=|ax bz az;
asz1 as2 a3z bz as2 as;3 az; bz ass

ajr a2 by
és A3 = [ az1 az2 bz | € M3(R). Hasonlé médon kapjuk a kovetkezd ekvivalens egyenletrendszert:
az; azy bz

x1det A =det Ay, xpdetA =detA,. x3detA =detAs,
ahol definicié szerint,

apr aiz as
det A =|az1 az azs
assg asz ass

=a11022033 + a120230371 + a130a21032 —A110A23032 — A13022037 — Q120271033
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2.22. feladat. Szdmitsuk ki a kovetkezd determindnsokat:

cost sint a b c 1 ! !
a) Cdint costl’ b) [b ¢ al; ¢) |a b c].
c a b a?z b2 ¢?

B. n-ed rendii determinans

A fenti szamitdsokat folytatni bonyolult lenne, de szugeraljak a kovetkezé altaldnositast:

2.2.1. definicié. Ha A = [ay;] € M (R), akkor az A madtrix determindnsanak nevezziik a kovetkezé R-beli
elemet:

det A = Z sgn(o)aig(1)a26(2) - - - Ane(n) -
0ESH

Az Osszegnek n! tagja van, és mindegyik szorzat tartalmaz az A matrix minden sorabdl és minden oszlopabdl
pontosan egy elemet.

2.2.2. lemma. det A =det At.
Bizonyitds. Legyen A' = [aj;] € M (R) az A métrix transzpondltja, ahol af; = aji, 1 <1,j <n. Ekkor
det At == Z SgIl(O‘)a%U(”aEU(Z) co a;o_(n)
0ESH

Y sgn(0)a(1)100(2)2 - - Aa(nin
oESH

= Z sgn(0)ai-1(1)026-1(2) - - Gno 1 (n)
0€SH

D sen(T)arc(1)a2x(2) - - Anr(n)
TESH

=det A.

Az utolsé el6tti egyelGségben felhasznaltuk az R kommutativitdsat és a kovetkezd tényeket:
e Az S, — S, 0— T=0"" bijektiv fiiggvény;
e sgn(o)=sgn(oc'). m

2.2.2. A determinans induktiv értelmezése
A. Multilineéaris alakok
Legyen R egy kommutativ gytri, M, N R-modulusok és legyen M™ =M x --- x M.

2.2.3. definicié. a) A ¢ : M™ — N fiiggvényt n-linedrisnak nevezzik, ha

Gx1, oy axi +ax),...,xn) = ab(x1,. .., X4, .oy Xn) Fa D1, X, X))

{ ..., Xn € M esetén (azaz, ¢ minden valtozéjdban linedris).
Ha N =R, akkor ¢-t alaknak nevezziik.

b) Azt mondjuk, hogy ¢ : M™ — R alterndld alak, ha

minden a,a’ € R és xq,...,xq,x]

Xi =Xi+1 = P(X1,..., %X, Xitiy .-y Xn) =0
minden 1 € {1,...,n — 1} esetén.

2.2.4. példa. a) Minden ¢ € Homg (M, N) 1-linedris fiiggvény.
b) Ha A egy R-algebra, akkor

A=A Px1,...,Xn) =X7 ... Xn
n-linearis fiiggvény.
¢) Legyen M =M, 1(R), n =2, x; = (2;) és xo = (2;) Ekkor
¢:MxM—=R, dx1,x2) =anazn —axan

2-linedris alternald alak.
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2.2.5. lemma. Legyen ¢ : M™ — R egy n-linedris alterndlo alak.

a) Hai<j, akkor @(x1,...,Xi, .y, X5, vy Xn) = —B(X1, .-, X5, oy Xiy o ooy X );
b) Hai#j ésxi =x5, akkor ¢(x1,...,%xn) =0;
c) Hai#j és a e R, akkor d(x1,...,xi +axj,...,Xn) = H(X1,...,Xi, .00, Xn ).

Bizonyitas. a) Legyen k =j — 1; k-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha k = 1, akkor

(b("')Xi+Xi+1)xi+xi+1)-"):d)("-1xi)xi)"')+¢('-'»Xivxi+1)"')
+ 0 xip1, X, ) F Ol X1, X, )

:¢(---,Xi,xi+],...)+¢(...,Xi+],xi,.--),
tehat
Cb(X],...,Xi,XiJr],...,Xn) :—d)(X],...,Xi+1,Xi,...,Xn).

Legyen k > 1, és feltételezziik, hogy az allitds igaz k — 1-re. Felcsréljiik xi-t xi4-val harom lépésben: felcseréljiik
Xi-t Xitk_1-gyel, utdnna xi k-t xi-vel, és végll xix_1-et Xirk-val. Az indukcié hipotézisabdl és a k = 1 esetbél
kovetkezik, hogy & haromszor valt eldjelet, tehat

(b(X]a"')Xi)"'vxi+ka"')xﬂ):_(b(X]a"')Xi-Fk»"'axia"')xn)'
b) Feltételezhetjiik, hogy k =j —1i > 1; ekkor
X1, Xiy e Xy X)) = =0 (X1, X1, e, X, X, - X ) = —0=0.
c) Az i < j esetet vizsgilva,
G oxi+axj, ..., %5,... ) =b( .., X%, 0%, ) Fad(ca X, %, L)
= (X1, Xy ey Xy ey Xn ) [
2.2.6. lemma. Legyen ¢ : M™ — R egy n-linedris alterndlé alak, A = [ai;] € Mn(R), x1,...,%Xn € R, és legyenek
n
ui =) ayx, 1<j<m,
i=1

n
Zi = E aijXj, ]SISTL
j=1

FEkkor

¢(y1a~-~)yn) = d)(Z])"-aZn) :det(A)d)(X]) )Xn)-

Bizonyitas. Mivel ¢ n-linedris, kovetkezik, hogy

n
aan]') =
1

(b(Z]a'-'vZTl) :d)(Za]in)'-'v
j=1 j

= Z ari, ~--anin¢(xi1v"'»xin)'

1< < <in<n

Legyen o : {1,...,n} = {1,...,n}, o(k) = ix; ha o injektiv, akkor o bijektiv, tehdt o € S;; ha ¢ nem injektiv,
akkor ¢(xi,...,xi,) =0, mert ¢ alternald.
Kovetkezik, hogy

d(z1,...,2n) = Z Arg(1) -+ Anom) P(Xe(1)y -+ h Xom)) =
oESH

= Z sgn(0)a14(1)026(2) - - - Ano(n)P(Xiy, .o, X4, ) =
0ESH

=det(A)p(x1,...,xn)

Vegytik észre, hogy
n n
vi=) @y =) aix,
j=1 j=1

tehdt a mésodik egyenldség kovetkezik az els6bdl, és abbdl, hogy det A = det At. m
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B. Determinansok alaptétele

Ha A = [ay;] € M (R), és M := My 1(R) akkor legyen
aij

° o]A = € M az A j-edik oszlopa, 1 <j < mn;

Qnj
o s? = (ai1...a1m) € My 1 (R) @ M az A i-edik sora, 1 <i<n.
Vegyiik észre, hogy ha I = I, := [6i;] € M (R) az n-ed rendil egységmétrix, akkor (e = o
M kanonikus bézisa.

I _ oI
1r---,€n =0y) az

2.2.7. tétel. Létezik az egyértelmiien meghatdrozott 6., : M™ — R n-linedris alterndlo alak gy, hogy
dnler,...,en) =1.
Minden A € M, (R) esetén,

det(A) = 6, (07,...,00).

Bizonyitas. Feltételezzilk, hogy létezik egy 6, : M™ — R m-linedris alternélé alak gy, hogy &.(eq,...,en) = 1.
Legyen x1,...,xn € M,

n
Xj:Zaijei» 1<j<n

i=1
és legyen A = [ay;], azaz ojA =xj. A 2.2.6. lemmabdl kovetkezik, hogy
dn(X1,...,xn) = det(A)dn(er1,...,en) = det(A),

tehat bebizonyitottuk az egyértelmiiséget és az utolsé allitast.
A b, létezését n-szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 2, akkor 2.2.4.¢)-bdl kovetkezik, hogy &, 1étezik.
Feltételezziik, hogy &n—1 létezik, és megszerkessziik dn-et. Legyen A = [ay;] € M (R), x; = ojA, és legyen Ajj
az az (n — 1)-ed rend(i matrix amit A-bdl kapunk az i-edik soranak és a j-edik oszlopanak elhagyésdval.
Ha 1 <1< n rogzitett, legyen

Sn(of,...,0n) =) (=1 ay det(Ay;).

j=1
Igazoljuk hogy (—1)'"ay; det(Ay;) linedrisan fiigg xx-t6l, ahol x = of', 1 < k < n. Tudjuk, hogy 8,1 1étezik és

det(Ay) = 8n1(0]7,...,000)).
Ha j = k, akkor det(Ay;) nem fiigg xx-t6l (mert of-t elhagytuk), de aij; = aix R-linedrisan fiigg xi-tél. Ha j # k,
akkor det(Ay;) linearisan fiigg xi-t6l mert 8,1 multilinedris, és ai; nem fiigg x-t6l.
Kovetkezik, hogy 6,, n-linearis, és nyilvanvald, hogy d.(eq,...,en) = diidet(l,, 1) = 1. Igazoljuk, hogy 6.,
alternalé.
Feltételezziik, hogy xx = Xk 1, tehdt off = o, ;. Ekkor Ajx = Ajki1, Qixk = Qiks1, éshaj#késj#k+1,
akkor Ajj-nek van két egyenld oszlopa, tehdat det(Ay;) = 0; kovetkezik, hogy

Sn(0f, ..., 00) = (=) " aycdet(Au) + (=1)" T ay i1 det(Ai 1) =0. n

2.2.8. definicié. a) det : M,,(R) = R, A — det(A) fiiggvényt n-ed rendd determindnsnak nevezzik.
b) A Ty = (—1)'" det(Ayj) € R elem az ayj elem algebrai komplementuma.
¢) Azt mondjuk, hogy a

n
det(A) = Z aij Fij
j=1

képlet az A determinansanak az i-edik sora szerinti kifejtése, 1 < i <m.

2.2.9. kovetkezmény (Determindnsok alaptulajdonsigai). a) Az A determindnsa linedrisan fiigg az A 0sz-
lopaital.

b) Ha A-nak van két egyenld oszlopa, akkor det(A) = 0.

c) Ha A két oszlopdt felcsréljiik, akkor a determindnsa (—1)-szeresére vdltozik.
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d) Az A determindnsa nem vdltozik, ha egy oszlopdnak skaldrszorosdt egy mdsik oszlopdhoz adjuk.
e) Mivel det(A) = det(A"Y), a fenti dllitdsok sorokra is igazak.
f) det(A) j-edik oszlopa szerinti kifejtése:

det(A) = Y (—=1)"Jaydet(Ay), 1<j<n.

i=1

2.23. feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd determinansokat:

_Oa 8 Z Z a+b b+c c+a l 1]) 1 (11
a) :0b) |a?24+b? bP4ce? 2+ o) |3 o o o

b —d 0 f ad+c® b3+ G +ad a b d

—c —e —f 0 ad v 3 ad

2.24. feladat. a) Szamitsuk ki az A = (ay;) € My (K) determindnsét, ha ai; =0, i > j.
b) Szédmitsuk ki az A = (aij) € My (K) determindnsét, ha a3 =0, i+j <n.

2.25. feladat. Szamitsuk ki a kovetkezé determindnsokat:
a b 0 O 0 0
a x X ... X c a b O 0 0
X a X ... X 0 c ab 0 0
a)Ap =X X @ ... X b)DnZOOCa 0 0
X X X ... a 0O 0 0 0 ... b
00 0 0 ... ¢ a
XYy yy Yy y
zZ X Yy y y y 1 1 1 1
z z X Y vy vy aj az as an
2 2 2 2
¢)Bn=|% % 2z X y vy d) Vo =| @ ay aj as
z z z X Y ar ' oy ay! an-!
z z z zZ ... z X
0 a2 as A1n
—ai2 0 azs aon
e) Sy =|" %13 —aa3 0 <+ O3n| (S -nél n paratlan).
—Qa1n —an —Qa3n ... 0
2.26. feladat. Igazoljuk, hogy:
1 1 1 1
aj az as an
a? af d ... d}
v‘i'L(G-])"'vaTL) = C11|'71 aiz.f'l aé*] (l}f] :Sﬂ—i(a1)"')aﬂ)v‘nv
ai™ adt et L alf!
at ay ay ay
ahol
sk =X1 ... X+ -+ Xnkgr - Xn
a k-adik elemi szimmetrikus polinom és V, = V. (aj,...,as) a Vandermonde-determindns.

2.2.3. Determinansok tulajdonsagai. Invertalhaté matrixok

2.2.10. tétel (Cramer-szabély). Ha A € My (R) ésb =3 1", xj0f* € My 1(R), akkor

dn(of, ... ,b,... ,OQ) = x; det(A).
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Bizonyitas. Mivel §,, n-linearis alternéld, kovetkezik, hogy

n
A A A A A
dn(07,...,b,...,00) = 6n(0] ,...,ijoj Yoy 00)
=1
n
A A A
:Zx,-én(m yery 05y, 00)
=1
:Xién(O]Avn inAy aoﬁ)
= x; det(A). [

2.2.11. tétel (Determindnsok szorzastétele). Ha A,B € My (R), akkor

det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitds. Legyen (e1,...,en) az M = My 1(R) kanonikus bézisa. Az x; = Z?:l aijjei, 1 < j < n Ossze-
fliggéseket a méatrix formaban irva:

X1 €1
=A

Xn en
Ebben az esetben, a 2.2.6. Lemm#&bol kévetkezik, hogy
dn(x1,...,xn) =det(A)dn(er,...,en) = det(A).

Vegyiik észre, hogy

Z1 €1 €1 €1 Ui
=(AB)| : [ =A(B| : |) éslegyen B| : [ =
Ekkor
det(AB) = det(AB)dn(e1,...,en) =0n(z1,...,2n) =
=det(A)dn(y1,...,Yn)
=det(A)det(B)dn(er,...,en)
= det(A) det(B). [

2.2.12. tétel (Adjungdlt méatrix). Legyen A = [ai;] € My (R) és legyen A= [ai;] € Mn(R), ahol
Elij = l“)-i = (—] )i+j det Aji.
A-t az A adjungdltjinak nevezzik, és fenndall a kovetkezd egyenldség:

AA = AA =det(A) - 1,,.

Bizonyitas. Mivel AA = [22:1 QikOili<ij<n €8 AA = [ZE:1 ik akjl1<i j<n, igazolni kell, hogy

n n
Z aikl“,-k = 615 det(A) és Z Ay ]“ki = 51)' det(A),
k=1 k=1
ahol 85 a Kronecker szimbdlum.
Bizonyitsuk be az elsé egyenléséget. Ha i = j, akkor valéban Y ,_; ailixk = det(A) (i-edik sor szerinti
kifejtés). Feltételezziik, hogy i #j és legyen A’ = [a/;] € My (R) tigy, hogy s = s{* haj #1, és s{' = s, Mivel
A’-nek van két egyenld sora, kovetkezik, hogy

n

n
0=detA’ = Z ai T = Z ajklix. u
k=1 k=1

2.27. feladat. Ha A € T, (K) akkor A = (;) € To(K).
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2.2.13. tétel (Invertdhaté matrixok). Ha A = [ai;] € M (R), akkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) A mvem‘ahato mdtriz.

(ii) det(A) € R invertdlhatd elem.

(iii) of\,...,oﬁ) bdzisa M-nek.

(iv) (s9',...,sN) bdzisa My n(R)-nek.
Bizonyitas. ,,(i)=(ii)” Ha létezik B € M, (R) dgy, hogy AB = BA = I,,, akkor det(A)det(B) = det(I,) =1,
tehat det(A) € U(R).

,(i)=(1)" Ha det(A) € U(R), akkor az el6z6 tételbSl kovetkezik, hogy A~! = det(A)TA.

»({1)&(il)” Létezik az egyértelmiien meghatdrozott f : M — M linedris fiiggvény tgy, hogy f(e;) = 0)-/\,
1 <j <n. Mivel ojA = Y ', aijeq, kovetkezik, hogy [fle.c = A. Ekkor 2.1.5. és 2.1.14.-b6l kovetkezik, hogy A
invertdhaté & f izomorfizmus & (f(e1),...,f(en)) bézis & (of,...,07) bézis. m

Jegyezziik meg, hogy ha det(A) € U(R), akkor

AT =det(A)TA és det(AT) =det(A)!

Az invertalhaté métrixok halmazdt GLy (R)-el jeloljuk. Mivel GL,(R) az (Mn(R),+,-) gyliri invertalhaté
elemeinek a halmaza, kovetkezik, hogy (GLn(R),) csoport. Ezt a csoportot az dltaldnos linedris csoportnak
nevezzilk. A fentiekbdl kévetkezik, hogy a

det : GL,(R) — U(R), A det(A)
fiiggvény csoportmorfizmus.

2.28. feladat. Igazoljuk, hogy SLy (K) :={A € GL,(K) | det A = 1} részcsoportja (GLy, (K),-)-nak. (SLn(K)-t a
specidlis linedris csoportnak nevezziik.)

2.29. feladat. Igazoljuk, hogy GL., (Q)-nak van egy Sy-nel izomorf részcsoportja.
2.30. feladat (Ortogonilis és unitér csoportok). Legyen n € N*
OMm):={A e M,(R)|A-A'=1,}
az ortogonalis métrixok halmaza és
Un):={A e M,(C)|A-AM=1,}
az unitér métrixok halmaza, ahol: A" := At A = [@ij]1<ij<n- Igazoljuk, hogy:
a) Ha A € O(n), akkor A'A =1, és det A = +1.
Ha A € U(n), akkor AMA =1, és |det Al =1.

b)

c)S n ) < O( ) < GL,x(R), ahol SO(n) :={A € O(n) | det A = 1} a specidlis ortogonalis csoport.
d) SU(n) < U(n) < GL,(C), ahol SU(n) :={A € U(n) | det A = 1} a specidlis unitér csoport.
) O

cost sint cost sint
a {(—sint cost) ’ (sint —cost) [te [0,27'[)}‘

2.31. feladat (Blokkmatrix inverze). Legyen K egy kommutativ test, A = (

e

A Az
Ax A22> € M, (K), ahol
A1 e M, (K), Az € Mg (K), p+ g =mn, és feltételezziik, hogy A,, invertalhaté. Igazoljuk, hogy A invertdlhaté
akkor és csak akkor ha A1 — Aqu_z] Az1 € M, (K) invertdlhaté. Ebben az esetben, fejezziik ki az A inverzét
Agzl és (A1 — AuA;z] A21) 7! segitségével.

1

Alkalmazds. Szamitsuk ki az A = € M, (Q) métrix inverzét.

—_ - N

0 2
1 11
1 2 4
0 0 1

2.32. feladat. Szamitsuk ki az A € M, (K) inverzét, ahol

1+ a, 1 1
1 1+a ... 1

1 1 . 1+an
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2.33. feladat (Gauss-szam). Feltételezziik, hogy [K| = q, és legyen
GX(a) = U <k K™ | dimy U = k.

Igazoljuk, hogy:
)\GL ( I =(a"=1)a" —a)(d" —q*)...(q" —q"").

) G?L(q) - 1.1 k+1
_ (@D "D (g T _ -

¢) Gnla) = “rgyrgr=i gy o K= eon =]

d) G =Gr  (a).

e) G _qnGn1() +GEl(g), k=1,...,n—1.

f) Hany rendezett bazisa és hany béazisa van a KTl vektortérnek?

Legyen det(A) egy n-ed rendii determindns, 1 <11 <--- <1, <n, 1 <j1 <---<jr, <nés D]: i’ az a minor
(aldeterminéns) amelyet a det(A) i1,...,1; sorainak és j1,...,jr oszlopainak a klvalabztasaval kapunk Jeloljiik
D]1 ’T -el a D)1 " kiegészitd aldetermindnsdt (amelyet a megmaradt sorok és oszlopok természetes sorrendbeli
klvalasztasaval kapunk). Végiil, (1)t + it J”TD]1 D’1 i: adjungdlt minora.

2.2.14. tétel (Laplace-kifejtés).
det(A) = Z (_])11++1r+]1++J'D1:1:6111:
1< < <Gr <0
(det(A) kifejtése az i1,...,1, sorok szerint; az Gsszegnek CJ, tagja van.)
Bizonyitas. Felhasznéljuk a determinans definicigjat:
det Z sgn 0.1 of <+ Qng(n)-
ocS,

Ha det(A)-bél kivalasztunk r oszlopot, akkor a kivélasztott sorok és oszlopok egy t-ed rendil aldeterminédnst
hataroznak meg. Ennek szorzata adjungaltjaval det(A)-nek r!(n—r)! tagjat szolgdltatja, mégpedig helyes eldjellel.
Mivel r oszlop CJ,-féleképpen véalaszthaté ki, az Gsszes ilyen médon nyert determindnsszorzatok a det(A) deter-
mindns CJ, - rl(n —r)! = nl tagjat 4llitjak el6. Ezek kozott det(A) mindegyik tagja szerepel (éspedig akkor csak
egyszer). W

2.2.15. kévetkezmény (Determindnsok szorzastétele). Ha A, B € M, (R), akkor
det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitas. Tekintsiik a

A On
C= (_In B) € Maw(R)

blokkmatrixot. Laplace tétele szerint,

n(n—1)

det(C) = det(A) det(B)(—1)* = det(A) det(B).

Minden j = 1,...,1 esetén adjunk hozzd az els6 oszlop bji-szeresét, a masodik oszlop bj,-szeresét stb, az
n-edik oszlop bjn-szeresét az n + j-edik oszlophoz. Eljutottunk a

=(4, %)
matrixhoz, és
det(A) det(B) = det(C) = det(C’)
= (=) IR AN K det(AB)
= det(AB). [
2.34. feladat (Ciklikus determinéns). Igazoljuk, hogy:

aj a asz ... an
an aj a ... an_—1

Cp=|9n-1 Gn @1 ... On-2) —f(ep)... f(en_1),
ap as asz ... aq

ahol f =a; + axX +---+ap X" 1, ései, i=0,...,n—1 az n-ed rendi egységgyokok.
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2.35. feladat. a) Alkalmazva a Laplace-képletet, szdmitsuk ki a kovetkez6 determindnst:

aj 0 az 0 as
0 X1 0 X2 0
D={b; 0 by 0 b3|.
0O yv1 0 y2 O
Cq 0 C2 0 C3

b) Szamitsuk ki a kovetkez6 determindnst:

aq b] C1 d] 0 0

az bz C2 dz 0 0
D= as b3 C3 d3 0 0
10 0 aq b] Cq d]
0 0 az bz C2 dz

0 0 as b3 C3 d3

c) Szémitsuk ki a dpy, = det(A) determindnst, ahol A = [ai;] € Man (R),
Xi, i :]
aij = 0> 17&))1—1_):2“-—'—1» Xi»UiER-
Yi, i+j=2n+1

d) Ha A € M (R), B € Mjnu n(R) és C € M (R), akkor det (A B

0 C
0 A
e) Ha A, B, C € M,,(R), akkor det (B C) = (—1)™det(A) det(B).

) = det(A) det(C).

—B

2.36. feladat. a) Legyen A,B € M, (R) és i = v/—1 € C. Igazoljuk, hogy det (A A

) = |det(A +1iB)[?, és
szamitsuk ki a

a -b —c —d
b a —-d c¢
D= c d a —b

d —¢c b a

determinénst, ahol a,b,c,d € R.
b) Szamitsuk ki a

a —-b ¢
—-b a —-d ¢
D= —c d a -b
—d —c b a

determinénst, ahol a,b,c,d € R.

2.37. feladat (Binet—Cauchy). Legyen A = (aij) € Mym(R), B = (bix1) € Mmn(R) és C = AB. Bizonyitsuk
be, hogy:

a5, @25, a3y, ... Gnj, | |bj1 by 2 bjz ... byn

a5, @25, G35, ... Gnj,| |bj,1 Dbj2 bj3 ... byn

det C = 2 G5, @25, Q3j; ... Gnjz|.|bj;1 Dbjz2 bj;z ... by
R e ) . ) . . o .

G']]n azjn a3)n e anjn b)n1 bjnz b)n3 e b]nn

(tehdt det C =det Adet B ha m =n és det C =0 han >m).
Alkalmazds. Ha A € Mun(R), m > n, akkor det(A'-A) = 3, B2, ahol B végig fut az A n-edrendfi
minorainak a halmazén.

2.38. feladat (Gram-determindns). Ha x = (x1,...,%n), Y = (Y1,...,Un) € R™, legyen (x,y) = > " ; xiy;
az x,y kanonikus skaldris szorzata. Legyen v',...,v' € R™ aj; = (v V), 1 <i,j < mn, és GM',...,v") =
det(aij).

Igazoljuk, hogy {v!,... v} akkor és csak akkor fiiggetlen ha G(v',... v™) #0.
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2.2.4. Matrix rangja

2.2.16. definicié. Legyenek U és V K-feletti vektorterek, f : U — V egy linearis fliggvény, és uq,...,uy € U
vektorok.
a) Ertelmezés szerint, a vektorrendszer rangja egyenld a vektorok dltal generdlt résztér dimenzidjdval:

rang(uy, ..., Uy ) = dimg (U, ..., Um).
b) A linedris fliggvény rangja egyenlé a képtér dimenzidjaval:
rang f = dimg Imf.

2.2.17. megjegyzés. a) A 2.1.11. tételbdl kovetkezik, hogy rang f = dimg U — dimg Ker f.
b) Feltételezziik, hogy (e1,...,en) U-nak egy bazisa, tehat U ={x = Y " ; xie; | x; € K}. Ekkor

Imf=f(U) ={f(x) | x e U}

={) xifle:) | x €K}

i=1

- <f(e1 )7 e »f(en» SK \/7
tehdt, rang f = rang(f(e1),...,f(en)).

2.2.18. definicié. Legyen A = [ay;] € My n(K), és legyen 0 < v < min{m,n}. Azt mondjuk, hogy az A rangja
egyenld r-el (jelolés: rang A = 1), ha A-nak van egy r-ed rend{i nemnulla minora (aldetermindnsa), és minden
T-nél nagyobb rend minor egyenlé 0-val.

2.2.19. tétel (Kronecker-tétel). Minden A € My, n(K) mdtriz esetén,

A

rang A = rang(o?',...,00) =rang(s}',...,s2)

8.

Bizonyitas. Legyen r = rang A. Ekkor A-nak van egy r-ed rend{ nemnulla minora, és egyszeriiség kedvéért,
feltételezhetjiik, hogy det(B) # 0, ahol

an . alr
B =
Aaqy1 . Ay
Kovetkezik, hogy az o?, ..., 08 oszlopok linedrisan fiiggetlenek, tehat az o{\, ..., 0% oszlopok is linedrisan fiigget-
lenek; kévetkezik, hogy r < rang(of',...,0%).

Kiegészitjiik B-t egy sorral és egy oszloppal, és legyen

al e Air Q45

Dij: : K : : y 1§1§m, r<j§n.
Arq . Arr  Qyj
ail . Qir  Qij

Igazoljuk, hogy Di; = O minden 1 <i <m, 1 <j <nesetén. Valéban, ha 1 <1i < r, akkor Djj-nek van két
egyenld sora (az i-edik és az v+ T-edik) tehdt Di; = 0; ha pedig i > v, akkor D;; A-nak egy r+ 1-ed rend{i minora,
tehét feltevés szerint Dy; = 0.

Legyen d = det(B) # 0, és legyenek dy,...,d,d az ai1, ..., air, aij elemek algebrai komplementumai; vegyiik
észre, hogy ezek az elemek nem fliggnek i-t6l. Kifejtjiik Dij-t az r 4 T-edik sora szerint; kovetkezik, hogy

0 =Dy =ay1dy +...airdr + ay;d.
Legyen o = —d~'dy, 1 <k < r. Ekkor
ayj = o1ai1 +0aiz + -+ iy, 1<i<m, r<j<n.

Kovetkezik, hogy minden r < j < n esetén,

A

"= A
§=

) o + -+ ool € (0., 0y,

tehdt rang(of',...o0) < 1. m
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2.2.20. megjegyzés. A tétel bizonyitdsaban csak azt hasznaltuk fel, hogy A-nak van egy r-ed rendii nemnulla
minora, és minden 1 4 1-ed rendii kiegészitd minor egyenld O-val.

2.2.21. példa. Tekintsiik az

1T -2 1 3
A=1|1 =2 -1 1] ¢ M3>4(R)
2 -4 0 1

matrixot. Ha By = [1], akkor det By # 0, és ha B, = (} _]]), akkor det B, # 0, tehat rang A > 2. Van két

kiegészit6é minor; mivel

1T =2 1 1T 1 3
1 =2 —1|=0 ¢és 1T =1 11=0,
2 4 0 2 0 1

kovetkezik, hogy rang A = 2.
2.39. feladat. Hatdrozzuk meg az A = (XiUj)1<i<m,1<j<n € Mn(K) métrix rangjat.

2.40. feladat. Igazoljuk, hogy rang(AB) < min{rang A, rang B}.

2.3. Linearis egyenletrendszerek

2.3.1. A Kronecker—Capelli-tétel

Legyen K egy kommutativ test, m,n € N*, és feltételezziik, hogy adottak az ai; € K, b; € K elemek, 1 <1 <
m, 1<j<n.

Linedris egyenletrenszernek nevezzik a kovetkez6 feladatot: hatarozzuk meg az x1,..., xn € K elemeket tgy,
hogy
anxy +aiaxa+ -+ ainXxn = by
(S): azixy +axxa+ -+ ammxn  =bs
Am1X1 + am2X2 + -+ AmnXn = bn

Vezessiik be a kovetkezo matrixokat:

A= [aij]1§i§m S Mm,n(K)a b= : S Mm,] (K)» X = S Mn,] (K)

1<j<n

Ekkor kénnyen észrevehetd, hogy (S) egyenértékii a kovetkez6 méatrixegyenletekkel:

mn
(S) &= Ax=b < ijojA:b.
i=1

2.3.1. definicié. a) Az ai; elemeket egyiitthatdknak, a bi elemeket szabadtagoknak és az x; elemeket ismeretle-
neknek nevezzik.
b) Azt mondjuk, hogy A az egyenletrendszer mdtriza, és

an e A1n b]
A=[A: b= € Mim n+1 (K)
Ami ... Qmn bm
az egyenletrendszer bovitett mdtrixa.

¢) Ha b =0, akkor (S) homogén egyenletrendszer.
d) (S) kompatibilis ha 1étezik x € My 1(K) =~ K™ 1gy, hogy Ax = b; ellenkezd esetben, (S) inkompatibilis.



2.3. Linedris egyenletrendszerek 45

2.3.2. tétel (Kronecker—Capelli). Az (S) egyenletrendszer kompatibilis akkor és csak akkor, ha

rang A = rang A.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis. Ekkor léteznek az x1,...,xn € K elemek tgy, hogy b =
> Li1x0f, azaz b € (07, ..., 07). Kovetkezik, hogy (0f',...,0%) = (07',...,00,b), tehdt

rang A = dimg (o7, ...,00) = dimg(07',...,00,b) = rang A.

Forditva, feltételezziik, hogy rang A = rang A, azaz

dimg (o7, ..., 00) = dimg(0f',..., 00, b).
Mivel (of',...,00) <k (0of',...,0%,b), az alternativa tételbél kovetkezik, hogy
(o, ..., 00) = (of,..., 00 D).
Akkor b € (07',...,07), tehat léteznek az x1,...,xn € K elemek tigy, hogy b =3 " ; xjof*. m
an ... ar
2.3.3. kévetkezmény (Rouché-tétel). Feltételezziik, hogy rang A =1 és detB = | : © | #0 az (S)
Arl ... Oy

fédetermindnsa. Az A bévitett métrix azon (r + 1)-ed rend{i minorjait amelyek bévitik B-t és tartalmaznak
szabadtagokat karakterisztikus minoroknak nevezziik.

a) A karakterisztikus minorok szdma m — .

b) (S) kompatibilis &< minden karakterisztikus minor egyenld nulldval.

2.3.2. Egyenletrendszerek megoldasa

Az el6z6 paragrafus jeloléseit hasznaljuk.

A. A megoldasok halmaza

Azonositsuk az My 1(K) és K™ vektortereket, valamint az My, 1(K) és K™ vektortereket, és jeloljiik e-vel a
kanonikus bazisokat. Legyen f : K™ — K™ az egyértelmiien meghatarozott linedris fiiggvény gy, hogy [fle e = A.
A fenti azonosi tdsokbdl kovetkezik, hogy f(x) = Ax minden x € K™ esetén. Vegyiik észre, hogy az

f71(b) ={x € K™ | f(x) = b}

halmaz megegyezik az (S) megolddsainak a halmazéval.

2.3.4. tétel. a) Ha x° az (S) egyenletrendszernek egy partikuldris megolddsa, akkor
f~1(b) = x° + Ker f.

b) dimg Ker f =n —rang A.

¢) (Cramer-szabaly) Feltételezzik, hogy m = n; (S)-nek akkor és csakis akkor van egyetlen megolddsa, ha
det A #£ 0.

Ebben az esetben

xj = (det A)~" - det(o,...,b,...,00).
)

a e alr
d) Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis, rang A =1, detB = : D | #0, és legyen
arq . Qrr
anxi tanxa+-+ ainxn =by
(5) ax1 +axnxy+ -+ amxn =Dba
ar1X1 + ar2Xx2 + -+ armXxn = by

a redukdlt egyenletrendszer. (Az utolsé m — r egyenletet mellékegyenletnek nevezziik.)
Ekkor minden x € K™ esetén, x megolddsa (S)-nek < x megolddsa (S’)-nek.
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Bizonyitas. a) Feltételezziik, hogy f(x°) = b.
Ha x € f~1(b), akkor f(x) = b = f(x°), tehdt f(x —x°) = 0, azaz y := x — x® € Kerf; kovetkezik, hogy
x =x° +y € x® + Kerf.
Forditva, ha x = x° +y € x° + Ker f, ahol y € Kerf, akkor f(x) = f(x°) + f(y) = f(x°) = b, tehat x € f~'(b).
b) Tudjuk, hogy Ker f <g K™, és n = dimg K™ = dimg Ker f 4+ dimg Im f. Tovébb4,

Imf =f(K") ={f(x) [ x € K"} ={Ax | x € K"}

= <011Av ) Oé>
Kronecker tétele szerint, rang A = dimg (07", ...,00), tehat dimg Ker f =n —rang A.

¢) Feltételezziik, hogy m = n. Ekkor

[f71(b)| =1 & Kerf ={0}és f ' (b) #0
& f injektiv és ' (b) # 0
< f bijektiv  (alternativa tétel szerint)
& A = [fl¢ ¢ invertdlhatd
& det A #0.

Ebben az esetben, mivel b = Ax = ZE:1 xkof, kovetkezik, hogy

n
A A A A A
det(0 ,...,?,...,on):det(OI e E XKOLy -+, OF)
=1

=~

k
= X; det(o{\,...,o-
Xj det(A)

d) Ha x® € K™ megoldésa (S)-nek, akkor nyilvdnval, hogy x° megoldésa (S’)-nek is. Legyen

a . A1n
Al =
ari e Qrn
by
az (S') egyenletrenszer matrixa, b’ = | : |, éslegyen f': K™ = K", f'(x) = A'x.
b,

Ha f(x) = Ax =0, akkor 0 = A’x = f'(x), tehat Ker f <y Kerf’. Mivel
dimg Ker f’ =n —rangA’ =n —1r =n —rang A = dimg Ker f,
kévetkezik, hogy Ker f' = Ker f, és végiil, f'(b) =x° + Ker f =x° + Ker f' ="' (b). m

2.3.5. kovetkezmény. Legyen (S) egy homogén egyenletrendszer. Ekkor
a) (S) kompatibilis.
b) Ha m =n, akkor (S)-nek van nemirividlis megolddsa & det A = 0.

2.41. feladat. Targyaljuk és oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

2x1 —x2+x3—x4 =1
a) < x7 +x2+axz+x4 =—1
X1 —X2+x3+Pxq =Yy

ax1 +(a+1)x2+(a+2)x3 =a+3
b) ¢bxy+(b+T)x2+(b+2)x3 =b+3
X1 4 ¢cx2 + ¢?x3 =c
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B. A matrixegyenlet targyalasa

A fenti egyenletrendszereket a Rouché és Cramer tételei alapjan oldottuk meg. A koévetkez6 moddszer métrixe-
gyenletként kezeli (S)-et.

Ha (S) kompatibilis, akkor a 2.3.4. tétel d) pontjabdl kovetkezik, hogy feltételezhetjiik, hogy rang A = m < n,
és legyen det B #£ 0 az (S) fé6determindnsa, ahol

a A1m
B= : : € Mmnm(K).

aAm1 e Amm

Felirjuk A-t az A = [B : S] alakban, ahol

A, m+1 v Ain
S= € Mm,nfm(K)v
Amm+1 -+ Omm
X1 Xm+1
és legyen x = <§B>, ahol xg = : a féismeretlenek matrixa, és xs = : a mellékismeretlenek
s Xm Xn

matrixa. Ekkor (S)-et felirhatjuk a kovetkezd alakban:
(S): Bxg + Sxs = b.

Tekinsiik elészor az (S)-hez rendelt Bxg + Sxs = 0 homogén matrixegyenletet. Ennek a megolddsa

X = *37157(5, xg € K™,
1 0 0
(M 0 (2) 1 (n—m) : £ () 1¢, ) ;
Legyen xg ' = | . |, xg =] .[,---,Xg = | .| a K" ™ kanonikus bazisa, xg' = —B7'Sxg’, 1 <j <
0 0 1

n —m, és legyen

‘ )
xU) = F]-) eKerf, 1<j<n—m.

Xs
Mivel dimg Ker f =n — m, kovetkezik, hogy x| ... x(™~™) bazisa Ker f-nek, tehat
Kerf = (x" ... x(m=m)y,

1Tox(f)albbé, ?gy x° partikuldris megolddst a kovetkezd képpen kapunk: legyen x2 =0 € K™ ™, x§ =B~ Tb —
B~'Sx¢ =B~ 'b € K™, tehat

-1
xoz(Bob>eK“

megoldésa (S)-nek.
Megkaptuk tehat az (S) megolddsainak a halmazat:

f1(b) =x° + Ker f

=x0 4+ (x(M .. x=m)y
=0+ A o AT AL A € KL
Azt mondjuk, hogy Aq,...,An_m € K szabad paraméterek.

2.3.6. példa. Tekintsiik az

X1 +2% +x3+3x4+3x5 =3
(S): —X] — X2 —X3 —2X4 —2x5 =-2
X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2
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egyenletrendszert. A fenti jeloléseket alkalmazva,

1 2 1 3 3 3 1T 2 1
A=[-1 =1 =1 =2 =2, b=|-2], B=[-1 =1 —1],
1 3 2 5 4 2 1 3 2
0 -1 3
B 'S=[|-1 —1], B 'v=1| 1|,
-1 0 )

tehat az (S) megolddsainak a halmaza

(X0 4+ A Ax2) | A1, A2 € K],

ahol
0 —1
1 —1 —1
X=1-2], xXMW=[-1], xP=]o0
0 1 0
0 0 1

2.42. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:
a {)q +3x —x3—2x4 =3

2x1 —%x2 +3x3 —4xq4 =—1

X1 —2%x2 —2x3 —2x4 — x5 =0
b) ¢ x1 —%x2 —x3 —3%4 + X5 =1

X1 +x2—5x3—x4+7x5 =2

X1 +2x2+x3+3x4+3x5 =3
c)
—X1 —Xz—X3—2X4—ZX5 =-2

?x1+xz72><3 =19
d) g A 40
X1 +5%x2 +2x3 =2

Gyakorlatban, ha m és n nagy szamok, akkor a fenti médszerek nem hatékonyak. A koévetkezo paragrafusban
egy sokkal gyorsabb eljarast mutatunk be.

2.3.3. Algoritmikus moédszerek
A. Kicserélési lemma (Elemi baziscsere)

Legyen V egy K-feletti vektortér és e = (eq, ..., en) egy rendezett bézisa,

2.3.7. lemma. Legyen v =aje; + -+ anen € V és tekintsik az e’ = (e1,...,v,...,en) vektorrendszert.
1

a) e’ akkor és csak akkor bdzisa V-nek, ha a; # 0.
b) Feltételezziik, hogy ai # 0, és legyen

x=xj€e1 + - +xi€i+ - +xnen =xje1 +- -+ x{v+---+x en €V.

Ekkor
’ Xi ’ Xjai —Xiay . .
X;=—, Xj=—""", 1.
T N o« j #
Bizonyitds. a) Az alternativa tétel szerint, e’ akkor és csak akkor bdzis, ha fiiggetlen. Ha by,..., by € K, akkor

n
bier -+ bivt--fbpen =0 brer+--+bi ) ajej -+ bpey =0
=1

& (b7 +bijaj)er +---+bijagv+---+ (bn + bian)en =0
& bija; =0, b;+bia;=0,j#1i
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Ha a; # 0, akkor b; = 0; kovetkezik, hogy by =--- = by =0, tehat e’ bazis.
Ha a; =0, akkor legyen b; =1, és bj = —a;, j # i; kovetkezik, hogy e’ nem fiiggetlen.
b) Ha a; # 0, akkor
X =x1€1 + - +xiei+ - +Xjej + - + Xnen
=xje; +~~-+X{V+-~-—I—X]~/e]~ +-~-+X{1€n

= (x7 +x{ar)er +--- +x{aiei + -+ (x{ +x{aj)e; + - + (x;, +x{an)en.
Mivel e bdzis, kdvetkezik, hogy xi = x{ai és x; =x] +x{a; haj # i, tehdt

X4 X4

/ 1 / 1 . .

Xi=—, X =%——a,jFL [
ai ai

Az a; # 0 elemet generald elemnek nevezzilk. A fenti szamitasokat egy tablazatban rendszerezziik:

v X \Y x
1 aj X1 e;| O X = Haxan
:ei X1 V 1 x{ : ’(%
& aj X; ej | O X = x;ai;xiai
en| an Xn . en| O X! = %fla“

Az alapmiiveletet konnyli megjegyezni: a generdlé elem sorat osztjuk a generdlé elemmel, a tobbi elemet az
un. téglalap-szabdllyal szamitjuk ki.

B. Alkalmazasok

a) Baéziscsere. Legyen v = (vq,...,v,) egy vektorrendszer, ahol
n
Vj —Zai,el, 1<j<n,
i=1

és legyen TY = [ay;] € My (K) az attérési matrix. Tudjuk, hogy v akkor és csak akkor bazis, ha T invertdlhatd, és
ha

x=x1€1 + -+ Xn€n =XJV] + -+ + X/ Vn,

akkor [x], = T~ '[x].. n-szer alkalmazva a kicserélési lemmat, meghatérozhatjuk az [x], matrixot.

Vi ... v | X Vi ... Vn| X
€1 ajl] ... Qin X1 V1 1 0 X{
en| ani Ann | Xn n lépés v 0 1| x!/
e n e "
Ha T nem invertdlhatd, akkor az ey, ..., e, vektorokat nem lehet kicserélni a vy, ..., v, vektorokkal.

Példaul, legyen V = R3, e = (e7, ez, e3) a kanonikus bazisa, és legyen vi = (1,4,2), v, = (1,3,1), vz = (1,2, 1)
ésx = (1,-2,-2).
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Vi V2 V3 X
el 1T 1] 7
e2| 4 3 2| =2
es| 2 1 1 -2
vi| 1 1T 1 1
e2| 0 -2| -6
es| 0 -1 —1| —4
%! 1 0 -1 -5
v O 1T 2 6
es|] 0 0 2
%1 1 0 0 -3
\%) 0 1 0 2
v3 0 0 1 2

Az utolsé tablazatbol kovetkezik, hogy v bazis és x = —3vq + 2v, + 2v3.

2.43. feladat. Igazoljuk, hogy v = (v1,...,vy) bdzisa V-nek és hatdrozzuk meg az x koordinétdit a v béazisban,
ahol:
a) VZZ%) V1 = (/Z\a?;a/]\)) V2 = (/]\,/2\,2), V3 = (67/]\a/‘l\)) X = (ZI-\,/Z\,/]\)
b) v:R4) Vi = ( )1)3v_2)) V2 = (_1)1>_271)) V3 = (4)5)37_1)) Vg4 = (]75)_3)])7 X = (1)1>1)])
C)V:R3) v1:(1’2)1)) VZZ(Z) )3)) V3:( )7’])))(:(]’]’])
2.44. feladat. Hatdrozzuk meg az U, V,U + V,U NV <g R3 részterek egy-egy bazisat, ahol:
a) U=((1,0,4),(2,1,0),(1,1,-4)), V=((-3,-2,4

= )
b) u:<(]a1a0)>(0»1a0))(O>1)1)>) V:<(1)]>_ )a(2> )

b) Matrix rangja. Ha A € M, (K), akkor rang A = dimg (09, ...02), tehdt alkalmazhatjuk a kicserélési

1 -2 1 3
lemmat. Példaul, legyen A= |1 -2 —1 1
2 -4 0 4
ot o2 of o}
e 2 1 3
e 1 -2 -1 1
es3 2 4 0 4
ofl 1 2 1 3
e 0 0 2
e3s| 0 0 -2 -2
ot 1 2 0 2
o 0 0 1 1
es| 0 0 0 O
Az utolsé tébldzatbdl kivetkezik, hogy 03 = —207, o5 = 207" + 0%, és 07,04 linedrisan fiiggetlenek, tehdt
rang A = 2.
2.45. feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezé matrixok rangjat:
1T -1 1 2 2 1 -2 1 3
a1 -1 -1 1 3 by |1 =2 -1 1
2 2 0 35 1 -4 0 4
¢) Maétrix inverze és determindnsa. Az A = [ay;] € M,;,(K) mdtrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha
(of,...,07) bazis. Legyen I = I, az n-ed rendfi egységmatrix, és tekintsiik a kdvetkez tébldzatokat:
of ... of| ol ... o} Vi ... vu| o} ol

€1 arr ... Qin 1 0 0? 1 0 bn b]n

en| Qi ... QAun| O ... 1 nlépés oA 0 ... 1| bpy ... bun
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Legyen B = [bi;]. Az utolsé téblazatbodl kovetkezik, hogy minden 1 <j < n esetén, 0)1 =3 1_,opnbyy, azaz

n
oy = Z aikbyj, 1<14,j<n,
k=1

tehdt I, = AB és B=A"".

Legyen ag:]? . a k-adik generdlé elem. A determindnsok tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy

Tk’

n
det A = H(—nikﬂ'ka(“
k=1

2 42
Példaul, legyen A = [T T 1] € M3(Zs). Eldsllitjuk a kivetkezd tablazatokat:
321
of 0% 04| o} o} o}
e A 201700
e | T 7T 710 7 0
es| 3 2 T]0 0 1
ol T 2 T3 00
e | 0 01270
es| 0 T 3] 17T 0 1
o[ T 0 T[]2 20
o 0 T 0|3 4 0
es| 0 0 511
of | T 0 0| T 0 3
o 0 1T 0|3 4 0
o2 0 0 T| 1T 2 2

Az utolsé tablazatbol kovetkezik, hogy A~! = L ésdetA=2.4.3=12.

> U —>
N> B O
N> ©)> L)

2.46. feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 matrixok inverzét:

2017 24 2
a) [T 2 7] e M3(z3) b) [T T T|eM;s(Zs).
2171 0 21
2 2 0 1
4 30 -1 2 / / / / / / / /
2.47. feladat. Legyen f € Endg(R*), [fle,e = 25 3 1/0¢ = (ej,e5,e5,es), e =ej,e) =ej+ep,e5 =
1 2 1 3
e1 +ex+es,e; =ey+ex+ ez + es. Hatdrozzuk meg az f métrixdt az (e’,e’) bazisparban.
2.48. feladat. Legyen u = (u1,uz2,u3,usq), v = (vy,v2,v3,v4), ahol u; = (1,2,-1,0), u, = (1,—-1,1,1), uz =
(_])2)]v])) Ug = (_1v_])0)])a v = (2)])0)])a V2 = (0,1,2,2), V3 = (_2v1v])2)) V4 = (]v3a])2) € R4

Igazoljuk, hogy u,v béazisok és hatdrozzuk meg a T, attérési matrixot.

d) Egyenletrendszerek megolddsa. Tekintsiik az Ax = b <= Bxp + Sxs = b egyenletrendszert, ahol
a 2.3.2. paragrafus jelolései haszndljuk. Ha B € M, (K) invertalhat6, akkor az egyenletrendszer megoldasait
megkapjuk m 1épés utdn. A szdmitdsok azt is kimutatjdk, ha a rendszer Osszeférhetetlen, mert ebben az esetben
rang A < rang A.

A

A
07 m

o
>
[en

A
o m+1

€1

€m

1 m1épés
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ot ... oh| ohig oM b
of
: I B'S B~ 'b
o
Példéaul oldjuk meg az
X1 + 2%x2 + x3 + 3x4 + 3x5 =3
(S) : —X1 —X2 —X3 —2X4—2X5 =-2

X1 +3x2 +2x3 +5x4 +4x5 =2

egyenletrendszert.

oft 0% 0§ o) of| b
e 21 3 3] 3
e | -1 -1 -1 -2 -2 -2
es| 1 3 2 5 42
oA 1 2z 1 3 3|3
e | 0 o1 1|1
es| 0 1T 1 2 1 -1
X1 0 1 1 11
o2l 0 1 0 1 11
es| 0 0 10| 2
oA 1T 0 0 0 1] 3
oAl 0 1 0 1 11
o2l 0 0 1 1 0] 2

Az utolsé tablazatbol kovetkezik, hogy
0 -1 3
—B7's=[-1 1], B'v=[ 1],
-1 0 -2

tehdt az (S) megolddsainak a halmaza

x4+ AxM +2x3) | Aq,A € K,

ahol
0 —1
1 —1 —1
=12, xXV=]-1], x#=[o0
0 1 0
0 0 1

2.49. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

X1 +3x2 — X3 — 2x4 =3
a) < 2x7 —x2 +3x3 —4xq4 = —1
3x1 —5xp +7x3 —6x4 =1

X1—2X2—2X3—2X4—X5 =0
X1 —X2 — X3 — 3%x4 + X5 =1
X1+%x2—5x3—%x4+7x5 =2

—X1 —Xz—X3—2X4—2X5 =-2
X1 +3x2 +2x3 +5%4 +4x5 =2
2x1 + %2 — 2x3 T
/2\X1 + /Z\Xz + /2\X3
X1 + zl\xz + /2\X3

:6) (K:Z5)
=2

{X1+2X2+X3 + 3x4 + 3x5 =3
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2.50. feladat. Legyen f: R™ — R™ egy linearis leképezés. Hatdrozzuk meg a  Ker f és I f vektorterek egy-egy
bézisat, ha adott az f matrixa a kanonikus bézisokban:

3 -1 =1 1
oiee=(3 3 0 1)

0 -1 5
b) [ﬂe,e =11 0 0
o 1 =5
1 0 -3 2
&) flee=|-2 3 0 1
3 =3 -1 1
2 2 1
d) [ﬂe‘e =|-1 =3 1
1 2 -1

2.4. Sajatértékek és sajatvektorok

2.4.1. Karakterisztikus polinom

Legyen V egy K-feletti vektortér, e = (eq,...,en) egy bazis V-ben, f € Endg (V) egy endomorfizmus, és legyen
A = [fle,e € Mn(K),

az f matrixa.

2.4.1. definicié. a) Azt mondjuk, hogy A € K sajatértéke az f endomorfizmusnak, ha létezik x € V, x # 0 gy,

hogy f(x) = Ax.

b) Ebben az esetben, azt mondjuk, hogy x a A-hoz tartozé sajatvektor.
¢) A Po(X) =det(A — XI,,) € K[X] polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjdnak nevezziik.

2.4.2. megjegyzés. a) Vegyiik észre, hogy

ay] — X a2 e A1n
azq azz — X ... aon
PA(X) =
an1 a2 . Qpn — X

= (=1)™(X" = Tr(A)X™ T 4. 4 (=)™ det A).

a b
)
b) A Pa(X) polinom nem fiigg az e bazistol, ezért beszélhetiink az f karakterisztikus polinomjarél: értelmezés
szerint, legyen

Péld4ul, ha A = akkor Pa(X) =x? — (a + d)X + (ad — be).

P¢(X) = Py, . (X).

Val6ban, legyen e’ = (eq,..., e/ ) egy médsodik bazis, T = Tee/ az attérési métrix, és legyen A’ = [fle/ o» = T TAT.
Ekkor

2.4.3. tétel. A € K akkor és csak akkor sajdtértéke f-nak, ha Ps(A) = 0.
Bizonyitas. Azonositva a V és K™ vektortereket, lathaté, hogy minden x € V esetén,
f(x) = Ax & Alx]e = Axle &= (A — Al )[x]le =0.

A kapott homogén egyenletrendszernek akkor és csak akkor van nemnulla megolddsa, ha det(A — Al ) = 0, azaz,
ha A gyoke Pa (X)-nek. m
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2.4.4. definicié. a) Az f endomorfizmus sajatértékeinek a halmazét az f spektrumdénak nevezik.
b) Ha A r-szeres gyoke P¢(X)-nek, akkor r-et a A algebrai multiplicitasanak nevezziik. Jel6lés: maig(A) = 7.
c) A V(A) ={x e V| f(x) =AM} = Ker(f —Aly) részteret a A-hoz tartozé sajatrésztérnek nevezzik.
d) A V(A) résztér dimenzidjat a A sajatérték geometriai multiplicitdsdnak nevezzik. Jelolés: Mgeom (A).

2.51. feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit és sajatrésztereit:

1 2 =2 2 11
a) |2 1 =2 by (2 3 2
2 2 -3 3 3 4
0 0 1 0o 2 1
c) 0 1T 0 d[-2 0 3
10 0 -1 =3 0
5 6 -3 .
SN RIREEN N (i)
1 2 -1
2.52. feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit:
0 x x ... x aj a az ... an 0 1 0 0
y 0 x X an a; az ... Qn_j -1 0 1 ... 0
y y 0 ... x|. dn-1 Qan ai ... Qp-2|- o -1 0 ... 0
y yy ... O a as aq ... aj 0 o 0 ... 0

2.53. feladat. Igazoljuk, hogy barmely A, B € M,,(C) esetén Pag(X) = Pga (X).

2.54. feladat. Legyen p = ap + a1 X + - + an_1 X" + X" € K[X] egy polinom. Igazoljuk, hogy az

00 0 ... 0 —ag
100 ... 0 —m
010 ... 0 —a
Ap = . . . . .
00 0 ... 0 —an=>
00 0 ... 1 —an

matrix karakterisztikus polinomja egyenl6 p-vel.

Cayley—Hamilton-tétel

Hap = amX™+am_1X™ '+ - -+a;X+ao € K[X], akkor a polinomalgebra unverzalis tulajdonsiagabdl kovetkezik,
hogy van értelme a

p(f) = amf™ + am_1f™ "+ -+ ar1f+ aoly € Endg (V)
endomorfizmusnak, és a
P(A) = amA™ + am 1 A™ T+ A+ apln € Ma(K)

matrixnak.

Ha B(X) = [by;(X)] € M, (KIX]), akkor B(X) egyértelmiien felirhaté a
B(X) = A X"+ A, 1 X" T+ + A1X+ Ay,
alakban, ahol A; € My (K), és v = max{degby;(X) | 1 <1,j < n}.

2.4.5. tétel (Cayley—Hamilton). Minden endomorfizmus gyoke a karakterisztikus polinomjdnak.

Bizonyitas. Legyen P(X) = P¢(X) = ap + a1 X + - -+ + an X" € K[X] az f karakterisztikus polinomja. A tétel
allitdsa ekvivalens a P(A) = 0y, egyenl6séggel, ahol A = [fl¢ e.
Legyen B(X) € M, (K[X]) az A — XI,, € M (K[X]) métrix adjungéltja. Ekkor

B(X): (A—XI,) =det(A—XI,) - I, =P(X) - L.
Mivel B(X) felirhaté a
B(X) =Bn X" '+ 4+B1X+ B
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alakban, ahol By € M, (K), 1 <1 <n —1, kdvetkezik, hogy
(Bno1X™ T4+ 4+ B1X+Bo)(A—XI,) =P(X) - L.
A két polinom egyiitthatéit azonositva, kapjuk, hogy

ABy = aoln
AB] — Bo = In

ABn_1—Bn2 =an1ln
—Bn,1 = anln.

A mésodik egyenldséget beszorozzuk A-val, a harmadikat A2-el, ..., az utolsét A™-el, és Gsszeadjuk az eredmé-
nyeket; kovetkezik, hogy

P(A) = aoly + 1A+ - + anA™ =0y n

2.4.2. Triangularizalhat6 endomorfizmusok

Legyen V egy n-dimenzids K-feletti vektortér, e = (e, ..., en) egy bézisa, és f € Endy (V) egy endomorfizmus.

2.4.6. definicié. Azt mondjuk hogy f triangularizdlhatd, ha létezik egy v = (v1,...,v) bézis gy, hogy az
[fle.e € My (K) métrix trianguldris.

2.4.7. tétel (triangularizdlhaté endomorfizmusok jellemzése). Az f € Endg (V) endomorfizmus akkor és
csak akkor triangularizdlhato, ha a P¢ karakterisztikus polinomnak n gyoke van K-ban.

Bizonyitas. Feltételezzilk, hogy létezik egy v = (v1,...,vn ) bézis amelyre
ang *
[ﬂe,e =
0 Onn
Ekkor

Pf(X) = det([ﬂv,v _XIn) = (Cl]] _X) cee (ann —X),

tehat a Ps gyokei a11,a22,...,ann € K.

Forditva, feltételezziik, hogy a Ps Aqy,...,An gyOkei K-ban vannak. n-szerinti indukciét alkalmazunk.

Ha n =1, akkor [fle e = [a11] trianguldris métrix.

Legyen n > 1, és feltételezziik, hogy az allitds igaz minden (n — 1)-dimenziés V' vektortér és minden f’ €
Endy (V) endomorfizmus esetén.

Legyen A\; € K Ps-nek egy gyoke és vi € V, vi # 0 egy Aj-hez tartozé sajatérték, azaz, f(vi) = Ajvy. Mivel
{v1} linedrisan fiiggetlen, Steinitz tétele szerint e; kicserélhetd vi-el, és u = (vq,e2,...,en) bazis V-ben. Ebben
a bazisban, az f matrixa

A1oar2 a3 ... Qin
0 azo azs ... azn
[flyw = 0 a3z az3 ... asn
0 an2 @n3 ... ann

alakﬁ, ahol f(\)]) = }\]\}1y f(e]-) = a1 + Z?:Z aijéi, 2 < ] <n. Tekintsiik a V] = <V]> ésaV = <ez, ey en>
résztereket, ahol e’ := (ez,...,en) bdzis V/-ben. Ha x € V egy tetszbleges vektor, akkor léteznek az egyértelmiien
meghatarozott x1,%2,...,%xn € K koordinaték, ugy, hogy
X =X1V1 + X282 + -+ xXnen =x1v7 + %/,
ahol x1v1 € V7 és x' € V. Konnyen igazolhatd, hogy ap: V — V', p(x) = x’ fiiggvény linedris, tehat az
VvV, (X)) =p(f(x))

is linearis.
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Vegyiik észre, hogy mivel f'(ej) = p(f(e;)) = Y I, aijer, 2 <j < n, kovetkezik, hogy

a2 azs azn
, asz2 ass aszn
[f ]e’ e/ — . )
an2 0an3 Qnn
és
)\1—X a2 as A1n
0 azz, — X ajzs . aon
Pex)=| © a2 G =X G| =\ = X)Pe(X),
0 an2 an3 oo Opn — X

tehat P-nek (n — 1) gyoke van K-ban.
Mivel dimg (V') = n—1és ' € Endg(V’), az indukcié hipotézisdbdl kovetkezik, hogy létezik V'-ben egy
v/ = (va,...,vn) bézis tgy, hogy

by, baz ... ban
, bsz b3z ... bzn
[f ]v’,v/ = . . .
an bn3 o bnn
trianguldris matrix. Végil, v := (v1,v2,...,vn) bdzis V-ben és
Aoaiz a1z ... Qin
0 by by ... bon
[, = 0 0 b3z ... bzn -
0 0 0 ... bnn

2.55. feladat. A fenti tétel jeloléseivel, igazoljuk, hogy:
a) p és ' linedris fuggvények;
b) v bazis, és ellenérizziik az [f], , métrixra vonatkozd egyenléséget.

2.56. feladat. Adott az f € End¢(C™) endomorfizmus métrixa a kanonikus bédzisra vonatkozdan. Mindegyik
esetben hatdrozzunk meg egy olyan v bazist, amelyre [f],, ,, trianguldris.

R IO T )

0 11 010 2 21
e) 0 0 1); HH|{0o 0 1); g1 3 3
100 100 0 0 1

2.57. feladat. Legyen A € M, (K) és fetételezziik, hogy Pa (0) # 0. Igazoljuk, hogy A invertalhatd, és

(=1)mXm" 1

Pac(X) = 5 Paly

).
2.58. feladat. Feltételezziik, hogy az A € M, (K) mdtrix sajatértékei Aq,..., An.

a) Hatdrozzuk meg az A~', A? és A™ sajatértékeit.

b) Ha p € K[X], akkor det(p(A)) = [T, p(As).

¢) Hap € K[X], A € K sajatértéke A-nak és x € K™ sajdtvektora A-nak, akkor p(A) sajdtértéke és x sajatvektora
p(A)-nak. Hatdrozzuk meg az p(A) sajatértékeit.

2.59. feladat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Minden trianguldris métrix, amely {64t16jan nulldk vannak, nilpotens.
b) Ha az f € Endg (V) karakterisztikus polinomja (—1)™X™, akkor f nilpotens.
¢) Ha A € M,,(K) nilpotens, akkor a karakterisztikus polinomja (—1)"X™.
d) Adjunk példét olyan f linedris operdtorra, amely nem nilpotens, de 0 az egyetlen sajatértéke.
e) Ha A € M,,(K) idempotens, akkor az A minden sajitértéke egyenlé 0-val vagy 1-el.
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2.4.3. Diagonalizalhaté endomorfizmusok

2.4.8. lemma. Legyen f € Endy (V) egy endomorfizmus.
a) Ha Ao € K sajdtértéke az f-nek, akkor

1< mgeom()\()) < malg(?\O)‘

b) Feltételezzik, hogy Aq,...,Am € K (m < n) pdronként kilonbozd sajdtértékek, és legyen vi egy a Ai-hez
tartozo sajdtvektor, 1 <i < m. Ekkor a (v1,...,vm) rendszer linedrisan fiiggetlen.
c) Ha f-nek n kilonbéz6 M, ..., A € K sajdtértéke van, és vi egy a Ai-hez tartozé sajatvektor, 1 < i < n,
akkor v = (v1,...,vn) bdzis, és
MO0 o0
0 A ... O
fhv=1. . . :
0 0 ... A

Bizonyitds. a) Legyen r = dimg V(Ao); v > 1 mert létezik egy Ao-hoz tartozé (nemnulla) sajatvektor. Elég
igazolni, hogy (X — Ap)" osztja a P¢(X) karakterisztikus polinomot.

Legyen (vq,...,v:) V(Ap)-nak egy bazisa. Steinitz tétele szerint, ezt a bdazist ki lehet egésziteni egy v =
(Vi,...,Vr,€r41,...,en) V-beli bazisig. Vegyiik észre, hogy az f métrixa
)\0 0 0 aj r+1 A1n
0 7\0 e 0 az r+1 e azn
a o : .o : . :
[ ]v,v 0 0 e }\o Qr r+1 ce Arn
0 0 ... 0 anrg1 -.- Qnn

alaku, tehat
P¢(X) = det([fly v — XIn) = (Ao — X)"Q(X),

ahol Q(X) egy K[X]-beli polinom.
b) m-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha m = 1, akkor, mivel vi # 0, kdvetkezik, hogy {v} linearisan fiiggetlen.
Legyen m > 1, és feltételezziik, hogy az allitas igaz m — 1 sajatérték esetén. Legyen ap,...,a, € K gy, hogy

aivi +--+ am-1Vm-1 + @mvm = Ov.
Mivel f(vi) = Ayvi, kovetkezik, hogy
aiMvi+ - F am—1Am—1Vm—1 + amAnvm = 0v.
Ha az els6 egyenléséget beszorozzuk (—A,)-el és az eredményt hozzdadjuk a mésodikhoz, kapjuk, hogy

ar(Ar —Am)vi + -+ am—1(Am—1 — Am)vim—1 =0v.

Az indukcié hipotézisdbdl kdvetkezik, hogy ai(Ai —An) =0, 1 <i<m-—1, tehdt aj =+ - = a;n—1 = 0, mert
Ai # Am, ha 1 < m. Végil, ajvm = Ov, tehdt a, = 0.
¢) A b) pontbdl kévetkezik, hogy v := (v1,...,vn) linedrisan fiiggetlen, tehat az alternativa tétel szerint v

béazis. Mivel f(v;) =Ajv;, 1 <j <n, kdvetkezik, hogy

MO0 Lo 0
0 A ... O
[ty = : N : .
0 0 ... A
2.4.9. definicié. Azt mondjuk hogy az f € Endg(V) endomorfizmus diagonalizdlhatd, ha létezik egy v =
(v1,...,vn) bézis gy, hogy az [fle e € M (K) métrix diagonalis.
MO0 Lo 0

0 A ... O
Jelolés: diag(Aq1,...,An) = | . . .
0 0 ... An
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2.4.10. tétel (diagonalizdlhat6 endomorfizmusok jellemzése). Az f € Endx (V) endomorfizmus akkor és
csak akkor diagonalizdlhatd, ha teljesiti a kévetkezd két feltételt:

(1) A P¢ karakterisztikus polinomnak n gyoke van K-ban.

(2) Ha A sajatértéke f-nek, akkor Mgeom(A) = Maig(A).

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy f diagonalizalhaté, és legyen e = (e, ..., en) egy bazis gy, hogy

[f]e,e :diag()\])"'aA]))\Zv"'))\Zv"'»)\ma"'a}\m)a
—_———— — ~——

™ T2 Tm
ahol T<r;<m,m<n,r +---+rn =n. Ekkor
Pe(X) = (A = X)"M (A2 = X)"2 .o (A — X) T,

tehat Pe-nek n gyoke van K-ban, és Maig(Ai) = T4 > Mgeom (A1), 1 <1< m. Elégigazolni, hogy V(A;) tartalmaz r;
figgetlen vektort. Valéban, ezek a vektorok €y y...qyri 141y« €ry 4+ tri_1+1;; KOVetkezik, hogy dimyg V(A{) > 1y,
tehat mgeom()\i) = malg(Ai)~

Forditva, feltételezziik, hogy az (1), (2) feltételek teljesiilnek. Legyenek Aq,..., A a P¢ paronként kiillénbézé
gyokei, és legyen

Pe(X) = (A1 = X)" (A2 = X)"2 . (A — X)T,
ahol T <1y <, 1y =mug(A), és Y " 1 =1
Mivel Mgeom (A1) = Malg(Ai) = 11, kovetkezik, hogy V(A;i)-nek van egy (vir,...,Vvir,) bdzisa, 1 < i < m.
Igazoljuk, hogy
V= (V11)"')V1T1 »v21)"')v2T2»"' )vm1a"-)vm1‘m)

béazis V-ben. Mivel a v rendszer n vektort tartalmaz, az alternativa tétel szerint elég igazolni, hogy v linearisan
fliggetlen. Feltételezziik, hogy

anvir 4 Qi Vi +a21v21 o0 A2, Var, o+ GtV o Qe Vi, = 0.

EV(Aq) €V(A2) EV(Am)
A 2.4.8. lemma b) pontjabdl kovetkezik, hogy

aiivir - 4 Qi Vir, =0, 1<i<m,

tehat ay; =--- =air, =0, 1 <1< m. Végil, mivel f(vij) = Aivyy, 1 <G <1y, 1 <1 < m, kovetkezik, hogy
[ﬂv‘v :diag(?\1,...,?\1,?\z,...,Az,...,?\m,...,hm). |
—_———— — —_————
™ T2 Tm

2 0 -2
2.4.11. példa. Legyen f: R3 — R3 [flc. = A = (O 3 0 |.Ekkor PA(X) = (2= X)(3 — X)?, tehat a Pa
0 0 3
gyékei M= 2, A= 3, ahol malg(?\ﬂ = 1, és malg(Az) =2.
2x3 = 0 X7 = o 1
M=2= x2 = 0 & ¢ x2 =0 éV(?\1)_< 0 >,
X3 = 0 X3 = 0 0
tehdt Mgeom (A1) =1 = Maig(A1).
X1 = —2« —2x -2 0
MN=3= —x1—-2x3=0 & X, = B = V(A = B |, B €R :< 01],[1 >,
X3 = [04 x 1 0

tehat mgcom()\l) =2= malg(}\Z)'
Kovetkezik, hogy a f diagonalizdlhaté. Legyen v = ((1,0,0), (—2,0,1), (0,1,0)). Akkor

1T -2 0 1T 0 2 200
T=T'=[(0 o 1|, T'=(f0o -1 1], fY=T 'AT=(0 3 0
0 1 0 0o 1 0 00 3
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2.60. feladat. Diagonalizélhaték-e a kovetkezd matrixok (C-f6lott)? Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az 4j bazist
és az attérési matrixot.

00 1 00 1 00 1 0 0 1

a) (1 0 0]; By[o o o]; oofo 0 o]; )0 0 of;
01 0 100 00 0 ~10 0
4 -3 1 2 00 0 1 11 0 2

o> 8 54 ploo1o o1 102
6 —12 8 5| 010 0f 0 0 2 3
1 -3 22 100 0 0 0 0 2

2.61. feladat. Igazoljuk, hogy a

0
0
0
1

o O = O
o == O O

1
0
0
0
matrix C f6l6tt diagonalizalhaté, de R f6lott nem.

z) € M, (R). Igazoljuk, hogy:

a) Ha Tr(A)? —4det A > 0, akkor A diagonalizlhato.

b) Ha Tr(A)? —4det A = 0, akkor A diagonalizalhaté & A diagonlis.

c) Ha Tr A)z —4det A < 0, akkor A nem diagonalizalhaté. Ebben az esetben létezik T € GL,(C) gy, hogy

048] 0
T AT = (O CXZ) € M,(C).

2.62. feladat. Legyen A = <2

cost sint

d) Tanulmanyozzuk az A = (‘ sint cost

) matrixot, ahol t € R.

2.4.4. Jordan-féle kanonikus alak

Legyen dimx V = n, e = {e1,...,en} bazis V-ben, f € Endx(V), A = [fle,e, és feltételezziik, hogy a P¢(X)
karakterisztikus polinomnak n gyoke van K-ban.
Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy létezik v bazis V-ben gy, hogy

J: 0 ... O
0o J, ... 0
flvv=T@L@ - @J:= S
0 0 ...

ahol J; négyzetmatrix amely (A) € M (K) alakd, vagy

A1 0 ... 00
oA 1T ... 00
Jo=1: 0 o
00 0 ... A1
00 0 ... 0 A

alaki, ahol A sajatértékre f-nek.

2.4.12. definicié. a) A fenti J; matrixot A-nak megfelel6 Jordan-blokknak nevezziink®.

b) Azt mondjuk, hogy [fly v = J1®J2®...®]x az f endomorfizmus (vagy az A matrix) Jordan-féle kanonikus
alakja (vagy Jordan-féle normadlalakja).

¢) A v bézist f-nek megfelel6 Jordan-féle kanonikus béazisnak nevezziik.

Ebben a paragrafusban a méatrixok és endomorfizmusok Jordan-féle kanonikus alakjanak 1étezését és egyértel-
miiségét mutatjuk be.

LCamille Jordan (1838-1922) francia matematikus, az Ecole Polytechnique és a Collége de France tanara volt. 1881-t6l a Fran-
cia Tudomédnyos Akadémia tagja. 1870-ben adta ki a “Traité de substitutions et des équations algébriques” cimii konyvét a per-
mutécidcsoportokrdl és az egyenletek Galois-elméletrdl. 1882-1887 kozott adta ki a haromkotetes “Cours d’analyse” cim@ munkajat.
Jordan nagy mértékben hozzajarult az abban az idében tanulményozott matematikai kérdések megoldasaban, és az eldadasai nagy
hatéssal voltak més matematikusokra.
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2.4.13. megjegyzés. 1) Ha | az A mdtrix Jordan-féle kanonikus alakja, akkor J és A hasonlé métrixok, azaz ha
v egy f-nek megfelel Jordan-féle kanonikus béazis és T = TY, akkor ] = T-1AT.

2) [fly» diagondlis métrix akkor és csak akkor, ha minden J; Jordan blokk (A) € M;(K) alaki. Minden
diagonalis matrix Jordan-féle kanonikus alakd.

3) Legyen f: Q% — Q8, [f],, =], ahol

N

J=ThhéehelseJs=

S O O OO OO

O OO OO ON=—
el eoNeoNeoNeN SI e
S OO ONO OO
OO O WO O OO
SO W—= OO OO
[cNeoNeoNoNoNoNoN o)
S = O O O O OO

kanonikus alakt, és v = {x1,x2,...,xs}. Ekkor P¢(X) = Pj(X) = det(] — XI) = (X — 2)4(X — 3)2X%. Az x1,...,%Xs
vektorok koziil csak x1, x4, x5 és x7 (a bazis vektorok melyek megfelelnek a Ji, J2, J3 illetve J4 Jordan blokkok
els6 oszlopainak) sajétvektorai J-nek.

4) A karakterisztikus polinomok nem hatérozza meg a Jordan-féle kanonikus alakot. Példdul a

SO OO OO OON
OO OO OCON—
el eoNeNeoNeoN SI o]
S OO ONO OO
OO O WO O OO
SO W—= OO OO
[cNeoNeoNoNoNoNoNo)
S = O O O O OO

métrix karakterisztikus polinomja ugyancsak (X —2)%(X — 3)2X2.

Altalanositott sajatvektorok

2.4.14. megjegyzés. Tekintsiik 1jbdl a ] métrixot. Lattuk, hogy az x; és x4 sajatvektorok a A = 2 sajatértékhez
tartéznak, de x; és x3 nem sajatvektorok, mert (f —21v)(xq) = (f — 21v)(x4) = 0, mikézben (f —21v)(x2) # 0
és (f—21v)(x3) # 0. Mivel f(x2) = x1 + 2x2 és f(x3) = x2 + x3, kapjuk, hogy

(f = 21v)%(x2) = (f = 21V)(f(x2) — 2x2) = (f = 21v)(x1) = O,

(f=21v)*(x3) = (f = 21v)?(f(x3) — 2x3) = (f = 2Tv)*(x2) = 0.
Tehdt (f—2Tv)(x2) #0, (f —21v)(x3) #0, de (f = 2Tv)P(x2) = (f = 21v)P(x3) =0, ha p > 3.

2.4.15. definicié. Azt mondjuk, hogy x € V\ {0} a A skaldrhoz tartozd dltalanositott sajatvektora f-nek, ha
létezik egy p > 1 egész szam 1gy, hogy (f — ATy )P(x) = 0.

2.4.16. megjegyzés. 1) Ha x egy A-hoz tartozé altaldnositott sajitvektora f-nek, akkor A sajatértéke f-nek.
Valéban, ha p a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre (f — Aly)P(x) = 0, akkor y = (f — ATy)P " '(x) a A
sajatértékhez tartozd sajatvektora f-nek.

2) Ha v Jordan-féle kanonikus bézis V-ben, akkor a v elemei sajatvektorai vagy altalanositott sajatvektorai
f-nek.

2.4.17. definicié. Legyen x a A sajatértékhez tartozé altalanositott sajatvektora f-nek, és legyen p a legkisebb
pozitiv egész szdm tgy hogy (f — ATy )P(x) = 0. Akkor az

(F=ATV)P (), (F = ATV)P 2 (x), .o, (F = ATV (X),

vektorrendszert f-nek megfeleld A-hoz tartozé ciklusnak nevezziik, melynek (f —A1y)P~'(x) a kezdSvektora és
x a végvektora. Azt mondjuk, hogy a ciklus hossza p.

2.4.18. példa. Az el6z6 ] matrix esetén, latjuk hogy vi = {x1,%x2,x3}, v2 = {x4}, B3 = {x5,%e}, Pa = {x7,xs}
a 2, 2, 3 illetve 0 sajatértékekhez tartozé ciklusok. Legyen Wi := (vi) <q V, i =1,...,4. Mivel f(x1) = 2x1,
f(x2) = x1 + 2x2, és T(x3) = x2 + 2x3, kovetkezik, hogy W; f-invarians résztér. Ugyanigy W>, W3 és Wy is

f-invaridns részterek. Konnyt beldtni, hogy [fiw,], =T, i=1,...,4.
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2.4.19. lemma. Legyen w egy a A sajdtértékhez tartozo ciklusa f-nek, és legyen v eqy bdzis V-ben.
1) A w kezddvektora A-hoz tartozé sajatvektora f-nek.
2) w linedrisan fiiggetlen.
3) v Jordan-féle kanonikus bdzis akkor és csak akkor, ha v diszjunkt ciklusok egyesitése.

Bizonyités. 1) ldsd a 2.4.16. 1) megjegyzést.

2) Indukcié a w ciklus hossza szerint. Ha a w hossza 1, akkor v = {x1} linedrisan fiiggetlen, mert az x; # 0.
Feltételezziik, hogy k > 1 és a k — 1 hosszusdgu ciklusok linedrisan fliggetlenek.

Legyen w = {x1,%2,...,Xx}, és tételezziik fel, hogy 25:1 aixi = 0, ahol aj,az,...,ax € K. Mivel (f —
Alyv)(xi) = xi_1, kapjuk Z?:z aixi—1 = 0. De {x1,x2,...,%xx_1} (k — 1) hosszusdgui ciklus, tehat a; = 0, i =
2,3,...,k. Kovetkezik, hogy a;x; = 0. De x; # 0, tehat a; = 0.

A 3) 4llitdst az olvaséra bizzuk. m

2.4.20. definicié. Legyen A sajatérték f-nek. Az f transzformécié A-hoz tartozé altaldnositott sajatrésztere
a kovetkez6 halmaz:

VN ={xeV|[IpeN: (f—Aly)P(x) =0

—

2.4.21. lemma. Legyen A sajdtétéke f-nek. Akkor V(N) résztere V-nek, amely tartalmazza a V(N) sajdtrésztért.

e —_~

Bizonyitas. Evidens, hogy 0 € V(A). Tételezzik fel, hogy x,y € V(A); akkor léteznek p és q pozitiv egész
szamok ugy, hogy (f —ATy)P(x) =0és (f —ATv)%(y) = 0. Most

(F=AV)PT(x+y) = (F=AV)P(x) + (f=ATv)9(y)
= ([f=ATV)I(f =ATV)P(x) + (f = ATV)P(f = ATv)%(y)
(f —=ATv)9(0) + (f = ATy)P(0) =0,

tehat x +y € V(A). Végiil, Va € K

(f —=ATy)P(ax) = a(f = ATy)P(x) =0,

—_~— e

tehat ax € V(A). Nyilvan V(A) = Ker(f — ATy) € V(A).

—_—

Masképpen, vegyiik észre, hogy V(A) = UpGN* Ker(f —ATy)P, és Ker(f —Aly)P C Ker(f — ATy )P+, =

2.4.22. lemma. Legyenek A1,A2,...,Am az T pdronként kilonbozé sajdatértékei. Akkor minden i = 1,...,m
esetén
V(A) N (Y VI(A))) = (o).
j#1

Bizonyitas. Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy i = 1. Feltételezziik, hogy

azx2 + -+ AmXm = Xq
ahol x; € m, 1 <j <m. Legyen pj, (1 <j < m) alegkisebb pozitiv egész szdm gy, hogy (f—A;1v)Pi(x;) = 0.
Tegyiik fel, hogy x1 # 0, tehat (f —A11v)P' 71 (x1) # 0 A;-hez tartozé sajatvektor. Kapjuk, hogy
0 = (F=MTV)P T (F=XTy)P2 o (F = AmTv)P ™ (x1)
(F=A2Tv)P2 o (F = A TP (F = A Ty )P T (xq)
= A =A2)P2 (M = AP (F= A TP ().

Mivel A1, ..., Am kiilonbozéek, kovetkezik, hogy (f —A11v)P' ' (x1) = 0, ellentmondds. Tehdt x; =0. m

2.4.23. lemma. Legyenek Si, i =1,...,k ciklusai f-nek amelyek a A sajatértékhez tartoznak. Legyen pi €s yi az
Si hossza, illetve kezdbvektora. Ha{ys,...yx} linedrisan fiiggetlen halmaz, akkor S := U]le Si linedrisan figgetlen

halmaz, amely ZL] pi vektort tartalmaz.

Bizonyitis. Tegyiik fel, hogy p1 > p2 > ... > pk. A bizonyitds indukcié py szerint. Ha p; = 1, akkor
Py =--- =px = 1. Tehdt minden S; ciklus tartalmaz csak egy elemet, és ahipotézis szerint U:f:1 Si ={y1,...,yx}
linearisan fiiggetlen halmaz, amely Z}f:] pi = k elemet tartalmaz.

Most tegyiik fel, hogy a tétel igaz ha 1 < p; < n. Tegytik fel, hogy n =pj > p2 > ... > px és legyen 1 ugy,
hogy 1 <1 < késp, > 1. Legyen S/ az a ciklus, amelyet igy kapunk, hogy eltdvolitjuk az utolsé x; vektort S;-bél.
Akkor S A-hoz tartozé p; — 1 hosszusagu ciklus y; kezdévektorral. Mivel {y1,vy2,...,yx} linedrisan fiiggetlen,
az indukcié hipotézisa szerint S’ := | Ji_; S linedrisan fiiggetlen halmaz, amely > {_;(pi — 1) vektort tartalmaz.
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Kovetkezik, hogy S = S’U{x1, ..., xi} diszjunkt egyesités, tehdt S tartalmaz } ;_;(pi—1)+k = 25:1 (pi—1)+k =
Z?:] p; vektort.

Ki kell mutassuk, hogy S linedrisan fiiggetlen halmaz. Tegytik fel, hogy Y_
=0,1=1,...,k, kapjuk, hogy

0= a(f-Alv)(z) =) al(f-Av)(),

z€S zeZ

zes AzZ = 0. Mivel (f — ?\1\/)(1;1)

ahol 8" ={v e S|v#yi, 1 <1i<k} De a fenti 0sszeg linedris kombindcidja az S’ elemeinek. Mivel S’ linedrisan
fiiggetlen, kovetkezik, hogy minden z € S” esetén a, = 0. Tehdt a fenti egyenlet egyenlet linedris kombindcidja
{y1,...,yx-nak, amely linedrisan fiiggetlen, hipotézis szerint. Tehdt minden a, egyiitthaté egyenlé nulldval. m

2.4.24. tétel (Jordan-féle kanonikus bazis 1étezése). Legyen f € Endg (V) és feltételezziik, hogy a P¢(X)
karakterisztikus polinomnak n gyoke van K-ban, ahol dimgx V = n. Akkor V-ben létezik f-nek megfeleld Jordan-
féle kanonikus v bdzis, amely diszjunkt egyesitése az f sajdtvektoraihoz tartozé ciklusoknak.

Bizonyitas. A bizonyitas indukcié n szerint. Ha n = 1, az allitds igaz, mivel minden 1 x 1-es méatrix Jordan-féle
kanonikus alakiu. Tételezziik fel, hogy az allitds igaz n-nél kisebb dimenzidju vektorterek esetén, ahol n > 1.

1. eset. dimgIm (f) < n. Mivel Im (f) f-invaridns résztere V-nek (azaz f(Imf) C Imf), definidlhatjuk az
f1 = fiim¢ : Imf — Imf lesziikitést. Ekkor fi-re alkalmazva az indukcié hipotézisat kovetkezik, hogy 1étezik f-
nek megfelel§ w Jordan-féle kanonikus bdzis Im f-ben, amely r elemet tartalmaz, ahol r < n. A 2.4.19. 3) lemma
alapjan w diszjunkt ciklosok egyesitése. Legyenek Sq,S,,...,Sx a w-beli ciklusok, amelyek a 0 sajatértékhez
tartoznak, és legyen y; és w; az els6 és utolsé vektora Si-nek. Mivel w; € w C Imf, 1étezik x; € V gy, hogy
f(xi) = wi. Legyen Y :={y1,y2,...,yx) X:={x1,X2,...,Xx}, és Wp := Ulf:1 Si. Tegyiik fel, hogy wy p elemet
tartalmaz, ahol p < r. A 2.4.19 1) lemma alapjdn minden y; 0-hoz tartozé sajatvektor, tehét Y C Kerf. Mivel Y
linearisan fiiggetlen, kiterjeszthet6 egy YUZ Kerf-beli bézisra. Itt |Z| = n—r—k, mivel dim Kerf = n—dimImf =
n —r. Legyen S{ := S; U{xy}; akkor S/ f-nek megfelel§ 0-hoz tartozé ciklus, és y; a kezd8vektora. Mi tobb, ha
z € Z, akkor {z} a nulla sajatértékhez tartozoé ciklus. Akkor az el6z6 lemma szerint (U]f:] SHUZ=(yoUX)UZ
linedrisan fliggetlen halmaz, amely p + k+ (n —r — k) = n — (r — p) elemet tartalmaz, mivel Y U Z linedrisan
fliggetlen halmaz amely 0-hoz tartozé ciklusok kezd H ovektorait tartalmaz.

Bebizonyitjuk, hogy v :=vyUXU Z a keresett bazis. Ha wog = w (azaz p = 1), akkor v =wy UX U Z linedrisan
fiiggetlen halmaz, amely n — (r — p) = n elemet tartalmaz. Tehdt v bézis f-ben. Ha pedig wo # w, akkor

wii={xew|xé&wo}al;,..., Ay nem nulla sajitértékekhez tartozé diszjunkt ciklusok egyesitése. Tegyiik fel,
hogy
O:Zaxx: Z a,x + Z Ay X.
XEV xXEWoUXUZ xew’

—_—~— —_—~

Akkor erwouxuz(_axx) =) xew AxX. De a baloldal V(A1)-beli elem, ahol A; = 0, és a jobboldal V(Az) +---+

V(Am)-beli elem. A 2.4.22 tétel alapjan mindkét oldal egyenld 0-val. Mivel wo UX U Z és w’ linedrisan fiiggetlen
halmazok kovetkezik, hogy ay = 0 minden x € v esetén. Tehdt v linedrisan fiiggetlen, és mivel v=w U XU Z
tartalmaz r+k+(n—r—k) = n elemet, v bazisa V-nek. Mivel v diszjunkt egyesitése az f-nek megfelel$ ciklusoknak,
kovetkezik, hogy v Jordan-féle kanonikus bazis, a 2.4.19. lemma alapjan.

2. eset. dimg Im (f) < n. Legyen A sajatértéke f-nek. Alkalmazzuk az 1. esetet az f — ATy nem invertalhaté
endomorfizmusra. Kepunk egy v bézist V-ben ugy, hogy [f —Alvl,, =] Jordan-féle kanonikus métrix. De akkor
[flvv =] + Aly is Jordan-féle kanonikus matrix. m

2.4.25. tétel. Legyenek Aq1,...,An az f pdronként kulonbozd sajdatértékei és legyen i a Ay algebrai multiplicitdsa.
Legyen v egy f-nek megfeleld Jordan-féle kanonikus bdzis V-ben, és legyen vi :==v N \7(3\5, i=1,...,m. Akkor:
1) Minden x € V esetén léteznek az egyértelmiien meghatdrozott x; € \//—(\7:1/) vektorok, i =1,...,m, dgy, hogy
X=X1+- -+ Xm.
Azt mondjuk, hogy V a \//m, . \7(7\\:) részterek direkt Osszege, és a kovetkezOképpen jeloljiik:

V=VA)D - ®V(An).

—_~ —~—

2) vy bdzisa V(Ai)-nek. Forditva, ha wi olyan Ai-hez tartozd ciklusok egyesitése, amely bdzisa V(Ai)-nek, akkor
U?:] wy f-nek megfeleld Jordan-féle kanonikus bdzis V-ben.

3) m = Ker(f — A{1y)"t f-invaridns résztere V-nek, és dimg V(A{) = 1y.

4) f diagonalizalhatd akkor és csak akkor, ha V(A\) = \7(\7\1/), mindeni=1,...,m esetén.

Bizonyitas. 1) Nyilvan (vi) C V(A;). Mivel (U, vi) = (v) = V, kbvetkezik, hogy V(A7) +- -+ V(Am) = V. Az
egyértelmiiség kovetkezik a 2.4.22 lemmabdl.
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2) Legyen W; := (vi). Akkor Wi C V(A1) és dimg W; < dim(K,,). Mivel v egyesitése a vi, ..., vy, diszjunkt
halmazoknak, és (v) =V, kovetkezik, hogy V=W @ --- ® W,,. Az 1) pont szerint

dim V=Y dime Wy < Y dimy V(&) = dimy V.
i=1 i=1

—~— —_~ —_—~ —_—~—

Tehat dim]( Wi = dim]( V()\l) Mivel Wi g V()\l) és dimK Wi = dimK V()\l), kévetkezilg hOgy <Vi> = Wi = V()\l)

Mivel v; linedrisan fiiggetlen (mert részhalmaza v-nek), vi bazisa V(A;)-nek.

3) Tudjuk, hogy V(A;) résztere V-nek, és v; bazisa V(Ai)-nek, amely Ai-hez tartozé ciklusok egyesitése. De
egy ciklus barmely vektoranak a kepe linearis kombindciéja a ciklus vektorainak, tehat eleme \7(\?\1/)—nek. Tehat
f(vi) C \7(;\/) bebizonyitva, hogy V( 1) f-invaridns.

Legyen f; az f lesziikitése V( i)-re. A 2) pont alapjan A; = [fily, v, Jordan-féle kanonikus alakja fi-nek és
(floy =A1® - ®An. Hany:=dimg m, akkor az f; karakterisztikus polinomja det(A; — XL, ) = (A; —X)™,
mert A; — XIy, triangularis métrix, amelynek atléin A; — X szerepel. Akkor

Pe(X) = (A =X)L (A — X)™,

—_~

tehat T =Ny = dimK V()\l)

Nilvan Ker(f — A;1v)™ C V(Ay). Legyen x € V(A;). Akkor az S ciklus amelynek x az végvektora linedrisan

fiiggetlen részhalmaza V(A;)-nek. Mivel dimg V(A{) = 1y, kdvetkezik, hogy az S hossza nem lehet nagyobb m;-nél;
tehdt létezik p < my pozitiv egész tigy, hogy (f —A;1yv)P(x) = 0. Tehdt x € Ker(f —A;1y)™t, bebizonyitva, hogy

m = Ker(f — A{Ty )™,
4) Ha V(A;{) = V(A;) barmely i-re, akkor az 1) pont alapjin

—_~—

VM) @ @VAr) =V(AM) & - ®&V(Am) =V,

tehat f diagonalizdlhaté.

Forditva, ha f diagonalizalhatd, akkor dimg V(A;) = ri. De mivel V(A;) résztere V(A;)-nek és dimg V(A{) = 13
kovetkezik a 3) pont alapjan, hogy V(A{) = V(Ai), barmely i=1,..., m esetén. m

2.4.26. példa. Hatarozzuk meg a kovetkez6 endomorfizmusok sajatrésztereit és altaldnositott sajatrésztereit.
a) Legyen f : R — R3, ahol

301 -2
[feed=A=|-1 0 5
1 -1 4

Az A karakterisztikus polinomja Pa (X) = det(A—XI) = —(X— 3)(X 2)%. Tehdt Ay = 3 és A, = 2 az f sajatértékei,
1 és 2 algebrai multiplicitdssal. A 2.4.25. tétel alapjan dimy V(7\1) =1, dimg V(A2) = 2, V(A1) = Ker(f — 31y/)
és V(A2) = Ker(f — 21v)2.

Kapjuk, hogy {(—1,2,1)} bazisa V(A) = V(A1 )-nek. Hasonléan {(1,—3,—1)} bézisa V(A;)-nek. Tovabbs

21 -1
A-202=|-4 -2 2
-2 -1 1

—_—

A V(A;) meghatarozasa ekvivalens a kévetkezé homogén egyenletrendszerrel:

2x1 +x2 — X3 =0
—4x7 —2x3+2x3 =0 .
—2x1 — %2 +x3 =0.
Kapjuk, hogy {(1,-3,-1),(—1,2,0)} b V(?\ ) ben Eszrevessziik, hogy ez a bdzis A2-hoz tartozé ciklus. Az
2.4.25. tétel 2) pontja alapjan v:={(-1,2,1),(1, —1),(—1,2,0)} bazisa R3-nak, és
300
[flvv=1[0 2 1
0 0 2

Jordan-féle kanonikus alakja f-nek.
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2.4.27. példa. Legyen f: Co[X] — C,[X], f(P) = —P — P’. Akkor e := {1, X, X?} kanonikus bézis V = C;[X]-ben,
és

1 -1 0
A=[flee=|0 -1 =2
0 0 -1

Az f karakterisztikus polinomja P¢(X) = det(A — XI) = —(X + 1)3. Tehdt A = —1 az f egyetlen sajatértéke, és

V(A) = C2[X] a 2.4.25. tétel alapjén. Tovébba V(A) = Ker(f—Aly) = Ker(f+1v). Ha P = a + bX +cX? € C1[X],
akkor P € V(A) akkor és csak akkor, ha

0="F(P)+P=(—(a+DbX+cX?) —(b+2cX)) + (a+bX+cX?) = —(b + 2cX).

De —(b + 2¢X) = 0 akkor és csak akkor, ha b =c = 0. Innen P € V(A) akkor és csak akkor, ha P = a konstans
polinom, tehat {1} bazisa V(A)-nak. Vegyiik észre, hogy v := {2, —2X, X?} 1-hoz tartozé ciklus, és

Jordan-féle kanonikus alakja f-nek.

2.63. feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd métrixok endomorfizmusok sajatrésztereit és altalanositott sajat-
résztereit:

Do 00 1 1 -4 —5
a)A_(_] 3); BA=[0 1 0|, ogA=[21 =8 —11];
100 3 -1 0

d) f: Ca[X] = Ca[X], f(P) =2P —P’; e) f:Cy[X] — Cy[X], f(P) =P —2P".

2.64. feladat. Legyen [fl,, =J1 @ J2 @ ... ® Ji, ahol J; Jordan-blokk. Legyen A sajétértéke f-nek, és legyen s
azon Jordan-blokkok szdma, amelyek f64tl6jan A van. Bizonyitsuk be, hogy 1 < s < dimg V(A).

2.65. feladat. Legyen f € Endk (V), A sajatértéke f-nek és k € N*. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Ker(f*) C Ker(f**1).
b) Ha rang(ff) = rang(f**1), akkor rang(f') = rang(f*) és Ker(f!) = Ker(f*) barmely i > k esetén.
) Ha rang((f — ATy)*) = rang((f — ATy)**1), akkor V(A) = Ker((f — ATy)¥).
) f diagonalizélhaté akkor és csak akkor, ha minden A sajétérték esetén

C
e

rang(f — Aly) = rang((f — ATv)?).

A Jordan-féle kanonikus alak meghatarozasa

Legyenek Aq,..., Ay az f kiilonbozd sajatértékei. Legyen v egy f-nek megfelelé Jordan-féle kanonikus bazis V-
ben, ] := [fl, egy Jordan-féle kanonikus alakja f-nek. Tudjuk, hogy minden i = 1,..., m-ra létezik egy v; bézis

V(Ai)-ben gy, hogy Pi diszjunkt egyesitése a Ai-hez tartozé ciklusoknak, és v = U];:] Vi.

Legyen f; az f leszlikitése V(Ai)-re. Akkor A; := [fily, v, Jordan-féle kanonikus alakja fi-nek, és | = [fl, =
A @D - ® Ay, Jordan-féle kanonikus alakja f-nek.

A J-re vonatkozé egyértelmiiségi tétel megfogalmazaséira elfogadjuk a kovetkezé konvenciét: a v; bézisokat
olyan sorrendbe helyezziik, hogy a ciklusok hossza csokkend sorrendben jelenjenek meg. Ha v; diszjunkt egyesitése
az S$1,S2,...,Sm, ciklusoknak és, ha az S; ciklus hossza pj, a ciklusokat igy indexeljiik, hogy p1 > -+ > pm,.

Ahogyan latni fogjuk nem létezik egy hasonlé egyértelmiiségi tétel a v; vagy v bazisokra. Megmutatjuk, hogy
az m; ciklusok szadma, és a p; hosstsagok egyértelmiien meghatarozottak, és ezek a szdmok meghatarozzak A;-t.

Az A; és vi meghatdrozdsanak segitségére, bevezetiink egy pontokbdl all6 témbot, amit pont-diagramnak
neveziink. A v; pont-diagramja a kovetkez6 szabaly alapjdn van megszerkesztve:

1. A t6mb m; oszlopot tartalmaz (egy oszlopot minden ciklusnak);

2. Balrdl jobbra a j-edik oszlop pj pontot tartalmaz, amelyek megfelelnek az S; elemeinek a kévetkezé médon:
ha x; az S; végvektora, akkor (f —AiTy)Pi~1(x;) megfelel az els§ pontnak; (f — A;1v)P1 2 (x;) megfelel a
maésodik pontnak; és igy tovabb. Az utolsé pontnak az oszlopbdl az x; vektor felel meg.
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Tehét a vi-nek megfelel6 pont-diagramm a kovetkezo:

o(f —AMTV)Pi T (x1)  o(f =AM Ty)P2 T (x2) - o(f = A Ty)Pmi ! (3,

i

o(f —ATVIPT2(x1)  o(f —ATy)P272(x2) o(f —AiTv) P2 (xm,)

i

- o(f — A1) (xmy)
o(f —AiTv)(x2) Xy,

o(f = AiTv)(x1) (2]

X1
l*/]szrevessziik7 hogy a sorok szdma pi, és ha 1; a j-edik sor pontjainak a szdma, akkor vy > -+ > 1,,. A
P1 > - > Pm, ésaz Ty > -+ > Ty, szamrendszrek kolcsonosen meghatdrozzak egymaést. A pont-diagram

egyértelmiiségén pontosan azt értjiik, hogy ha v; és v/ két Jordan-féle kanonikus bazis V(Ai)-ben, akkor a v; és
v{-nek megfelelé pont-diagram megegyezik.

2.4.28. példa. Tegyiik fel, hogy m; =4, p1 =3, p2 =3, p3 =2 és pg = 1. Akkor

A, 1.0 0 0 0 0 0 O
O 1.0 0 0 0 0 O
0O 0 A O O O O0 0 O
0O 0 0 A T 0 O 0 O
Ai=[0 0 0 0 A 1 0 0 O|=h®l2d]38]s.
0O 0 0 0 0 A O 0 O
0O 0 0 0 0 0 A 1 0
0O 0 0 0 0 0 0 A O
0 0 0 0 0 0 0 0 A\

A v; pont-diagramja a kovetkezo:

2.66. feladat. Legyen egy m oszlopbdl és k sorbdl allé pont-diagram. Tegyiik fel, hogy a j-edik oszlop p; pontot
és az i-edik sor r; pontot tartalmaz. Ha py > p2 > ... > pm, bizonyitsuk be, hogy:

a)k=p; ésm=ry.

b) pi =max{j | r; > i}, ahol 1 <1 <'m, és vy =max{j | p; > i}, ahol 1 <i<m.

c)

Ty 2T 2 2 T
d) Ha egy pont-diagramban ismertek az i szdmok, akkor a p; szdmok meghatédrozhatdk.

2.4.29. tétel (az r; szdmok meghatdrozasa). Minden v € N* esetén a vi vektorai, amelyek a vi pont-diag-
ramjdnak elsé v sordban levd pontokkal vannak azonositva, bdzist alkotnak Ker((f — Ai1v)")-ben. Tehdt a vi-nek
megfeleld pont-diagram elsé v sordban levd pontok szdma dimy Ker((f —A;Tv)").

Bizonyitas. A v; vektorai, amelyek a v; pont-diagramjdnak els6 r sordban levé pontokkal vannak azonositva
az S1,...,Sk, ciklusok els6 r elemei. Tehat ezek a vektorok elemei Ker((f — A;Ty)")-nek. Mi tébb, ezek a
vektorok linedrisan fiiggetlenek, mert vi-nek elemei. Tehat elég bebizonyitani, hogy ezek a vektorok generaljak
Ker((f —A{1y)")-t.

Legyen W;j := (S;). Mivel W; f-invaridns, kovetkezik, hogy Wj (f — AjTyv) -invaridns. Mi t6bb, V(A;) =

Wi @ - @ Wy,. Hax € Ker((f —A;Ty)"), akkor x € V(A;). Tehat léteznek a w; € Wj egyértelmi elemek gy,
hogy x =wy + - +wy,. Ezért

0=(f=ATv)"(x) = (f =ATv) (wr) + -+ (F = ATy) " (w ).

Kovetkezik, hogy (f —Ai1v)"(wj) =0 minden j =1,2,...,k; esetén. Tegyiik fel, hogy minden j-re
S ={(f = ATV)P T 0g), (F = ATV)P 2 0g), -, (F= ATy ) (%), %)

Akkor mivel
Wi = ap, 1 (F=ATv)P 7 () 4+ + a1 (F = ATv) (%) + aoxj,

ahol a,; 1,...,a1,a0 € K, kapjuk, hogy

0=(f=ATv) (W) = ap,—r—1(F = A TV)P 1) + -+ ao(f — A Tv) " (x5).
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Mivel §; linedrisan fiiggetlen kovetkezik, hogy ap; +—1 =--+ = ao = 0. Tehat
Wj = Up; 1 (f — }\11\/)]357] (Xj) + (lp)._z(f — )\i1v)pj72(x]‘) + -+ apj_r(f — 7\i1v)p17T(Xj).

Tehat wj linedris kombindcidja a v; vektorainak, amelyek azonositva vannak a v; pontdiagramjanak a j-edik oszlop
elsé r sordban levé pontjaival. Tehdt x = w1 +wy + --- + wy, linedris kombindcidja a vi elemeinek, amelyek
azonositva vannak a v; pontdiagramjanak elsé r soraban levo pontokkal. m

Ha r =1, akkor a 2.4.29 tétel a kovetkezOképpen alakul:
2.4.30. kovetkezmény. m; = dimg V(A).

A kovetkezd ké[letekbdl megfogalmazhatunk egy algoritmust a v; pont-diagramjédnak megszerkesztésére.
2.4.31. tétel. Legyen v; a vi-nek megfeleld pont-diagram j-edik sordban levd pontok szama. Akkor:

1) 7 =dimg V —rang(f — A 1v).

2) 1 = rang((f —Adv) ") —rang((f = ATv)) haj> 1.
Bizonyitas. A 2.4.29 tétel alapjan, minden j > 1 esetén

T+ 124+ 15 = dimg Ker((f — A Tv)) = dimg V — rang((f — ATy )).

Tehédt 11 = dimg V — rang(f —A;1yv) és ha j > 1, akkor

o= (MATr2te ) (T2t 1)
(dimg V — rang((f — A;1v))) — (dimg V — rang((f — A Ty )™ 1)
rang((f — A 1v) ") —rang((f — M 1v))). "

2.4.32. kovetkezmény. A fenti konvencidt elfogadva, a vi pontdiagramja egyértelmiien meghatdrozott.
Tehdt egy linedris operdtor Jordan-féle kanonikus alakja egyértelmiien meghatdrozott, eltekinve a sajdatértékek
sorrendjétdl.

Az kovetkezo példakban és feladatokban az altalanositott sajatrészterek dimenzidja elég kicsi. Itt nem adunk
meg egy altalanos algoritmust a Jordan-féle kanonikus bazis meghatarozasara.

2.4.33. példa. Legyen V=R* f:R* - R*

2 1 0 1
0 3 -1 0
flee=A=1o0 7 1 o
0 -1 0 3

Meghatérozzuk az A Jordan-féle kanonikus alakjit és egy f-nek meffeleld Jordan-féle kanonikus bazist. Az A
karakterisztikus polinomja: Pa(X) = det(A — XI) = (X — 2)3(X — 3). Tehdt m = 2 mert A-nak két kiilonbozé
sajatértéke van, Ay =2 és Ay =3, és Mag(A1) =3, Mag(A2) =1.

Kovetkezik, hogy dimg V(A1) = 3, tehédt a vi pont-diagramja hdrom pontot tartalmaz. A 2.4.25 tétel alapjan
1 =4 —rang(A—2I) =4 -2 =2 és r, =rang(A —2I) —rang((A —2I)?) =2 —1 = 1. Innen a v; pont-diagramja
a kovetkezd:

Kovetkezik, hogy

N

A] = [f]]\)1,\1] =

o o
oSN =
N O O

Mivel dimk V(A2) =1, v, egyetlen vektort tartalmaz, tehat a v, pont-diagramja e és Ay := [valy, v, = (3).
Kapjuk, hogy v =v; Uv; és az A Jordan-féle kanonikus alakja

21 00

2 00

]:[f]v,v:Al @AZ: 00 2 0
0 0 0 3
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Most keresiink egy f-nek megfelelé Jordan kanonikus bazist R*-ben. Tudjuk, hogy a v; pont-diagramja

o(f —A{Tv)(x1) ex2
X1

A diagrammbél latjuk, hogy egy x; vektort kell vélasszunk gy, hogy x; € Ker((f —A11v)?), de x; ¢ Ker((f —
AMTv)). It

0o -1 0 1 0 -2 1 1
I R S , o 0o o0 0
A=2l=1o 1 g o> A=2D7=15 o 0 0
0o -1 0 1 0 -2 1 1
Kénnyti beldtni, hogy {(1,0,0,0), (0,1,2,0), (0,1,0,2)} bazisa Ker((f — A1v)?) = V(Ay)-nek. A (0,1,2,0) és
(0,1,0,2) vektorok nem elemei Ker((f —A;1v)-nek. x7 lehet barmelyik a két vektor kozil; legyen x; = (0,1,2,0

Akkor

—1
—1
—1
—1

-1 0
1T -1
1T -1

-1 0

[(f_}\11V)(X1 )]e,e = (A_ZI)[Xl]e,e =

o O O O
—_ O =
o N = O

Most kivalasztunk egy 0 # x2 € V(A2) vektort, példaul, legyen x; = (1,0,0,0). Tehét a
Vi :{(_1>_1)_1v_])) (O>1v2)0)) (]>O>Ov0)}
pont-diagramja

.(_])_1’_]»_]) .(],0,0,0)

*(0,1,2,0)
A A\, = 3 sajatértéknek esetén V(Ay) = \//5\_2/)7 és legyen x; egy sajatvektor, példdul legyen v, = {(1,0,0,1)}.
Akkor v = vy Uv; f-nek megfelels Jordan-féle kanonikus bézis V-ben, és ] = T~'AT, ahol

-1 0 1 1
-1 1 0 0
— TV —
T=Te=1_1200
-1 0 0 1
2.4.34. példa. Legyen
2 -4 2 2
-2 0 1 3
A=l2 233
-2 -6 3 7
Az A karakterisztikus polinomja P (X) = det(A — XI) = (X — 2)?(X —4)2. Legyen A\; =2 és A\, = 4.
Mivel 11 =4 —rang(A —2I) =4 — 2 = 2, a v; pontdiagramja e e | tehit A; = [f]]\;],v] = (2) g .

Most megszerkesztjitk a v, pont-diagramjat. Mivel rang(A — 41) = 3, a diagram elsd sordban csak 4 —3 =1

pont van. Mivel a dimg V(A2) = 2, a v, pont-diagramja : , tehdt Ay = [faly, v, = (g l) .

Ha v:=v; Uv,, akkor az A Jordan-féle kanonikus alakja

coc o N
oo Nno
obhoo
NG X )

A vq pont-diagramja azt mutatja, hogy a vi bazis V(A7)-ben. Példdul legyen vi ={(2,1,0,2), (0,1,2,0)}.
vo-nek kell taldljunk egy x1 € V(A2) = Ker((f — A21v)?) vektort 1gy, hogy x1 ¢ Ker(f — A;1v). Az egyik
modszert az eloz6 példaban lattuk; most egy mésik modszert alkalmazunk. Kapjuk, hogy

Ker(f_ )\21V) = <(O)]a]>])>
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Legyen x7 tgy, hogy (f —A21v)(x1) = (0,1,1,1). Tekintsiik a kovetkezd matrixegyenletet:

-2 —4 2 2 a;
-2 -4 1 3 a
-2 -2 -1 3 as
-2 —6 3 3 as

_——_— O

és kapjuk az x7 = (1,—1,—1,0) megoldéast. Akkor v, = {(f —A21v)(x1), x1}, és
V=V UVZZ{(2a1aO)2)) (O)1a2»0)v (0)])1a1)) (]v_1a_1)0)}

A-nek megfelel§ Jordan-féle kanonikus bazis R*-ben, és ] = T-TAT, ahol

PV () = b,
ox
tehat

01 0000
000200
0000 01
A=lflee o 0 0 0 0 0
000000
000000

Meghatérozzuk a f Jordan-féle kanonikus alakjat. Az f karakterisztikus polinomja P¢(X) = det(A — XI) = X°,

teht m=1,A=0és \//_(\)\/) = V. Legyen v egy f-nek megfeleld Jordan-féle kanonikus bézis. Itt r1 = 6 —rang(A) =
6—3 =23, és 1) =rang(A) —rang(A?) =3 —1 = 2. Mivel 1y = 3, 1, = 2, és a a v pont-diagramja 6 pontot
tartalmaz, kovetkezik, hogy r3 = 1. Tehat a v pont-diagramja a kovetkezd:

és az f Jordan-féle kanonikus alakja a kovetkezo:

01000 0
00100 0
00000 0

J=Mvw=10 0001 0
00000 0
00000 0

Most keresiink egy f-nek megfelel$ Jordan-féle kanonikus bézist V-ben. Mivel a v pont-diagramja az elsé oszlopban
2

harom pontot tartalmaz, olyan ¢ vektort kell talaljunk, amelyre ﬁdn #£0. Eszrevesszﬁk, hogy x1 = x? megfelel;
X
azt kapjuk, hogy

2

(=N B1) = 1) = o1 =26 (=AW (01) = (1) = oy =2

0
Mivel a v pont-diagramjanak masodik sora két pontot tartalmaz, olyan ¢, vektort keresiink, amelyre a—d)z #0.
X

Eszreveszsziik, hogy ¢, = xy megfelel. Akkor

(= M) 2) = () = o

—(xy) =v.
X

Végiil legyen x3 = y2. Tehit v = {2, 2x, %2, y,xy,yz} Jordan-féle kanonikus bézis, amelynek pont-diagramja
2 oy ey’
o2x exy

CXZ
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2.4.36. definicié. Azt mondjuk, hogy A,B € M, (K) hasonlé matrixok, ha létezik T € GL(K) tdgy, hogy
B=TTAT. Jelolés: A ~B.

2.67. feladat. Igazoljuk, hogy a matrixok hasonlésaga ekvivalenciarelacio.

2.4.37. tétel (Hasonlé matrixok jellemzése). Legyen A,B € M, (K). Akkor A és B hasonld akkor és csak
akkor, ha a két mdtriz Jordan-féle kanonikus alakja megegyezik.

Bizonyitas. Legyenek Ja és Jg az A és B Jordan-féle kanonikus alakjai. Ha Ja = Jg, akkor mivel A ~ J5 és
B ~ JB, kovetkezik, hogy A ~ B.

Forditva, ha A ~ B akkor Ja ~ Jg, tehét létezik f € Endx (V) és v, w bézisok V-ben ugy, hogy [fly, = Ja
és [flww = Jp. Tehdt Ja és Jp Jordan-féle kanonikus alakjai ugyannak az endomorfizmusnak. Az egyértelmiiség
alapjan kovetkezik, hogy Ja =Jg. m

2.4.38. példa. Hatarozzuk meg az aldbbi méatrixok koziil melyek hasonléak:

-3 3 =2 0 1 —1 0 -1 -1 01 2
A=|-7 6 -3, B=[-4 4 2|, c=[-3 -1 2|, D=0 1 1
T -1 2 2 1 1 7 5 6 00 2

Eszrevessziik, hogy A, B és C-nek ugyanaz a karakterisztikus polinomja: —(X — 1)(X — 2)2, a D karakterisztikus
polinomja pedig —X(X — 1)(X — 2). Kovetkezik, hogy D nem hasonlé sem A, sem B sem C-vel. A, B és C-nek
ugyanazok a sajatértékei: Ay =1ésAy; =2. HaJa, Jg és Jc az A, B és C matrixok Jordan-féle kanonikus alakja,
akkor

10 0 100 10 0
Ja=10 2 1}, Jg=[(0 2 0|, Jc=1[0 2 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2

Mivel Ja = J¢ kovetkezik, hogy A és C hasonldak, B nem hasonlé A-val sem és C-vel sem.

2.68. feladat. Legyenek Ay =2, A\; =4 és A3 = —3 az f kiilonboz0 sajatértékei. Hatarozzuk meg a f Jordan-féle
kanonikus alakjat, ha a vi, vz, v3 pont-diagramjai a kovetkezOképpen néznek ki:

2.69. feladat. Az f € Endg(Q) Jordan-féle kanonikus alakja

—
Il
SO O OO OON
SO O OO N —
SO OO N—=O
SO OO NO OO
SO N—= O OO
S WO OO oo
W o oo o oo

a) Hatdrozzuk meg az f sajatértékeinek megfelel§ pont-diagramokat.

—~—

b) Minden A; sajatértékre, hatdrozzuk meg azt a legkisebb p; € N* szamot, amelyre V(A;) = Ker((f—A;Tv)Pt).

P

c) Legyen g1 V(A = V(M) a f— A1y lesziikitése V(A;)-re. Hatdrozzuk meg a kovetkezOket:
(1) rang(gi);  (2) rang(g?); (3) dimk Ker(gi);  (3) dimy Ker(g?).

2.70. feladat. Az alabbi A matrixok esetén, hatdrozzuk meg a Jordan kanonikus alakjukat és azt a T matrixot,
amelyre ] = TTAT.

303 2 0 1 -1 0 —1 -1
DA=|-7 6 -3|; bA=|-4 4 —2|; gA=[-3 -1 2|
121 2 201 1 7 5 6
0 -3 2
201 -1 2
DA=1 5 1 4 3
2 -3 1 4

2.71. feladat. Legyen V = (et, tet, t?et, e?') <RE f:V =V, f(¢p) = ¢’. Hatdrozzuk meg az f Jordan-féle
kanonikus alakjat és egy f-nek megfelel¢ Jordan-féle kanonikus bazist V-ben.
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2.72. feladat. Legyen A € M,,(K). Bizonyitsuk be, hogy:
1) rang((A —AD)") = rang((A'* — AI)"), minden A sajatérték és r € N* esetén.
2) A~At

2.73. feladat (matrix hatvanyai). Legyenek Aq,..., A az f € Endx (V) kiilonbo6z6 sajétértékei. Legyen
g: VoV, glx)=(f=M1v)(x1)+ -+ (f=AnTv)(xm),

ahol ahol x =x1 +---+xm € V, xi € V(A;). Legyen v =v; U---Uvy, f-nek megfelel Jordan-féle kanonikus bazis

V-ben, ahol v; bazis V(A;)-ben, és legyen A = [fl¢ ¢, ] := [fly», N:=[gly v és D =] — N. Igazoljuk, hogy:

a) g linedris, nilpotens, és gof =fog.
b) D diagonalis métrix, ny; =0 ha i >j, és DN = ND.
¢) Legyen p € N* a legkisebb szdm, amelyre NP = 0; akkor

. {DT+rDT N4 o Dr=2N2 4. 4 v DN™' 4+ N7, ha T <p,

1 -1) 2N2 4 1 1
DT+TDT N+TT DT N . +WDT P+ ]\Jp ha T'Zp

d) Ha T:=TY, akkor A" = TJ"T~" minden 7 € N esetén.

2.74. feladat. Legyen ] € M,,(K) a A sajatértéknek megfelelé Jordan-blokk, és legyen N =] — AL, tehat

AT 0 -~ 00 o100 --- 00

oA 1T -~ 00 oo1 .- 00

O 0 A -~ 00 o000 .- 00
] = , N= :

00 0 -~ A1 0 0 0 0 1

000 -+ 0 A 0 00 0 0

Bizonyitsuk be, hogy NP =0, és ha r > p, akkor
rr=1)...(r—p+2)

IT — )\TIm T TAr—]N + T(T —' ]))\T—ZNZ NI . ' )\T_P+1ND—1
2 (p—1)!
T v =Dy, =) =P +2)
AT OTA o1 A TR A
—1 rr=1)...(r—=p+3),,_,.»
= 0 AT ™A T AT—P

2.5. Bilinearis és kvadratikus alakok

2.5.1. Bilinearis és kvadratikus alakok
Legyen V egy K-feletti vektortér, dimx V =n, és e = (ey,...,en) egy bézisa.

2.5.1. definicié. a) A f: V x V — K fiiggvényt bilinedris alaknak nevezziik ha minden a,b € K és minden
X,X1,X2,Y,Y1,Y2 € V esetén

B(O.X] +bX2,U) = QB(X] vy) —I_bB(XZ)y))

B(x,ayr +byz) = ap(x,y1) + bp(x,y2).
b) Ha ai; = B(ei,e5), 1 <1i,j <m, és A = [aijli<ij<n € Mn(K), akkor azt mondjuk, hogy A a B-nak az e
bézisra vonatkozé métrixa. Jelolés: A = [Ble.
c) Ertelmezés szerint, a B alak rangja egyenld a [Bl. matrix rangjdval: rangf = rang[fl..
Azt mondjuk, hogy B degeneralt, ha rangf} < n (azaz det[B]. = 0), és f nem degeneralt ha rangf} =n.
d) A B bilinedris alak szimmetrikus, ha

Bx,y) = B(y,x)

minden x,y € V esetén.
e) Ha B :V x V = K egy szimmetrikus bilinedris alak, akkor

q:V—XK, q(x)=p(xx)

a f3-hoz tartozé kvadratikus alak.
f) Azt mondjuk, hogy B (vagy q) kanonikus alaki az e-bdzisban, ha [B]. diagondlis matrix.
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2.5.2. lemma. Legyen 3:V xV — K egy bilinedris alak.
a) Minden x,y € V esetén

B(x,y) = [le[Bleyle.

b) B akkor és csak akkor szimmetrikus alak, ha A = [Ble szimmetrikus mdtriz.

7’ . 7z . 7’ ! 7z 3 7z 7z . 7z 7z Ve 7 . 7 .
c) Legyen e’ = (ef,...,e}) egy mdsodik bdzis, és T = TS az e bdzisrdl az e’ bdzisra vald dttérési mdtric.

FEkkor

[B]e’ = Tt[B]eT'

Bizonyitds. a) Hax =3 ' xiei sy =) ;' yje;, akkor

n n n n
=B(D_xier,) vje)) =) Y xiyiBlei,¢)
i=1 j=1 i=1j=1
n n
=22 xiaijy; = KA.
i=1j=1
b) Ha P szimmetrikus, akkor ai; = B(ei, ej) = B(ej, i) = aji, minden 1,j € {1,...,n} esetén, tehat A = A*.

Forditva, ha A = At, akkor minden x,y € V esetén,

Xiayy; = ZZU)anXl = ,X).

i=1j=1 j=11i=1

hE
|\/|:

Blx,y) =

B(x,y) = XLBlelyle = XL [Bleryler = XIS THRI TYle
Behelyesitve az [x]e/ és [yles oszlopmétrixokat az eq, ..., e, matrixokkal, kapjuk, hogy Tt[Bl.T = [Ble:. m

2.5.3. megjegyzés. a) Mivel T = T¢' invertdlhaté métrix, kovetkezik, hogy rangp = rang[pl. nem fiigg az e
bézistdl.
b) Ha $ szimmetrikus és [B]. = A , akkor

n
= E aijXxiXj = E aux +2 E aijXiXj.

i,j=1 1<i<ji<n

¢) Ha B-nak kanonikus alakd az e bézisban, [B]. = diag(A1,...,An), akkor

n
y) =) Ay 6 q(x) =) Aixi.
i=1

2.75. feladat. Legyen e = (e1,...,en) bazisa V-nek, B(V,K) = {f : V. xV — K | B bilineéris }, Bs(V,K) a
szimmetrikus alakok halmaza, B4 (V,K) az antiszimmetrikus alakok halmaza, q : B(V,K) — KY, q(B)(x) = B(x,x)
és Q(V,K) =Imq C KV a kvadratikus alakok halmaza. Feltételezziik, hogy K-ban, 1+ 1 # 0. Igazoljuk, hogy:

a) B(V,K) K-feletti vektortér;

b) T:B(V,K) — B(V K), T(B)(x,y) = B(y,x) linedris fiiggvény és toT =1.

c) @:B(Y, K) M, (K), ®(B) = [Ble izomorfizmus.

d) Bs(V,K), Ba(V,K) <x B(V,K), @(Bs(V,K)) = 8,(K) és ®(B4(V,K)) = An(K). Hatérozzuk meg a két
résztér dimenzidjat.

e) Barmely f € B(V, K) esetén léteznek az egyértelmiien meghatdrozott Bs € Bs(V,K) és B4 € Ba(V, K) elemek
ugy, hogy B = s + Ba-

f) B antiszimmetrikus (:) B(x,x) = 0 barmely x € V esetén.

g) q lineéris és ker g = Bo(V, K)
h) q:Bs(V,K) = Q(V,K), q(B) = q(p) izomorfizmus, és

&' (a(B)) = alx +y) — ax)  aly) = 2 B(x,Y) + Bly, ]
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2.5.2. Valés kvadratikus alakok négyzetosszegre valé redukcidja

Ebben a paragrafusban K = R a valds szdmok teste, V egy K-feletti vektortér és e = (eq,...,en) egy bézisa.
Legyen B :V x V — R egy szimmetrikus bilinedris alak, A = [p]¢, és

q(x) = Zaux +2 Z AijXiXj.

1<i<ji<n

2.5.4. tétel (Gauss—Lagrange). Létezik egy e’ = (ey,...,e]) bdzis dgy, hogy

mn
o r 12
*z aiiX
i=1

kanonikus alaki, ahol A’ = diag(aj,,...,al,) = [Bles és [xler =

Bizonyitas. m-szerinti matematikai indukciét alkalmazunk.
Han =1, akkor q(x) = aj1x? kanonikus alakii, tehét e’ = e = (e7).
Legyen n > 1, és feltételezziik, hogy az allitas igaz (n — 1) véaltozé esetén. Két eset van:
I. eset. Létezik 1 € {1,...,n} Ugy, hogy ai; # 0. Feltételezhetjiik, hogy a;; # 0. Ekkor

q(x) = anx% +2(aizx1x2 + -+ -+ ainX1Xn) + q1(x)

1
= afn[a%ﬂé +2a1(@exixs + -+ anxaxn) + (@12%2 + -+ + Qinxn )]

1
— —[(a12x2 + -+ + a1nxn)? — q1(x)]
an

1 2
= a(a11x1 +ax2 4+ - 4 ainxn)” + q2(x),

ahol q1(x) és g2(x) olyan kvadratikus alakok amelyek nem fliggnek x1-t6l.
Legyen x{ = aj1x1 + ai2X2 + -+ + ainXn; az indukcié hipotézisabdl kovetkezik, hogy létezik egy e’ =

(e},...,e,) bazis amelyben q(x) = aézx'é 4+ 4 aT’mx’f1 kanonikus alakd, tehat letezik egy e’ = (ef,...,e},)
béazis amelyben

1
q(x) = P x/ 1 + az,x’ z et a’rllnxl‘rzl'
11

II. eset. Minden i € {1,...,n} esetén, ai; = 0. Feltételezhetjiik, hogy aj2 # 0, és legyen

X1 =Yi1+Yy2
X2 =Yi1— Y2
X3 =VYs3
Xn =Yn
Legyen f az a bézis amelyre [x ( , [x]le = Tlx]¢ és
1T 1 0 ...
1T -1 0 ... O
e
0o 0 0 ... 0
Kovetkezik, hogy q(x) = ai2(y? —y3) + ..., tehat alkalmazhatjuk most az els6 esetet. m

2.5.5. példa. Redukéljuk kanonikus alakra a q(x) = 2x1x2 — 6x2x3 + 2x1x3 kvadratikus alakot. A II. esetet
alkalmazzuk: legyen

X1 =Y1 — Y2 X1 1 -1 0\ /v 1 -1 0
x2=Yy1+y2 , x|=(1T 1 0f|]y2], Th=(|1T 1 0
X3 = U3 X o o 1) \us 0 0 1



2.5. Bilinedris és kvadratikus alakok 73

tehdt q(x) = 2y7 — 2y3 —4y1ys — 8yous.
Az elsé esetet alkalmazva, vegyiik észre, hogy q(x) = %(21;1 —2y3)? — 2y% — 8ya2ys — 2y3, és legyen

z1 =2y71 — 2y3 Z 2 0 =2\ /wn 2 0 =2
Z22=Y2 , |z =(0 1 o)y, L'=|0 1 0],
23 =y z3 00 1 Y3 00 1
tehdat q( ):% 225 — 8zyz3 — 225 :%zzf%(Zzz —|—4Z3)2—|—6z§.Végiil, legyen
x| =21 X! 1.0 0\ [z 10 0
Xb=2z3+4z3 , [x5|=[0 2 4)[z], T3'=|0 2 4],
X} =123 X5 0 0 1 z3 0 0 1
!’ X{
tehdt q(x) = 1x'T — Ix'3 — 6x'3. Az e bézisrdl az e’ bazisra val6 attérési matrix T¢ =T =T T,T3 és [ %) | =
/
X3
X1
T X2
X3

2.5.6. definicié. Legyen q:V — R egy valos kvadratikus alak. Azt mondjuk, hogy
a) q pozitiv definit ha ¢(x) > 0 minden x € V \ {0} esetén.
b) q pozitiv szemidefinit ha q(x) > 0 minden x € V esetén.
¢) q negativ definit ha q(x) < 0 minden x € V \ {0} esetén.
d) q negativ szemidefinit ha q(x) < 0 minden x € V esetén.
e) q indefinit a tobbi esetben, azaz, ha létezenek az x,y € V vektorok gy, hogy q(x) > 0 és q(y) < 0.

2.5.7. megjegyzés. Ha rangP = rangA = v, akkor a q(x) minden kanonikus alakjanak pontosan r nem nulla
egylitthatdja van:

/ s
Eaux aj; #0, i=1...,n

Konnyen észrevehetd, hogy:

a) q pozitiv definit & r=mn, aj;,...,ay >0.
b) q pozitiv szemidefinit & aj;,..., am > 0.
¢) g negativ definit & r =n, a”,...,arr <0.
d) q negativ szemidefinit & af,,...,an <O0.

e) q indefinit a tobbi esetben.

2.5.8. tétel. Ha q(x) = B(x,x) egy pozitiv szemidefinit alak, akkor minden x,y € V esetén

a) IB(x,y)l < a(x)v/d(y) (Cauchy—Schwartz-egyenl6tlenség).
) \/q(x +y) < \/q(x) + \/q(y) (Minkowski-egyenlStlenség).

Bizonyitas. a) Minden x,y € V és a € R esetén,

0 < Blx—ay,x —ay) = Bx,x) = 2ap(x,y) + ¢*B(y, ).

Vegyiik észre, hogy ha B (y,y) = 0, akkor B(x,y) = 0. Tehat feltételezziik, hogy B(y,y) # 0, és igy egy masodfoki
fliggvényt kaptunk, amelynek a diszkriminansa negativ kell legyen:

0 2 A(1 = B(X,‘J)z - B(X>X)B(U»U)»

kovetkezik, hogy [B(x,y)| < v/a(x)y/a(y).

b) Az el6z6 egyenl6tlenséget felhaszndlva kovetkezik, hogy

dix+y) =Bx+y,x+y)=Bxx)+2(x,y) + By,y)
a(x) +2[B(x,y)l + qly)

a)
< (Vax)? +2vax)vVal) + (vVaw)? = (Vax) + aly)?

tehat \/q(x +y) < /a(x) +/q(y). =
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2.76. feladat. Redukéljuk négyzetosszegre a kovetkezd kvadratikus alakokat (alkalmazzuk a Gauss—Lagrange-
médszert):

a) x1 + 2x1%2 + 2x5 + 4xox3 + 5x%3;

b) x§ — dx1x2 + 2x1%3 + 4%3 + X3;

c) 3x1 5x% 7x§ — 8x1x2 4+ 8x2x3;

d) X1X2 +x2%3 +x1%3;

e) X1 —2x1%2 + 2X1X3 — 2X1X4 + XZ + 2xox3 — 4xox4 + X3 — 2X4,

£) x§ 4+ x1x2 + X3X4.

2.77. feladat. Redukaljuk négyzetosszegre a kovetkezd kvadratikus alakokat:
no_2
a) D iiq X{ Dok XX
b) Zi<k XiXk-
2.5.3. Sylvester-féle tehetetlenségi torvény

Egy valds kvadratikus alak négyzetosszegé transzformdlt alakja nem egyértelmii. Ebben a paragrafusban bebi-
zonyitjuk, hogy ennek ellenére, a pozitiv és a negativ egyiitthatok szama egyértelm.

2.5.9. tétel (Sylvester). Legyen q(x) = B(x,x) egy valds kvadratikus alak, rangfp = r. Feltételezzik, hogy az
e=(e1,...,en) bdzisban

p+d

E aux E aj;x )»
j=p+1
ahol aii, a5 >0, p+q=r, és aze’ =(ey,...,e.) bdzisban
p’ , P "+q’
— / / /
*E AiXy — } aj;x ] )
i=1 j=p’+1

ahol aj;,aj; >0,p’' +q" =7.
Ekkorp=7p' ésq=q’. (A (p,q) szdmpéart a q(x) szignaturijanak nevezziik).

Bizonyitds. Legyen U = (e1,...,ep,€ri1,...,en) < RY, W = (e}, q,...,e;), és feltételezziik, hogy p > p’.
Ekkor dimpgU =p+n—14és dimgW =1 —p’ > r—p, tehdt dimg U + dimg W > r +n —r = n. Tovabb4
dimg (U + W) < n, mert U+ W < R"; kdvetkezik, hogy

dimg (UNW) = dimg U + dimg W — dimg (U + W) > 1,
tehat az U N'W résztér tartalmaz egy nemnulla x vektort.

Legyen xo = &;, €1+ -+ & ep + &rpr€rpr +- o+ E&nen =Tprirey,, g+ +1rep € UNW, ahol &,m; € R.
Ekkor

P p'+q’

2 /7.2

= E aii&i = — E a;my,
i=1 j=p’+1

ami ellentmondéas, mert ai; > 0 és a].’). >0. m

2.5.4. Hermitikus alakok

Ha K = C a komplex szdmok teste, akkor célszerli figyelembe venni a C — C, z — z testautomorfizmust, ahol
x+yl = x—yil a z = x + yi komplex szdm konjugdltja. A hermitikus alakokat Charles Hermite (1822-1901)
francia matematikus vezette be.

Legyen V egy C-feletti vektortér, dim¢V = n, és e = (ey,...,en) egy béazisa. Megemlitjiik, hogy ha A €
M (C), akkor értelmezés szerint, A" = At (azaz aly = @) az A métrix (klasszikus) adjungéltja. Més
jelolés: AM = A*.

2.5.10. definicié. a) A B :V x V — C fiiggvényt komplex bilinedris alaknak nevezziik ha minden a,b € C
és minden x,X1,X2,Y,Y1,Y2 € V esetén

B(O.X] +bX2)y) = dB(X] vy) JFBB(XZ,U),

B(x,ayr +byz) = aB(x,y1) +bp(x,y2).
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b) Ha ai; = B(ei,e5), 1 <i,j <n, és A = [aijli<ij<n € Mn(K), akkor azt mondjuk, hogy A a f matrixa az
e béazisban. Jelolés: A = [B]e.

¢) Ertelmezés szerint, rang p = rang[ple; azt mondjuk, hogy p degeneralt, ha rangp < n (azaz det[Bl, = 0),
és p nem degeneralt ha rangf; =n.

d) B hermitikus alak, ha

Blx,y) = B(y,x)

minden x,y € V esetén.
e) Ha :V x V — C egy hermitikus alak, akkor

q:V—=C, q(x)=pB(x,x)

a P-hoz tartoz6 kvadratikus alak.
f) Azt mondjuk, hogy B (vagy q) kanonikus alaku az e-bézisban, ha [B]. diagondlis méatrix.

2.5.11. lemma. Legyen :V xV — K egy bilinedris alak.
a) Minden x,y € V esetén

B(X)y) = [X]];[B]e[y]e-

b) B akkor és csak akkor hermitikus alak, ha A = [Ble 6nadjungdlt mdtriz (vagyis A" = A).
c) Legyen e’ = (ef,...,e}) egy mdsodik bdzis, és T = TS az e bdzisrdl az e’ bdzisra vald dttérési mdtric.

FEkkor

[B]e’ = Th[B]eT

d) Ha B hermitikus, akkor q(x) = B(x,x) € R minden x,y € V esetén.
Bizonyitds. a) Hax =) [ ;xie; ésy =) |, yiei, akkor

n n

Blx,y)=B(D xiei,) vie) =) > xw;Bleie)
i=1 i i

i=1 i=1j=1

Xiaiy; = IEAle.

I
M=
hE

1]

'I-\h
Il
=

b) Ha B hermitikus, akkor aij = B(ei, e;) = B(ej, i) = @i, minden i,j € {1,...,n} esetén, tehat A = A"
Forditva, ha A = A", akkor minden x,y € V esetén,

n n
Xiaijyj = E E YjajiXi

j=11i=1

B(x,y)

|
.I\’]ﬁ
.I\/]:

,..
Il

-
Il

-

I
hE
hgE

Uja5ixi = B(y,x).

1i=1

c¢) Ha x,y € V, akkor [xle = Tlxles, XIF = [x] T és
Bx,y) = XM Blelyle = KN [Ble lyler = I T M Ble Thyler

Behelyesitve az [x]es és [yles oszlopmatrixokat az eq, ..., e, matrixokkal, kapjuk, hogy T"[BleT = [Ble-.
d) q(x) = B(x,x) = B(x,x) = B(x,x) = q(x), tehdt g(x) ER. =m

2.5.12. megjegyzés. a) Mivel T = Tee/ invertdalhaté métrix, rangf = rang[p]. nem fiigg az e bazistdl.
b) Ha f hermitikus és [l = A , akkor

n
B(x,y)= > %iaiyyj,

i,j=1

n n
_ 2 _
q(x) = E aininZE aiilxi +§ AijXiX;.
i=1

i,j=1 i#
¢) Ha B hermitikus, akkor g(x) € R minden x € V esetén, tehdt értelmezhetjiik a kovetkez6 fogalmakat:
g pozitiv definit, ha q(x) > 0 minden x € V \ {0} esetén;
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q pozitiv szemidefinit, ha (x) > 0 minden x € V esetén;

q negativ definit, ha q(x) < 0 minden x € V \ {0} esetén;

q negativ szemidefinit, ha q(x) < 0 minden x € V esetén;

q indefinit a tobbi esetben.

d) Ha f kanonikus alaku az e bézisban és [B]. = diag(A1,...,An), akkor

n n
Blx,y) =) Axwi 65 a(x) =) Al
i=1 i=1

2.78. feladat. Legyen B(V,C) ={B :V x V — K| B komplex bilinearis}, q : B(V,C) = CY, q(B)(x) = B(x,x) és
Q(V,C) =Imq C CV a kvadratikus alakok halmaza. Igazoljuk, hogy:

a) B(x,y) = 2[B(x +y,x +y) +iB(ix +y,ix+y) — B(—x +y,—x +y) — iB(—ix +y,—ix +y)l.

b) q injektiv fliggvény.

c) p akkor és csak akkor hermitikus, ha (x,x) € R minden x € V esetén.

2.6. FEuklideszi tér és unitér tér

Ebben a fejezetben K =R a valds szamok teste, vagy K = C a komplex szamok teste.

2.6.1. Skalaris szorzat

Legyen U egy K-feletti vektortér, dimx U = n és 3 : U x U — K egy hermitikus alak (ha K = R, akkor
szimmetrikus).

2.6.1. definicié. a) Azt mondjuk, hogy (U, 3) unitér tér ha  nemdegenerélt és pozitiv definit hermitikus alak
(ha K =R, akkor az (U, B) part euklideszi térnek nevezziik).
b) (x,y) = B(x,y) az x,x € U vektorok skaldris szorzata.
c) |Ix]l = valx) = /B(x,x) az x vektor norméja.
d) Az x,y € V vektorok ortogondlisak (jelolés: xLy), ha (x,y) =0. (A ,,L” reldcié szimmetrikus.)
e) Ha X C U, akkor X+ ={y € U| Vx € X x Ly} az X ortogondlis komplementuma.

2.6.2. példa. a) Ha K=R, U=R" és x = (x1,...,%n), Y= (y1,...,Yn) € V, akkor
n
<va>:ZXiyi
i=1

az X,y vektorok standard skalaris szorzata.
b)Ha K=C, U=C" és e = (eq,...,en) a kanonikus bdzis, x = (x1,...,%n), Yy = (y1,...,Yn) € V, akkor

n
(x,y) = Z XiYi
i=1

az x,y standard skalaris szorzata.
Vegyiik észre, hogy mindkét esetben, [Ble = I, ahol e = (eq,...,en) az U kanonikus bézisa.

2.6.3. lemma. Legyen (U, (—,—)) egy unitér tér és x,y € U.
a) Il > 0; i =0 & x = 0.
b) ||ax|| = lal||x]|, Va € K.
o) 1, Yl < |Ix||l - lvll (Cauchy—Schwartz-egyenl6tlenség).
d) Ix+yll <Ixll+ vl (Minkowski-egyenl6tlenség).

Bizonyitas. a) kovetkezik a 3 pozitiv definitségébol.

b) [lax|| = v/{ax, ax) = v/aalx,x) = lal - |[x].
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c) Az allitds igaz ha x = 0, mert ebben az esetben (x,y) = 0. Feltételezziik, hogy x # 0, tehat (x,x) > 0.
Ekkor

o= (B u B8y

(xvu) (xy) (x,v) (x,v)
- <<x,x)x’ (x,x>x> — (x, %) x)— <<x,x> %Y) + (Y,v)
~ (xy) (xY) (x,y) (x,y)
- <X,X> <X,X>< ’X>7 <X,X>< ) >7 <X,X> <va>+<yvy>
6y yx) u)y ) (Y, X))
X)) (xx) (x) + )
=(y,v) <X’Z‘i>‘<f>’ X

Mivel (x,x) > 0 kovetkezik, hogy 0 < (x,x){y,y) — (x,y){y, x), tehét

¢, u) 1% = (x4, u) (%, 1) = (6, u) (Y, %) < (%, %) (y,y) = [Ix]|*[[y]].

d) A skaldris szorzat tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy

x+y,x+y)=(xx) +xy)+{y,x) +{y,y)

= (%, %) + (x,y) + (5, y) + (Y, v)
= (%, %) +2R(x,y) + (y,)-

A Cauchy-Schwartz-egyenlétlenséget felhaszndlva kapjuk, hogy 293(x,y) < 2[(x,y)| < 2||x|| |lu]|, tehat
e +yll < Il + 20 Tl + lull? = (il + w2 -

2.79. feladat. Legyen (U, (—, —)) egy unitér tér és x,y € U.
a) [(x,u)l = |Ix]| lull & x,y linedrisan fiiggetlen.
b) (Pitagorasz-tétel) Ha x Ly, akkor ||x +y||? = ||x||? + [ly||*>. Ha K = R, akkor a forditott implikacié is igaz.
) Ix+yll*> +lx —yll*> = 2||x||* + 2|ly||*> (paralelogramma-azonossig).
d) Ha K =R és ||x]| = ||y]|, akkor x +yLx —y (rombusz 4t16i merdlegesek).
e) (cosinus-tétel) Ha K = R, akkor

P +ull? = X1 + [[ull® +2(x, y).

Ha K = C, akkor
e +yll? = illix +yll? = Ixl? + yll = il + vll?) + 20 u).

2.80. feladat. Ha X C U egy részhalmaz, akkor
a) Xl SK V.
b) X++ D X.
c) (X)+ =X+,
2.81. feladat. Feltételezziik, hogy K = C és legyen f € Endk (U). Igazoljuk, hogy ha (u(x),x) = 0 minden x € U
s in T
esetén, akkor f = 0. Ha K = R, akkor az &litds nem igaz. Példaul legyen U = R? és [fle o = < C‘S)isnzn Z)I; %).
- 2 2

2.6.2. Ortonormalt bazis

Legyen (U, (—,—)) egy unitér tér.

2.6.4. definicié. a) Legyenek vq,...,v. € U nemnulla vektorok. Az (vi,...,v;) rendszert ortogondlisnak
nevezzik, ha (vi,v;) = 0 minden 1 # j esetén.

b) Azt mondjuk, hogy a (v1,...,Vv,) rendszer ortonormalt, ha ortogonélis, és ||vi|| =1 minden i € {1,... 1}
esetén (azaz (vi,vj) = b5 Vi,j €{1,...,1}).

2.82. feladat. Ha (vq,...,Vv;) ortogonédlis rendszer, akkor linedrisan fiiggetlen is.
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2.83. feladat. Ha e ortonormalt bazis és x = ) 1" | xiei, Yy =Y |, yie;, akkor
a) xi = {ei,x), X = (x,e;) Vie{l,...,nk
b) (x,y) =Y ", Xiyi € K (Parseval-azonossag).

¢) Il = /S i il € R,
2.84. feladat. Ha A € M,,(R), akkor a kovetkezo allitdsok ekvivalensek:

1. A € 0(n) (azaz A ortogondlis matrix).

2. (0f',...,0%) ortonormalt rendszer.
3. (sf',...,s%) ortonormalt rendszer.
2.6.5. tétel (Bessel-egyenlStlenség). Ha (eq,...,e.) ortonormdlt rendszer és x € U, akkor

T
D lew, )l < Jx%.
i=1

Bizonyitas. A skaldris szorzat tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy

T T

0< (x— Z(ei,x>ei,x— Z(ei,x>€i>

i=1 i=1

<ei)x> <ei»x> + Z Z(ei,xﬂei,x)(ei, ei>

i=1 i=1 i=1j=1

= <X)X> - Z<eivx><eivx> - Z<ei)x><ei’x> + Z(eivx><eiyx>

I
=
=

|
™
©
kS
®
o

|
™M-

_g
=

i=1 i=1
T
= [Pxl* =) lew, ). m
i=1
2.6.6. megjegyzés. a) Legyen v = x — > | _,(eq,x)e; a bizonyitdsban szerepld vektor és V = (eq,...,e,) az
er,...,e, altal generalt résztér. Ekkor vle; minden i € {1,...,7} esetén, tehit v € V1.

b) A Bessel-egyenlStlenség édltalanositja a Cauchy—Schwartz-egyenl6tlenséget. Valéban, ha y # 0, akkor ﬁy
ortonormélt rendszert képez, tehat

1 1
0P = 1(x, =) P < [Ix]1%.
l[yll* [l
2.6.7. tétel (Gram—Schmidt-ortogonalizicié). Ha (U,{(—,—)) egy unitér tér, akkor U-nak van egy e =
(e1,...,en) ortonormdlt bdzisa.

Bizonyitas. Legyenv = (vq,...,v) egy bdzis V-ben, és indukcidval definidlunk egy u = (ug,...,uy) ortogondlis
bézist.
Legyen u; :=v7 és uy := ajau; + vy dgy, hogy (ug,uz) = 0. Mivel

0= (u,u2) = arnz(us,uq) + (ur,va),

kovetkezik, hogy ajr = —W.

Mivel (u1,vz,...,vn) bézis, a kicserélési lemmabdl kovetkezik, hogy (w1, uz,v3,..., vy ) is bazis. Vegyiik észre
azt is, hogy <{LL] ,U.z}> = <{V] ,\)2}>.

Feltételezziik, hogy megszerkesztettitk az (wq,...,uj_1) ortogonalis rendszert ugy, hogy (ui,...uj_1) =
(Vi,..o,v21) és (Ur,...,W5-1,Vj, ...,V ) bazis. Meghatdrozzuk az

Uy = djjug +azuz + -+ a1 jUj—1 +Vvj

vektort gy, hogy (ui,u;) =0, 1 <i<j—1. A feltételbdl kdvetkezik, hogy

Ui, Vj . .
ai; :—“%]2, 1<i<j—1|
([t
Az uj értelmezésébdl kovetkezik, hogy (ui,...,u;) = (vi,...,Vvy), és a kicserélési lemmdbdl kovetkezik, hogy
(Wr,..., U5, Vj41,...,Vn) is bazis.

Végtil, legyen e; u, 1<i<n. =

Tl
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2.85. feladat. Ortogonalizdljuk a kovetkez6 vektorrendszereket (Gram—Schmidt-eljdrds):

a) (1,-1,2), (2,0,-3), (6, 3 O)

b) (1,2,1,3 (4,1,1,1) (3,1,1,0);

c) (1,2,2,-1), (1,1,-5,3), (3,2,8,—7);

d) (2,1,3,-1), (7,4,3, -3), (1,1,—6,0); (5,7,7,8).

2.6.8. tétel. Legyen U egy unitér tér és V <x U. Ekkor
a) V+Vt=U, vnVv+t={0.
b) Ha W <y U gy, hogy WLV, W+V =U és WNV = {0}, akkor W = V=+.

c) Vit =V,
Bizonyitas. Ha V = {0}, akkor V+ = U és V++ = {0}, tehat feltételezhetjiik, hogy V # {0}. Legyen (eq,...,em)
V-ban ortonormélt bazis, és egészitsiik ezt ki U egy (e1,...,em,€ms1,--.,en) ortonormalt bazisava.

a) Nyivanvalé, hogy V* > (emy1,...,€n), igy V+V+ = (VU VL) = U. Hax € VN VL, akkor (x,x) =0,
tehat x = 0.

b) Feltételezziik, hogy W+ V =U, WNV = {0} és WLV. Ekkor W C V+ és dimgx W = dimg U — dimg V =
dimg V*, tehat W = VL,

¢) Legyen W = V+; ekkor mivel VLW, V+W = U és VNW = {0}, a b) pontbdl kévetkezik, hogy V = W+ =
Vil m

2.86. feladat. Hatirozzunk meg egy ortonormalt bazist a V- résztérben, ha V a kévetkezd vektorok altal generalt
résztér:

a) (1,1) € R%; b) (1,-2) € R?;
C) (1)1) )a (1 1 1) €R3a d) (1a72)2)v (73)0)1)611%37
e) (1,1,1) € R3; f) (—1,2,-3) € R3.

2.87. feladat. Legyen U egy unitér tér és V,W <y V. Bizonyitsuk be, hogy

(V+W)t =vinwt, (VAw)t = vt +wt,

2.6.3. Ortogonalis és unitér transzformaciék

2.6.9. definicié. Legyenek (U, (—,—)) és (U, (—,—)) unitér terek. Az f : U — U’ fiiggvényt izometrianak
nevezzik ha

1. f vektortérizomorfizmus
2. minden x,y € U esetén (f(x), f(y)) = (x,y).
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy U és U’ izomorfak.
2.6.10. tétel. (U, (—,—)) ~ (U, (—,—=)) pontosan akkor, ha dimx U = dimy U’.

Bizonyitas. Ha U ~ U’, akkor dimk U = dimyg U’. Forditva, feltételezziik, hogy dimk U = dimyg U’ és legyen
e=(er,...,en) egy ortonormalt bazis U-ban és e’ = (e],..., n) egy ortonormaélt bams U’-ben. Létezik egyetlen
olyan f: U — U’ linedris fliggvény amelyre f(e;) = e/, i = 1,...,n. Mivel e és e’ bazisok, kovetkezik, hogy f
vektortérizomorfizmus.

Ha x = Z?:1 Xi€éi, Yy = Z?:1 yie; € U akkor

xif(e Z fle;) = (O _xiel, )_vjef)
i=1 i=1 j=1
PEPIR BT

n
i=1j=1
n

(f(x), f(y)) =

'I\’lﬁ

1

Il
Mz 5
I\:I]:

y] 1) ]

,4
Il

=
-
Il

=

n

xiyj (e, €j) Zy 1:Zyiei> = (x,Y). u
i=1 j=1

Kévetkezik, hogy ha dimg U = n, akkor (U, (—,—)) ~ (K", (—, —)) (standard skaldris szorzat). Az aldbbiakban
az (U, (—,—)) endomorfizmusait vizsgaljuk.

I
hE
IV]:

1j=1

-
Il

2.6.11. tétel (unitér transzformacié jellemzése). Legyen f € Endy(U). A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) (f(x),f(y)) = (x,u), minden x,y € U esetén.

(ii) ||f || = ||x|| minden x € U esetén.

(iii) Hauw = (uy,...,un) U-beli ortonormdlt bazis, akkor (f(w1),...,f(wn)) is ortonormdlt bdzis.
(

iv) Hau = (ug,... ,un) U-beli ortonormdlt bdzis, akkor [fly v unitér mdtriz.
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Ebben az esetben, azt mondjuk, hogy f unitér transzformicié (ortogondlis, ha K =R.)
Bizonyitds. “(i) & (ii)” kévetkezik a 2.78. feladatbdl.
“(i)=(iii)” Ha u ortonormalt bazis, akkor
(Fluo), flu)) = (i, w) = 8,

tehdt f(u) is ortonormélt bézis.
“(iii)=(i)” Minden x = Y " ; xiui, Yy = Y i ; Yiw; € U esetén,

<f(x),f(y)> = <Z le(ui)»zyjf(u]» = Zﬁw(mﬂ%)
i=1 j=1 i=1j=1
= () xu, ) uiw) = (x).
i=1 i=1

“(iif)&(iv)” Legyen u ortonormdlt bézis és A = [f] 1. Ekkor
f(u) ortonormdlt bazis <= (f(ui), f(wy)) = d;

mn
— E akluk,z ayu)
k=1

3

n
— Z Z axiay; (Wi, ur) = dyj

k 1=1

—_

3

— Z Arili; = 035 (mivel (uy,wy) = dx1)

k=1
& (of',07") = by
<= A unitér matrix. [ ]

2.88. feladat. Legyenek f, g € Endg (U) ortogondlis (unitér) transzformdcick. Igazoljuk, hogy f bijektiv, gof és
f~1 ortogondlis (unitér) transzformacick.

2.6.4. Adjungalt transzformacio
Legyen (U, (—,—)) egy unitér tér, dimx U = n, e = (ey,...,e,) egy ortonormdlt bazisa és f € Endk(U) egy
linearis fliggvény.
2.6.12. tétel. Létezik az egyértelmiien meghatdrozott t € Endg (W) dgy, hogy minden x,y € U esetén
(f(x),u) = (x, 7 (y)).

Ha X =C akkor [f*]e e = [fI} . = W

e,e’

és ha K =R, akkor [f*]e . = [f];e
Bizonyitas. Feltételezziik el6szor, hogy f* 1étezik, és legyen [fle e = A = [ai;] és [f*]e,e = B = [by;]. Ekkor

(flei), e5) = (es, " (e5)) &= <Z aiex, &) = <ei,ZbUe1>

Nt Z diiex, e Zbu e, e)

k=1
— Gji = by
& B=A" (illetve B=A"' ha K=R).
A vektorterek univerzélis tulajdonsagabdl kévetkezik, hogy f* egyértelmiien meghatarozott.
Igazoljuk most, hogy * létezik. Legyen by; = @i, 1 <1i,j <, és legyen f* € Endk (U), f*(e;) = Y |, byer,
1 <j <n. A fenti szamitdsokbdl kovetkezik, hogy
<f(€i),€j> :<eiaf*(e]')>a 1 Sl)) Sn

Ekkor minden x = 3 " | xiei, y = )_;"; yjei € U esetén,
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2.6.13. definicid. a) Az f* transzformdciét az f adjungdltjinak nevezziik.

b) Azt mondjuk, hogy

o f 6nadjungilt, illetve szimmetrikus K = R esetben, ha f* = f (azaz, ha [f]¢ ¢ hermitikus, illetve szimme-
trikus métrix).

o f ferdén 6nadjungalt, illetve antiszimmetrikus K = R esetben, ha f* = —f (azaz, ha [f]}, = —[flc .,
illetve [f](ta‘e = —[fle,e K=TR esetben).

2.89. feladat. Ha f € Endg (U), akkor a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:
(i) f unitér. (i) fof* =Ty. (i) Fof=Ty. (iv) F=F".

2.90. feladat. Ha f,g € Endg(U) és a € K, akkor (f + g)* = * 4+ g*, (af)* = af*, f** =f és (fog)* = g* o f*.
2.6.14. definicié. Legyen f € Endg(U) és V <y U. Azt mondjuk, hogy V f-invaridns résztér, ha f(V) C V.
2.6.15. lemma. Legyen f € Endg(U) és V <x U. Ekkor V f-invaridns & V- f*-invaridns.

Bizonyitds. Ha x € V<, akkor igazoljuk, hogy f*(x) € V+, azaz (y,f*(x)) = 0 minden y € V esetén. De
{y,f*(x)) = (f(y),x) =0, hiszen f(y) e Vésx € V+. m

2.6.16. tétel. Legyen f € Endy(U) és A € K az f-nek egy sajdtértéke.
a) Ha f énadjungdlt, akkor A € R.
b) Ha f ferdén onadjungalt, akkor A € iR.
¢) Ha f unitér, akkor [\ =1.

Bizonyitas. Legyen x € U, x # 0.

a) Ax,x) = (Ax,x) = (f(x),x) = (x,f*(x)) = (x,f(x)) = (x,Ax) = A{x,x). Mivel (x,x) # 0, kdvetkezik, hogy
A=A, tehdt A € R.

b) A{x,x) = (Ax,x) = (f(x),x) = (x,*(x)) = (x,—f(x)) = (x,—Ax) = —A{x,x). Mivel (x,x) # 0, kovetkezik,
hogy —A = A, tehat A E 1R

c) (x,x) = (x, f*(f(x))) = (f(x), f(x)) = (A\x,Ax) = AA(x,x). K&vetkezik, hogy AA =1, tehat A| =1. m

2.91. feladat. Legyen f € Endg(U) egy unitér transzformécié és V <g U. Igazoljuk, hogy ha V f-invaridns,
akkor V* is f-invaridns.

2.92. feladat. Legyen f € Endg(U) és A € K az f-nek egy sajdtértéke. Ha létezik g € Endg(U) dgy, hogy
f=g*og, akkor A € R,.

)|

Megoldds. Nx,x) = (x,A\x) = (x, f(x)) = (x,g*(g(x))) = {g(x), g(x)), tehdt A = HQ|J|X||Z > 0.

2.6.5. Normalis transzformaciok
Legyen (U, (—,—)) egy unitér tér, e = (eq,...,en) egy ortonormélt bazisa és f € Endyx (U) egy linedris fuggvény.
2.6.17. definicié. Azt mondjuk, hogy f normdlis transzformaécié, ha f* o f = f o f*.

2.93. feladat. a) f akkor és csak akkor normalis, ha [f]. . normalis, azaz [f]*e‘ye[f]e,e = [ﬂe,e[ﬂ;e.

b) Ha f unitér, 6nadjungélt, vagy ferdén 6nadjungdlt, akkor f normadlis.

¢) Feltételezziik, hogy f, g onadjungilt, és legyen a € K. Ekkor f + g, af is énadjungdltak; f o g akkor és csak
akkor onadjungalt, ha fog=gof.

d) Ha f, g normélisak és f o g* = g* o f, akkor f + g, f o g is normaélisak.

e) Ha |a| = |b| akkor ag + bf* normélis.

2.94. feladat. Legyen f € Endg(U) egy normalis transzformacio.
a) Minden x € U esetén, ||f*(x)|| = [|f(x)].
b) Ha P € K[X] egy polinom, akkor P(f) is normalis.
¢) KerfNImf ={0}.

2.6.18. lemma. Ha f € Endx(U) normdlis transzformdcid, akkor f-nek minden sajdtvektora f*-nak is sajdtvek-
tora. Hax € U, x £ 0 és f(x) = Ax, akkor f*(x) = Ax.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy x # 0 és (f — A1y )(x) = 0. Ekkor

0= ((f=ATu)(x), (f =ATu)(x))
= (%, (f =ATu)*((f = ATu)(x)))
= (x, (f* =ATW)((f = ATu)(x)))
= (x, (f = ATW)((f* =ATu)(x)))
= (x, (f = ATW)™ ((f* = ATu)(x)))
= ((f = ATW)*(x), (f* = ATu)(x))
= ((f" = ATu)(x), (f* = ATu)(x)),

tehdt (f* —A1y)(x) =0. m
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2.6.19. tétel (Komplex spektraltétel). Feltételezziik, hogy K = C. Az f € Endg(U) transzformdcid akkor és
csak akkor normdlis, ha létezik eqy w = (uq,...,Un) ortonormdlt bdzis amelyben T mdtriza diagondlis.
(Ebben az esetben uy,...,u, f-nek sajétvektorai és az [fl,, ., diagondlis elemei az f sajatértékei.)

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy f normélis. n-re vonatkozé indukciét alkalmazunk; ha n =1, az allitas trividlis,
és tegyiik fel, hogy n—1 dimenzids térre igaz. Legyen A f-nek egy sajatértéke, u; egy a Aq-hez tartozo sajatvektor,
lur|| =1, és legyen V = (ug)*. Ekkor (wq) +V = U és (1) NV = {0}. Az el6z6 lemma szerint, (1) f-nek és
f*-nak kozos invaridns résztere, tehat V = (uy)t f*-ra és f** = f-re is invaridns résztér, a 2.6.15. lemma szerint.
Legyen g € Endg (V) az f lesziikitése. Mivel g normaélis és dimg (V) = n — 1, az indukcié szerint V-ben van egy
(Uu2,...,uUn) ortonormdlt bézis amely g (tehdt f) sajitvektoraibdl all. Kovetkezik, hogy u = (ur,uz,...,un)
ortonormalt bazis, és [f]y ., diagonalis.
Forditva, feltételezziik hogy létezik egy u ortonormalt béazis ugy, hogy

[fluw =D =diag(A1,...,An),
Evidens, hogy DD* = D*D, tehat f normalis. [ ]

2.6.20. kovetkezmény. a) Ha f € Endc(U) normdlis transzformdcio, akkor a kilonbézé sajatértékekhez tartozo
sajdtvektorai ortogondlisak.

b) (Valés spektraltétel) Feltételezzik, hogy K = R. Az f € Endx(U) transzformdcid akkor és csak akkor
onadjungdlt, ha létezik egy w = (u1,...,un) ortonormdlt bazis amelyben f mdtriza diagondlis.

¢) (Kvadratikus alak négyzetosszegé redukcidja) Legyen B : V XV — K egy hermitikus alak (illetve
szimmetrikus, ha X = R). Ekkor létezik egy w ortonormdlt bdzis gy, hogy [l diagondlis.

d) (Két kvadratikus alak egyidejii négyzetisszegé redukcidja) Legyen 31 : VXV — K egy pozitiv definit
hermitikus alak és B2 egy hermitikus alak (illetve szimmetrikus, ha K =R). Ekkor létezik egy w ortonormdlt bdzis
igy, hogy [B1l. eqységmdtriz és [P2lu diagondlis.

Bizonyitas. a) Alkalmazzuk, a fenti tétel bizonyitdsi médszerét. Vegylik észre, hogy ha A7 f-nek egy sajatértéke,
akkor Ay € R, mivel f 6nadjungélt. m

2.95. feladat. Redukéljuk négyzetosszegre a kovetkezd kvadratikus alakokat (ortogondlis transzformdcid segit-
ségével):

a) 2x1x2 + 2X]X3 + 2x2x3;

b) Zx1 + xz —4xyx2 — 4x2x3;

) x1 + sz + 3x3 dx1xo — 4x2X3;

) 3x1 + 4x2 + 5x3 +4x1x2 — 4x,x3;

) 2x1 + 5x2 + 5x3 4+ dx1xy — dx1x3 — 8x2X3;
) x ZXZ 2x3 4x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3;

) 5x1 + 6x2 + 4x3 —4x1xy — 4x9X3;

) 3xF + 6x5 + 3x3 dx1x2 — 8%x1x3 — 4x2X3;
i) 2x1x2 + 2x3X4.

c
d
e
f
g
h

2.96. feladat. Redukaljuk négyzetosszegre a kovetkezo kvadratikus alakokat:
DDIHEE D W 2 0%
b) Zi<k XiXk;
=1
) 2y XaXiq1.

2.97. feladat. Ha f € End¢(U) akkor a kovetkezd éllitdsok ekvivalensek:

1. f 6nadjungalt.

2. f normalis és minden sajatértéke valés szam.

3. Minden x € U esetén (f(x),x) € R.
2.98. feladat. f € Endc(U) akkor és csak akkor unitér, ha normalis, és minden sajitértékének modulusza 1.
2.99. feladat. Ha f € Endg(U) akkor a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

1. f 6nadjungalt és unitér.

2. f normalis és 2 = Ty.

3. Létezik V <y U tgy, hogy f(x) = x minden x € V esetén és f(x) = —x minden x € V! esetén.

2.100. feladat. Ha f € End¢(U), akkor léteznek az egyértelmiien meghatirozott g, h énadjungdlt transzformé-
ciék ugy, hogy f = g + ih.
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2.101. feladat. Ha f € Endg(U), akkor a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:
1. f onadjungalt és minden sajatértéke poziti v.
2. Létezik egy g 6nadjungalt transzformécié gy, hogy g2 = f.
3. Létezik egy h transzformacié gy, hogy h* o h = f.
4. Minden x € U esetén (f(x),x) > 0.

(Ebben az esetben azt mondjuk, hogy f pozitiv. g egyértelmiien meghatérozott és v/f-el jeloljiik).

2.102. feladat (Poldris felbontds). Minden f € Endy(U) invertdlhaté transzformdcichoz 1éteznek g1, g2 po-
zit{v és hy, hy unitér transzformécidk gy, hogy f = g1 o hy = hy o g2. (Ezek a felbontdsok egyértelmiiek.)



3. fejezet

Csoportok

3.1. Részcsoportok

3.1.1. Részcsoportok halgja
Legyen (G, -) egy csoport és §(G) ={H | H < (G, -)} a G csoport részcsoportjainak a halmaza. Vegyiik észre, hogy
(8(G), C) rendezett halmaz.
3.1.1. lemma. Részcsoportok metszete részcsoport.
Bizonyitas. Ha I egy indexhalmaz és a Hi-k részcsoportjai G-nek minden i € I esetén, akkor igazoljuk, hogy
[(YHi={xeGlxeH Viel
iel

részcsoportja G-nek. Valéban, mivel e € H; minden i € I esetén kdvetkezik, hogy e € ;. Hi; ha x,y € ;¢ Hi,
akkor x,y € H; minden i € I esetén, de a Hi-k részcsoportjai G-nek, ezért xy~' € H; minden i € I esetén, vagyis
xy ' €N Hi. =

3.1.2. megjegyzés. A fenti lemmabdl kovetkezik, hogy (8(G), C) teljes hdlé. Ha B ={H; |1 € I} C §(G), akkor

inf B = ﬂ H;i és supB = ﬂ H.
iel H<G,H;CHViel

3.1.3. tétel (Részcsoportok megfeleltetési tétele). Legyen f: G — G’ egy morfizmus és N := Kerf.
1) Ha H részcsoportja G-nek, akkor £71(f(H)) = NH = HN, ahol

NH:={nh|neN,heH} é HN:={hn|heHneN}.

2) Ha H' részcsoportja G'-nek és f szirjektiv, akkor f(f~1(H’)) = H'.
3) Feltételezzik, hogy f sziirjektiv. Tekintsik a kovekezd fliggvényeket:

¢:{H<GINCH} —8(G'), &(H)=F(H) ={f(h)|heH]

P:8(G)—{H<G|INCH}, WYH)=Ff"H)={xeG|f(x)eH.
Ekkor & és\p bijektiv, novekvd fiigguények és ' =. (Azt mondjuk, hogy ¢, V haléizomorfizmusok.)

Bizonyitas. 1) Ha x € f~'(f(H)), vagyis f(x) € f(H), akkor létezik h € H tgy, hogy f(x) = f(h). Szorozva
jobbrél az f(h) inverzével kovetkezik, hogy f(xh™') = e’, vagyis xh™! € N, tehit x = nh € NH. Forditva, ha
x =nh € NH akkor

f(x) = f(nh) = f(n)f(h) = f(h) € f(H),

tehat x € f~1(f(H)). Hasonlé médon igazoljuk, hogy f~' (f(H)) = HN.

2) Mivel H' részcsoportja G’-nek kovetkezik, hogy ' (H’) részcsoportja G-nek, és mivel f sziirjektiv fiiggvény,
kévetkezik, hogy f(f~'(H')) = H'.

3) Az 1) és 2) pontokbdl kovetkezik, hogy & és 1 j6l értelmezett fiiggvények.

Ha H; C H,, akkor ¢p(Hy) = f(H1) C f(H2) = ¢(Hz), vagyis ¢ novekvd fuggvény. Ha Hj C Hj, akkor
P(H]) =11 (H}) C £ 1(HS) =P(H)), vagyis P is ndvekvé fiiggvény.

Jeloljiik 8-sel a {H < G | N C H} halmazt. Mivel ¢(Pp(H’)) = f(f~1(H")) = H’, vagyis ¢ op = Tg(g/) 6s
P(Pp(H)) = f1(f(H)) = NH = H, vagyis P o ¢ = Tg, kivetkezik, hogy ¢~ ' =1. m

84
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3.1.2. Részhalmaz altal generalt részcsoport
3.1.4. definicié. Legyen (G, ) egy csoport és X C G egy részhalmaz. Az
xX)= () H
H<G,XCH

részcsoportot az X-altal generalt részcsoportnak nevezziik.

3.1.5. megjegyzés. 1) Az X éltal generdlt részcsoportot a kovetkez6 tulajdonsdgok jellemzik:
1. (X) részcsoportja (G, -)-nek.
2. X részhalmaza (X)-nek.
3. Ha H részcsoportja G-nek gy, hogy X C H, akkor (X) C H.

2) Az X részhalmaz akkor és csak akkor részcsoportja G-nek, ha (X) = X.
3) Minden X C G részhalmaz esetén ((X)) = (X).
4) (0) ={e}.

3.1.6. tétel (Generalt részcsoport jellemzése). Ha (G,-) egy csoport és X C G, akkor
X)y={x1...xn IMEN, x4 eXux ' 1<i<n).

Additiv jelolés esetén: ha (G,+) csoport és X C G, akkor
Xy={x1+...+xnIn€eN, x4 €XU(—X), 1=1,...,n}

(ahol X~ T:={x"T|x € X} és —X:={—x|x €X}).

Bizonyitas. Jeloljiik A-val az {x7...x, [N €N, x; € XUX™' 1 <1< n}halmazt, és igazoljuk, hogy (X) = A.

Ha n = 0, akkor értelmezés szerint x7 ...x, = e, tehdt A # (), mert e € A. Legyen g,h € A, g = X7...X 68
h =1yj...yn tgy, hogy xi,yi € XUX'; ekkor gh™! =x7...xny5 ' ...y7 ' €A.

Ha x € X, akkor vilagos, hogy x = x; € A.

Ha H < G ugy, hogy X C H, akkor X~1 C H. Minden X1,...,Xn € XU X1 CH esetén, mivel H < G-nek
kovetkezik, hogy x1...xn € H, vagyis ACH. m

3.1.7. kévetkezmény. Ha f: G — G’ egy morfizmus és X C G, akkor

Bizonyitis. Tudjuk, hogy X C (X), tehdt f(X) C f((X)). Mivel (X) < (G,-) és f morfizmus kovetkezik, hogy
f((X)) < G, tehdt (f(X)) C f((X)).

Forditva, legyen g € (X) és igazoljuk, hogy f(g) € (f(X)). Mivel g € (X), létezik x1,...,xn € XU X! tgy,
hogy g = X1 ...Xn; mivel f morfizmus, f(g) = f(x1)...f(xn), és f(xi) € f(X) vagy f(xi) € f(X~ 1) = f1(X), tehat
flg) € (f(X)). m

3.1.3. Ciklikus részcsoport

3.1.8. definicié. 1) Ha az X halmaz egyetlen elembdl 4ll, éspedig X = {x}, akkor (X) = (x) és (x)-et az x-altal
generalt ciklikus részcsoportnak nevezziik.
2) A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha létezik x € G gy, hogy (x) = G.

3.1.9. megjegyzés. A 3.1.6. tételbol kovetkezik, hogy az x-altal generalt ciklikus részcsoport elemei az x
hatvanyai:

x)=KFkez
Additiv jel6lés esetén: ha (G, +) csoport és x € G, akkor (x) ={kx | k € Z}.

3.1.10. tétel (Ciklikus csoport részcsoportjai és homomorf képei). Legyen G = (x) egy ciklikus csoport.
1) Ha H részcsoportja G-nek, akkor H ciklikus részcsoport.
2) Ha f: G — G’ morfizmus, akkor f(G) ciklikus csoport.

Bizonyitas. 1) Ha H ={e}, akkor H = (e) ciklikus.
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Feltételezziik, hogy H # {e}; kovetkezik, hogy létezik k € Z gy, hogy x* # e. Mivel x* € H és H csoport,
ezért x % € H, tehat létezik k € N* 1igy, hogy x* # e és x¥ € H. Legyen

n:min{kEN*|Xk GH,Xk7Ae}, y=x",

és igazoljuk, hogy (y) = H.

Mivel y € H, kovetkezik, hogy y* € H minden k € Z esetén, vagyis (y) C H.

Forditva, legyen h = x* € H, ahol k € Z, és alkalmazzuk a maradékos osztas tételét k-ra: létezik q,r € Z ugy,
hogy k =nq+ 1 és 0 <r <n. Ekkor

h = Xk — an+r — (Xn)qxr)

tehdt x" = (x™)"9h € H, ezért x" = e (ellenkezd esetben ellentmondds az n minimalitdsaval); kévetkezik, hogy
h=xk = (x")9 =y € (y).

2) Mivel G = (x) ciklikus és f morfizmus, kovetkezik, hogy f(G) = f((x)) = (f(x)), vagyis f(G) is ciklikus. m

3.1.11. példa. 1) (A (Z,+) csoport részcsoportjai) Vegyiik észre, hogy
Z=(1)={kl|keZ}=(-1)

ciklikus csoport. Ha H egy rézcsoportja Z-nek, akkor H is ciklikus, tehat létezik n € N gy, hogy H = (n) =
(—m) = {nk | k € Z} = nZ; kovetkezik, hogy

8(Z,+) ={nZ|n € N}

Az 8(7Z,+) héléban érvényesek a kovetkezd tulajdonsdgok:
a) Minden m,n € N esetén nZ C mZ < m|n.
b) infgz{MZ,nZ} = mZ NnZ = [m,n]Z.

¢) supg(z){mZ,nZ} = (mZ UnZ) = (m,n)Z.

a) Feltételezziik, hogy nZ C mZ. Ekkor n = n -1 € mZ, tehdt n = mk, ahol k € Z-beli elem; kovetkezik,
hogy m/n-et.

Forditva, ha m|n, akkor 1étezik k € Z gy, hogy n = mk, vagyis n € mZ; mivel mZ részcsoport, kovetkezik,
hogy nZ = (n) C mZ.

b) Felirhatd, hogy:

mZNnZ={a € Z|mla, nla} ={a € Z| [m,n]|a} = [m,n]Z.

¢) Elészor igazoljuk, hogy (mZ UnZ) = mZ + nZ, ahol mZ +nZ = {mk +nl| k,1 € Z}.

Igazolni kell, hogy mZ + nZ részcsoportja (Z,+)-nak, mZ,nZ C mZ + nZ és ha H részcsoportja (Z,+)-nak
ugy, hogy mZ,nZ C H, akkor mZ +nZ C H.

Mivel mZ + nZ # 0 és minden x,y € mZ + nZ esetén x —y € mZ + nZ (ugyanis ha x = mp; + nqq,y =
mp2 + nqz, akkor x —y = (mpy +nq) — (mp2 +ngz2) = m(p1 — p2) + n(q1 — d2) € mZ + nZ), kévetkezik,
hogy mZ + nZ < (Z,+).

Evidens az, hogy mZ,nZ C mZ + nZ.

Minden x € mZ C H, y € nZ C H esetén, mivel H részcsoport, kovetkezik, hogy x +y € H, vagyis
mZ+nZ C H.

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy mZ + nZ = dZ, ahol d = (m,n) az m,n legnagyobb kozos osztdja.
Valéban, legyen m = m’d és n =n’d, tehat (m’,n’) = 1.

Ha x € mZ + nZ, akkor x = mk + nl (ahol k,1 € Z ), vagyis x = d(m’k +n'l) € dZ.

Forditva, mivel mZ+nZ részcsoportja a (Z,+) csoportnak, létezik olyan d’ € N amelyre mZ+nZ = d'Z 2O dZ
(azaz d|d’). Igazolnunk kell, hogy d’ = d. Valéban, m = m1 +n0 € d'Z és n = m0 + nl € d'Z, tehat d’|m-et
és d’'In-et, de (m,n) = d, ezért d’|d, tehat dZ C d'Z.

2) (A (Zn,+) csoport részcsoportjai) Legyen pn : Z — Zy, Pn(x) =R a kanonikus projekcid. Tudjuk,
hogy pn sziirjektiv morfizmus és Ker f = nZ, tehat
8(Zn) ={pn(H) IH<Z, nZ CH} =
={pn(mZ) [meN, min} =
={MZ, | meNmn}=
— () | m e N, min).

3.1. feladat. Hatdrozzuk meg az (A) részcsoportot, ha A = (; }) e GL;(Q).
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3.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) (8(Z),C) és (N,]) antiizomorf haldk.
b) Hatdrozzuk meg a Z, részcsoportjait és adjuk meg az §(Z, ) hdlé Hasse-diagramjdt, ha n = 9,10,12.
¢) (8(Zn),C) és ({m € N| mn},|) antiizomorf haldk.
3.3. feladat. Legyen (G, ) egy csoport és H, K < G.
a) HK < G akkor és csak akkor, ha HK = KH.

b) Ebben az esetben sup{H, K} = HK.

3.4. feladat. Igazoljuk, hogy (Q,+) nem végesen generalt csoport (tehdt nem ciklikus).

3.1.4. Ciklikus permutaciok

A kovetkezGkben az Sy, csoport néhdny generatorrendszerét vizsgaljuk.

3.1.12. definicié. Legyen 1 € N*, 17,...,1; € {1,...,n} kiilonb6z6 szdmok, és tekintsiik a kovetkezé vy € Sn
permutaciot:

st hai:ik,1§k<l
Y(i) = q i1, hai=1,
i ha i {i1, ..., i)

Azt mondjuk, hogy v 1-hossztisagi ciklus, és ay = (1112 ...1;) jelolést hasznaljuk.
Az 0, ={i1,..., 11} halmazt a y palydjanak (orbitjdnak) nevezziik.

12 3 45 6

Példéﬁl,v—(145)_<4 2 3516

) € S¢, és 2,3, 6 fixpontjai y-nak.
3.1.13. megjegyzés. 1) Minden 1-hossztisdgu (i) ciklus egyenld az e identikus permutédciéval.

2) A 2-hosszisagu (ij) = Ty ciklusokat transzpozicidknak nevezziik.

3) Y = (i]izig . .il) = (iﬂ]iz . ..11,1) = (11,11111 .. .11,2) =...

4) Ha vy = (i1i2i3...11) egy l-hosszusagu ciklus, akkor v = (iy(i)y?(i)...y'"'(i)). Tovéabba, vegyiik észre,
hogy

v = (Wit ..), Y =0, o, YT =)L),
és végill, y' =e.
3.1.14. definicié. Legyenek 0,7 € S. A 0 és T-t diszjunkt permutdcicknak nevezziik, ha minden i € {1,...,n}

esetén, o(i) # i-bdl kovetkezik, hogy T(i) =1 .

3.1.15. lemma. Ha 0,7 € Sy, diszjunkt permutdcidck, akkor To o = 0o T.

Bizonyitas. Legyen i €{1,2,...,n}. Ha o(i) = 7(i) = i, akkor
(com)(i) = o(t(i) =i=(to0)(i).
Ha o(i) =j # 1, akkor T(i) =1 és 7(j) =3, mert o(j) #j. fay
(ooT)(i) = o(t(i)) = ali) =3,

(too)(i) =(o(i) =() =i,

tehdt cot=T1o 0. )
Ha t(i) =j #1, akkor o(i) =1 és o(j) =j, mert ©(j) #j. Igy

(001)(1) = oft(i)) = ofj) =3,

(too)(i) =1(o(i)) = (i) =],

tehdt coT=To 0. m

3.1.16. tétel. Minden o € Sy felbonthato diszjunkt ciklusok szorzatdra. A felbontds egyértelmi eltekintve a
ciklusok sorrendjétdl.
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Tekintstink el6szor egy példat: ha

(12 3 45 6 78910 11 12
°=\4 5 1293108 71 6 11 2)°

akkor 0 = y1Y2Y3YaYs, ahol y1 = (14 9),v2 =(25312),y3 = (6 10),v4 = (7 8),vy5 = (11).

A tétel bizonyitdsa. Ha o = e, akkor ¢ = (1) o (2) o --- o (n), tehat feltételezhetjiik, hogy o # e.
Legyen fs € {0,...,n} a o fix-pontjainak szdma, és legyen 1 € {1,...,n} igy, hogy o(i) # i. Tekintsiik a y; =
(io(i) o2(i) ... o' (1)) l-hoszisagu ciklikus permutéciot, ahol 1 = min{k > 1| o*(i) = i}. (Vegyiik észre, hogy 1
létezik, mert ha k < m és o*(i) = o™ (i), akkor ™ ¥(i) = (1).) Kovetkezik, hogy haj € {i, o(i), 0?(1),...,0" (i)}
akkor y1(j) = 0(j), és ha j ¢ {i, 0(i), 0?(1),..., 0" (1)}, akkor y1(j) = j. Legyen o1 = ooy, '; kbvetkezik, hogy
ha j € {i,o(i),0%(i),..., 0" (1)} akkor 071(j) =37, és haj € {i,o(i), 02(1),...,0" (i)}, akkor o1(j) = o(j). Ezért
fe, > fo, és folytatva az eljardst, kovetkezik, hogy létezik m € N és léteznek a y1,...,ym diszjunkt ciklusok
ugy, hogy o o yfl o---oy,l =e, tehdt 0 =yj 0--- 07y, (mert a fenti lemma szerint, a diszjunkt permutaciék
felcserélhetdk).

Igazoljuk most indukciéval az egyértelmiiséget. Feltételezziik, hogy 0 = y1 0 -0y, = 81 0--- 00y, ahol
Yi,.oyYm 68 01,...,0, diszjunkt ciklusok. Ha 1 € {1,...,n} dgy, hogy o(i) # i, akkor létezik egyetlen j €
{1,...,m} és egyetlen k € {1,...,1} Ggy, hogy vi(i) # 1 és dx(i) #i. Mivel diszjunkt permutécidk felcserélheték,
feltételezhetjiik, hogy j = m és k = r. A fentiekbdl kovetkezik, hogy ym = 8, = (i o(i) 0?(i) ... o'~ '(i)), ahol
1 = min{k > 1| o®(i) = i}. Legyen 07 = 0oy, = 008, '. Az indukcié hipotézise alapjan kévetkezik, hogy
m—T=r—1évyr=0,k={1,....om—1} tehat m=r1ésyx =0k, k={1,...,m}. =

3.1.17. definicié. Legyenek kq,...,ky € {0,...,n}. Azt mondjuk, hogy ¢ € S;, tipusa a (kq,...,ky) rendszer

(ahol k1 4+ 2k; + - - - + nk,, =), ha a o diszjunkt ciklusokra valé felbontdsédban szerepel kg 1-hosszisdgu ciklus,
ko 2-hosszuségu ciklus, ..., ky, n-hossziasagu ciklus.

Példaul, a

G‘<] ) ? g Z 461 e7; 3)_(2)(13)(78)(456)—(13)(78)(456)688

permutécié tipusa: (1,2,1,0,0,0,0,0).
3.1.18. koévetkezmény. A transzpozicick halmaza generdlja az Sy -et.

Bizonyitas. Elég igazolni, hogy minden ciklikus permutdcié felbonthaté transzpozicidk szorzatdra. Valéban,
legyen v = (11i2...11) és p = (11i) (11i21) ... (1113)(1112); mivel p(iy) = 12, p(12) = 13, p(13) = i4,...,p(l11) =
i1, p(i1) = 11 kovetkezik, hogy p=v. =

3.1.19. megjegyzés. 1) A transzpozicickra valé felbontds nem egyértelmi: példdul vegyiik észre, hogy (123) =
(13)(12) = (12)(13)(23)(12).

2) Ha 0 = T1 0 T2 0... 0 Ty, transzpozicidkra valé felbontds akkor e(o) = e(T1)e(T2) ... €(Tm); kovetkezik,
hogy ha o paros, akkor a tényezOk szama is paros, és ha o paratlan, akkor a tényezOk szama is paratlan.

(123456 7 8\ _ B . _
Peldaul.a<3 S e s 714 8)(136)(457)(16)(13)(47)(45),tehat e(o) =1.

3) Ha vy l-hossziségu ciklus, akkor sgn(y) = (—1)"1. Ha o € S, permutéci6 felbontasi tipusa (k1,k2, ..., kn),
akkor

sen(0) = (—1)Zimr (i=Dke — (Lqyka+2ks ot (n=T)kn
3.5. feladat. Bontsuk fel diszjunkt ciklusok szorzatara az S; elemeit, n =1,2, 3 4.
3.6. feladat. Hany l-hosszusagu ciklus van Sy-ben?
3.7. feladat. a) Ha 1 <k <lésy=(i1...1k—1 ik ixt1...11) egy l-hosszisdgu ciklus, akkor
Y =001 i)k depr ) = 6 W) - (0 12) = (e W) -+ (2 W ).
b) Igazoljuk, hogy e(y) = (—1)*1.

3.8. feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkez6 halmazok generaljak S, -et:
a) {(12),(13),...,(1 n)}
b) {(12),(23),...,(n—=1n)}

c){(12),(12...n)}
H{12...n=1),(n—1Tn)}L

3.9. feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkezd halmazok generaljak A, -et:
a) 3-hosszisagu ciklusok;
b){(123),(124),...,(1 2n)}
c) {(ij)kVI[1i,j,k,1 kilénbozé szamok}, ha n > 5.
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3.1.5. A diédercsoport
Tekintsiik az E? = (R?, d) euklideszi sikot, és legyen

Izom(E?) ={0: R* = R? | d(o(P), o(Q)) = d(P,Q) VP,Q € R?}

az E? izometridinak halmaza. Mivel minden izometria bijektiv fiiggvény, és izometridk szorzata és inverze is
izometria, kovetkezik, hogy (Izom(E?), o) csoport. Tovabbé, harom nemkollinedris pont képe meghatéroz egy
izometridt; pontosabban, ha o, T izometridk, Q1,Q2, Q3 € R? nemkollinearis pontok és o(Q;) = 1(Qi),i=1,2,3,
akkor 0 = T.

Legyen P, C E? a szabélyos n-szog, n > 3. Ertelmezés szerint, az n-ed foki D, diédercsoport a P, halmaz
szimmetria csoportja, azaz

D, = {0 € Izom(E?) | o(P,) = Pn.}.

(Igazolhaté, hogy Dy, részcsoportja az (Izom(E?), o) csoportnak, tehat (D, o) valéban csoport.)

Jeloljuk 0-val a P,, kozéppontjat, és 1,...,n-nel a P, csicsait. Ha o € Dy, akkor 0(0) = 0és o(k) € {1,...,n},
tehdt D,, azonosithaté egy permutdcidcsoporttal, igy Dy, < (Sn,0). Mivel o(0) = 0, kovetkezik, hogy o(1) és
o(n) meghatérozzék o-t; ha o(1) =k € {1,...,n}, akkor o(n) e {k+1,k—1} (aholn+1=1és1—1=n), ezért
Dyl < 2n.

A tovébbiakban igazoljuk, hogy |[Dyn| = 2n. Elég belatni, hogy Dy-ben létezik 2n kiilénb6zd elem. Legyen
P = P2x/n & 2m/n-sz0ggel valé elforgatds, tehat

1 2 ... —1
o =20 =1 0=(y 3 0 "),

és 0 = 0¢1 a 0l-szimmetriatengelyre val6 tikrozés, tehat

1 2 3 . n—1 n
o) =1, oln)=2, o= <1 non-1 .. 3 2)'
Vegyiik észre, hogy minden 1 < k < n esetén p* = P2km/m & 2km/n-szoggel vald elforgatés (p*(1) = k+1, p*(n) =
k) és p" = e, az identikus transzformécié. Tovédbbd, 0% = e, és e,p,...,p" ', 0,p00,...,p" ! o o kiilonbdzé
transzformécidk; valéban, ha 0 < k < n, akkor (p*o0c)(1) = p¥(c(1)) = p*(1) = k+1és (p*o0o)(n) = p*(o(n)) =
p*(2) = k + 2. Kovetkezik, hogy

1 n—1

Dn:{e,p,...,pn_,O‘,pOO‘,...,p OG}-

(Kénnyen beldthaté, hogy p*¥ o 0 a dy egyenesre vald tiikrozés, ahol dy az [1,k + 1] szakasz felezémer6legese; ha
k = 2m péros, akkor dx a 0 (m+1) egyenes; ha k = 2m+1 pédratlan, akkor dy az [m, m+1] oldal felezémer&legese.)
Végiil, vegyiik észre, hogy oo p = p™~! o 0; valéban,

(oop)(1)=0(p(1) =0(2) =n=(p" " o0)(1)
és
(cop)(m)=0c(p(n))=0c(l)=n=(p

3.1.20. megjegyzés. 1) A p" =1, 02 =e és 0o p = p"~! o 0 reldcick meghatédrozzak a D,, miivelettablajat.
Ezért, a diédercsoport absztrakt definicidja a kdvetkezo:

n—1

Dn=(xylx"=y? =e, yx =x"""y);

az X,y elemeket generatoroknak nevezzik; x™ =y =e, yx = x™ 'y a D,, definiilé relacioéi.

2) Mivel D3 < S3 és |D3| = 6, kdvetkezik, hogy D3 = S3.

3) Hasonlé médon értelmezhetjiik a Dy és D, csoportokat: Dy az egyenldszari hdromszog szimmetria cso-
portja, és Dy a téglalap szimmetria csoportja. fgy

SR -

D _ 12 3 4\ /12 3 4\ /12 3 4
2=3%3 4 1 2)\4a 3 21)\ 214 3
= (xy|x* =y? =e, yx =xy).

3.10. feladat. Készitsiik el a D, miivelettabldjat, ahol n =1,2,3,4,5,6.
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3.11. feladat. A D, csoportban, ha 0 <ik<mn, 0<1,j <2 akkor
a) (x*y)? =e.

xt ha 1=5=0

x Y ha 1=1,j=0

x?**tly ha 1=0,j=1

x** 1ty ha l=j=1

b) xytxtyl(xyt) T =

3.2. Kongruenciarelaciék és normalis részcsoportok

3.2.1. Részcsoport szerinti mellékosztalyok

3.2.1. definicié. Legyen (G, ) egy csoport és H részcsoportja G-nek. Ertelmezziink G-n két reldciét:
XPHY <= X'y € H a H szerinti bal oldali kongruencia, és
xpiyy &= xy ' € H a H szerinti jobb oldali kongruencia rel4cié.

3.2.2. lemma. 1) py és pj, ekvivalenciareldcick G-n.
2) Ha G/pn ={pu(x) | x € G} és G/pj, ={pi1(x) | x € G}, akkor

pr(x) =xH ={xh | h € H}
x-nek H szerinti bal oldali mellékosztalya és
pry(x) = Hx = {hx | h € H}

x-nek H szerinti jobb oldali mellékosztélya.

Bizonyitas. 1) Igazoljuk, hogy py reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus.
Reflexivitds: xppx minden x € G esetén, mert x 'x = e € H.
Tranzitivitds: ha xpny és ypnz, akkor értelmezés szerint x 'y € H és y~'z € H, tehat (x "y)(y~'z) € H,
vagyis x 'z € H és xpnz.
Szimmetria: ha xppy, akkor x 'y € H, tehdt (x 'y)~' =y~
Azt, hogy p{, ekvivalencia reldcié hasonléan igazoljuk.

'x € H, azaz yppx.

2) Igazoljuk, hogy pr(x) = xH. Ertelmezés szerint

pn(x) ={y€Glxpuyl =y eG|x 'yeH.

Legyen y € py(x); ekkor h =x~'y € H, tehat y = xh € xH.
Forditva, ha y = xh € xH, akkor x "'y = h € H; kovetkezik, hogy xpny, azaz y € pr{x).
Az p{,(x) = Hx egyenl8ség igazoldsa hasonlé médon térténik. m

3.2.3. tétel (Lagrange-tétel). Legyen G egy csoport és H < G egy részcsoport.
1) Fenndll, hogy [xH| = [Hx| = [H| minden x € G esetén, vagyis minden osztdlyban ugyanannyi elem van.
2) Ha G/H ={xH | x € G} és H\G = {Hx | x € G}, akkor |G/H| = [H\G|.
(Jeldlés: [G : H] =|G/H| = [H\G|; ezt a kardindlis szdmot a H részcsoport G-beli indexének nevezziik.)
3) |G| = [H| - [G : H]. Partikuldrisan, ha G véges, akkor minden részcsoport rendje osztja a csoport rendjét.
4) Ha H, K részesoportjai G-nek és K C H, akkor

[G:K]=[G:H]-[H:K].
Bizonyitds. 1) Legyen f: H — xH, f(h) = xh. Ertelmezés szerint f sziirjektiv fiiggvény, de injektiv is (mert
csoportban lehet egyszerfisiteni), tehdt f bijektiv fliggvény, ezért [H| = |xH]|.
Hasonléan ' : H — Hx, f’(h) = hx bijektiv fliggvény, tehat [H| = [Hx]|.

2) Legyen @ : G/H — H\G, @(xH) = Hx~'. Igazoljuk, hogy ¢ jél értelmezett: legyen x’ € xH, vagyis
x’ = xh (ez azt is jelenti, hogy xH = x’H). Akkor

e(x'H) =H(x')""=H((xh)" " =H(Mh 'x ") =Hx"".

Legyen { : H\G — G/H, {(Hx) = x "H. Az eldbbihez hasonléan igazoljuk, hogy 1 jél értelmezett fiiggvény.
Mivel

(o @)(xH) =p(e(xH)) =p(Hx ") = (x ") "TH =xH
és

(@ o) (Hx) = @(W(Hx)) = @(x "H) = H(x~")~" = Hx
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kovetkezik, hogy 1 = @' és @ bijektiv fiiggvény, tehat |G/H| = [H/G|.

3) Létezik egy I halmaz és léteznek az x; € G elemek, i € I, ugy, hogy G/H = {xiH |1 € I} és |I| = [G :
H] = |G/H|. Azt mondjuk, hogy {x; |1 € [} C G a G/H faktorhalmaznak egy teljes reprezentdins rendszere (vagyis
G = Uier xiH és, ha i # j, akkor x;H Nx;H = 0).

A fentiek alapjan |G| = 3 ;o xiHl =} ;([Hl = 1| -[H| =[G : H] - [H|.

d) (Ez a pont tulajdonképpen a c)-pont altaldnositdsa.) Legyen {x; | i € I} G/H-nak egy teljes reprezentédns
rendszere, tehat |I| = [G : H], és legyen {y; | j € J} a H/K-nak egy teljes reprezentans rendszere, tehat |J| = [H : K].

Elég igazolni, hogy {xiyj | (i,j) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezentdns rendszere (mert akkor |G/K| = [G :
Kl =T x]J| =1l = [G : HI[H : K]).

Ahhoz, hogy {xiyj | (i,j) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezentans rendszere legyen, az egyesitésnek fednie kell
G-t és két kiillonb6zo osztdlynak diszjunktnak kell lennie. Valéban,

U xyk=UYUxyk=U Utk =

(i,j)elx] ielje] ielje]
i€l je]
=Jt«H) =xH=6;
iel iel

tovébbad, igazoljuk, hogy ha (i1,j1) # (i2,j2), akkor xi,y;j, KN xi,y;j, K = 0. Feltételezziik, hogy i1 # 1., akkor
Xi; Y, Kﬂxizysz - Xi, HﬂXiZH ={. Ha i =1 =1, akkor i1 7é j2, és Xi;Yj, Kﬁxizysz =ty (Uh K)ﬂtxi (ysz) =
ty, (U5, KNy;,K) =ty (0) = 0 (felhasznaltuk azt, hogy a ty transzlicié injektiv). m

3.2.2. Normadlis részcsoport

3.2.4. definicié. Legyen G egy csoport és N G-nek egy részcsoportja. Azt mondjuk, hogy N normalis rész-
csoport (jelolés: N < G), ha xnx~! € N minden x € G és n € N esetén.

3.2.5. tétel (Normalis részcsoport jellemzése). Legyen G egy csoport és N < G-nek. A kovetkezd allitdsok
egyenértékiek:

1. N normalis részcsoportja G-nek.
2. pN = PN -

3. xN = Nx minden x € G esetén.

Bizonyitas. 1) = 2) Feltételezziik, hogy N < G és legyen x,y € G. Akkor xpny &= x 'y € N &
x(x Ty)x ' € N & yx ' € N & xppy, tehdt pn = pi -

2) = 3) Mivel p{, = pn kovetkezik, hogy p{ (x) = pn(x) minden x € G esetén, ezért Nx = xN minden x € G
esetén.

3) = 1) Legyen x € G és n € N. Akkor xn € xN = Nx, tehdt létezik n’ € N gy, hogy xn = n’x, vagyis
xnx '=n'"eN. m

3.2.6. példa. 1) G és {e} normalis részcsoportjai G-nek, és pg = G X G, prey = Ag =1{(g9,9) [ g € G
2) Ha G kommutativ, akkor minden részcsoportja normadlis; a forditott allitds nem igaz.
3) Han € N, akkor nZ 97Z és prz == (mod n).
4) Ha G, G’ csoportok és f: G — G’ morfizmus, akkor Kerf < G és pger ¢ = ker f.
Valéban, tudjuk, hogy Kerf < G. Ha x € G és n € Ker f, akkor

fxnx™ ") = f(x)f(M)f(x') =¢’,
vagyis xnx~! € Ker f. Legyen x,y € G. Akkor
XPrer fY & x 'y e Kerf & f(x 'y) = e’ & f(x) = f(y) & xker fy.

3.12. feladat. a) Hatérozzuk meg a (Qs,-) nyolcelemii kvaterniécsoport részesoportjait, a részcsoportok mellék-
osztalyait és normadlis részcsoportjait. Vegyiik észre, hogy (Qg,-) nem kommutativ, de minden részcsoportja
normalis.

b) Hatdrozzuk meg az (S3,0) részcsoportjait, a részcsoportok mellékosztdlyait és normaélis részcsoportjait.

c¢) Hatdrozzuk meg az A4 részcsoportjait és normalis részcsoportjait. Vegyiik észre, hogy a ,,<” reldcié nem
tranzitiv.

d) Hatdrozzuk meg a Dy, részcsoportjait és normalis részcsoportjait, ahol n = 4,5, 6.
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3.13. feladat. Ha (G, ") egy csoport, H < G és [G : H] = 2, akkor H < G.

3.14. feladat. Legyen (G, -) egy csoport és H, K, L < G. Bizonyitsuk be, hogy:
a) [Hl - [K| = [HK] - [H N K].
b) Ha H < K, akkor [LNK:LNH] < [K:H].
¢) [G:HNK] <[G:H]G:K].
d) Ha G véges és ([G: K],[G : H]) =1, akkor [G: KNH] =[G : K][G: H] és G = HK.

3.15. feladat. Ha G egy véges csoport, H < G és X = G \ H, akkor (X) = G.

3.16. feladat. Legyen f: G — G’ egy morfizmus, N < G és N’/ < G’.
a) Igazoljuk, hogy f(N) < f(G) és f~1(N) < G.
b) Kovetkeztessiik hogy, ha f sziirjektiv, akkor a 3.1.3. tételbeli ¢ és 1 fiiggvények indukaljak az

N €8.(G) | Kerf C N}~ 8,.(G")
héaléizomorfizmust.

3.2.7. definicié. Legyen (G, -) csoport és p C G x G egy reldcié G-n. p-t kongruenciareldciénak nevezziik, ha
p ekvivalenciareldcié és kompatibilis a szorzéssal (azaz, ha xpy és x'py’, akkor xx’pyy’ minden x,y,x’,y’ € G
esetén). Jelolés:

C(G) :={p € G x G| p kongruenciarelacié}
a kongruenciarelaciék halmaza.

3.2.8. megjegyzés. (C(G),C) rendezett halmaz, és, ha p; € €(G) minden i € I esetén, akkor ;. pi € C(G);
kovetkezik, hogy C(G)-ben létezik inf{p; | i € I}, azaz C(G) teljes hald.

3.2.9. tétel (A normadlis részcsoportok és kongruencidk kézotti kapesolat). Legyen (G, ) egy csoport.
1. Ha N < G, akkor pn kongruencia reldacio G-n.
2. Ha p kongruencia reldcid G-n, akkor p(e) ={x € G| rpx} < G.

3. Ha ¢ :8,(G) — C(G,), d(N) =pn ésP:C(G,:) — Sn(G), VP(p) = ple), akkor &b, novekvd, bijektiv
fiiggvények és\p = !,

(tehdt & ésp haldizomorfizmusok.)

Bizonyitas. 1) Igazolni kell, hogy pn kongruenciareldcié G-n. Tudjuk, hogy pn ekvivalenciarelacid, ezért elég
igazolni, hogy pn kompatibilis a szorzassal.

Legyenek x,y,x’,y’ € G ugy, hogy xpny és x'pny’, vagyis x 'y € N és x 'y’ € N. Mwel N <
kévetkezik, hogy x ~T(x Ty)x’ € N és x 'y’ € N, ezért x ~"x Tyy’ € N; kévetkezik, hogy (xx’) ~Tyy’ €
tehat xx'pnyy’.

2) Mivel epe kovetkezik, hogy e € p(e), ezért p(e) # 0. Ha x,y € p(e), akkor epx és epy, és mivel p
kongruencia reldcié, kovetkezik, hogy epxy, tehat xy € p(e). Ha x € p{e), akkor epx és x~'px~! tehat x~'pe.
De p szimmetrikus, ezért epx ', vagyis x ! € p(e). Kovetkezik, hogy p(e) < (G,-).

Legyen x € G és n € p(e). Akkor xpx, epn és x~'px ™! tehat epxnx ™', vagyis xnx~" € p(e) és p( Yy <4 G

3) Igazoljuk, hogy ¢ névekvé. Valéban, ha Ny € N, és x,y € G ugy, hogy xpn,y, akkor x 'y € Nj. De
N7 C Ny ezért x 'y € Ny, vagyis xpn,y; kovetkezik, hogy pn, € pn,-

Igazoljuk, hogy P novekvé. Legyen py C p2, ha x € py(e) kovetkezik, hogy epix. De p; C pa, ezért epax,
vagyis x € pa(e); kovetkezik, hogy p1(e) C pa(e).

A tovabbiakban igazoljuk, hogy o d =15 (g) és poP =T¢(g

Ha N € 8,(G), akkor (1 o §)(N) = H(¢(N)) — h(pn) = pu(e). De pule) = N, mert x € pr(e) <=
epnXx <= e 'x =x € N minden x € G esetén.

Ha p € C(G), akkor (¢ op)(p) = pp(ey- De pprey = p, mert

G
N,

XPp(eyd <= X 'y € ple) &= epx 'y & xpy
minden x,y € G esetén. m

3.17. feladat. Ha (G,-) egy csoport, legyen (8,(G), C) a normalis részcsoportok haléja és (C(G), C) a kongru-
enciarelacidk haldja. Igazoljuk, hogy:

a) Barmely N, K € §,(G), NAK=NNKé NV K=NK=KN.

b) Ha N,K,L € 8,(G) és N <L, akkor NV (KAL) =(NVK)AL (modularitds).

¢) Barmely p,c € C(G) pAo=pNoéspVo=poo=ocop.

d) Ha p,0,7 € C(G) és p C 1, akkor pV (cAT)=(pV o) AT).

e) Ha N K € 8,(G) és p,0 € C(G), akkor pnk = pn © pk és (po o)1) = p(1) - o(1).

f) Ha N; € 8,(G), i € I, akkor [;c; Ni, (Ujer Ni) € 81(G) (tehat §,(G) teljes részhdldja §(G)-nek).
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3.3. Faktorcsoport. Izomorfizmustételek

Legyen (G, ) egy csoport, N < G, pn € C(G) az N-szerinti kongruenciarelacid, és tekintsiik a G/N = G/pn =
{xN | x € G} faktorhalmazt és a

PN G — G/N, pn(x) =xN

kanonikus projekciét.

Faktorcsoport szerkesztése

3.3.1. tétel. A G/N faktorhalmazon értelmezhetd eqy ,,-” miduvelet gy, hogy (G/N,-) csoport, apn : G — G/N
csoportmorfizmus és Kerpny = N (tehdt minden normélis részcsoport egy morfizmus magja).

Bizonyitas. Legyen x,y € G, és értelmezziik a kovetkez6 szorzatot:
xN - yN = xyN.

Igazolni kell, hogy az értelmezés nem fiigg az x,y reprezentdnsoktél. Valéban, legyen x” € xN és y’ € yN. Akkor
x’ = xnjy és y’ = yny, ahol ny,ny € N; kovetkezik, hogy x'y’ = xnjyn,; € N. Atirva az utolsé egyenlSséget
kapjuk, hogy

1

x'y’'N =xyy~ 'njynaN = xynszn;,N,

ahol n3 =y~ 'njy € N, tehdt x'y’N = xyN.
Igazoljuk, hogy (G/N,-) csoport. Valéban, minden x,y,z € G esetén
(xNyN)zN = (xyN)zN = (xy)zN =
=xN(yz)N = xN(yNzN),

tehdt ,,-” asszociativ; létezik semleges elem, és ez az e osztdlya, mert minden x € G esetén xNeN = eNxN = xN;
minden x € G esetén létezik (xN)~1 =x""N € xN, mert xNx "N = x""NxN = N.
Tovéabbd, pn morfizmus mert pn(xy) = xyN = xNyN = pn(x)pn(y), minden x,y € G esetén, és véglil

Kerpn = N, mert
x € Kerpny <= pn(x) =eN & xN =eN & x € N. ]
3.3.2. definicié. A (G/N,-) csoportot G-nek az N-szerinti faktorcsoportjinak nevezzik.

3.3.3. példa (A modulo n maradékosztilyok csoportja). Tekintsiik a (Z,+) Abel-csoportot, és legyen n €
N; ekkor nZ = {nk | k € Z} normélis részcsoportja Z-nek. Lattuk, hogy

XpnzY =S Yy —x €L = nx—y <& x=y (modn),
tehat
In =Z/NL=17L/pnz =1{& | x € Z},

ahol R =x+nZ ={x+nk| k € Z}.

Han =0, akkor nZ ={0}, R =x+{0} ={x} és Zo ={{x} | x € Z} = Z.

Han=1 akkor nZ =2, R =x+7Z =17 és 7, ={Z}.

Ha n > 2, akkor minden x € Z esetén,  =x mod n €{0,...,n—1}. Tovabbd, ha 0 <1,s <n —1és1+#s,
akkor # # §, tehét Zn =1{0,...,n— 1}.

3.3.4. tétel (Az I. izomorfizmustétel). Ha f: G — G’ egy morfizmus, akkor

G/Kerf ~ Imf.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy Imf < G’ és Ker f < G, tehat (G/Kerf,-) csoport. Legyen
f:G/Kerf — G/, f(xKerf) = f(x),

és igazoljuk, hogy f jél értelmezett.
Valdban, feltételezziik, hogy x Ker f = x’ Ker f, vagyis x’ = xn, ahol n € Ker f. Ekkor
f(x'Kerf) = f(xn Ker f) = f(xn) =
= f(x)f(n) = f(x).
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Tovabba, f morfizmus, mert minden x,y € G esetén

f(xKer f-yKerf) = f(xy Ker f) =

(xy) = f(x)fly) =
= f(x Ker f)f(y Ker f)

F
f

Végiil igazoljuk, hogy f bijektiv. Ha f(xKerf) = e’, akkor f(x) = e’, tehat x € Kerf, és xKerf = Kerf;
kovetkezik, hogy f injektiv. Minden x’ € Tmf esetén létezik x € G tgy, hogy x' = f(x); kovetkezik, hogy
f(xKer f) = f(x) = x/, tehdt f sziirjektiv. m

Alkalmazasok
3.3.5. tétel (A kinai maradéktétel). Ha m,n € N gy, hogy (m,n) =1, akkor

(Zmn, +) 2 (Zn X Zin, +).

Bizonyitas. Legyen f:Z — Zy X Zn, f(x) = (X,%). f morfizmus, mert minden x,y € Z esetén

—

fix+y)=Kx+y,x+y)=Kx+y,Xx+0) =
= (x,%) + (y,0) = f(x) + f(y)

Tovabbé, meghatdrozzuk az f magjat:

Kerf ={x € Z|f(x)=(0,0)} =
={xeZ|(x%)=(
={xeZ|mx,nlx}=
={x € Z | mn|x} = mnZ.

Az 1. izomorfizmustételbdl kévetkezik, hogy f: Z/mnZ — Imf, f(R) = f(x) izomorfizmus. -

Igazolni kell még, hogy Imf = Z,, X Z,,. Tudjuk, hogy Imf C Z,, X Z,,. Mivel |Znn| = mn és f injektiv

kovetkezik, hogy |Im f| = mn, de |Zy, X Zn| = |Zm||Zn| = mn, tehdt Inf =Zy, X Zy,. W

3.3.6. tétel (Ciklikus csoportok osztilyozasa). Ha (G, ) csoport és x € G, akkor vagy (x) ~ Z vagy létezik
n € N* dgy, hogy (x) ~ Zn. (Tehdt minden ciklikus csoport izomorf Z-vel vagy Zn-nel.)

Bizonyitas. Legyen f:Z — G, f(k) = x¥. Akkor f morfizmus, mert
f(k +1) = x5t = xkxt = f(k)f(1).
Tovabba Imf = {x* | k € Z} = (x) és Kerf = {k € Z | f(k) = e} < (Z,+), ezért létezik n € N tgy, hogy
Ker f = nZ.
Ha n = 0, akkor Ker f = {0}, azaz f injektiv fliggvény és
(Z,+) ~Imf=(x)={..,x" ", ex,...}.
Ha n > 0, akkor Ker f =nZ #{0}. Az I. izomorfizmus tételbél kivetkezik, hogy
:Z/an:Imf:<x>:{e,x,...,x“’1}. [

3.3.7. megjegyzés (Faktorcsoport részcsoportjai). Mivel a pn : G — G/N kanonikus projekcié sziirjektiv
morfizmus és Kerpn = N, ezért §(G/N) ={pn(H) | H < G,N C H}. Mivel

pn(H) ={pn(x) [x € Hf = {xN |x € H} = H/N,
kovetkezik, hogy

S(G/N)={H/N|H<G,NCH} é 8,(G/N)={H/N|H<IG,NCH]}.
Példdal: 8(Zn) ={H/MZ |H <Z,nZ C H} ={mZ/nZ | m € N,m/n}.

3.3.8. tétel (A II. izomorfizmustétel). Ha (G,-) csoport, N normdlis részcsoportja G-nek és H részcsoportja
G-nek, akkor

H/HNAN ~ HN/N.
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Bizonyitas. Legyen f: H — G/N, f(h) = hN. Akkor f morfizmus, mert minden hq,h, € H esetén
f(hihz) = hihoN = hyNhoN = f(hy)f(h,).
Tovabbé, meghatarozuk Ker f-et és Im f-et:

Kerf={heH|f(h)=N}={heH|hN=N}=
={heH|heN}=HNN;
Imf={f(h)|]he H={hN|he H}=
={hnN |n € N,h € H} = HN/N.

Az 1. izomorfizmustételbdl, kbvetkezik, hogy H/HNN ~ HN/N. =

3.3.9. megjegyzés. A fenti jeloléseket alkalmazva HN = NH = supgg){H, N}.

Valéban, HN # 0, és HN = NH mert hN = Nh minden h € H esetén; ha x; = hyny, x = hon, € HN, akkor
X1X2 = himjhony = h1h2h£1n1hzn2 € HN, (ahol h21n1hz S N) és X?] = nf]h]’l = hf‘hln(lhﬂ € HN
(mert hin; "hy! € N), tehdt HN < (G, ).

Tovabbd h = he € HN és n = en € HN minden h € H és n € N esetén, vagyis H C HN és N C HN.

Feltételezziik, hogy H’ < (G, ) tgy, hogy H,N C H’. Ha h € H, n € N, akkor h,n € H’ és hn € H’, azaz
HN C H’.

3.3.10. példa. Ha G = (Z,+), H =mZ és N = nZ, akkor Z/mZ NN7Z ~ mZ + nZ/nZ, vagyis
(Z/Im,n]Z,+) = ((m,n)Z/nZ, +).

3.3.11. tétel (A III. izomorfizmustétel). Ha (G,-) egy csoport, és N1, N2 normdlis részcsoportjai G-nek gy,
hogy N1 C N2, akkor

(G/N7)/(N2/N7) =~ G/Na3.
Bizonyitds. Legyen g : G/N; — G/Ng2, g(xNj) = xNjy; g jol értelmezett, mert x’ = xnq, (ahol n; € Ny)

esetén g(x'N) = g(xni1N7) = xnyNz = xN3.
Igazoljuk, hogy g morfizmus. Minden x,y € G esetén fennéll:

g(xN1yN1) = g(xyN7) = xyNz = xNoyNz = g(xN1)g(yNy).
Evidens, hogy g sziirjektiv fliggvény. Meghatarozzuk a g magjat:

Kerg ={xN7 € G/Hq | g(xN7) = N2} =
={xNj € G/H; [xNz) = Nz} =
Z{XN1 e G/H] |XEN2}=N2/N1.

Az 1. izomorfizmustételbdl kovetkezik, hogy (G/N71)/(N2/N7) ~ G/N;. =

3.3.12. példa. Ha G = (Z,+) az egész szamok csoportja, és N7 = nZ, Ny = mZ normélis részcsoportjai G-nek
ugy, hogy N7 € Ny (tehdt min), akkor koévetkezik, hogy G/Ny =Zn, G/N2 =Z és No/Ny = mZ/nZ =
MZ,, tehat

Do )AL, = T
3.18. feladat. a) Hatdrozzuk meg a (Z,+) és (Zy,+) faktorcsoportjait. Alkalmazds: n = 10,12.

3.19. feladat. Hatarozzuk meg a kévetkez6 csoportok faktorcsoportjait:
a) (S3,0);
(

d) (Dy,-), ahol n =4,56.

3.20. feladat. Legyen f: G — G’ egy morfizmus. Bizonyitsuk be, hogy:

a) f akkor és csak akkor injektiv, ha minden «,  : H — G morfizmusok esetén, az f o « = f o 3 egyenléséhbil
kovetkezik, hogy o = 3.

b) Tételezziik fel, hogy Imf < G’. f akkor és csak akkor sziirjektiv, ha minden «, 3 : G’ — H morfizmusok
esetén, xof =P of = a=p.
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3.21. feladat. Legyen H={z € C||z| =1} és U ={z € C| (I)n € N* z™ = 1}. Bizonyitsuk be, hogy:
a) (C/R,+) ~ (R, +).

b) (C*/H, ) ~ (RY, ).
c) (C*/R7%, ) ~ (H,).
d) (R/Z,+) ~ (H,-).
e) (Q/Z,+) ~ (U,-).
f) (Q*/Uz,-) ~ (Q7, ).
g) (R*/Uz, ) ~ (RY,-).
h) (C/Z,+) ((C* ).

i

N

(C/U, ) ~ (RY, ) x (R/Q, +).

3.22. feladat. Legyen fop : R = R, fqp(x) = ax + b, ahol a,b € R, G = {fgp | a € R, b € R}, H =
{faolaeR}é N ={fip|be R} Igazoljuk, hogy G,H < (Sg, o), H nem normalis részcsoportja G-nek és
(G/N,O) = (R*a)

3.23. feladat. Legyen n € N*, (K, +,-) egy kommutativ test, SL,,(K) = {A € M, (K) | det(A) = 1}, SO(n) =
om)n S]_ ( ), SU(n) =Un)NSL,(C) és H={z € C||z| = 1}. Igazoljuk, hogy:
8) GLy (K)/SLy(K) = (K*, .
b) O /SO ().
c)u /SU n) ~ (H,-).
d) S ~ H.

3.24. feladat. Legyen K egy kommutativ test, T (K) = {(aij) € GLy(K) | a5 = 0han > 1 >j > 1} és
UT,.(K) = {(aij) e Ta(K) | ayi =1 (V)i, 1 <1< nl. Igazoljuk, hogy

a) Tn(K) < GI—n(K)»

b) T (K)/UTn (K) == ((K*)™, ).

3.25. feladat. Legyen n € Z és feltételezziik, hogy f : G — G, f(x) = x™ homomorfizmus. Tovébba, legyen
Gn={x € G|x"=¢e}és G™ = {x" | x € G}. Bizonyitsuk be, hogy:

a) Gn,G™ < G.

b) G/G,, =~ G™.

3.4. Elem rendje

Legyen (G, -) egy csoport és x € G. Ha f:Z — G, f(k) = x¥, akkor f morfizmus, és Im f = (x).

Ha f injekt{v morfizmus, akkor azt mondjuk, hogy x végtelen rendd (jelolés: ord(x) = 00), ellenkez6 esetben
(ha f nem injektiv ) x-et véges rendiinek nevezziik.

Ezek szerint, ha x egy véges rendii elem, akkor létezik k,1 € N, k < 1 tgy, hogy x¥ = x!, vagyis x'* = e.
Kovetkezik, hogy M = {k | a* = e,k > 0} # 0; mivel M C N, és N jélrendezett halmaz, M-nek van legkisebb

eleme.

3.4.1. definicié. Azt az n legkisebb pozitiv szdmot, amelyre x™ = e az x elem rendjének nevezzik. (Jelolés:
ord(x) =n = min{k € N* [ x* = e}).

3.4.2. példa. a) A (C*,-) csoportban ord(—1) =2, ord(i) =4 és ord(3) = co.
b) Altaldban ha x € G, akkor ord(x) =1 <= x =e.

c) Sg—banord((; % g))zlésord((; § ?)):3_

3.4.3. megjegyzés. 1) ord(x) = oo akkor és csak akkor, ha minden n € N* esetén x™ # e. Ebben az esetben,
(x) =Imf ~ (Z,+).
2) ord(x) = n € N* akkor és csak akkor, ha teljesiil az, hogy x™ = e és ha x* = e, ahol k € N*, akkor n < k.

3.4.4. lemma (Az elem rendjének jellemzése). Legyen (G,-) egy csoport, x € G egy véges rendi elem és
n € N*. A kévetkezd dllitasok egyenértékiek:

1) Az x elem rendje n.

2) x™ =e és, ha k € Z esetén x* = e, akkor n|k.

Bizonyitas. 1) = 2) Mivel ord(x) = n ezért x™ =e.

Feltételezziik, hogy k € Z és x* = e. A maradékos osztds tételébdl kovetkezik, hogy létezik q,v € Z gy,
hogy k=nq+1és0 <1 <mn. Ekkor e =xK=x"9"" = (x™)9.x" =x"é 0 <1 <n, vagyis e = x". Az n
minimalitdsdbol kovetkezik, hogy r = 0, azaz nlk.

2) = 1) Feltételezziik, hogy k € N* és xk = e; kovetkezik, hogy nlk, ahol n,k € N*, ezért n < k. m
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3.4.5. tétel. Legyen (G, ) egy csoport és x € G.
1) Ha ord(x) =n € N*, akkor (x) ={e,x,...,x" "1} és |(x)| =n, tehdt (x) ~ (Zn,+).
2) Ha G véges csoport, akkor az x elem rendje osztja a G csoport rendjét. Partikuldrisan, xIGl =e.

Bizonyitds. 1) Tudjuk, hogy (x) = {x¥ | k € Z}. Alkalmazva a maradékos osztds tételét k-ra, létezik q,r € Z

tgy, hogy k = ngq + 1 és 0 < v < n; kévetkezik, hogy x* = x™9+7 = (x™)9x" = x" € {e,x,...,x""'l. Ha
0<k<l<n-—16ésxk=xt akkor x!~* = e, ahol 0 < 1 — k < n, ami ellentmond az n minimalitdsdnak, tehat
] =mn.

2) Alkalmazva Lagrange tételét |G| = [(x)] - [G : (x)], tehdt |(x)| osztja |G]-t. =
3.4.6. kovetkezmény. 1) (A p-ed rendii csoportok osztilyozidsa) Ha |G| = p, akkor
(G,) =~ (Zp,+).
2) (Euler-tétel) Han € Z, n > 2 és a € Z 4igy, hogy (a,n) =1, akkor a®™ =1 (mod n), ahol
eom)=HaeZl0<a<mn,(an)=1]

az Euler-fiigguény.
3) (Fermat-tétel) Ha p € Z primszdm és a € Z, akkor a? = a (mod p).

Bizonyitas. 1) Mivel |G| > 1 kovetkezik, hogy 1étezik x € G dgy, hogy x # e, tehdt [(x)| > 1. Az 3.4.5.2) tételbdl
kovetkezik, hogy |(x)| osztja |G|-t, de p primszdm, tehit G = (x) p-ed rendii ciklikus csoport. Az 3.4.5.1) tételb8l
kévetkezik, hogy G ~ (Zp, +).
2) Tudjuk, hogy U(Z,) ={@ € Z, | @ invertélhaté} {a €z, | (a
a € U(Z,), akkor ord(@a) osztja ¢@(n)-et, tehat a®™) = 1, vagyis a® (M) =
3) Ha p osztja a-t, akkor p osztja aP — a-t is, ezért a? = a (mod p).
Ha p nem osztja a-t, akkor (a,p) =1és @(p) =p — 1. Az Euler-tételbdl kovetkezik, hogy aP~' =1 (mod p),
vagyis a? =1 (mod p). =

a,n) = 1} @(n)-ed rendii csoport. Ha
1 (mod n).

3.26. feladat. Legyen (G, ) egy csoport és x € G. Igazoljuk, hogy:

a) ord(x —1(:)x—e ord(x) =2 & x> =e, x #e.
b) ord(x —ord( h.
c¢) Ha ord(x) =n € N* és k € Z, akkor ord(x*) = ﬁ; ha n = km, akkor ord(x¥) = m.

d) Ha ord(x ) =nés (n,k) = d, akkor (x¥) = (x4);

Partikuldrisan (x) = (x*) & (n,k) = 1. Kovetkezik, hogy (x)-nek pontosan @(n) general$ eleme van.
Alkalmazads: hatarozzuk meg a 8-ad rendil primitiv egységgyokoket.

e) Ha ord(x) = 2n + 1, akkor (¥)y € (x) (3)z € (x) tgy, hogy y = z*.

3.27. feladat. Legyen f: G — G’ egy homomorfizmus, és x € G. Igazoljuk, hogy:
a) ord(f(x))|ord(x).
b) Ha f injektiv, akkor ord(f(x)) = ord(x).
¢) Ha f izomorfizmus, akkor {g € G | ord(g) =n}| =|{g’ € G’ | ord(g’) = n}|.
Alkalmazads: Bizonyitsuk be, hogy

a) (Q,+) # @* J;
) (R,+) #£ (R*,-);
c) (C,+) £ (C,);
) (R*,) £ (C*,-);

)

_—A.—.—\

3.28. feladat. Ha (G, ) egy csoport és x,y € G, akkor ord(xy) = ord(yx).
3.29. feladat. Legyen (G, ) egy csoport, x,y € G 1dgy, hogy xy = yx, ord(x) = m és ord(y) = n. Igazoljuk,

a) ord(xy)|[ord(x), ord(y)].

b) Ha (x) N ( ) = {e}, akkor ord(xy) = [m,n].

¢) Ha (m,n) =1, akkor ord(xy) = mn és (xy) = (x,y).

d) Letez1k g 6 G ugy, hogy ord(g) = [m,n].

e) Ha ( =1 ¢és g € G, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarozott x,y € G elemek gy, hogy
(x

ord(x) = m, ord( J=mnésxy=g.
3.30. feladat. Legyen (G, ") egy csoport, x1, X2, ..., Xy € G ugy, hogy xix; =xjxi, 1 <1,j <1, ord(xi) =m; €
N*.

a) ord(xq ...%.) | [ord(x1),...,ord(x,)].

b) Ha (xi) N (X1,...,%Xi—1,%i+1...%+) = {e} minden 1 esetén, akkor ord(xy) = [my,..., m,].

c) Ha (my,my) =1, 1#7j, akkor ord(x1X2 ...xXn) =mymy ---m,.
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3.31. feladat (Permutdcié rendje). Legyen vy = (i;...11) € Sy, egy l-hosszusdgu ciklus, és legyen 0 = y; o
-+ 0Ym € Sn, ahol y1,...,vm diszjunkt ciklusok. Igazoljuk, hogy:
Lrm, haj+m<1

a) Ha 0 <m <1, akkor y™(i;) =< | ] .
B+m—1, haj+m>1

b) v 11 ior. i i) =y
c) ord(y
d) Ha o E Sn, akkor létezik egy v ciklus tigy, hogy o = v* & o azonos hosszisagu ciklusok szorzata.
e) Ha a y; hossza 1;, akkor ord(c) = [14,..., lk].
(1 2 3 45 6 7 8 9 10 [ 101
f) Ha o = (4 6 278310 9 5 1 ), hatdrozzuk meg ¢'°'-t.

3.32. feladat. (Torzidrészcsoport) Legyen (A, +) egy Abel-csoport és
TA)={acA| (@ eN: na=0}

az A torziorészcsoportja. Bizonyitsuk be, hogy:
a) T(A) < (A, +), és T(A/T(A)) ={T(A)}.
b) Ha f: (A,+) — (B, +) egy morfizmus, akkor f(T(A)) C T(B).

¢) Legyen G = GL,(Q), X = <_O1 (])), Y= (_01 _]]> Szamitsuk ki az X, Y, XY elemek rendjét, és igazoljuk,

hogy T(G) nem részcsoport.

3.33. feladat. Legyen U =T(C*,:) és U, ={z € C|z™ = 1}. Bizonyitsuk be, hogy:

a) U= Un21 u
b) U, nuU, = u(m,n) és U U, = u[m,n]'
c¢) U;,, C*-nak az egyetlen n-ed rendii részcsoportja.

3.34. feladat. Legyen (G,-) egy csoport, és @ # H C G egy zart részhalmaz. Ha (V)x € H ord(x) < oo, akkor H
részcsoport.

3.35. feladat. Legyen (G, ) egy véges csoport. Igazoljuk, hogy:

a) [[vegx=1I{x € G|ord(x) = 2}.
Kovetkezmény (Wilson tétele). Ha p egy primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).
b) Ha |G| péros, akkor ()x € G,x # e gy, hogy ord(x) = 2.

3.36. feladat. Egy végtelen csoportnak végtelen sok részcsoportja van.

3.37. feladat. Legyen (G, -) egy csoport, N < G egy ciklikus normadlis részcsoport, és H < N. Igazoljuk, hogy
HJG.

3.38. feladat. Legyen G egy csoport, m,n € N*, (m,n) =1,é N < G.

a) Feltételezziik, hogy [G : N] = n. Igazoljuk, hogy (V)x € G, x™ € N, és ha x™ € N, akkor x € N.

b) Feltételezziik, hogy IN| = m. Ha ord(x) =n, akkor ord(xN) = n; forditva, ha ord(xN) = n, akkor 1étezik
y € xN gy, hogy ord(y) =n.

3.39. feladat. Ha p egy prim szam és G egy Abel-csoport, melynek rendje oszthaté p-vel, akkor G-ben léteznek
p-ed rendii elemek.

3.40. feladat. Legyen n egy paratlan szam és G egy 2n-ed rendi csoport. Igazoljuk, hogy G-nek van egy n-ed
rendii normalis részcsoportja.

3.41. feladat. Azt mondjuk, hogy G metaciklikus csoport, ha létezik N < G tgy, hogy N és G/N ciklikus
csoportok. Igazoljuk, hogy G minden részcsoportja és minden faktorcsoportja metaciklikus.

3.42. feladat (Kvaziciklikus csoport). Legyen p egy primszdm és

Cpo ={z€C|(AMeN:2"" =1} = [ Upn
neN

Igazoljuk, hogy: a) Cpeo < (C*,-).
b) Cpoo barmely valédi részesoportja Upn alakd.
C) (CpOO /upn ~ (Cpoo
d) (Qp/Z,+) ~ (Cpeo, ), aholQp_{ |k €Z, n € N}
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3.5. Csoportok és részcsoportok direkt szorzata
Legyenek H, K csoportok, és tekintsuk a

G=HxK={hk) |heHkeK)
halmazt és a

(h,k) - (h’,k’) = (hh',kk/)

miiveletet. Akkor (G,-) csoport, amelyet a H és K direkt szorzatanak neveziink. Legyenek py : H x K — H,
pr(h, k) =hés px : Hx K —= K, px(h,k) =k a kanonikus projekcidk.

3.43. feladat. Legyen H; := H x {e}, K; :={e} x K C H x K. Bizonyitsuk be, hogy:
a) H~H; és K~ K;. (Tehdt H és K bedgyazhaték H x K-ba.)
b) A pnu, px kanonikus projekcidk sziirjektiv morfizmusok.
c¢) Hx K/H; ~ K, H x K/K; ~ H.
d) ord(h,k) [ord(h),ord(k).
e) Z(H x K) = Z(H) x Z(K).
)HaH H/ébK K’, akkor H x K ~ H’ x K'.

A tovabbiakban a forditott probléméval foglalkozunk: ha G egy csoport, H,K < G, mikor lesz G izomorf
H x K-val.

3.5.1. tétel. Legyen (G,-) egy csoport, H,K részcsoportjai G-nek és f: Hx K — G, f((h,k)) = hk.
1) Az f fiiggvény akkor és csak akkor injektiv, ha HN K = {e}.
2) Az f fiigguény akkor és csak akkor szirjektiv, ha HK = G (ahol HK ={hk | h €

€ H,k € K}).
3) Az f figguény akkor és csak akkor morfizmus, ha hk = kh minden h € H és k € K esetén.

Bizonyitds. 1) Feltételezziik, hogy f injektiv és x € HN K. Mivel f((x,e)) = xe = x és f((e,x)) = ex = x
kovetkezik, hogy f((x,e)) = f((e,x)), tehat (x,e) = (e,x) és x = e.

Forditva, feltételezziik, hogy HNK = {e}, és legyen (hi, k1), (h2,k2) € HxK ugy, hogy f((h1, k1)) = f((hz, k2)).
Ekkor hik; = hyky, vagyis h; 'hy = kok;!' € HNK = {e}, tehat hy = hy és k; = ka. Ezzel igazoltuk, hogy
(h1,kq1) = (hy, k2), vagyis f injektiv fliggvény.

2) Feltételezziik, hogy f szlirjektiv; akkor

G=Imf={f(hk) | (hk)eHxK}={hk|heHkeK}=

A forditott &llitds evidens.
3) Feltételezziik, hogy hk = kh minden h € H, k € K esetén és igazoljuk, hogy f morfizmus.

f((h1,k1) - (h2,k2)) = f((h1hz,kikz2)) = hihakik, =
= hikihaka = f((h1,kq)) - f((h2,k2))
minden (hi,kq), (h2,k2) € H x K esetén. Forditva, feltételezziik, hogy f morfizmus. Ekkor f((e, k) - (h,e))

f((e,k)) - f((h,e)) minden h € H, k € K esetén, de f((e,k)- (h,e)) = f((h,k)) = hk és f((e,k)) - f((h,e)) =
(ek)(he) = kh, tehdt hk =kh. m

3.5.2. definicié. Legyen (G, ) egy csoport, H, K részcsoportjai G-nek és
f:HxK-— G, f((hk))=hk.
Ha f izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy G a H és K részcsoportok belsd direkt szorzata (Jelélés: G = H x K).

3.5.3. tétel (A bels6 direkt szorzat jellemzése). Legyen (G,-) egy csoport és H,K részcsoportjai G-nek. A
kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(i) G=H x K (G a H és K belsé direkt szorzata).
(i) HNK={e}, G=HK és H,K < G.
(iii) HNK ={e}, G = HK és hk = kh minden h € H és k € K esetén.
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Bizonyitas. A 3.5.1. Tételbdl kovetkezik, hogy az (i) és (iii) egyenértékiiek.

Feltételezziik most, hogy G = H x K. Elég igazolni, hogy H, K < G. Tudjuk, hogy H, K < G, és igazoljuk, hogy
ghg™! € Hminden h € H,g € G esetén. Valéban, mivel g € G = HK kévetkezik, hogy 1étezik hy € H k; € K
ugy, hogy g = hk;; ekkor

ghg~ ' =hikihky 'hy! = hyhkiky 'hy! =hyhhy ! € H.

Hasonléan igazoljuk, hogy gkg~' € K.

Forditva, feltételezziik, hogy HN K = {e}, HK = G és H,K < G és igazoljuk, hogy hk = kh minden h € H
és k € K esetén. Tudjuk, hogy khk~"Th~! € H (ugyanis khk™' € H, mert H < G) és khk~"h™! € K (ugyanis
hk~"h~! € K, mert K < G), de HN K = {e}, tehat khk~'Th~! = e, vagyis kh = hk. =

3.5.4. megjegyzés. A 3.5.3. tétel (iii)-beli hipotézisek teljesiilnek, ha |G| = mn, [H|=m, [K|=n, (m,n) =1.

Valéban, igazoljuk, hogy HN K = {e}. Ha x € HN K, akkor ord(x) | [H = m és ord(x) | K| = n, tehdt
ord(x) | (m,m) =1, azaz x = e. Kdvetkezik, hogy az a)-beli f : HxK — G morfizmus injektiv, mert Ker f = {(e, e)}.
Tovdbbd HXx K~Imf C G = |[Imfl| = mn =|G| = Imf = G, tehdt f sziirjektiv.

3.5.5. példa. 1) (Multiplikativ eset) Legyen G = U(Zg) = (1,3,5,71={1,5,-1,-5) = (1,5} x (T, =1} ord(7) = 1,
ord(3) = 2, ord(5) = 2, ord(7) = 2; KNH = {1}, H-K = G. G nem ciklikus, mert nem tartalmaz 4-ed rendit
elemeket.

2) Legyen G = U(Z6) = {1,3,5,9,—1,—3,—5,—9). Ekkor (—1) ={1,-1} = H, (5) ={1,9,
G =H x K. Itt ord(5) =4 = 242, ord(—1) = 2.

3) (Additiv eset) Tekintsiik a (Ze,+) aditiv csoportot, Zg = 0,7,2,3,4,5 Legyen H := <§> = {0,2,4),
K:=(3) ={0,3). Ekkor [H| =3, |K| =2, 3-2 =6 =|Zg|. Tehdt b) = Zg = H x K.

A A

5,13} = K. Tehat

3.5.6. megjegyzés. A fenti eredményeket lehet altalanositani:
Ha G egy csoport, Hy,...,H, < G és

f:H1 ><...><Hn—>G, f(h],...,hn)=h1...hn,

akkor azt mondjuk, hogy G = Hy X ... X Hy;, ha f izomorfizmus.
A kovetkezo allitdsok ekvivalensek:

(i) G=H; x ... x Hp.
(ii) Hi N <Uj;‘éi H;) = {e} minden i € {1,...,n} esetén, Hy...H, = G és hyh; = hjh; minden h;y € Hi,h; €
Hj, 1 # j esetén.
(iii) Hi N <Uj7éi H;j) ={e} minden i € {1,...,n} esetén, Hy...H, = G és H; < G minden i € {1,...,n} esetén.
3.44. feladat. Ha Gy ~ H;, i=1,...,n izomorf csoportok, akkor G; x -+ x Gp =2 Hj x --- X Hy,.

3.5.7. tétel (ciklikus direkt szorzat). Legyen G = Gy X --- X Gy véges csoportok direkt szorzata. Akkor G
ciklikus csoport & Gy ciklikus minden i=1,... 1 esetén és (IGil,1Gj]) =1 ha i #]j.
Bizonyitas. Legyen |G| =: n;.

,»,=" Ha G ciklikus, akkor Gj is ciklikus, mivel G; izomorf G-nek egy részcsoportjaval. Feltételezziik, hogy
31 # j gy, hogy (IGil,|G;|]) # 1. Legyen (ni,n;) = d > 1. Elég igazolni, hogy ekkor G nem tartalmaz

|G| =1 - -+ - ny-edrendii elemet. Legyen x = (x1,...,%;) € G.
ny e oy nqyee- ny Tl]'c'l'“r n]'a'“r
x4 =(X1,...,%x;)" 4 _(x1 e Xy >:(e,...,e):e€G,

mert x;* = e Gy-ban. Ezzel igazoltuk, hogy minden x € G esetén, ord(x) | ™ 1, tehdt ord(x) < |Gl
<" Mivel G ciklikus, (Gi,-) =~ (Zn,,+). A kinai maradéktételbdl (altalanositsuk a 3.3.5. tételt!) kovetkezik,

hogy
G~ (Zn, X XZln,y+) = (Ln,...;n,, +)- [}

3.45. feladat (diagondlis részcsoport). Legyen (G, ) egy csoport és A(G) ={(g,g) | g € G}. Igazoljuk, hogy
a) A(G) < G x G, és G~ A(G).
b) A(G) akkor és csak akkor normalis, ha G kommutativ.
¢) Ha G kommutativ, akkor G x G/A(G) ~ G.

3.46. feladat. Legyen (G, ) egy tetszéleges csoport és H, K < G.
a) Igazoljuk, hogy létezik egy G/HNK — G/H x G/K injektiv morfizmus;
b) ha G = HK, akkor G/HNK ~ G/H x G/K.
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3.47. feladat. Legyenek G és H véges Abel-csoportok és f: G — H egy sziirjektiv morfizmus. Ha (| Ker f|, [H|) =
1, akkor G ~ H x Kerf.

3.48. feladat. Legyenek G; csoportok és x; € G; véges rendii elemek, i =1,... 1. Bizonyitsuk be, hogy:

a) ord(x1,...,xn) = [ord(x1),...,ord(x,)].

Alkalmazas: Bizonyitsuk be, hogy (R* x R*,-) % (C*,-).

b) Ha (ni,ny) =1,1<1i,j <r,i#j, akkor (Zn,. . n,,+) = (Zn, X+ X Zn,,+).

¢) Ha G; véges ciklikus csoportok, akkor HI: G; akkor és csak akkor ciklikus, ha (|Gil,|G;|) = 1 minden i # j
esetén.

3.49. feladat. Legyenek Gi,..., G, csoportok és (A, +) egy Abel-csoport. Igazoljuk, hogy
(Hom(Gq x -+ x G,A),+) =~ (Hom(G1,A) X --- x Hom(G,, A), +). (3.1)

3.50. feladat. Ha n paratlan, akkor Dy, ~ D,, x Djy.

3.6. Belso6 automorfizmus. Konjugaltsagi relacio

1

Legyen (G, -) egy csoport, ig: G — G, ig(x) = gxg~ ', (ahol g € G) és legyen

mt(G) = {ig | g € GJ.

3.6.1. tétel. a) Minden g € G esetén ig automorfizmusa G-nek, azaz Int(G) részhalmaza Aut(G)-nek.

(ig-t a g-hez rendelt belsé automorfizmusnak nevezziik, az Int(G) halmazt pedig a bels6é automorfizmusok
halmazanak.)

b) Int(G) < (Aut(G), o).

¢) G/Z(G) ~ (Int(G), o).

Bizonyitds. a) Azonnal belathatd, hogy i endomorfizmus, és létezik
1. P O —
ig :G—=G, iy (x)=9g 'xg.

b) Nyilvdnvaléan i = Tg, ig 0 in = ign és i? =1ig-1 tehdt Int(G) < (Aut(G), o). Mivel minden f € Aut(G)
ésiq € Int(G) esetén foigof ! = if(a) € Int(G), kévetkezik, hogy Int(G) < Aut(G).
¢) Tekintsiik az

f:G—Int(G), f(a)=1iq

fiiggvényt, ahol iq : G — G, iq(x) = axa™! a G csoport egy bels6 automorfizmusa. Kénnyen belathaté, hogy f
sziirjektiv csoportmorfizmus és

Kerf={aeG|ig=1g}=
={aeGlaxa ' =x, (V)x e Gl =
={aeGlax=xa, (V)x € G} = Z(G).
Alkalmazva az I. izomorfizmustételt kovetkezik, hogy G/Z(G) ~ Int(G). m

3.6.2. definicié. 1) Legyen x,y € G. Azt mondjuk, hogy az x konjugdlt y-nal (jelolés: x ~y), ha létezik g € G

gy, hogy y = gxg~'.

2) Ha x € G, akkor a Cg(x) ={g € G| gx = xg} halmazt az x centralizdatordnak nevezzik.
3.6.3. tétel. 1) ,,~” ekvivalenciarelicid G-n, és X-szel jeloljik az x konjugdltsdgi osztdlydt:
x={yeGlx~yl={gxg~'|g€G)

) x={x}<<=xeZ(G) & Csx) =G.

(Ebben az esetben az X osztalyt trividlis osztdlynak nevezzik.)
3) Ca(x) részesoportja G-nek és |x| =[G : Cg(x)].

4) (A konjugdltsigi osztilyokra vonatkozé egyenlség)

Gl =1Z(G)+ ) _[G: Cgla)],
acA
ahol A C G a nemtrividlis osztdlyok egy teljes reprezentdans rendszere.

Bizonyitas. 1) Igazoljuk, hogy ,,~” ekvivalenciarelacio:
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Reflexivitds: x ~x minden x € G esetén, x = exe™'.

Tranzitivitas: x ~y és y ~ z, akkor létezik g,h € G gy, hogy y = gxg
z=hyh ! =h(gxg " )h~! = (hg)x(hg)~', tehdt x ~ z.

Szimmetria: ha x ~ y, akkor létezik g € G gy, hogy y = gxg~'; kovetkezik, hogy g~ "y(g~')~" = x, tehét
Y~ X

(,,~” nem kongruenciareldcié, azaz nem kompatibilis a miivelettel.)

2) X ={x} &= VgeG gxg7' =x &= Vge G xg=gx & x € Z(G).

3) Legyen x € G, és igazoljuk, hogy Cg(x) < G. Cg(x) # 0, mert ex = xe, tehdt e € Cg(x); ha g,h € Cg(x),
akkor (gh)x = g(hx) = g(xh) = (gx)h = (xg)h = x(gh), tehat gh € Cg(x); ha g € Cg(x), akkor gx = xg tehét
xg~ ' =g 'x, azaz g~ ' € Cg(x).

Igazoljuk, hogy |X| = [G : Cg(x)]. Legyen

—1 és z = hyh™'; kévetkezik, hogy

©:G/Cg(x) — %, ¢(gCc(x)) =gxg .

@ jol értelmezett, mert ha h € gCg(x) (azaz hCg(x) = gCg(x)), akkor h = gy, ahol y € Cg(x) (azaz xy = yx);
kovetkezik, hogy

@(hCg(x)) =hxh™' = (gy)x(gy) ' =gyxy 'g"' =gxg ',

mert y)qf1 =X.

Végiil, igazoljuk, hogy ¢ bijektiv. Mivel Im@ = {gxg™' | g € G} = X, kovetkezik, hogy ¢ sziirjektiv.
Legyen g,h € G és feltételezziik, hogy @(gCg(x)) = @(hCg(x)). Ertelmezés szerint gxg~' = hxh™', azaz
x(g7'h) = g Th)x, tehat g~ 'h € Cg(x); kovetkezik, hogy h € gCg(x), azaz hCg(x) = gCg(x), vagyis @
injektiv. Mivel @ bijektiv kévetkezik, hogy |G/Cg(x)| = |x].

4) Mivel G/ ~={X | x € G} G-nek osztdlyfelbontdsa, kovetkezik, hogy G = (J, o X és ha x » y, akkor XNy = ().
Kovetkezik, hogy

G=2Gu({Ja,

acA

ahol Z(G) a trividlis osztdlyok egyesitése, és mivel |a| = [G : Cg(a)], kovetkezik, hogy

Gl =1Z(G)|+ ) [G:Cqla ]
acA
3.51. feladat Bizonyitsuk be, hogy:
a) Z(Q) = {1 —1}.
b)Z K)) ={al, | a € K*}.
c) Z( UT3 )) ~ (K, +) és UT3(K)/Z(UT3(K)) ~ (K x K, +).
{e}, ha n pératlan, n > 3
) Z(D 5 ) .
{e,x"™/?}, hamn péros, n >4

[N

3.52. feladat. a) Hatdrozzuk meg a (Q,-) konjugéltsigi osztalyait.
b) Ha n = 2k péros, akkor a Dy, konjugaltsigi osztédlyai

fled, Do x™ 1 BT T 0, (y, Py xRy By, Py X T,
és ha n = 2k + 1 péaratlan, akkor a D,, konjugaltsagi osztalyai
{ed, o, x™ 1) IR Xy, xy, L XM Tyl
¢) Ha 0 <1i < n, akkor:
CDn(Xi)_{{e,x,...,x"_l}, hai;«é%/, i;é.O .
D, ha (n péros, i = 5) vagy (i=0)

n/2 xhy,x" "y}, han péros, i #0,%

{e,x
Cp, (x'y) = < {e,x™/2,y,x™/ 2y}, ha n pédros, (i=0 vagy i = %)

{ev Xiy}) han pératlan
3.53. feladat. Legyen (G, ) egy csoport és N < G. Bizonyitsuk be, hogy:

a) Ha [N] =2 és N < G, akkor N < Z(G).
b) Ha N < Z(G), akkor N < G.
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Konjugaltsagi relacié S,,-ben

Az aldbbi eredmények meghatarozzik az (Sy, o) szimmetrikus csoport konjugédltsagi osztélyait.
Megemlitjiik hogy o € S,, tipusa a (kq,...,k,) rendszer, ha a o diszjunkt ciklusokra valé felbontdsaban
szerepel kq 1-hossztsagu ciklus, k; 2-hossztsagu ciklus, ..., ky n-hosszusagu ciklus.

3.6.4. tétel. Legyen o,T € Sy. 0~ T akkor és csak akkor, ha o és T ugyanolyan tipusi.

Bizonyitas. Legyen o,T € S, gy, hogy o ~ 7, és legyen 0 = y; o... 0y, diszjunkt ciklusok szorzata. Létezik
p €Sy, gy, hogy T=pocop !, és mivel

T=(poyiop Jo(poyrop o...o(poymop ),

kovetkezik, hogy elég igazolni, hogy ha vy = (i1 ...11) egy l-hosszusagu ciklus, akkor
pyp~ = (p(i1)...p(in)).

Legyen (p(i1)...p(11)) = 0. Minden i € {1,...,n} esetén

p(iks1), hai=p(ix),1<k<1

0(i) = ¢ plix), ha i = p(iy) ,
ia hal#{p(l1)»)p(11)}

et ha p~'(1) =ik, 1< k<1
(Yop M) =v(p (1) =< i1, ha p~1(1) =i

p~ (1), hap ') #{ir,..., )

és végll
p(ik+1), hai=op(i),1<k<l

p(v(p (1) = p(ir), ha i = p(i) = 0(i)

i) hal7é{p(11),,9(1n)}

Mivel p bijektiv kévetkezik, hogy T = (poyjop~')o(poyrop')o...o(poymop ') diszjunkt ciklusok szorzata,
tehat o és T azonos tipusuak.
Forditva, legyenek

0= (intiz... i) (021t22 o i2,) - (Bmdimz - -ty )
és

T=(11jiz---J1,)021J22 -+ J2t,) - Gmidmz - Fmi,,)
azonos tipusi permutaciok, ahol ;1 +1, +...+ 1, =nés

i, im =01, i s =11,
Tovéabba, legyen

o i]] N 1111 iz] N 1'.212 N im1 e imlm
p=1. . . . . .
Jir .o 1,y J21 e )21, -ee dml e )mly

pop~ ! =8, és igazoljuk, hogy T = pop~'. Valdban, ha 1 <r<més 1<s <1,, akkor

b

O_(_L ) _ ir,s+1) ha’ ] S s < lr
" i1, has=1,

és
) 1y . jrs+1, hal<s<l
0(irs) = plolp™" (irs))) = plo(irs)) = 4 " "
)T‘]) has :Lr
kovetkezik, hogy 0(jrs) = T(jrs), minden 1 <r<més 1 <s <1, esetén, tehat 6 =7T. m

3.54. feladat. Bizonyitsuk be, hogy:
a) Z(Sn) ={e}, han >3, és Z(A,) ={e}, han > 4.
b) Hatdrozzuk meg az (S, o) konjugaltsdgi osztdlyait, ahol n =1,2,3,4.
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3.7. Strukturatételek: p-, 2p- és p’-ed rendii csoportok
A kovetkezo tételt az 3.4. paragrafusban bizonyitottuk.

3.7.1. tétel. (A p-ed rendii csoportok osztilyozdsa) Ha (G,:) egy csoport, p egy prim- szam és |G| = p,
akkor G ~ (Zy, +).

Az aldbbiakban egy lépessel tovabb megyiink és a 2p és p? rendii csoportoka fogjuk osztalyozni.

3.7.2. lemma. Ha minden x € G esetén ord(x) = 2, akkor G kommutativ csoport. Ha G véges, akkor létezik
n € N* dgy, hogy |G| = 2™.
Bizonyitas. Minden x,y € G esetén e = xxyy = xyxy, tehat xy = yx.

Matematikai indukciét alkalmazunk. Ha G = {e}, akkor |G| = 2°. Legyen |G| = m > 1 és feltételezziik, hogy
az allitas igaz az m-nél kisebb rendi csoportok esetén. Ha x € G \ {e}, akkor (x) ={e,x} < G, |G/(x)| = m/2 és
(V)y € G (y(x))? = (x); kbvetkezik, hogy (I)n € N tgy, hogy m/2 = 2™, tehat |G| =2"*'. m

3.7.3. tétel. (A 2p-ed rendii csoportok osztilyozasa) Ha (G,-) egy csoport, p egy prim szdm és |G| = 2p,
akkor G o~ (Zyp,+) vagy G ~ (Dy, ), ahol

Dp=(xylx’ =y’ =e yx=x"""y)={x'y |0<i<p, 0<j<2}

a p-ed fokiu diédercsoport.

Bizonyitids. Ha x € G, akkor a Lagrange-tételbdl kovetkezik, hogy ord(x) osztja a |G| = 2p széamot, tehdt
ord(x) € {1,2,p, 2p}.

Ha létezik x € G tgy, hogy ord(x) = 2p, akkor, mivel [{(x)| = ord(x) = 2p, (x) < G és |G| = 2p kovetkezik,
hogy G = (x), azaz G ~ (Zzp, +).

Feltételezziik, hogy ord(x) # 2p minden x € G esetén.

Ha x? = e minden x € G esetén, akkor a 3.7.2.-b6] kovetkezik, hogy G kommutativ és |G| = 2™, azaz 2™ = 2p,
vagyis p = 2, tehat |G| = 4. Ebben az esetben, ha y € G \ {e, x}, akkor

G= {e,x,y,xy} =~ DZ-
Feltételezziik, hogy p > 2 és létezik x € G gy, hogy ord(x) = p. Legyen
N=(x)={ex,...,xP" "}

Alkalmazzuk a Lagrange-tételt és kapjuk, hogy 2p = |G| = I[N|- [G : N], azaz [G : N] = 2, tehat N < G. Mivel
[G : N] = 2 kovetkezik, hogy G/N ={N,yN} ={N, Ny}.

Legyen y € G\ N, és vegyiik észre, hogy (yN)? = N, mert G/N mésodrendfi csoport. Mivel p paratlan
kovetkezik, hogy (YyN)P = yN # N, azaz (YyN)P = yPN #£ N, tehdt yP # N; kovetkezik, hogy yP +# e, ezért
ord(y) = 2.

Mivel G =N UNy és NN Ny =0, tehat

G={e,x,x* ..., xP "y xy x?y,...,xP Tyl
Mivel yx € yN = Ny kovetkezik, hogy létezik k € {1,...,p — 1} tgy, hogy yx = x*y. Ekkor e = (yx)? =
(yx)(yx) = (x*y)(yx) = x**1, ahol k+ 1 < p. Mivel ord(x) = p kovetkezik, hogy k + 1 = p, vagyis yx = xP Ty,
tehdt G~ D,. m

3.7.4. megjegyzés. (Zyp,+) 2 (Dy,), mert Z;, tartalmaz 2p-ed rendd elemet és minden g € Dy, esetén
ord(g) < 2p.

3.7.5. lemma. Ha G p-csoport (azaz |G| = p™, ahol n > 0), akkor Z(G) # {e}.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a konjugéltsdgi osztdlyokra vonatkozd egyenlOséget:

Gl =1Z(G)l + Y_[G: Ca(x)],
XEA

ahol A a nemtrividlis osztdlyoknak egy teljes reprezentdns rendszere, Cg(x) = {g € G| gx = xg} < G az x elem
centralizatora és |X| = [G : Cg(x)].
Mivel |G| =p™,n > 0és [G: Cg(x)] > 1 (mert x osztalya nem trividlis) Lagrange tételébél kovetkezik, hogy

[G:Co(x)] =p"/ICg(x]I,

azaz p osztja |Z(G)|-t, vagyis [Z(G)]| > 1. =



3.7. Struktiratételek: p-, 2p- és p%-ed rendii csoportok 105

3.7.6. lemma. Ha G/Z(G) ciklikus csoport, akkor G kommutativ.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy G/Z(G) = (xZ(G)), tehat G = Uyc4, x*Z(G). Hay,z € G, akkor y = x¥g, z =
x'h, ahol k,1 € Z, g,h € Z(G); innen kovetkezik, hogy yz =x**'gh =zy. m

3.7.7. tétel (A p?-ed rendii csoportok osztalyozasa). Ha (G,-) egy csoport, p egy prim szim és |G| = p?,
akkor G =~ (Zy2,+) vagy G ~ (Zyp X Zp,+).

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy G kommutativ csoport.

A 8.5.-bél kévetkezik, hogy Z(G) # {e}, de |G| = |Z(G)| - [G : Z(G)], ezért |Z(G)| = p? vagy |Z(G)| = p.

Ha |Z(G)| = p? = |G|, akkor Z(G) = G, azaz G kommutativ.

Ha |Z(G)| = p, akkor |G/Z(G)| = p?/p =p. 3.7.1.-bdl kivetkezik, hogy G/Z(G) ciklikus, ezért a 3.7.6. lemma
szerint G kommutativ, azaz G = Z(G); kovetkezik, hogy |Z(G)| = p? ami ellentmond a feltevésnek.

Ha x € G\ {e}, akkor ord(x) € {p,p?}. Ha létezik x € G tigy, hogy ord(x) = p?, akkor |(x)| = |G| = p?, azaz
G = (x) ciklikus és G ~ (Z,2,+).

Ellenkez6 esetben, ord(x) = p minden x € G \ {e}. Rogzitiink egy x # e elemet és legyen

H=(x) ={e,x,...,xP "~ (Zp,+).
Legyen y € G \ H, tehat ord(y) = p, és legyen
K= <y> :{e)y)"' ayp71}: (va+)

Igazoljuk, hogy HN K = {e}. Feltételezziik, hogy létezik k,1 tgy, hogy 1 < k,1 < p és x* = y'. Mivel (I,p) =1
kovetkezik, hogy 1étezik u,v € Z tgy, hogy 1 = lu + pv; ekkor y =y' =y PV = (y . (y?)" =xk* € (x) = H
ami ellentmond a feltevésnek.

Legyen f: Hx K — G, f((h,k)) = hk. Mivel G kommutativ kovetkezik, hogy f morfizmus. Tovabb4, a 3.5.3.
tétel szerint f injektiv, mert HN K = {e} és sziirjektiv, mert |H x K| = p? = |G|. Kovetkezik, hogy

GxHXxK(Zp X Zp,+). [

Zp,+), mert Z,> tartalmaz p?-ed rendii elemet és minden g = (a,b) €
,0).

3.7.8. megjegyzés. (Z,2,+) % (Zyp

X
Zp X Ly esetén ord(g) | p, mert pg = 0

3.55. feladat. Hatdrozzuk meg a (Z, x Zp,+) részcsoportjait. Igazoljuk, hogy a részcsoportok szama p + 3.

3.56. feladat. a) Hatarozzuk meg a (Z,, x Zp,+) automorfizmusait.
b) Igazoljuk, hogy (Aut(Z; x Z2,+),0) ~ (S3,0).

3.57. feladat (D, részcsoportjai). a) Igazoljuk, hogy minden n > 3 esetén
8(Dn) = {(x")(x'v), (x4, x'y) [0 < i< d, din}.

b) Barmely H < D;, esetén, hatdrozzuk meg a H rendjét és indexét.
¢) Igazoljuk, hogy

$n(Dn) ={{x") [0<d <m, din},
ha n paratlan, és
Sn (D) ={(x), (!, x'y) [1=0,1},
ha n = 2m péaros. Barmely N < D,, esetén, hatarozzuk meg a D, /N faktorcsoportot.

3.58. feladat (D, automorfizmusai). a) Legyen n >3, 0<1l,m<n, (l,n)=1és

11 Lj+m

fm,l : Dn — Dn» fm,l(xi) =X, fm,l(xjy) =X y.

Igazoljuk, hogy fm 1 € Aut(Dn).
b) A Zn x Z7 halmazon értelmezziik a (v, u)(m,1) = (um+v, ul) miiveletet. Igazoljuk, hogy Z. x Z} csoport.
c) Legyen ¢ : (Zn X Z7,-) — (Aut(Dy),0), $(m,1) = fiy 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢ izomorfizmus.
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3.8. Karakterisztikus és teljesen invarians részcsoportok

3.8.1. definicié. Legyen G egy csoport és H részcsoportja G-nek.

a) H-t karakterisztikus részcsoportnak nevezziik, ha minden f € Aut(G) esetén f(H) C H.

Jelolés: H <. G.

b) H-t teljesen invaridns vagy teljesen karakterisztikus részcsoportnak nevezziik, ha minden f € End(G)
esetén f(H) C H.

Jelolés: H < G.

3.8.2. megjegyzés. a) Mivel Int(G) C Aut(G) CEnd(G),H<{G=>H<.G=HJIG.
b) A H < G részcsoport karakterisztikus akkor és csak akkor, ha minden f € Aut(G) esetén f(H) = H.
Valéban, abbél, hogy f(H) C H Vf € Aut(G) kdvetkezik, hogy H C =1 (H) Vf € Aut(G). De f~! € Aut(G),
tehat H C (1)~ (H) = f(H).
¢) Legyen H; < H; < G részesoportjai G-nek. Ha Hy <. H; és H, <. G, akkor H; <. G.
Valoban, mivel Hy <. G, akkor a G-n értelmezett automorfizmus leszukitése H,-re szintén automorfizmus.
d) Legyenek H; < H; részcsoportjai G-nek. Ha Hy <. G és Hy < G, akkor Hy < G.
e) Legyen G egy csoport és Hy < Hy < G-nek. Ha H; <{ H; és Hy < G, akkor Hy <; G.
Valéban, mivel Hy <; G, G-n értelmezett endomorfizmus leszukitése H,-re endomorfizmusa H,-nek.

3.8.3. tétel. Egy csoport centruma karakterisztikus részcsoport.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy Z(G) részcsoportja G-nek. Legyen f € Aut(G). Ha g € G, akkor létezik g’ € G melyre
f(g’) = g. Tehat minden x € Z(G) esetén f(x)g = f(x)f(g’) = f(xg’) = f(g'x) = f(g’)f(x) = gf(x). Kovetkezik
hogy f(x) € Z(G) vagyis f(Z(G)) C Z(G).

Ahhoz, hogy példat tudjunk adni teljesen invaridns részcsoportra, egy Uj fogalmat kell bevezetniink.

3.8.1. Kommutatorok. A derivalt részcsoport

3.8.4. definicié. Legyen G egy csoport, x,y € G, X,Y C G.

a) Az [x,y] = x "y~ "xy elemet az (x,y) elempér kommutdtoranak nevezziik. (Vegyiik észre, hogy egy kom-
mutétor inverze szintén kommutétor: [x,y]~" = [u,x].)

b) [X, Yl-al jeloljiik az [x,y] kommutdtorok altal generalt réscsoportot, ahol x € X és y € Y vagyis

X, Y1 = ({[x,yl [ x e X, y €Y}
={lay,billaz,bz]...[an,bn] | (ai,bi) € X x Y vagy (ai,bi) € Y x X}.

Ezt a részcsoportot az X és Y halmazok kommutatoranak nevezziik.
¢) G’-et a G kommutator részcsoportjinak vagy derivalt részcsoportjinak nevezziik, ahol

G"=1[G,Gl = ({x, vl Ix,y € G}) ={lx1,y1llx2,u2] ... [xn,ynl [ a;, b1 € G, n € N}

3.8.5. megjegyzés. a) xy = yx[x,yl, tehat ha xy = yx, akkor [x,y] = e. A G csoport akkor és csak akkor
kommutativ, ha Vx,y € G [x,y] = 1, vagyis ha [G, G] = {e}.
b) Ha X] Q Xz és Y] Q Yz, akkor [X],Y]} S [Xz,Yﬂ, ahol Xi,Yi g G, i= 1,2

3.8.6. tétel. 1) Legyen N < G. Akkor N normadlis részcsoport < [N, G] C N.
2) Ha N7 <G és Ny <G, akkor [N, N3] < NjNN,.

Bizonyitds. 1) Ha N < G, akkor ¥n € N, Vg € G esetén g~'ng € N = [n,g] = n"'(g7'ng) € N, azaz
[N,G] C N.

Forditva feltételezziik, hogy [N, G] € N. Minden n € N, g € G esetén n~'g~'ng € N-bél kovetkezik, hogy
g 'ng € N, tehat N < G.

2) N7, N2] < [N7,G] < Nj és [N7,N2] <[G,N2] <Nz m

3.8.7. tétel. 1) Haf: G — G’ egy morfizmus, xi € G, X; C G, 1=1,2, akkor
f(lx1,x2]) = [f(x1), f(x2)], f([Xq,Xa]) = [f(X3), f(X2)].

2) Ha H teljesen invaridns részcsoportja G-nek, akkor [H,H] teljesen invaridns részcsoport. Partikuldrisan,
G'[G, G] teljesen invaridns részcsoport.

3) Ha N7 < G és Nu < G, akkor [N7,N2] < G.

4) Legyen {Gy | i = 1,...,n} egy csoportrendszer és legyenek Hy, H{ részcsoportjai Gi-nek. Akkor H :=
[T, Hi, H =TT, H{ részesoportjai [, Gi-nek, és [H,H'] = [T [Hi, H{].

i=1

Bizonyitas. a) f([x1,x2]) = f(x7 x5 " x1x2) = (f(x1)) 7" (F(x2)) " (x1)f(x2) = [f(x1), f(x2)].
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Tudjuk, hogy ha X C G, akkor f((X)) = (f(X)). Kévetkezik, hogy f([X1,Xz2]) = {f([x1,x2]) | x1 € Xy, x2 €
X2} = {[f(x1), f(x2)] | x1 € Xq, x2 € X2}) = [f(X7), f(X2)].

b) kovetkezik a)-bdl.

c)Ha ge Gésig:G — G egy belso automorfizmus, akkor i4([N1,N2]) = [ig(N7),15(N2)] = [Ny, N;]. Tehét
[N7,N2] 2 G.

d)-t az olvaséra bizzuk. m

3.8.8. tétel. Legyen G egy csoport, N<H <G és N <G. Ekkor H/N < Z(G/N) & [H,G] < N.

Bizonyitas. Ha H/N < Z(G/N), akkor Yh € H, Vg € G hNgN = gNhN, tehét [h,g]N = h™'g~"ThgN =
h~"Ng '"NhNgN = N. Tehét [h,g] € N azaz [H, G] < N.

Forditva, [h,g]N = N = h™"Ng "NhNgN = N, vagyis hNgN = gNhN Vh € H, Vg € G; kovetkezik, hogy
H/N<Z(G/N). m

3.8.9. tétel. Legyen H < G. Ha G’ < H, akkor H < G és G/H Abel-csoport. Forditva, ha H < G és G/H
Abel-csoport, akkor G’ <H (azaz G’ a legkisebb normdlis részcsoport amelyre G/H Abel-csoport).

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy G’ < H. Ekkor [H,G] < [G,G] = G’ < H. Innen koévetkezik, hogy H < G.
Tovabba Vx,y € G, [xH,yH] = x "Hy "HxHyH = x "y~ "xyH = [x,y]H = H, mivel [x,y] € H. Tehit az
(xH,yH) elempér kommutédtora semleges elem G/H-ban, kovetkezésképpen G/H Abel-csoport.

Forditva, feltételezziik, hogy H < G és G/H Abel-csoport. Akkor minden x,y € G esetén [xH,yH] = H, tehdt
[x,ylH=H, azaz [x,yl e Hés G’ <H. m

3.59. feladat. Legyen G egy Abel-csoport, p egy prim szdm, és T,(G) :={g € G | Ik € N : ord(g) = p*L
Igazoljuk, hogy T, (G) teljesen invardns részcsoportja G-nek.
Utmutatds: Ha g € G és f € End(G), akkor az f(g) rendje osztja a g rendjét.

3.60. feladat. Legyen (A,+) egy Abel-csoport, B részcsoportja A-nak, n € N* és nB := {nb | b € B}, B[n] :=
{beB|nb=0}

a) Mutassuk meg, hogy nB és B[n] részcsoportjai A-nak.

b) Ha B karakterisztikus részcsoport, akkor nB és B[n] is karakterisztikus részcsoportok.

¢) Ha B teljesen invaridns részcsoport akkor nB és B[n] is teljesen invaridns részcsoportok.

0 1 — 1

3.61. feladat. Legyen A = (1 2) , B= ( 11 2]> , C= <O1 1) € GL(Z). Szamitsuk ki az [A, B], [B, C],
[C, A] kommutdtorokat.
3.62. feladat. Igazoljuk, hogy az S, szimmetrikus csoportban:

a) (1j k)= (k)(ij)=Iij), (k)] han=>3;

b) (1j)(k1)=({kj)ikl =I[{1]k),(ijl], han=>4
¢) (1jk)=I[(ilj),(imk)], han=>5.

3.63. feladat. Tekintsiik a D,, = (x,y | x™ =y? = e, yx = x"'y) diédercsoportot. Igazoljuk, hogy:

e, hal:) = O
. 2 hal=1,j=0
a) bkyt xmyl =) :
) byt x™y] 2 hal—0 i1
x2(k=1 hal=j=1
b) D! = <X> = {e,X, o ’an]}‘ han pziratlan
" (2 ={e,x?, ..., x?" 2}, han paros
¢) Dyn/D, = {(x), y(x)} = Ca, ha n paratlan
O, (08),y(x%), xy ()} = C2 x C2,  pentru n péros

3.64. feladat. Egy tetszéleges G csoportban legyen xV =y~ 'xy és [x,y, z] = [[x,y], z]. Igazoljuk, hogy:
a) [,y =yly,xy™ " Tyl = xly, xIx

b) [xy,zl = [x,zlYy, zl; [x,yz] = Ix, zl[x, yl=.

c) 2y " zlV(z,z7 ' xFz,x Tyl =e (Hall-Witt-azonossag).

3.65. feladat. Mutassuk ki, hogy ha [G, G] < Z(G), akkor minden x,y,z € G esetén:
a) [x, [y, zl] = [[x,y], z;
b) Ixy,zl = [x,zl[y, z]; [x,vz] = [x,y][x, zl;
c) X"yl =[x,y =[x, yI" ¥n € N;
d) (xy)™ =x"y"fy,x]""1/2 yn € N¥;
e) [x, [y, zllly, [z, x]l[z, [x,y]] = 1.
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3.66. feladat. Mutassuk meg, hogy ha H és K karakterisztikus részcsoportjai G-nek, akkor [H, K] szintén karak-
terisztikus részcsoport.

3.67. feladat. Mutassuk meg, hogy [Dy,, Dy] n-ed rendfi, illetve n/2-ed rendii ciklikus csoport attdl fliggden,
hogy n paratlan vagy paros.

3.68. feladat. Legyen G egy csoport, G?" := G/G’, és legyen (A, +) egy Abel-csoport.
a) Ha f G — A egy morfizmus, akkor G’ C Ker f.
b) (Hom(G,A),+) ~ (Hom(G°, A), +).

3.69. feladat. Legyen G egy csoport, X C G egy generatorrendszer, és N < G. Mutassuk ki, hogy ha [x,y] € N
Vx,y € X, akkor [G,G] < N.

a—

3.70. feladat. Legyen G C GL3(Z), G = | a,b,c € Z ; . Igazoljuk, hogy:

(o]
o == 0

b
c
1

o

a) G < GL3(Z);
b) [G,G] = Z(G).

3.71. feladat. Legyen ®(G) := (M | M < G maximélis részcsoport} a G csoport Frattini-részcsoportja.
Igazoljuk, hogy:

a) O(G)={ge G|VXCG (XU{g}) =G = (X) =G} (a nem-generald elemek halmaza).

b) ®(G) karakterisztikus részcsoportja G-nek.

3.72. feladat. Egy G csoportot karakterisztikus egyszerii csoportnak neveziink, ha G # {e}, és G-nek nincs valédi
karakterisztikus részcsoportja. Igazoljuk, hogy:

a) Egy G csoport barmely f6faktora egyszer(i karakterisztikus csoport. (G-nek egy féfaktora H/K alakd ahol
H és K normaélis részcsoportjai G-nek, K < H és H/K minimé4lis normdlis részcsoportja G/K-nak.)

b) Egy nem trividlis véges G Abel-csoport karakterisztikus egyszer(i csoport akkor, és csak akkor, ha G
elementaris Abel-csoport.

Megoldds. a) Feltételezhetjiik, hogy K = {e}, vagyis H a minimé4lis normélis részcsoportja G-nek. Ekkor barmely
H’ karakterisztikus részcsoportja H-nak, G-nek norma4lis részcsoportja. Mivel H minimélis normalis részcsoportja
G-nek kovetkezik, hogy H' = 1, vagyis H' = H.

b) Feltételezziik, hogy G egyszerii Abel csoport és legyen p a G rendjének egy prim osztdja. Legyen H = {x €
G | xP = 1}. Mivel G Abel csoport kovetkezik, hogy Vx,y € H (xy)? = xPyP =1, tehat xy € H. Ez azt mutatja,
hogy H részcsoportja G-nek. Cauchy-tétel szerint 1étezik olyan x € G amelynek rendje p. Ekkor 1 # x € H tehat
H nem trivialis részcsoport. Hasonléan H karakterisztikus részcsoportja G-nek mert 0 € Aut(G) esetén:

xEH=xP=1=0(x)P =0(xP) =1= o(x) € H.

Kovetkezik, hogy H = G, tehat xP =1 Vx € G.

Forditva, feltételezziik, hogy G elementéris Abel-csoport és legyen p egy primszam tgy, hogy xP =1 Vx € G.
Tételezziik fel, hogy |G| = p<, és legyen x; € G, x; # 1. Vélasszunk egy xo € G-t, gy, hogy x2 ¢ (x1),
egy x3 € G-t gy, hogy x3 ¢ (x1,x2) ...sth. Mivel G véges, létezik egy n > 1 természetes szdm tugy, hogy

(x1,%2, ...y xXn) = G ésxi11 € (X1,%2,...,%xi) barmely i € {1,2,...,n—1} esetén. Ekkor {x1,%2,...,xn} G-nek egy
minimdlis generdtorrendszere. Valéban, xn € (x1,X2,...,Xn), és bebizonyithatd, hogy x1 € (x2,%3,...,Xn), X2 &
(X1,X3,...,Xn) stb. Példaul feltételezziik, hogy x1 € (x2,X3,...,Xn). Ekkor x; =x3%...x4" ahol a,a3,...,an €
Z. Ha p | an, akkor x&r = 1. Igy feltételezhetjiik, hogy x; = x32 o.xg¥, k < més pfoax. Ekkor x* €
(x1,%2,...,%K); mivel p nem osztja ax-t, kévetkezik, hogy (xi) = (xp*) < (x1,X2,...,Xx_1), tehat xx €
(X1,X2,...,Xk—1), ami ellentmond az xy valasztdsdnak. Mivel {x1,x2,...,xn} minimalis generatorrendszer, kovet-

kezik, hogy n = d.

Tételezziik fel, hogy H a G csoport valédi részcsoportja. Valasszuk meg x1 € H, x; # 1 és y1 € H.
A fentiek alapjan léteznek x1,%2,...,X4,Y2,Y3,...,Ya € G ugy, hogy {x1,x2,...,%xalés {y1,y2,...,Yyq} mi-
nimélis generatorrendszerek G-ben. Kovetkezik, hogy létezik 0 : G — G, o(x7',x3%, ..., xg* =yui" Y3, ...,y
Vri,...Tm €Z,0<1; <p,Vie{l,2,...,d}. Akkor o automorfizmusa G-nek. Mivel x; € H és o(x1) =y1 € H,
kovetkezik, hogy H nem karakterisztikus részcsoportja G-nek. Tehdt G karakterisztikus egyszerli csoport.

3.9. Csoportok lancai

3.9.1. definicié. Legyen G egy csoport, L = (Hg, Hy, ..., Hy) egy részcsoport rendszer. Ezt a rendszert lancnak
nevezzik, ha

{e}=Hn <Hn 71 <---<H;y <Ho=6G.

Ha a sorozat szigoruan csokkend, akkor n a lanc hossza.
Legyen L egy ldnc. Azt mondjuk, hogy:
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e [ szubnormaéllanc, ha H; < H;_ ¢, 0 <i <mn. Ekkor H;/H;_; az L faktorai.
e L Abel-lanc, ha a faktorai Abel-csoportok.
e L normallanc, ha H; < G minden i € {1,2,...,n} esetén. A trividlis {e} < G ldnc normalénc.

e L kompozicidlanc, ha H;/H;i 1 egyszerii csoport (vagyis Hi;1 maximalis normélis részcsoportja Hi-nek)
minden i € {1,2,...,n} esetén.

L centrélis lanc, ha L normallanc és Hi/Hi 1 < Z(G/Hiiq).

e [ fénormalldnc, ha L norméllanc és H;/H;;1 minim4lis részcsoportja G/Hi1-nek.

3.9.1. A fels6 centralis lanc

Definidljuk a Z,,(G), n € N novekv§ lancot. Ertelmezés szerint Zo(G) = {e} és Z1(G) = Z(G). Legyen
Z(G/Z1(G)) = Z2(G)/Z:(G).

Mivel Z(G/Z1(G)) < G/Z1(G), kdvetkezik, hogy Z>(G) < G. Altaldban, legyen
Zn41(G)/Zn(G) == Z(G/Zn(G)).

Ekkor kovetkezik, hogy Zn+1(G) 9 G és Zn(G) < Zns1(G).

3.9.2. definicié. Az {e} = Zp(G) < Z1(G) < Z2(G) < --- < Z,(G) < ... lancot a G csoport felsé centrélis
lancanak nevezziik.

3.9.3. tétel. A felso centrdlis ldnc tagjai karakterisztikus részcsoportok.

Bizonyitas. Evidens, hogy Zo(G) <. G és mér lattuk, hogy Z1(G) <. G. Feltételezziik, hogy az allitds
igaz Z,(G)-re, és igazoljuk Z,1(G)-re. Ekkor minden f € Aut(G) esetén f(Z,(G)) = Z,.(G). Legyen pn :
G — G/Zn(G) a kanonikus projekcid; kovetkezik, hogy pn o f sziirjektiv morfizmus és Ker(py, o f) = Z,,(G).
Ekkor létezik egy g : G/Zn(G) — G/Zn(G) izomorfizmus gy, hogy g o pn = g o f. Mivel Z(G/Z,,(G))
karakterisztikus részcsoport, kovetkezik, hogy Zni1(G)/Zn(G) = 9(Zni1(G)/Zn(G)). Igy Zni1(G)/Zn(G) =
9(Zn+1(G)/Zn(G)) = (gopn)(Zn+1(G)) = (pn o f)(Zn+1(G)) = f(Zn11(G))/Zn(G). A 3.1.3 tételbol kovetkezik,
hogy Zn11(G) = f(Zn(G)), vagyis Zn41(G) <c G. =

3.9.4. példa. Tekintsiik a D, diédercsoportot. Ha n pératlan, akkor Z, (D) = {e}, (V)m > 0. Feltételezziik,
hogy n paros. Akkor Z(D,,) = {e,x™/?}, és

Dn/Z(Dn) = {(x'Z(Dn),x'yZ(Dn) [0 £ i, 1< T},

Itt ord(xZ(Dn)) = 2, ord(yZ(Dy)) = 2 és (YZ(Dn))(xZ(Dy)) = (xZ(Dn))? " (yZ(Dn)). Kovetkezik, hogy
Dn/Z(Dy) ~ Dy, 5. Legyen n = 2X1, ahol | paratlan, k > 1. Akkor Z;(Dy) = {e,x2" '\, Z5(Dyn)/Z1(Dyn) =
{Z(Dn),x2" "Dy}, tehdt Z>(Dyn) = {x(2° "Vt | 0 < t < 4}. Indukeiéval kapjuk, hogy

Z.(Dn) =2 o<t <2,

minden 1 < r < k esetén, és Zy11(Dn) = Zk(Dy).

3.9.2. A derivalt lanc és az also centralis lanc

Legyen G egy csoport. A kommutétor segitségével értelmeziink két csokkené lancot: G(™ és I (G), n € N.
Ertelmezés szerint:
G% =G, G =[G,G],...GM = [G=D GM=1)] a derivalt lanc;
(G) =G, T1(G) =[G,G], ...Th(G) =[M_1(G), M _1(G)] az als6é centralis lanc.
Kovetkezik, hogy: G©) > G’ )
N(G) =T (G) >--- > Th(G)

3.9.5. tétel. 1) Ha f: G — H sziirjektiv morfizmus, akkor H™ = f(G(™)) és Iy (H) = f(Th(G)), n € N.
2) A derivdlt illetve alsé centrdlis ldnc tagjai teljesen invaridns részcsoportok.
Bizonyitas. 1) Mivel f sziirjektiv, H®) = f(G(®), és To(H) = f(To(G)). Feltételezziik, hogy az allitasok igazak
n—1re: H1 =f(GM™1)), és T (H) = f(Th_1(G)). Innen
H(TL) _ [H(n—l)’H(n—l)] _ [f(G(n_”),f(G(n_”)] _ f([G(n_l),G(n_”]) _ f(Gn),
Ma(H) = -1 (H), Ter (H)] = [f(Th—1(G)), f(Th—1(G))] = f([Mh—1(G), Ta—1(G)]) = f(Tn(G)).
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2) Minden f € End(G) esetén f(G(®)) = f(G) < G = G965 f(Gy) = f(G) < G o. Feltételezziik, hogy az
allitas igaz n-re: f(G™) < f(GM) és f(Gn) < f(Gyn). Akkor f(GH1) = f([GM), GM]) = [f(G™)), f(GM))] <
[GM), G = G+ Hasonlban: f(M41(G)) < Thyt(G). m

3.9.6. megjegyzés. A fenti tételbol kovetkezik, hogy G™) és TN, (G) normalis részcsoportok. A 3.8.8. tétel
alapjdn I, _1(G)/Th(G) < Z(G/TW(G)), azaz ', (G) valéban centralis lanc.

3.9.7. példa. Tekintsiik a D,, diédercsoportot. Nem nehéz belatni, hogy

(D) = I (Dyn) =Dy, han paratlan
2 (xh, ha n péros.

Pontosabban, a masodik esetben

o) — {<x2>, ha 4fn

{e,x* x8,...,x77 1}, ha4d|n.
Feltételezziik, hogy n = 2¥1, ahol 1 paratlan. Indukciéval kapjuk, hogy:
Mo(Dn) = Dy 5 T4(Dn) = (x?) 5+ O (D) = (") = Fiy1 (D).

3.9.3. Kompozicidlancok

3.9.8. definicié. Legyen L = (G =Ho > H; > --->H, ={e})és L' = (G=Kog > Ky >--->K;, ={e}) két
szubnormalanc. Azt mondjuk, hogy:

a) L finomitasa L'-nek (vagy L’ részsorozata L-nek) ha L’ minden tagja szerepel az L tagjai kozott.

b) L és L’ izomorfak, ha m = n, és létezik a {0,1,...,n — 1} halmaznak olyan ¢ permutdcidja, melyre
Ki/Kiv1 >~ He i)/ Hepi)+1-

¢) Egy H részcsoportot szubnormadlis részcsoportnak nevezziik, ha G-nek van egy normdlldnca amely
tartalmazza H. Jelolés: H << G.

A

3.9.9. példa. Tekintsiik a (Zg,+) csoportot. Legyen Hy = Ko = Zg, Hy = Ky = {0}, Hy = (2) és Ky = <§>
Ezek a lancok izomorfak, mert Ko/K; ~ H;/H> és K;/K; ~ Ho/H;. A ¢ permutécié a kovetkezoképpen van
értelmezve: ¢(0) =1, ¢(1) =0, d(2) = 2.

A kovetkezo tétel a II. izomorfizmus tételt altaldnositja.

3.9.10. tétel (Zassenhaus-lemma). Legyen G egy csoport és H,K < G két részcsoport. Ha H' <H és K/ <K,
akkor H(HNK’) < H/(HNK), K'(KNH') <K/(KNH), és

H'(HNK)  K'(KNH)

H/(HNK’) — K/(KNH’)"

Bizonyitas. Legyen M = KN H. Mivel K/ <K és M < K, alkalmazva a II. izomorfizmus tételt kovetkezik, hogy
MNK =KNHNK’=K’'NH normélis részcsoportja M-nek. Hasonléan lehet igazolni, hogy KN H’ < M.
Kovetkezik, hogy M’ := (K’ " H)(KNH’) < M. Legyen

f:K'M = M/M’, f(k'm)=mM’,
ahol k’ € K’ és m € M. Bebizonyitjuk, hogy az f definiciéja nem fiigg a k'm elem megvélasztdsatdl. Valdban,
ha k'm = kimy, ki € K/, my € M, akkor kjk/ = mym~" € K;NM C K'NH C M'. Innen kévetkezik, hogy

miM’ = mM’. Tehdt, f jol értelmezett fiiggvény.
Mivel K’ < K, minden k’m, kjm; € K'M esetén
f(k'mkimy) = f(k'kimmy) = mmiM’ = mM'm;M’ = f(k'm)f(kjmq),
tehat f morfizmus.
Igazoljuk, hogy Kerf = K/(K N H’). Valéban, mivel KN H’ < M’, kovetkezik, hogy K'(KNH’) < Kerf.
Forditva, ha k'm € Kerf, akkor f(k’m) = mM’ = M’; innen kovetkezik, hogy m € M’, tehat m felirhaté

m = uv alakban, ahol u € K’ NH, v € KN H'. Tehdt k'm = (k'u)v € K'(K N H’); ebbdl kovetkezik, hogy

Ker f < K/(KNH’). Az f morfizmus sziirjektiv. Alkalmazva az elsd izomorfizmus tételt,

K'(KNH)
—  __— ~M/M’.
K/(KNH’) /

A szimmetria alapjan

H/(HNK)

I /
Hi(HAK) /M.
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3.9.11. megjegyzés. Zassenhaus lemmajibol megkaphaté a II. izomorfizmus tétel, ha K < H és K/ = 1.
3.9.12. tétel (Schreier). Egy G csoport két szubnormdlincdnak van izomorf finomitdsa.
Bizonyitas. Legyenek L és L’ a G csoport két normdldnca. L-bdl és K;_1-bél kapjuk a kovetkezd ldncot:
Kis1 =Ki-1NHo >Ki1NHy >--- >Ki 1 NHy ={e}.
Beszorozva a sorozat tagjait Ki-vel kapjuk:
Ki—1 = Ki(Ki—1 NHo) > Ky (Kiy NHy) > -+ > Ky (Kiy NHy) = K;.
Jelolve Kyj := Ki(Ki—1 N'H;j), a fenti sorozat a kévetkezd alaki lesz:
Ki—1 =Kiop > K1 2 -+ > Kin = Ky

Zassenhauss lemmajabol kovetkezik, hogy a fenti sorozat mindegyik tagja normaélis részcsoportja az el6zének.
Kovetkezésképpen, ha L’-ben behatdroljuk Ki_q és Ki (1 <1 < m) kozé a Ki—1 = Kjo > Kip > -+ > Ky
sorozatot, akkor a kovetkez6 szubnormadldncot kapjuk, amely L’-nek egy finomitdsa:

Ko>Ky12Kiz>- - >2Kin1 2Ky 2o 2 K1 2K 2 K2 2 - 2 Ky 2> K
Jelolve Hjq == Hj(Hj—1 N Ky), a fenti mddszerekkel hasonléan megkapjuk L-nek egy finomitdsat:

Ho>Hip >Hi2 > >Him1 >2H1 >~ >Hng 2 Hag 2 Hio >0 > Humo1 > Ha
Zassenhaus lemm4&jabdl kovetkezik, hogy

Ki,j—1/Kij = Hj i-1/Hji,
és innen kovetkezik, hogy a finomitdsok izomorfak. m

3.9.13. kovetkezmény. Ha a G csoportnak van két szigoruan csékkend szubnormdllanca, akkor ennek a két
lancnak van szigorian csékkend finomitdsa, amelyek izomorfak.

Bizonyitas. Valéban, mivel ha K;;_1 = Kj;, akkor Hj ;1 = Hj;, a fenti finomitdsokbdl elhagyva az ismétléds
tagokat szigorian csokkend izomorf finomitdsokat kapunk. m
3.9.14. tétel (Jordan—Holder). Ha egy G csoportnak vannak kompozicidldncai, akkor két ilyen ldnc izomorf.

Bizonyitas. Valéban, ha L és L’ két kompozicilanc, akkor szigortian csokkend izomorf finomitdsaik vannak.
Mivel egy kompoziciélancnak nincs valédi finomitésa, ezen finomitdsok megegyeznek L és L’-tel. Tehdt L’ és L’
izomorf lancok. m

3.9.15. kovetkezmény. a) Ha a G csoportnak vannak kompozicid ldncai, akkor az dsszes ilyen ldnc ugyanolyan
hosszisagu.

b) Ha a G csoportnak vannak kompozicid ldncai, akkor barmely szigorian csokkend szubnormdldnc kompo-
zicidldneed finomithato.

A kovetkezOkben a kompozicidlancok 1étezését jellemezziik.

3.9.16. tétel. Egy G csoportnak akkor és csak akkor van kompozicid ldnca, ha a szubnormdlis részcsoportok
halmaza teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(1) csokkend ldncok feltétele: bdrmely szigorian csékkend szubnormdlis részcsoport sorozat véges.

(2) néovekvd lancok feltétele: barmely szigorian novekvd szubnormdlis részcsoport sorozat véges.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy a G csoportban létezik egy szigoruan csokken6
Hi>Hy > --->H, >...

szubnormalis részcsoport sorozat.
Ha H; szubnormalis részcsoport akkor létezik egy szigorian csokkend normal sorozat, amely tartalmazza
Hi-et. Legyen

G=H{>Hi > - >{e}
egy ilyen sorozat. Feltételezziik, hogy

G=Hy>H;>--->H;>Hy> - >H,>...
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szigordan csokkend szubnormadlis részcsoportok sorozata. Tehat G tartalmaz barmilyen hosszisagu szigorian
csOkkené szubnormélancot. Akkor G-nek nincs kompozicié lanca.
Feltételezziik, hogy G csoportban létezik egy szigorian névekvé

Ki<Ky<---<Kp<...

szubnormalis részcsoport sorozat. Ha K;, szubnormalis részcsoport, akkor 1étezik egy szigortian csokkend szub-
normalldnc, amely tartalmazza K, -et. Legyen

G=Ky>Kj> - >Kj>Ky>K{ ;> >{e}
egy ilyen lanc. Kovetkezik, hogy
G=Ky>Kj>...Ki>Ky>Kn 1 >...Ky >{e}

egy szigortian csOkkend szubnormaldnc melynek a hossza legkevesebb n. Tehdt G tartalmaz barmilyen hosszisagu
szigorian csOkkend szubnormallancot. Akkor G-nek nincs kompozicié ldnca.

Forditva, feltételezziik G teljesiti (1)-gyet és (2)-t. Akkor b)-b8l kévetkezik, hogy G barmely nem egyszeri
szubnormal részcsoportja, maximalis normalis részcsoporttal rendelkezik. Induktivan megszerkesztiink egy szi-
gortian csokkend

G=Ho>Hy>Hy>--->Hu > ...

szubnormalis részcsoport sorozatot ugy, hogy H;, maxima&lis normélis részcsoportja Hy,_1-nek, ha H;y 1 nem
egyszerli, és Hy,, = {e} ellenkezd esetben; a)-bdl kévetkezik, hogy létezik n tigy, hogy Hy,, ={e}. Tehat

G=Ho>H; > --->H,_1>{e}
G-nek egy kompozicié lanca. m

3.9.17. kévetkezmény. a) Bdrmely véges csoportnak van kompozicid ldnca.
b) Egy Abel csoportnak van kompozicid ldnca akkor és csak akkor ha véges.

Bizonyitas. a) azonnali.
b) Ha

G=Ho>H; > -->H, ={e}

komporzicidldnce, akkor Hi_1/Hi (i =1,...,1) egyszerli Abel-csoport, tehét véges és primszdm rendii. Kovetkezik,
hogy

|Gl = [Ho/H1 |- [Hz/Hql- ... [Hn_1/Hyl,
tehdt G véges. m

3.9.18. definicié. Legyen G egy csoport. Ha G-nek vannak kompozicié ldncai, akkor ezen sorozatok hosszat a
G hosszdnak nevezziik. Ha G-nek nincs kompozicié lanca, akkor G-t végtelen hosszusdgunak nevezziik. Jelolés:
1(G) = a G hossza.

3.9.19. tétel. Legyen G egy csoport.
1) Ha N normdlis részcsoportja a G csoportnak, akkor 1(G) = 1(N) + 1(G/N).
2) Legyen H,N < G, N normalis részcsoport. Akkor {HN) +1(HNN) =1(H) + 1(N).
3) Ha G =Ho > Hy > --- > Hy, ={e} egy szubnormadlldnc, akkor L(G) = > i, L(Hi_1/H;).

i=1
Bizonyitas. 1) Feltételezziik, hogy G > N > {e}. Ez a sorozat kompozicidldnccd finomithato:
G=Ho>H; > --->He>N>Hgo>--->H, ={e}
Kovetkezik, hogy a Hi_1/Hy i=1,2,...,k csoportok egyszertiek. A III. izomorfizmustétel alapjan
(Hi—1/N)/Hi/N ~ H;i_1/H;.
Tehat a
G/N >H;/N > ... >Hy/N > {N}
szubnormallanc faktorai egyszerii csoportok, tehat kompoziciélanca G/N-nek. Végiil, vegyiik észre, hogy az
N >Hgi1>--->H, >{e}

lanc H-nak egy kompozici6 lanca.
2) Alkalmazzuk az 1) pontot és a II. izomorfizmus tételt.
3) Alkalmazzuk az 1) pontot és indukciét. m
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3.73. feladat. Mutassuk meg, hogy a primhatvany rendii ciklikus csoportnak egyetlen kompoziciélanca van.

3.74. feladat. Igazoljuk, hogy ha a G Abel-csoport rendje n = p1p2...pk, ahol p1,p2,...,px nem feltétlentil
kiillonb6z6 primek, akkor tetszoleges Sy-beli m permutacidhoz 1étezik G-nek olyan kompozicidlanca, amelynek
faktorai rendre Cp,_ ., , Cp 515 -5 Cp(yy-

3.75. feladat. Keressiik meg a kovetkezo csoportok Gsszes kompozicidlancait és ezen lancok faktorait:

3.76. feladat. Legyen G egy véges p-csoportok. Bizonyitsuk be, hogy:

a) G minden kompoziciéfaktora p-ed rendii ciklikus csoport.

b) Ha H < G egy valédi részcsoport, akkor G-nek van H-t tartalmazé kompozicidsorozata.

¢) Ha N minimadlis normélis részcsoportja G-nek, akkor N < Z(G) és IN| = p.

d) G-nek van olyan f8normadliica, amelynek faktorai p-ed rendfi ciklikus csoportok.

e) Ha N < G, [N| =pt, akkor N < Z;(G).
Utmutatés. a) Alkalmazzunk teljes indukeiét. fgy elegendé igazolni, hogy a G véges p-csoport tartalmaz
p-indexu normaélosztét. Tudjuk, hogy G minden M maximélis részcsoportja normalis, tehat G/M p-edrendii
ciklikus csoport.

¢) NN Z(G) nemtrividlis normélis részcsoportja G-nek, amely benne van N-ben. Igy N < Z(G). Mutassuk
meg ennek alapjan, hogy N-nek nincs nemtrividlis részcsoportja.

d) Alkalmazzunk teljes indukciét ¢) felhasznédldsdval. Legyen No = {e}, és Ni;1 G-nek egy Nji-t tartalmazé
olyan normalis részcsoportja, hogy Niy1/N;i a G/N; faktorcsoportban minimaélis normaélis részcsoport.

e) A d) ponthoz hasonléan, G-nek van olyan {e} = Ny < N; < N2 < -+ < Ny, = G fénormdllanca, hogy
Ni = N és Niy1/Ny < Z(G/Ny), k =0,1,2,...,n— 1. Ennek alapjan teljes indukciéval bizonyithaté, hogy
minden k-ra Ny < Zy(G).

3.10. Nilpotens csoportok

Ebben a fejezetben az Abel-csoportok egy fontos altalanositasat mutatjuk be.

3.10.1. definicié. A G csoportot nilpotensnek nevezziik, ha 1étezik egy
{e}=HpdH; J---dH, =G

centralis lanc.
A kovetkezokben a nilpotens csoportokat a felso és az alsé centralis ldncokkal jellemezziik.

3.10.2. tétel. Legyen G egy csoport. A kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:
a) G nilpotens csoport.
b) Létezik egy n természetes szam, gy hogy T (G) = {e}
¢) Létezik egy n természetes szdm gy, hogy Zn(G) = G.
Mz tobb, ha feltételezziik, hogy G nilpotens, és

{e}=HpdH; J---dH, =G
a G-nek egy centrdlis ldnca, akkor Th_i(G) < Hi < Zi(G) minden i € {0,1,...,1} esetén. Az a legkisebb k

természetes szdm amelyre T (G) = {e} egyenlo azzal a legkisebb k természetes szammal amelyre Zy(G) = G. Azt
mondjuk, hogy k a G csoport nilpotencia osztalydnak nevezziik.

Bizonyitds. b)=a) Feltételezziik, hogy ' (G) = {e} egy n természetes szdmra. Ekkor G nilpotens, mivel
G=To(G) >T(G) = >Ta(G) ={e}

G-nek egy centralis lanca.
c)=a) Feltételezziik, hogy létezik n természetes szadm, ugy, hogy Z,,(G) = G. Ekkor

{e} =Z0(G) < Z:(G)...Zn(G) =G

G-nek egy centralis ldnca, tehat G nilpotens.
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a)=b), c¢) Feltételezziik, hogy G nilpotens csoport és legyen
{e}=Hp<H; J---<dH, =G

G-nek egy centralis ldnca. Ekkor Hy = {e} < Zy(G), és ha feltételezziik, hogy H; < Z;(G), akkor minden x € Hi, 1,
y € G esetén [x,y] = x 'y~ "xy € Hy mivel Hi;1/H; < Z(G/Hi). Tehat [x,y] € Zi(G), ez azt mutatja, hogy
Hi41Zi(G)/Zi(G) < Z(G/Zi(G)) = Zi+1(G)/Zi(G). Innen kovetkezik, hogy Hiy1 < Hi11Zi(G) < Zi11(G). Igy
H; < Z;(G) minden 1 € {0, 1,..., 1} esetén. Partikuldrisan G = H, < Z,.(G), tehat Z,.(G) = G.

Hasonléan, I5(G) = G < Hy, és ha feltételezzik, hogy I5(G) < H,_;, akkor Ij11(G) = [l5(G), G] < [H,—j,G] <
H,_(j41). Kévetkezésképpen I3(G) < H,_j minden j € {0, 1,..., 7} esetén. Partikularisan, I'-(G) < Ho = {e}, tehdt
I (G) ={e}.

Legyen k az a legkisebb természetes szdm, amelyre Z1(G) = G. Alkalmazva a fenti eredményeket az {e} =
Zo(G) < Z1(G) < -+ < Zx(G) = G centrélis lancra kapjuk, hogy I3(G) < Zx_;(G) minden j € {0,1,...,k}
esetén. fgy I« (G) = {e}. Még be kell bizonyitani, hogy ha k > 1, akkor I'c_1(G) # {e}. Redukci6é ad abszurdum
modszerét hasznalva, ha feltételezziik, hogy I'c_1(G) = {e}, és alkalmazzuk a fenti eredményeket a G = IH(G) >
I(G) > -+ > T_1(G) = {e} centrdlis lancra akkor, kévetkezik, hogy Tc_(j+1)(G) < Z;(G). Partikuldrisan,
G =To(G) < Zx_1(G), tehdt G = Zx_1(G), de ez ellentmond a k megvélasztdsdnak. m

3.10.3. példa. a) Barmely Abel-csoport 1. osztalyd nilpotens csoport.
b) A Qg kvaterniéesoport 2. osztalyd nilpotens csoport.
¢) Han > 3, akkor Z(S,,) = {e}, tehat S;, nem nilpotens.
d) A D, dieder csoport nilpotens akkor és csak akkor ha ahol n = 2* alakd. A D, a nilpotencia osztalya k.

3.10.4. tétel. 1) Nilpotens csoport részcsoportjai nilpotensek.
2) Nilpotens csoport homomorf képei nilpotensek.
3) Véges szamai nilpotens csoportok direkt szorzata nilpotens.

Bizonyitds. 1) Legyen G egy k osztalyd nilpotens csoport és H részcsoportja G-nek. Akkor To(H) = H <
G = To(G). Feltételezziik, hogy Mn(H) < I (G); abbdl, hogy I'mi1(H) = [Mm(H),H], Tmi1(G) = [M(G), G,
kovetkezik, M1 (H) < Ting1(G). Tehdt I (H) < I (G) minden n € N esetén. Kovetkezésképpen T (H) = {e},

azaz, H legfennebb k osztalyt nilpotens csoport.

2) Legyen G egy k-osztaly1 nilpotens csoport és f : G — K egy sziirjektiv morfizmus. Ekkor I (K) = (I (G)) =
f({e}) = e, azaz K legfennebb k-osztalyu nilpotens csoport.

3) Igazoljuk, hogy két nilpotens csoport direkt szorzata nilpotens. Legyen G és K két k illetve l-osztalyu
nilpotens csoport, és L := G x K. Ekkor Ih(L) = L = G x K = T(G) x IH(K). Feltételezziik, hogy I, (L) =
M(G) x Mp (K); innen

Fm1 (L) = [N (L), L = M (G) x T (K), G x K] = [ (G), G] X [N (K), K] = 41 (G) X T (K).

Kovetkezésképpen, ha k > 1, akkor T (L) = I (G) x Tk (K) = {(e, e)}. Tehéat L legfennebb k-osztalytd nilpotens
csoport. m

3.10.5. tétel. Minden véges p-csoport nilpotens és ha |G| = p™, ahol n > 2, akkor a G nilpotencia osztdlya
legfennebb n — 1.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy Z:(G) = Z(G) # {e}. igy |Z1(G)| = p™', ahol 0 < ny < n.. De Z1(G) # G, tehdt
Z5(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) # {e}. Innen |Z2(G)| =p"2, ahol 0 <Ny < ny <M. Altalénosan, ha Z; 1(G) # G,
akkor Zi(G)/Zi_1(G) = Z(G/Zi_1(G)) # {e}. Innen [Z;(G)| = p™i, ahol 0 < nj < --- < ni_1 < ny < n. Létezik
egy k természetes szam, ugy, hogy 0 < nj < --- < ng =n, és ekkor G nilpotens és a nilpotencia osztalya k, ahol
k < n. Feltételezziik, hogy n > 2 és k = n; ekkor ny = 1, és |Z;(G)| = p* minden i € {1,2,...,n} esetén. Mivel
1G/Zn—2(G)| = p?, G/Zn2(G) Abel-csoport. Kapjuk, hogy Zn—1(G)/Zn-2(G) = Z(G/Zn2(G)) = G/Zn2(G),
azaz Zn_1(G) = G. Ez természetesen nem lehetséges. Kovetkezésképpen G nilpotens és a nilpotencia osztalya
k<n—1 n

3.10.6. tétel. Legyen G egy véges csoport. A kévetkezd allitdsok ekvivalensek:
a) G nilpotens.

b) G bdrmely részcsoportja szubnormdlis.

¢) G bdrmely valddi H részcsoportja esetén H < Ng(H).

d) G bdrmely mazimalis részcsoportja normdlis részcsoport.

e) G’ == [G,G] < ®(G), ahol ®(G) = M | M < G maximélis részcsoport} a G csoport Frattini-
részcsoportja.

f) G bdarmely Sylow-részcsoportja normdlis részcsoport.

g) G izomorf primszdm rendd csoportok direkt szorzatdval.

Bizonyitds. a)=b) Legyen k a G csoport nilpotencia osztdlya és legyen Z; := Z;i(G). Akkor H = HZ, <
HZ; < .-+ < HZy = G. Mivel Zi11/Ziy = Z(G/Z;), kovetkezik, hogy HZ; < HZ; ¢ bérmely i € {0,1,...,k}
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esetén. Valéban, ha hy'h/ € H, z; € Zi, zi11 € Zit1, akkor (h'zi11)(hzi)(Wzie1) ' =Wz (hZi)ZiJr]h/i]. De
Zig1 (hzi)ZiJr] (hZi)_l € Z;. Tehat zi 44 (hZi)Zi+1 = z{(hzi) ahol Zi/ € Z;. Kovetkezésképpen

(h'zis1)(hzi)(Wzis1) ' =h'zlhzih'™' € HZ,.

b)=c) Legyen H < G. Mivel H szubnorm4lis, 1étezik G-nek egy olyan H; részcsoportja, amelyre H < Hj.
Ekkor H < Hj < Ng(H).

¢)=d) Legyen M maximélis részcsoportja G-nek. Mivel M < G, kovetkezik, hogy M < Ng(M) < G; de M
maximalis, tehdt Ng(M) = G, azaz M < G.

d)=e) Legyen M maximadlis részcsoportja G-nek. Ekkor M < G és G/M primszdm rendd ciklikus csoport.
Partikuldrisan, G/M Abel-csoport, tehat G’ < M. Kovetkezésképpen G’ < F(G).

e)=d) Legyen M maximdlis részcsoportja G-nek. Ekkor G’ < F(G) < M, tehdt M/G’ részcsoportja a G/G’
Abel-csoportnak. Kovetkezik, hogy M/G’ < G/G’, tehat M < G.

d)=1) Legyen P egy Sylow p-részcsoportja G-nek. Feltételezziik, hogy Ng(P) < G. Ekkor 1étezik M maximélis
részcsoportja G-nek gy, hogy Ng(P) < M. Kovetkezik, hogy Ng(M) = M és ez ellentmond annak, hogy M < G.
Kovetkezésképpen Ng(P) = G, tehat P < G.

f)=g) Legyenek p1,pa,... ,ps a |G| prim osztéi. Minden i € {1,2,..., s} esetén legyen P; Sylow pi-részcsoportja
G-nek. Ekkor Py 4 G, [Pi| =pi' és |G| =p]" ...pee. Minden me{1,2,...,s} esetén legyen I,,, = P1P,...P, <
G. m szerinti indukciéval bebizonyitjuk, hogy |Im| = py'...p*. Ha m = 1, I; = Py, tehdt [I;]| = pi'.
Feltételezziik, hogy m > 1 és hogy |Im—1| = p7'...p";'. Lagrange tételb8l Pm N Im—1 = {e}, és mivel
I = Iin_1Pm, kovetkezik, hogy

‘Im—” ' |Pm| n
Im| =Im—1Pm|l= 77— = o
‘ m‘ | m—1 m‘ ‘Im71 um| Pm
Partikularisan |I5| = ...pys =G|, tehat Iy = G. Mivel I;;,_1 NPy = {e} barmely m € {2,..., s}, kdvetkezik a

3.5.6. megjegyzés alapJan hogy G =P; X P2 x --+ x Ps.
g)=1) Alkalmazzuk a 3.10.4 tételt. m

3.10.7. tétel. Legyen G egy csoport és H < Z(G). Ha G/H nilpotens, akkor G nilpotens.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy I, (G/H) = 1 (G)H/H. Ha k a G/H csoport nilpotencia osztalya, akkor I, (G)H/H =
{H}, ahonnan kovetkezik, hogy T (G)H = H, azaz 't (G) < H < Z(G). Tehét T 1(G) = [Ik(G), G] = {e}, vagyis
G legfennebb k + 1 osztalyd nilpotens csoport. m

3.10.8. példa. Altaldban nilpotens csoportok bovitései nem nilpotensek. Példaul az S; szimmetrikus csoport
nem nilpotens, mivel a centruma trividlis. De A3 és S3/A3 Abel-csoportok tehédt nilpotensek.

3.10.9. lemma. Legyen {e} <N < G. Akkor NN Z(G) # {e}.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy Zi(G) = G. Akkor létezik egy 1 természetes szam gy, hogy NN Z;(G) = {e} és
NN Zi11(G) #{ek

Mivel N < G és Zi,1(G) < G, kovetkezik, hogy NN Zi,1 < G. Tehdat NN Zi11(G),Gl < NNZi1(G) <N,
és [N N Zl+1( )) ] S [ 1+1( ) G} S Z (G) Kovetkezﬂg hOgy [N N Zl+1(G)»G] S NN Z (G) - {e}) azaz
{e} #NNZi1(G) < NNZ(G).

3.10.10. tétel. Legyen G egy véges csoport és H X G, K I G. Ha H és K nilpotensek, akkor HK is nilpotens.

Bizonyitas. |G| szerinti indukcidval bizonyitunk. Feltételezziik az allitds igaz barmely véges csoportja, amelynek
a rendje kisebb, mint |G|. Ha HK < G, akkor a tétel kovetkezik az indukcié feltételébol. Feltételezziik, hogy
HK = G. Eloszor igazoljuk, hogy Z(G) # {e}. Mivel K < G, Z(K) < G. Kovetkezik, hogy N := [H, Z(K)] < G.
Két esetet kiillonboztetiink meg: N = {e} és N # {e}. Az elso esetben Z(K) < Z(HK) = Z(G), és mivel K nilpotens
kovetkezik, hogy Z(K) # {e}. Tehat Z(G) # {e}. A mdsodik esetben, mivel N < H, kovetkezik (az eléz6 lemma
alapjén), hogy L := NN Z(H) # {e}. Abbdl, hogy N < Z(K) kovetkezik, hogy {e} # Z(H) N Z(K) < Z(G). Tehét
mindkét esetben Z(G) # {e}.
Koévetkezik, hogy |G : Z(G)| < |G|. Tudjuk, hogy

G/Z(G) = HK/Z(G) = (HZ(G)/Z(G))(KZ(G)/Z(G).

Abbdl, hogy HZ(G)/Z(G) ~ H/HNZ(G) és KZ(G)/Z(G) ~ K/KNZ(G) kapjuk, hogy HZ(G)/Z(G) és KZ(G)/Z(G)
nilpotens csoportok. Tehat az indukcié feltétele alapjan G/Z(G) nilpotens, azaz G nilpotens. m

3.10.11. definicié. Legyen G egy véges csoport. A G Osszes normalis és nilpotens részcsoportja altal generalt
F(G) részcsoportot a G nilpotens radikaljanak vagy Fitting-radikdljdnak nevezziik.

3.77. feladat. Tanulmanyozzuk a D,, diédercsoport nilpotencidjat, n > 1.
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3.78. feladat. Legyen

1 ajz as an
0 1 azs ... aon

G= . . . |ay; € Z ) < GL(Z),
0 0 0o ... 1

és Gk < G (ahol 1 < k < n) részcsoport élljon azokbdl a G-beli métrixokbél, amelyekre j —1i < k esetén ai; = 0.
Bizonyitsuk be, hogy minden 1 < k < n esetén I (G) = Z,,_1_x(G) = Gx.

3.79. feladat. Legyen G egy n-ed rendii nilpotens csoport. Igazoljuk, hogy ha d | n, akkor G-nek van d-ed rendi
részcsoportja.

3.11. Feloldhaté csoportok

3.11.1. definicié. Legyen G egy csoport, és G(©) > G > ... > G(M) > | . a G derivélt lanca, azaz G(©) = G,
Gt =[G G(M)]. A G csoportot feloldhaté csoportnak nevezziik, ha létezik m € N, dgy, hogy G(™) = {el.
A legkisebb k természetes szamot, amelyre G(¥) = {e} a G feloldhatésag osztalyinak nevezziik.

3.11.2. megjegyzés. a) Minden Abel csoport 1. osztélyt feloldhaté csoport.

b) Minden nilpotens csoport feloldhat6.

Valéban, indukciéval kénnyen beldthatd, hogy G™) < ' (G) minden m esetén. Tehédt ha G k-ad osztalyi
nilpotens csoport, akkor G < I.(G) = {e}. Tehat G legfennebb k-ad osztélyt feloldhaté csoport.

3.11.3. tétel. 1) Feloldhats csoport részesoportjai feloldhatdk.
2) Feloldhaté csoport homomorf képei feloldhatdk.
3) Legyen K QG és H:= G/K. Ekkor G feloldhatd akkor és csak akkor, ha K és H feloldhatd csoportok.
4) Véges szami feloldhatd csoport direkt szorzata is feloldhatd csoport.
5) Legyen K 9 G és H< G. Ha K és H feloldhatdk, akkor KH is feloldhatd.

Bizonyitds. 1) Legyen G egy k-ad osztélyt feloldhaté csoport, és H < G. Ekkor H® = H < G = .
Feltételezziik, hogy H™) < G(™); innen HM+1) = [H(M) H(M] < [G(M) G(M)] = G(m+1) Tehat H(n) < G(n)
minden n esetén, igy H*) = {e}, azaz H legfennebb k-ad osztélyt feloldhaté csoport.

2) Indukciéval igazoljuk, hogy f(G)*) = f(G(¥)).

3) Legyen K egy k-ad osztalyt feloldhaté csoport, H pedig 1-ed osztélyu feloldhaté csoport, és legyen pG — H a
kanonikus projekcié. Akkor p(G¥)) = HY) = {e}, ahonnan kovetkezik, hogy G} < K. Innen GI'+%) = (G(V) () <
KM = {e}. Tehit G legfennebb 1+ k-ad osztalyt feloldhaté csoport.

4) kovetkezik 3)-bol.

5) H/KNH feloldhaté mert H-nak homomorf képe. A 2. izomorfizmus tételbol HK/K ~ H/HNXK, tehiat HK/K
feloldhat6. Mivel K feloldhatd, kovetkezik, hogy KH is feloldhaté. m

A kovetkezo tétel fontos szerepet jatszik a Galois-elméletben.

3.11.4. tétel. Egy G csoport feloldhatd akkor és csak akkor, ha van egqy G = Ho > Hy > --- > H,, = {e}
szubnormalldnca, amelynek a Hi_1/Hy faktorai, i > 1, Abel-csoportok.

Bizonyitas. Ha G n-ed osztélyt feloldhaté csoport akkor a G = G(© > G/ > G” > ... > G™ = [e} derivalt
lanc normallénc, és a faktorai Abel-csoportok.

Forditva, feltételezziik G-nek van egy szubnormaéllanca, amelynek faktorai Abel-csoportok. Mivel G/H; Abel-
csoport, G’ < Hy. Feltételezziik, hogy G~ < H;_;, és mivel H;_;/H; Abel-csoport, kovetkezik, hogy G(1) =
[GE-1) GE-1] < [HO-1) HE-1] < Hy. Kévetkezik, hogy G™ = {e}, azaz G legfenebb n-ed osztély feloldhaté
csoport. W

3.11.5. kovetkezmény. Egy véges csoport feloldhato akkor és csak akkor, ha eqy kompozicid ldncdnak a faktorai
primszam rendi ciklikus csoportok.

3.11.6. példa. Az S, szimmetrikus csoport feloldhaté akkor és csak akkor, ha n < 4.

Valéban, az allitas igaz, han = 1,2 mivel S; és S, Abel-csoportok. S3 nem kommutativ és a rendje 6, Az < S3
rendje pedig 3. Kovetkezésképpen Ajz ciklikus csoport, tehdt Abel-csoport, és S3 /A3 szintén ciklikus és a rendje
2. Igy {e} < A3z < S3 Abel-lanc.

Altaldban, minden n > 3 esetén S/ = A,,. Valéban, mivel S,,/A,, kommutativ, S/, < A, ; forditva, tudjuk,
hogy minden pdros permutécié 3 hosszisdgi ciklusok szorzata, de a 3.62. a) feladat szerint minden hosszisdgu
ciklus kommutdtor, tehdt A, < S/.

S4-re megszerkesztjiik a kovetkezé norméllancot, amelynek faktorai Abel-csoportok: {e} < K < Ay < Sy4, ahol
K ={e, (12)(34),(13)(24),(14)(2 3)} Klein-csoport. Pontosabban, a 3.62. feladat a) és b) pontjaibdl azonnal
kévetkezik, hogy K = A}, tehét a fenti ldnc az Ss4 derivalt lanca. Tehdt S4-is feloldhaté csoport.

Végiil, ha n > 5, akkor S,, feloldhatatlan, mivel S]] = A = A5 az 3.62. c) feladat szerint.
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3.11.7. definicié. Legyen G véges csoport.

a) A G Osszes normadlis és feloldhat6 részcsoportjai dltal generdlt W(G) részesoport normadlis és feloldhatd.
W(G)-t a G feloldhaté radikéaljanak, vagy a G Wendt-részcsoportjanak nevezziik.

b) Ha W(G) = 1, akkor G-t félig egyszerii csoportnak nevezziik.

3.11.8. tétel. G/W(G) félig eqyszerii csoport.

Bizonyitis. A G feloldhaté és normalis részcsoportjai kozott W(G) maximalis. Kovetkezik, hogy G/W(G)-nek
nincs {W(G) -6l kiillonbozé normélis és feloldhaté részcsoportja. Innen kovetkezik, hogy W(G/W(G)) = {W(G)}.
Tehat G/W(G) félig egyszerii. m

3.11.9. tétel. Legyen G egy véges csoport. Ekkor W(G) ={e} & F(G) = {e}.

Bizonyitas. Mivel minden nilpotens csoport feloldhatd, kovetkezik, hogy F(G) < W(G). Tehat ha W(G) = {e},
akkor F(G) = {e}.

Forditva, legyen W(G) # {e}. Mivel W(G) feloldhaté, létezik egy k természetes szdam, tigy, hogy W(G)™) = {e}
és W(G)(*=1) £ {e}. Mivel [W(G)*1D W(G)* 1] =W(G)*) = {e}, kovetkezik, hogy W(G)*~1) Abel-csoport,
tehat nilpotens is. Tehat W(G)*~1) < F(G), azaz F(G) # {e}. m

3.80. feladat. Feloldhaté-e a D, diéder csoport?

3.81. feladat. Igazoljuk, hogy minden pq, p?q, illetve p2q? rendii csoport feloldhaté (ahol p, q primszamok).



4. fejezet

Gytrik, testek, polinomok

4.1. Idealok

4.1.1. definicié. Legyen R egy gyfir(i, és I egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy I balidedlja (job-
bidedlja) R-nek (jelolés: I <R, (I < R)), ha:
b j

1. minden x,y € I esetén x —y € I;
2. minden x € I és r € R esetén rx € I (illetve xr € I).

Ha I egyidében balidedl és jobbidedl, akkor I-t idedlnak nevezziik (jelolés: I < R).

4.1.2. megjegyzés. 1) Ha I idedlja R-nek, akkor I részgyfiriije R-nek.

2) A {0} és R idedljai R-nek. Ezeket trividlis idedloknak nevezziik. Ha I # 0 és I # R, akkor I-t valddi idedlnak
nevezzik.

Ha az R gytirtinek nincs valddi idedlja, akkor R-et egyszerili gytirlinek nevezziik.

4.1.3. példa. 1) Ha R egy gylir(i, a € R, akkor Ra = {ra | r € R} bal oldali idedlja R-nek, aR = {ar | r € R} jobb
oldali idealja R-nek és aRa idealja R-nek.
2) Ha (Z,+,-) gyfir(i, akkor nZ idedlja Z-nek minden n € Z esetén (tehdt Z-nek minden idedlja nZ alaki).
3) Ha R kommutativ gy(irii, akkor a balidedl, a jobbidedl és az idedl fogalmai ekvivalensek.

4) Legyen I = {(8 g) la,beZ} C My(Z) és ] = {(IC)1 8) | a,b € Z} C M3(Z). Akkor I jobb oldali ideél,

de nem bal oldali idedl és ] bal oldali ideal, de nem jobb oldali ideal.

5) Ha f: R — S gyfirtimorfizmus, akkor Ker f ideédlja R-nek.

Valéban, Ker f részcsoportja az (R, +)-nak és minden x € Kerf, v € R esetén f(rx) = f(r)f(x) = f(r)0 = 0,
tehat rx, xr € Kerf.

6) Adott az R gytirii és X C R. Tekintsiik a kovetkez6 halmazokat (bal oldali és jobb oldali anuldtorideal):

Anny (X) ={r € R| rx = 0, minden x € X};

Ann;(X) ={r € R xr =0, minden x € X};

Ann(X) ={r € R| rx = xr =0, minden x € X}.

Ekkor Anny, (X) bal oldali idedlja R-nek, Ann;(X) jobb oldali idedlja R-nek és Ann(X) idedlja R-nek.

7) Feltételezziik, hogy I bal oldali idedlja R-nek (I jobb oldali idedlja R-nek) és létezik a € I dgy, hogy a
invertalhaté elem, akkor I = R.

Valéban, mivel a invertalhaté elem, létezik a=' tgy, hogy aa™' = a~'a = 1. Mivel I bal oldali ideslja R-nek
(I jobb oldali ideélja R-nek), kévetkezik, hogy minden r € R esetén ra~! € R (a™'r € R). Végiil (ra " Na=r¢€l
(a(a™'r) =r €1), tehat I = R.

Innen kovetkezik, hogy egy testnek nincsenek valddi idedljai, azaz minden test egyszerli gytri.

4.1.4. tétel (Testek jellemzése idedlokkal). Legyen R egy gyidrd. A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) R test;

(ii) RR #{0}, R-nek nincsenek valddi balidedljai és R-nek nincsenek valddi jobbidedljai.

Bizonyitids. 1) =— 2) Ha R test, akkor R-nek nincsenek valédi balidedljai és jobbidealjai. Tovdbba 0 # 1 =
1-1 € RR, tehdt RR # {0}.

2) = 1) Igazolni kell, hogy R # {0} és minden nemnulla eleme invertalhaté. Valéban, ha R = {0}, akkor
RR = {0} ami ellentmond a 2)-es feltevésnek. Tovabbd, tekintsiik az Ann;(R) ={r € R|xr =0, Vx € R} jobb
oldali idedlt. A 2)-es feltevés szerint Ann;(R) = {0} vagy Ann;(R) = R (az utolsé nem lehetséges, mert RR # {0});
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kovetkezik, hogy Ann;(R) = {0}, tehdt minden a € R* esetén Ra # {0}. Mivel Ra bal oldali idedlja R-nek, a 2)-es
feltevés szerint Ra = R, tehat minden y € R esetén létezik x € R dgy, hogy y = xa. Hasonléan aR = R, tehdt
minden y’ € R-re 1étezik x’ € R gy, hogy y’ = ax’. Igazoltuk, hogy (R*,-) csoport, tehit R test. m

4.1. feladat. Legyen R egy egységelemes gytrt, [ = {(O 0) |a,b e R} és ] = {(b O) | a,b e R} Igazol-

juk, hogy:
a) I jobbidedlja M, (R)-nek, J balidedl és I N J részgylirti, de nem idesl.
b) Az M3 (R) nilpotens elemei, illetve zérusosztéi, nem alkotnak idedlt.

4.2. feladat. Ha R egy gytirii és [, ] két idedl, legyen I: J ={r € R| (V)b € ] vb € I}. Igazoljuk, hogy:
a) I:]glR; I:I=R.
) 'mIn):I:(Il:])m"'m(ln:])~
C) +]n):(I:]1)ﬂ"'m(I:]n)~

d) nZ mZ m.nlz,

4.3. feladat. Ha A egy kommutativ gytirti és I < A, legyen vVI={a € A | (I)n € N a™ € I}. Igazoljuk, hogy:
a) ICVIQA; ICT = VICY.
) VI =TT \fm Vi
) VIFT =V VI
d VVI= VI

O

4.2. Részgyurik és idealok haldja

Legyen (R, +,-) egy gyliri. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:
e §(R) ={S| S < R} az R gytirii részgylirliinek halmaza;
e Jp(R) ={A | A <R} az R gylirli balidealjainak halmaza;
b

e J;(R) ={A | A <R} az R gyfirti jobbidedljainak halmaza,;
j
¢ J(R) ={A | A < R} az R gylir{i ideédljainak halmaza.

4.2.1. tétel. Az (8(R), <), (Ip(R), <), (J;(R), <), (I(R), Q) rendezett halmazok teljes hdldk.

Bizonyitas. Idedlok esetén bizonyitunk. A tobbi esetekben hasonléan jarunk el.

Alkalmazzuk a teljes hélok jellemzési tételét. Igazolnunk kell, hogy minden (Aj)iecr idedlrendszernek van
infimuma, azaz ();c; Ai < R. A részcsoportokra vonatkozé megfelel6 tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy (M; o At, +)
részcsoportja (R, +). Legyen 1 € [;.; Ai és x € R; kovetkezik, hogy r € Ai minden 1 € I-re. Mivel az A;-k idedlok

R-ben, 1x,x1 € A; minden i € I esetén, vagyis 1x,xr € [, Ai. =

4.2.2. definicié. Legyen R egy gytiri.
a) Az (X > Ns<r xcs S részgytiriit az X dltal generdlt részgyirinek nevezziik.
b) Az (X) ﬂu<1R xcu U idedlt az X dltal generdlt idedlnak nevezziik.
Ha X = {x}, akkor ({x}) (x) az x dltal generdlt féidedl.

4.2.3. tétel. Legyen R egy gyiirit és ) # X C R, akkor:
1) (X) = {2 veges TX1 .- Xn [N EN",x € X,1 <1< n}.
2) (X) = RX+XR+RXR+X+( X)
_{Z 1a1X1+Zl 1 X{bi +Z /Nb +Zl 191
ai, by, al,bf € R, x4, x{, x/' € X yi € XU

3) Ha R kommutativ gydrt, akkor (X) =RX+ X+ (—X).
4) Ha R kommutativ és egységelemes gylrt, akkor (X) = RX.

Bizonyitas. 1) Jeloljitk S-sel az egyenléségben szerepld jobb oldali halmazt. Igazolnunk kell, hogy (X) = S. Exz
azt jelenti, hogy S-nek teljesitenie kell a kovetkezoket: S részgyirtije R-nek, X részhalmaza S-nek és R minden
olyan S’ részgytiriije esetén, amelynek X részhalmaza, tartalmaznia kell S-et.

Barmely két S-beli Osszeg kiilonbsége és szorzata S-ben van, tehat S részgytirije R-nek. Az S értelmezésébdl
kovetkezik, hogy X C S-nek. Ha S’ egy, az S-t8l kiilonbozé részgytiriije R-nek és X C S’-nek, akkor S C S’. Tehat
S az R-nek azon legkisebb részgyiiriije, amely tartalmazza X-et.

2) Jeloljiik T-vel az egyenl8ségben szerepl6 jobb oldali halmazt. Igazolnunk kell, hogy (X) = T. Ez azt jelenti,
hogy T-nek teljesitenie kell a kovetkezdket: T ideélja R-nek, X részhalmaza T-nek és R minden olyan T’ idedlja
esetén, amelynek X részhalmaza, tartalmaznia kell T-t. Az igazolds hasonlé az 1)-es pontban végzett igazoldshoz.

3) Kovetkezik a 2)-es pontbdl.

4) Kovetkezik a 3)-as pontbél. m



4.2. Részgytrik és idedlok hdldja 120

4.2.4. kovetkezmény. 1) Ha x € R, akkor (x) = Rx 4+ xR + RxR + Zx.
2) Ha R kommutativ, akkor (x) = Rx + Zx.
3) Ha R kommutativ és egységelemes, akkor (x) = Rx ={rx|r € R}.
4) Ha U; <R minden i € 1 esetén, akkor

inf{Us [1€ I} =) Us;

iel
sup{Us [ie T} = ((JU) = ) W
icl iel

:{ah +ai, +...+aq, IneN* 1,...,in €1, i, EUik}.
Két idedl esetén: ha 1,] <R, akkor

inf(I,]) =IN7;
sup(I,]) =I+J={a+blacl,be]}.

4.2.5. megjegyzés (Idedlok szorzata). Legyen I és J két idedl, és tekintsiik a kovetkezd halmazt:
[-J={ablael,be]J}CR.
Ez &ltaldban nem ideédlja R-nek. Példaul, legyen R = C[X] és

I=(2,X)={2f+Xg|f,g € CIX]} ={2a0 + a1 X+ ... ] a; € C} < C[X]
J=(3,X)={3f+Xg|f,g € CIX]} ={3ap+ a1 X+...]a; € C} < C[X].

Vegyiik észre, hogy 2X,3X € 1-], de 5X =2X+3X#1-7].

Ertelmezés szerint, legyen

n
J={) aibi|neN,aelbeli=1...n}

i=1

ekkor IJ idedlja R-nek.

Valéban minden a = ) ' ; a;bi ésb = Z;; a{bj € [Jesetén a—b € IJ. Har € R, akkorra = Y I ; raib; € I]
(mert ra; € I, mivel I idedl), hasonléan ar € IJ.

Fennall az is, hogy IJ C INJ, mert ) [ ; aibi € I,].

4.2.6. tétel (Részgyiiriik és idedlok megfeleltetése). Legyen f: R — R’ gydridmorfizmus, és 1:= Kerf.
a) Ha A részgytirije (R,+,-)-nak, akkor f(A) részgytrdje (R’,+,-)-nak és

f1f(A)=A+1L

Ha A <R, akkor f(A) < f(R).

b) Ha A’ részgyiirije (R',+,-), akkor f=1(A’) részgyije (R,+,-)-nak. Ha A’ idedlja R-nek, akkor f~1(A’)
idedlja R-nek.

c) Feltételezziik, hogy T szirjektiv és legyen I ={A IR |1 C A} CI(R). Tovdbbd, legyen

0:7—7IR), @(A)="f(A),
P:IR) — I, PA)=fT(A")
Ekkor @ és\p hdléizomorfizmusok, és\p = @~ !.

Bizonyitas. a) Legyen A az (R,+,)-nak egy részgyliriije. A csoportelméletbdl tudjuk, hogy f(A) részcsoportja
az (R’,+)-nak és f~(f(A)) = A + Kerf.

Minden a’ =f(a), b’ = f(b) € f(A) esetén a’b’ = f(a)f(b) = f(ab) (mert { gylirlimorfizmus). Feltevés szerint
A részgyfirtije (R, 4+, -)-nak, ezért minden a,b € A esetén ab € A. Kovetkezik, hogy a’b’ = f(ab) € f(A)-nak.

Abban az esetben, ha A ideédlja R-nek, minden a’ = f(a) € f(A) és v’ = f(r) € f(R) esetén r'a’ = f(r)f(a) =
f(ra), r’a’ = f(r)f(a) = f(ra) € f(A), mert ra,ar € A.

b) Legyen A’ részgyfirtije az (R’, +, -)-nak. A csoportelméletbél kovetkezik, hogy f~'(A’) ={a € R| f(a) € A’}
részcsoportja (R, +)-nak.

Minden a,b € f~T(A’) esetén ab € f~'(A’)-nek, mert f(ab) = f(a)f(b) € A’.

Abban az esetben, ha A’ idedlja R’-nek, minden a € f~1(A’) és r € R esetén ra, ar € ' (A’), mert f(ra) =
f(r)f(a), f(ar) = f(a)f(r) € A".

¢) Az a) és b) pontokbdl kovetkezik, hogy @ és 1 jol értelmezettek. A csoportelméletbdl kovetkezik, hogy ¢
és 1 bijektivek és novekvéek, vagyis p =@~ '. =
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4.4. feladat (Matrixgytrii idedljai). Legyen R egy egységelemes gyfirti, és
$:IR) = I(Mn(R)), &(I) = Mn(l) ={A =[ay] | ay € I}

Igazoljuk, hogy ¢ haléizomorfizmus.
Kévetkezmény: ha K test és n > 2, akkor M, (K) egyszerti gylirli és nem test.

4.5. feladat. (X,n) féidedlja Z[X]-nek akkor és csak akkor, ha n =0,1,—1.
4.6. feladat. Ha K test, akkor J(K[[X]]) ={(0), (X™) |n € N}.

4.7. feladat. Legyen R egy gyfirii és I,],L € J(R). Igazoljuk, hogy:
a) IuJidedl & I1CJvagy J C L
b) Ha R egységelemes gytirii, I+ ] =R és I D JL, akkor I D L; ha R kommutativ és [+ ] =R, akkor IJ] =IN7J.
¢) (I+7)(IN]) C 1.

4.3. Faktorgytiria

4.3.1. Kongruenciarelacidék

4.3.1. definicié. Legyen (R, +, ) egy gylirii és p egy ekvivalenciarelaci6 az R-en (jeldlés: p € E(R)). Azt mondjuk,
hogy p kongruencia R-en (jelolés: p € C(R,+,-)), ha kompatibilis a miiveletekkel, vagyis minden aq,az,bq,bs €
R esetén

aipby, apby = ajazpbiby, (ar +az)p(by +ba).

4.3.2. tétel (Idedlok és kongruencidk kapcsolata). a) Legyen 1 egy idedlja R-nek és p1 C R X R, amely a
kovetkezéképpen van értelmezve: minden a,b € R esetén

apbe=a—-beld a=b (modI).

Akkor py kongruencia R-en.

b) Legyen p az R-nek egy kongruenciarelicidja. Akkor p(0) ={a € R|Opa} < R.

c) Legyen @ : I(R) — C(R), @(I) = p1 és P : C(R) — I(R), P(p) = p(0). Akkor @ ésp hdldizomorfizmusok,
mitébb P = @ '.

Bizonyitas. a) Mivel (R,+) Abel-csoport, kovetkezik, hogy I normélis részcsoport, és csoportelméletbél tudjuk,
hogy pr € C(R,+).

Ha ay,a;,bq,by € R 1gy, hogy ajpib; és azprby, akkor a py relacié értelmezése szerint by — ay; € 1 és
b, —az € I, vagyis by = a; +ug és ba = az + uy, ahol uy,uy; € I. Akkor b1by = (a1 + ui)(az + uy) =
ajaz + ajuy +ujaz + ujuy kévetkezik, hogy biby —ajaz € I, mert ajuz +ujaz +wguy € I A pp értelmezése
szerint ajazpibib;y.

b) Csoportelméletbdl tudjuk, hogy p(0) részcsoportja (R, +)-nak. Minden a € p(0) és r € R esetén, Opa és Tpr
(mert a reldcié reflexiv). Mivel p kongruencia R-en, Opra és Opar, tehat ra,ar € p(0). A fentiekbdl kovetkezik,
hogy p(0) idedlja R-nek.

¢) Az a) és b) pontokbdl kovetkezik, hogy @ és U jol értelmezettek. Csoportelméletbdl tudjuk, hogy @ és
névekvé, bijektiv fiiggvények és p = @~ '. m

Ha I idealja R-nek, azt mondjuk, hogy p; a modulo 1 kongruenciareldcio .

4.3.3. példa. Ha f: R — S egy gyflirlimorfizmus, akkor Ker f = {r € R | f(r) = 0} idedlja R-nek. Minden a,b € R
esetén

apPKerf b & b—a€Kerf & a kerfb,
mert f morfizmus. Ezért

(kerf){0) ={a € R|Okerfa} ={a € R| f(0) =0 = f(a)} = Kerf.
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4.3.2. Faktorgyitri szerkesztése
Legyen I idedlja (R, 4, -)-nak, és tekintsiik az R/I = R/p; = {p1(r) | r € R} faktorhalmazt, ahol
p(M)=r+I={r+alaecll=1al

az a osztalya modulo 1.

Tudjuk, hogy (R/I,+) Abel-csoport, ahol a miivelet a kovetkez6képpen van értelmezve: (r+1)+(s+1) = r+s+1,
és apr: R — R/I, p1(r) = r + I kanonikus projekcié sziirjektiv csoportmorfizmus.

Ertelmezés szerint, legyen (r+ I)(s +1) = rs + 1. Az értelmezés nem fiigg a reprezentdnsoktdél. Valéban, ha
r'=r+aer+léss’ =s+b € s+1, akkor (r'+1)(s’+1) =r's’'+1 = (r+a)(s+b)+I =rs+rb+as+ab+1=rs+1.

A fenti szorzds asszociativ. Ha R-nek van egységeleme (1 € R), akkor 1 + I egységelem az R/I-ben. Ha
létezik v~ ! € R-ben, akkor (r +1)"! =1~ + . Kovetkezik, hogy (R/I,+,-) gyfirti és p; : R — R/I sziirjektiv
gytriimorfizmus. Vegyiik észre, hogy

Kerpy ={reR|[pi(r) =1} =
={reR|r+1=0+4+10=
={reR|rel}=1L

Az R/I gylrit R-nek az I szerinti faktorgyurijének nevezziik.

4.3.4. kovetkezmény (A faktorgyiirii részgyliriii és idedljai). Ha I egy idedlja R-nek, akkor:
S(R/L,+,") ={A/I| A < (R,+,:), C A},
JR/L+,)={]/IITSRIC]}

Bizonyitas. Kovetkezik a 4.2.6. tételbl. m

4.3.3. Izomorfizmustételek

4.3.5. tétel (I. izomorfizmustétel). Ha f: R — S gydrimorfizmus, akkor

R/Kerf~ Im f.

Bizonyitas. Lattuk, hogy Ker f < R-nek és Im f = f(R) < S. Csoportelméletbél tudjuk, hogy
f*:R/Kerf — Imf, f{*(r+ Kerf)=1(r)
jol értelmezett, bijektiv fliggvény, és csoportizomorfizmus (az ,,+”-ra nézve). Tovabba, minden 1,1’ € R esetén
*((r+ Ker f)(r' + Ker f)) = f*(rr' + Ker f) =
=f(rr') =
= f(r)f(r") =
= f*(r + Ker f)f* (v’ + Ker 1),
tehdt f* gylriiizomorfizmus. =

4.3.6. tétel (II. izomorfizmustétel). Ha R egy gyirid, A < (R,+,-) és I <R, akkor
(A+1)/I=~A/ANL

Bizonyités. Csoportelméletbdl tudjuk, hogy A, I < (R, +), és g csoportmorfizmus, ahol
g:A/ANI— (A+1)/I, gla+ANI)=a+1

Igazolni kell, hogy A+ 1< (R,+,-), ANT T A, és g gylirlimorfizmus.

Minden a +u,b+v e A+ Tesetén (a+u)(b+v) =ab+av+ub+uv e A +1, tehat A +1 < R. Minden
uelésb+veA+Tesetén ulb+v)=ub+uvel tehat I<A+1L

Mivel A, I < (R, +) kovetkezik, hogy ANT < (R,+). De IC A, ezért ANT JA. Mindenae AésweANI
esetén aw,wa € ANl

Végil, minden a1 + ANLa;+ANILe A/ANT esetén

gl(ar +AND(az+ANI)) =glajaz +ANI) =
=aqiax+ANI=
=(a1+1)(az +1) =
=glai+ANnDglaz +ANI). [
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4.3.7. tétel (III. izomorfizmustétel). Ha R egy gydird, I,] <R és 1 CJ, akkor
(R/D)/(J/1) = R/].

Bizonyitas. Mivel J/I < (R/I,+,-), 1étezik az (R/1)/(J/1) faktorgylirii. A csoportelmélet III. izomorfizmustéte-
1ébdl tudjuk, hogy

@:R/I—R/], or+I)=1+]

szlirjektiv csoportmorfizmus és Ker f = J/I, tehat ((R/1)/(J/1),+) ~ (R/], +).
Igazoljuk, hogy ¢ gylirimorfizmus. Valéban, minden 1 + 1,72 + I € R/I esetén

o(m+D+(r2+D) =0 +m+1) =
=r1+r2+]=
=1 +J+r2+]=
=@(r + 1)+ o(r2+1),

e((r+ D2 +D)=@(mm2+1) =

=mr+]=
= +J)r2+]) =
=o@(r1 +De(ry +1). (]

4.8. feladat. Alkalmazva az 1. izomorfizmustételt, bizonyitsuk be, hogy:
a) C ~RIX]/(X* +1).
b) Z[Vd] ~ [X] / (X* —d).
c)Q f /(X3 —p).
d) ZIXl/(n ) L.

4.3.4. Modulo n maradékosztalyok gyftiriije
Legyen (Z,+,-) az egész szamok gyfiriije. Lattuk, hogy J(Z) = {nZ |n € N}, ahol nZ ={nk |k € Z} = (n) az n
altal generalt f6éideal. Vegyiik észre, hogy
a+nMZ=b+nZ << b—-—aenZ<a=>b (modn)
Kovetkezik, hogy a Z,, modulo n maradékosztalyok gylriije megegyezik a Z/NZ faktorgytriivel, tehat
Zn =Z/MZ ={a | a € Z},

ahol @ = a+nZ ={a+nk| a € Z} az a osztilya modulo n. Az [a],, := a + nZ jelolést is fogjuk hasznéni.
Partikuldrisan, ha n = 0, akkor @ = {a} és Zo = {{a} | a € Z} ~ Z, és hamn =1, akkor @ = a+7Z = Z és
Zy ={Z} ={0}.
A tovabbiakban legyen n > 2. Ekkor

a=b (modn)&a modn=>b modn,

Zn =10,1,....n—1)

egy N elemi halmaz.
A 7., halmazon értelmezziik a kovetkezd miiveleteket:

—

@a+b=a+b, ab=ab,

minden a,b € Z esetén. Az el6z6 paragrafusok eredményeibdl kévetkezik, hogy a fenti definicidk nem fiiggnek a
reprezentansoktol és (Z,, +, -) kommutativ egységelemes gytirii.
Konnyen belathatd, hogy ha (a,n) = 1, akkor @ invertalhaté Z,-ben, és ha (a,n) = d > 1, akkor @ zérusoszto;
kovetkezik, hogy ha p primszdm, akkor Z, test, és ha n nem primszam, akkor Z,, nem integritdstartomany.
Ap:N*—N, on)=faeN|0<a<n,(a,n) =1} =[UZ,)| fiiggvényt Euler-fiiggvénynek nevezziik.

4.9. feladat. a) Készitsiik el az J(Z12), I(Z30), I(Z24) hél6k Hasse-diagramjat.
b) Hatdrozzuk meg n-et, ha (J(Z,), C) teljesen rendezett halmaz.
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4.10. feladat. Legyen n = pj' ---p&r egy természetes szam és A = {p1,...,pr}. Igazoljuk, hogy létezik egy
¢ : Idemp(Z,) — P(A) bijektiv fiiggvény.
Alkalmazds: Hatarozzuk meg a Z1, és Z3eo idempotenseit.

4.11. feladat. a) Hany f : Z — Z,, gylrtimorfizmus létezik? Hatarozzuk meg az f : Z — Z3ep morfizmusokat.
b) Hatdrozzuk meg az f : Zn — Z, morfizmusokat.
¢) Hatdrozzuk meg a (Z,,+, -) endomorfizmusait és automorfizmusait.

4.12. feladat. Igazoljuk, hogy Z,-ben akkor és csak akkor 1éteznek nemnulla nilpotens elemek, ha n négyzet-
mentes. Hatdrozzuk meg az r(Z, ) szdmossdgat.
4.4. Gyuruk direkt szorzata

Legyenek Ry, ..., Ry gytirtk, és tekintsiik az R := Ry X - - - xRy, gylirlit, aholhar = (rq,...,m), v/ = (v],...,1]) €
R, akkor értelmezés szerint,

T+r =+, e T, = (), ., TaTh).
Legyen pi : R — Ry, pi(r1,...,Tn) =T1i a kanonikus projekcié, 1 <i<n.
Az (R, (pi)i<i<n) pért az Ry,..., R, gyliriik direkt szorzatdnak neveziik.

Konnyen igazolhatd, hogy:
e p; sziirjektiv gyliriimorfizmus.
e minden 1 esetén R; bedgyazhaté R-be, azaz

Ri ~ {0} x -+ x {0} x Ry x {0} x --- x {0} <R.

e R egységelemes gyliri & R; egységelemes gytirtk, i=1,...,n.
e Ha R egységelemes, akkor U(R) = U(Ry) x -+ x U(Ry,), azaz v = (r7,...,T) invertdlhaté R-ben & 1
invertalhaté Ri-ben, i=1,...,n.

4.13. feladat. Ha R; ~ S; izomorf gytlrik, i =1,...,n, akkor Ry x --- X Ry >~ §7 x -+ x S;.

4.14. feladat. Legyenek Ry,..., R, gylrik, és R =Ry x --- x Ry. Igazoljuk, hogy:
a) Ha R; egységelemes gyliri, i =1,...,n, akkor

JR)={; x -~ x Iy |; <Ry, i=1,...,nk

b) Z x Z-nek van olyan részgyliriije amely nem idedl.
c)Hali QR és =1y x--- x L, akkor R/T =Ry /Iy x -+ x Ry /1.

4.15. feladat (A kinai maradéktétel altalanositdsa). Legyen R egy gytrd és Iy,..., L, < R dgy, hogy I; +
I; = R ha i #j. Igazoljuk, hogy

R/IiN-- NIy ~R/T; x -+ x R/I,.

4.16. feladat. Legyen R egy egységelemes gyliri, eq, ..., e, € Z(R) idempotens elemek gy, hogy e;+---+e, =1
és eje; = 0 ha 1 # j. Bizonyitsuk be, hogy:

a) eiR IR és (e;R,+, ) egységelemes gylirti.

b) R~ejRx - - x eyR.

c) Ha R ~ Ry x --- X Ry, akkor léteznek e; € Z(R) idempotensek, > e; = 1, eje; = 0 ha i # j, gy, hogy
Ri ~ eiR.

Alkalmazds: Szerkessziik meg a Zg és Z15 felbontdsait idempotensek segitségével.

4.5. Primtest. Test karakterisztikaja

Legyen (K, +,) egy test. Ha Kj részteste (K, +,-)-nak minden i € I esetén, akkor konnyen beldthaté, hogy (;<; Ki
is részteste K-nak. Kovetkezik, hogy létezik K-nak egy legkisebb részteste: P(K) =, .« L.

4.5.1. definicié. a) A P(K) résztestet a K test primrésztestének nevezziik.
b) Ha P(K) = K, akkor a K testet primtestnek nevezziik.
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4.5.2. tétel (Primrésztest jellemzése). Ha (K, +,:) egy test, akkor
PK)=D={m-I)n-)"mneZ n-1£0 K-ban},

(ahol (1) K-nak az 1-es dltal generdlt részteste).

Bizonyitas. Jeloljitk L-lel az {(m-1)(n-1)"" |m,n € Z, n-1#0 K-ban} halmazt. Igazolnunk kell, hogy 1 € L,
L részteste K-nak és L a legkisebb részteste K-nak; 1 € L evidens, mert 1 = 117", Igazoljuk, hogy L < K-nak,
alkalmazva a résztestek jellemzési tételét: L # (), mert 0,1 € L és minden a = (m-1)(n-1)"", b= (p-1)(q-1)"' €L
esetén (ahol m,n,p,q € Z), a—b = ((mq—np)-1)((nq)-1)"" € L, ab = ((mp)-1)((nq)-1)"" € Lés, ha a #0,
akkor a”' =(m-1)(m-1)"" e L.

Ha L’ <K, akkor 1 € L’ és minden m,n € Z esetén m-1,n-1 € L’. De L’ test, tehat (m-1)(n-1)"" € L".
Han-1#0 K-ban, akkor L<L’. m

4.5.3. példa. a) A (Q,+,) test primtest, mert Q = {mn~' | m,n € Z,n # 0} = P(Q).
b) Ha p primszdm, akkor (Z,,+,-) primtest, mert Z, ={nl |[n=0,1,...,p — 1} =P(Z,).

4.5.4. definicié. Legyen (R,+,-) egységelemes gyliri. Tekintsiik az (R,+) additiv csoportban az 1 € R elem
rendjét (jelolés: ord(1)).

Ha ord(1) = n € N*, akkor azt mondjuk, hogy az R gyliri karakterisztikdja n (jelolés: char(R) =n).

Ha ord(1) = oo, akkor azt mondjuk, hogy az R gyliri karakterisztikdja O (jelolés: char(R) =0)).

4.5.5. lemma. Ha R egy zérusosztomentes gytri, akkor az R karakterisztikdja O vagy p, ahol p egy primszdm.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy char(R) # 0. Kovetkezik, hogy létezik n € N* igy, hogy char(R) =n. Han =rs
ugy, hogy v,s > 2, akkor 0 =nl1 = (r1)(s1), de r1 #£ 0 és s1 # 0, vagyis R-ben vannak zérusoszték. =

4.5.6. tétel (Primtestek osztilyozasa). Legyen K egy test.
a) Ha a XK karakterisztikdja p, p > 0 primszdm, akkor P(K) izomorf Zy-vel.
b) Ha a K karakterisztikdja 0, akkor P(K) izomorf Q-val.

Bizonyitds. a) Mivel char(K) = p kovetkezik, hogy ord(1) = p a (K,+) csoportban. Legyen ¢ : Z — K,
@(n) =nl, ahol 1 € K, és igazoljuk, hogy ¢ unitér gytliriimorfizmus:

en+m)=mn+m)l =nl+ml=qe(n)+ e(m);
¢(nm) = (nm)1 = (n1)(m1) = e(n)e(m);
e(1)=1.
Mivel ord(1) = p, kovetkezik, hogy Kerf ={n € Z | n1 =0} ={n € Z | pln} = pZ, tehat Z/ Ker f = Z,,. Létezik
¢ 1 Zp — K, @*(1) = n1 unitér morfizmus, kovetkezik, hogy ¢* injektiv morfizmus. De Im ¢* {n] In e
Z} = P(K), tehdt Z, izomorf P(K)-val.

b) Legyen ¢ : Q — K tigy, hogy @(m/n) = {(m1)(n1)~' | m,n € Z}. Igazoljuk, hogy ¢ jél értelmezett
fliggvény. Feltételezziik, hogy m/n = r/s, vagyis ms = rn. Felirjuk ugy, hogy (m1)(s1) = (n1)(r1), szorzunk
jobbrél (s1)~T-gyel és balrél (n1)~'-gyel; kovetkezik, hogy (m1)(n1)~" = (r1)(s1)~ ", vagyis @(m/n) = @(r/s).

Igazoljuk, hogy ¢ injektiv testmorfizmus. Valéban, minden m/n,v/s € Q esetén

p(m/m+r1/s) =@((ms+m)/(ns)) =
= ((ms+mm)1)((ns)1) "
= (msl +rnl)(nsl)" ! =
= (ms1)(ns1)~' 4 (rm1)(ns1)~ ' =
= (mD)(n1)~" + (r1)(s1) ' =
= @(m/n) + @(r/s)
e(m/n-r/s) = ¢((mr)/(ns)) =
(mr) ) ((ns)1) ' =
(MO (1) (s1) " =
e(m/n) - @(r/s)

Ha @(m/n) = 0 kovetkezik, hogy m/n = 0, vagyis ¢ injektiv.
Mivel Imf ={(m1)(n1)~" | m,n € Z,n # 0} = P(K), kévetkezik, hogy Q izomorf P(K)-val. m
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4.5.7. tétel (Frobenius-endomorfizmus). Legyen K egy test, és legyen @ : K — K, @(x) =xP, aholp = charK,
ha charK > 0, vagy p =1 ha charK = 0.
Akkor & injektiv testmorfizmus.

Bizonyitas. Ha char K = 0, akkor ¢ = Ty, ahonnan kovetkezik, hogy ¢ automorfizmus.

Ha char K = p # 0, akkor p prim, ahonnan kovetkezik, hogy C'g = ﬁik)l (1 <k < p) oszthatd p-vel. Tehdt

alkalmazva a Newton binomidlis formuldt, kapjuk: (x1 + x2)? = x] +x} vagyis @(x1 +x2) = @(x1) + @(x2)
minden x7,%> € K elemre.

Ezenkiviil, mivel x1x2 = x2x7 kapjuk, hogy @(x1x2) = (x1%2)? = x[x5 = @(x1)@(x2). Tehat ¢ endomorfiz-
mus.

Mivel @(1) = 1 kovetkezik, hogy Ker ¢ # k, ahonnan kapjuk, hogy Ker @ = 0. Tehat a ¢ endomorfizmus
injektiv. m

4.17. feladat. Legyen R egy egységelemes gytri. Igazoljuk, hogy létezik egyetlen olyan n € N amelyre létezik
f: Zn — R injektiv unitér morfizmus.

4.6. Hanyadosgyuriik

Tekintsiik a kovetkezd feladatokat:

A. Ha (G, ) egy kommutativ félcsoport, szerkessziink egy (G’,-) csoportot tigy, hogy G részfélcsoportja legyen
G’-nek.

B. Ha (A, +,-) egy kommutativ gylir(i, szerkessziink egy (K,+,-) testet gy, hogy az A részgylriije legyen
K-nak.

Példaul (N, +) részfélcsoportja (Z,+)-nak és (Z,+,-) részfélesoportja (Q, +, -)-nak.

A. Hanyadosfélcsoport

4.6.1. megjegyzés. Legyen G’ egy kommutativ csoport és G egy részfélcsoportja G’-nek. Ekkor tudjuk, hogy
minden h € G, g7,92 € G’ esetén hg; = hg,-bdl kovetkezik, hogy g1 = g2.
Altaldban, ha G egy kommutativ félcsoport és h € H dgy, hogy minden g7, g, € G esetén

hg1 =hg, = g1 = 92,
akkor a h elemet requldrisnak nevezziik.

4.6.2. tétel (A hanyadosfélcsoport szerkesztése). Ha (G,-) egy kommutativ félcsoport és H # O részféleso-
portja G-nek ugy, hogy a H elemei requldrisak, akkor létezik eqy (Gn,-) kommutativ monoid és eqy iy : G — Gy
injektitv morfizmus gy, hogy minden h € H esetén iy (h) invertdlhaté Gy -ban.

Bizonyités. (G x H,-) félcsoport, ahol
(g,h)(g",h') = (gg’, hh’)

minden (g, h), (g’h’) € G x H esetén. G x H-n értelmezziik a kovetkezd reldciot:
(g1,h1) ~ (92, h2) <= g1h2 = g2hy,

és igazoljuk, hogy ~ ekvivalenciarelacié.

Reflexivitds: (g,h) ~ (g, h), mert gh = gh.

Tranzitivitds: Ha (g7,h1) ~ (g2, h2) és (g2,h2) ~ (g3, h3), akkor gih, = gohy és gohs = gshy; kovetkezik,
hogy gihyhs = gohihs = gshohs. De a H elemei regularisak, ezért grhs = gshy, vagyis (g1, h1) ~ (g3, h3).

Szimmetria: Ha (g71,h1) ~ (g2, h2), akkor grhy = g2h1, gohy = grha, tehdt (g2, h2) ~ (g1, hq).

Tovabbd, igazoljuk, hogy ~ kongruenciareldcié (azaz kompatibilis a ,,-”-tal) a G x H félcsoporton. Valéban,
ha (g1,h1) ~ (g2,h2) és (g7,hy) ~ (g3, h3), akkor grhy = gahy és gihy = ghhy, tehdt gigihahy = gagihihy
vagyis (9197, hih]) ~ (9295, hahj).

Tekintsiik a

—_~—

Gh =G xH/~={(g,h) | (g,h) € G x H}

faktorhalmazt, ahol

(g,h) ={(g’,n) [ (g,h) ~ (g’ ,h")},

és értelmezzik a kovetkezo szorzatot:

—_—~

(g1,h1)(g92,h2) = (9192, h1h2).
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A fenti értelmezés nem fiigg a reprezentansoktdl, mert ,,~” kongruencia reldcio, és (G, ) kommutativ félcsoport,

—~

mert (G x H) kommutativ félcsoport. Minden h € H esetén (h,h) € Gy és

—_~—

(9,h/)(h, h) = (gh, hh') = (g, h/),

tehat (h,h) semleges elem és Gy monoid.
Legyen

iH:G—>GH» 1]—[(9):(9]1,]1)
és igazoljuk, hogy iy injektiv morfizmus:

—~—

in(g192) = (g192h, h) = (g1hg2h, h?) = (gih, h)(g2h, h) = in(g1)in(g2);

—~—

ip injektiv, mert minden g1, g2 € G esetén, ha in(g1) = in(g2), akkor (g1h,h) = (g2h, h), githh = g2hh, tehat
g1 = 92. o

Igazolnunk kell még, hogy minden h € H esetén iy (h) invertdlhaté. Valéban, mivel iy (h) = (h2,h), fennall,
hogy

—~——

(h#,h)(h,h?) = (h3, h3) = (h,h),

—_~—

tehdt i(h)~! = (h,h2). m

—_~—

4.6.3. megjegyzés. a) Minden (g,h) € Gy esetén

—~—

(9,h) =in(G) -in(h) .
Val6ban, alkalmazzuk az iy értelmezését:

in(g) - in(g)~" = (gh, h)(R, h2) = (gh2, h3) = (g, h).

b) Ha G-nek minden eleme reguldris és H = G, akkor (Gg, ) kommutativ csoport.
c¢) Ertelmezés szerint, az egész szamok csoportja (Z,+) = (N, +).

4.6.4. definicié. a) Gy-t G-nek a H szerinti hdnyadosfélcsoportjdnak nevezziik, Gg pedig G-nek a hdnyados-
csoportja.
b) Az iy : G — Gy injektiv morfizmust kanonikus injekcionak nevezzik.

B. Hanyadosgytru

4.6.5. definicié. Ha (A, +,-) egy kommutativ gyfirti és ) # S C A gy, hogy S részfélcsoportja az (A,-)
félcsoportnak, akkor S-et multiplikativ zart rendszernek nevezziik.

Vegylik észre, hogy az s € S elem akkor és csak akkor reguléris, ha nem zérusoszto.
Feltételezziik, hogy S egy multiplikativ zdrt rendszer, amelynek elemei reguldrisak. Ekkor létezik az (As, )
monoid, ahol

—

As ={(a,s) | (a,s) € A xS}

és az

is: A — Asg, is(a) = (as,s)
fiiggvény injekiv félcsoportmorfizmus.

4.6.6. tétel (A hanyadosgylirii szerkesztése). Az (As,-) kommutativ monoidon értelmezhetd egyetlen ,,+”
mdvelet gy, hogy (As,+,-) egysdelemes kommutativ gytird, és is : A — As injektiv gytirimorfizmus legyen.

Bizonyitas. Egyértelmiiség: Feltételezziik, hogy létezik a “ + " miivelet ugy, hogy is gylirimorfizmus. Ekkor

(ar,s1) + (az,82) =1is(ar)is(s1) " +is(az)is(s2) ™' =
=is(ar)is(s2)is(s1) "is(s2) " +is(az)is(s1)is(s1) 'is(s2) "' =

=is(arsy + azs — 1is(s1s2) ' =

= (ars2 + azsi1,s182)
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egyértelmiien meghatdrozott, minden (aq,s1), (az,s2) € As esetén.
Létezés: definicid szerint, legyen

(ar,s1) + (az,s2) = (ars2 + azsi,s152).

Igazoljuk, hogy ,,+" jél értelmezett: valéban, ha (aj,s1) ~ (af,s7) (azaz a;s; = ajsy) és (az,s2) ~

(azaz azsh = aj}s;) akkor kénnyen beldthaté hogy (ais2 + azsi,sis2) ~ (ajsh + ajsy, sish).
Tudjuk, hogy (As, ) kommutativ monoid és igazoljuk, hogy (As,+,-) gytirt.

Asszociativitds: minden (a7, s1), (az,s2), (asz,s3) € As esetén

((ar,s1) + (az2,s2)) + (az,s3) = ((a1s2 + azs1,s152)) + (asz,s3) =

—_~—

(
(a1s2 + azsi,s152)s3 + az(s1s2), (s152)s3) =
(

a15253 + 25753 + A387152,515253);

—_ —_

ar,si) + (azs3 +azsz,s283) =
—

ai(sis3)+si(axs3 + azsz),s1(s2s3) =

—_—~

(ar,s1) + ((az,s2) + (a3,s3)) =

(
(
(
(
=
=

ars1s3 + 510283 +51a352,515253).

Kommutativitds: minden (aq,s7), (a2s2) € As esetén

(ar,s1) + (az,s2) = (ays2 + azsi,s152) =

= (azs1 +ays2,s281) =

= (az,s2) + (a7, s1).

e e

Semleges elem: vegytik észre, hogy (0,s) ={(0,t) | t € S} € As és minden (a,t) esetén

— —_—

Ellentett elem: Minden (a,s) € As esetén létezik —(a,s) = (—a, s) € As gy, hogy

—

Disztributivitds: minden ((aq,s1), (az2,s2) és (b,t) € As esetén

P —_—

((ar,s1) + (az2,s2))(b,t) = (arsy + azsy1,s152)(b,t) =

= (a1s2b 4+ azs1b, s1s,t);
— —~— —_— —_— —_

(ar,s1)(b,t) + (az2,s2)(b,t) = (a1bsyt + s tazb, s1tsat).

Végil, tudjuk, hogy is : A — As injektiv félcsoportmorfizmus igazolni kell, hogy is additiv:

is(ar +az2) = ((ar + az)s,s),

is(ar) +is(az) = (ars,s) + (azs,s) =

= (a1s2 4+ azs?,s?) =

= ((a1 + az)s?,s?) =

= ((a1 + az)s,s). [ ]

4.6.7. megjegyzés. a) Gyakran a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

a a
;Z(G,S), 571A:As:{§|a€A,s€S}.
Vegyiik észre, hogy ¢ + = atgﬁcbs, a. % = ab és is(a) = <s.

(a3,s5)

b) Ha A mtegrltastartomany és S = A¥, akkor S multiplikativ zart rendszer és As = S~'A kommutativ test.

Ebben az esetben S™'TA-t az A hanyadostestenek nevezziik. Jelolés: STTA = K(A) = frac(A).
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c) Ertelmezés szerint, a raciondlis szdmok teste
(Q,+,) = (Zz+,+,-) ={a/bla,bec Z,b #0}.
d) Ha K kommutativ test, akkor K[Xq,..., X;] integritdstartomdny, és
K(X1,...,Xn) = frac(K[Xq,...,Xu]) ={f/g | f,g € AlXq,..., Xul}
a raciondlis tortek teste.

4.6.8. tétel. (A hanyadosgytir{i univerzdlis tulajdonsiga) Az (S7'A,is) elempdr rendelkezik a kévetkezd
univerzadlis tulajdonsdggal: minden B kommutativ egységelemes gyiiri esetén, és minden f : A — B unitér
gylirimorfizmus esetén, amelyre minden s € S esetén f(s) invertdlhatd B-ben létezik egyetlen f : STTA — B
unitér morfizmus gy, hogy f = fois (azaz az f meghosszabbitdsa létezik és egyértelmi, és a kivetkezd diagram
kommutativ).

ENE

egyértelmiien meghatarozott.

Létezés: értelmezés szerint, legyen f: S™'A — B, f(a/b) = f(a)f(s)"'.

Elészor igazoljuk, hogy f jél értelmezett. Valéban, legyen a/s = b/t, vagyis at =
kovetkezik, hogy f(a)f(t) = f(b)f(s), de f(t),f(s) invertdlhaték B-ben, ezért f(a)f(s)™
f(a/s) = f(b/t).

Igazoljuk, hogy f morfizmus. Minden a/s,b/t € S™'A esetén

bs. Mivel f morfizmus
b= f(b)f(t)"", vagyis

fla/s +b/t) (at + bs)/(st)) =

at + bs)f(st)” =

fla)f(t )-l-f(b)f(s)]f(s)*]f(t)*] =
(t

a)f(s)"" +F(o)f(t) T =

I
- =~ —hl
= =

)f(b/t);
(ab)/(st)) = f(ab)f(st) " =
ab)f((st)™ ") = f(ab)f(t 's7) =
)
(

o
S~
(%]

f((a/s)(b/1))

a)f(b)f(t f(s™!) =
a/s)

Il
=l —h —h =kl Al —h
== 2 =22 =

=hl

b/t).

Véglil, igazoljuk, hogy a diagramm kommutativ: minden a € A esetén fennall

(fois)(a) = f(is(a)) = f((as)/s) =

4.6.9. kovetkezmény. Legyen K egy kommutativ test és A részgyirije K-nak (tehat A integritdstartomdny).
Legyen frac(A) := S™TA az A hdnyadosteste, ahol S = A*. Akkor

frac(A) ~{ab™' |a,be A, b #0}.

Bizonyitas. Jeloljiik L-el az {ab~' | a,b € A, b # 0} halmazt és vegyiik észre, hogy L az A-t tartalmaz6 legkisebb
résztest (vagyis az A altal generdlt résztest).
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Valéban, L részteste K-nak, mert 0,1 € L és minden x,y € L, ahol y # 0 esetén x —y,xy~" € L. Igazolnunk
kell, hogy ha H részteste K-nak tgy, hogy A C H, akkor L C H. Mivel A C H és H résztest, minden a,b € A
(b # 0) esetén az ab~! € H, vagyis L C H.

Legyen f: A — K, f(a) = a. Ekkor f unitér gyliriimorfizmus és minden b € S* esetén f(b) = b invertdlhat6
K-ban. A hanyadosgytirii univerzélis tulajdonséga szerint létezik az

f:STTA— K, f(a/b)=f(a)f(b)”' =ab™’

gylirimorfizmus.
f(1) =1 #0, ezért f injektiv; f sziirjektiv, mert Imf = {ab~' | a,b € A} = L. A fentiekbdl kivetkezik, hogy
STTA~L =

4.18. feladat. a) Legyen d € Z négyzetmentes. Igazoljuk, hogy a Z[v/d] hanyadosteste Q(+/d).
b) Legyen p egy primszdm és Q) = {7 | (n,p) = 1}. Igazoljuk, hogy Q) részgyfirtije Q-nak, és Q(y)
hényadosteste Q.

4.19. feladat (Az egész szamok gyitiriije). Legyen (Z,+) az (N, +) monoid hanyadoscsoportja és értelmezziik

”

a ,,”” muveletet:

—_~ e/~

(m,n) - (p,q) = (mp +ng,nq+mp).

Tovéabba, legyen

—~—

z: ={(mmn) m>n}, 2* ={(mn)|m<n

és értelmezzik a “<” relaciot:
—

—_—~

Igazoljuk hogy:
a) (m {m—m+y,y)lueN}, ham>n
{uym—m+vy)lyeN}, han>m
b) (Z,-) integritdstartomény.
c){z*, {O}, 7%} osztélyfelbontasa Z-nek.
d) (Z,+) teljesen rendezett, és az iy : N — Z, kanonikus injekcié szigordan névekvé izomorfizmus.
e) Haa,b,c,de€Z,akkora<b, c<d = a+c<b+d;a<b, c>0 = ac<bc

; a fenti értelmezések nem fliggnek a reprezentdnsoktol.

4.20. feladat (A raciondlis szdmok teste). Legyen (Q,+,) a (Z,+, -) hdnyadosteste,
" 1) * * m * *
O:(Ov])a Q-‘-:{n‘mnez}y @_:{;|m€Z_,n€Z+},
és értelmezés szerint,

a<bi&=b-aecQ].

Igazoljuk, hogy:
a) (a,b) ={(a’x,b’x) | x € Z*}, ahol d = (a,b), a=a’d, b=D>b’d, (a’,b’) =1, és a fenti értelmezések nem
fliggnek a reprezentansoktol.
b) {Q {0} Q. } osztdlyfelbontdsa Q-nak.
¢) (Q, <) teljesen rendezett, és az iz+ : Z — Q kanonikus injekcié szigorian névekvo.
d) a<b c<d = a+c<b+d a<b,¢c>0 = ac<bc
e) (Arkhimedesz axidmdja) a € Q, b € Q1 = (I)n € N dgy, hogy a < bn.

4.21. feladat Igazoljuk, hogy:
a) Z hanyadosteste Q(X).
b) (S ~ S 1(AX]).
¢) Ha S = {b“ |n >0}, akkor STTA ~ A[X]/(Xb—1).
d) Legyen A =KI[X] és S = A\ (X). Akkor STTA =KI[X, £].
e) A 1] hényadosteste a

KX}={) aX'|IneN

i=—m

Laurent-féle formalis sorok teste.
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A kovetkez6 feladatokban A egy kommutativ egységelemes gyiirti és S C A egy multiplikativ zart rendszer.

4.22. feladat. a) Ha S C U(A), akkor STTA ~ A.
b) U(STTA) = {5 [ (3)b € A 1gy, hogy ab € S}.
c) T(STTA) = ST r(A).
d) Az is: A — S~TA kanonikus injekcié monomorfizmus, epimorfizmus, és altaldban nem sziirjektiv.

4.23. feladat. Ha I < A, legyen S~ '1 = {$ lael, s €S} Igazoljuk, hogy
$:IA) = ISTTA), G(I) =51
hélémorfizmus.

4.24. feladat. Legyenek S € A, T C B és U C C multiplikativ zart rendszerek, f : A — Bésg:g — C
morfizmusok gy, hogy f(S) C T es g(T) C U. Bizonyitsuk be, hogy:

a) Létezik egyetlen fs : STTA — T~ 'B morfizmus, tigy, hogy fs ois =it o f.

b) (Ta)s =Ts-14 és (gof)s =grofs.

4.25. feladat. Legyenek S, T C A multiplikativ rendszerek, és legyen ST ={st[s €S, t € T}
a) (ST) 7 TA~S 1 (T-TA), ahol S =iy (S) Cc T 'A.
b) Ha S C T, akkor a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

(i) irs : STTA — T~ A izomorfizmus.
(ii) (M)t €T (F)a € A dgy, hogy at € S.

(iii) (V)U C A multiplikativ rendszer esetén, TC U= S C U.

4.7. Polinomok és algebrai egyenletek

4.7.1. Polinom derivaltja. Tobbszoros gyokok

Legyen K egy kommutativ test.

Az (1,X,X?,...) bazis a K[X] K-feletti vektortérben. A vektorterek univerzélis tulajdonsigabdl kovetkezik,
hogy létezik egyetlen olyan D : K[X] — K[X] linedris fiiggvény, amelyre D(X¥) = kX*~! minden k € N esetén.
Altaldban, ha f = Y1 @i X¥, akkor

D(f) =f =11 =) kaX* .
k=1

A D(f) = f’ polinomot az f formalis derivaltjdnak nevezziik.

4.7.1. lemma. 1) D(f + g) = D(f) + D(g), D(af) = aD(f);
2) D(fg) =D(f)g +fD(g); D(fr...fn) =3, f1...fiD(fi)figr ... fn;
3) D(gof) = (D(g) o f)D(f).

Bizonyitds. 1) Ha f = Zkzo axXk, g = Zkzo b X, akkor

D(f+g) =D() (ax +bi)X") =

k>0
= Z k(ay + bk)Xk_1 =
k>0
=) kaX T4 ) kbeXE! =
k>0 k>0
=D(f) + D(g),

D(af)=D(a ) aX¥)=D() aarX¥) =

k>0 k>0
= Z kaakaq =a Z kakaq =
k>0 k>0

= aD(f).



4.7. Polinomok és algebrai egyenletek 132

2) Ha f = X' és g = XJ, akkor fg = X' és
D(fg) = (i+j)X"7 T = xHX T +iXP'X = (i +)XH771 = fD(g) + D(f)g.
Ha =3 aiX'és g=3 " b;X, akkor fg =3 }" "5 . .\ aibX'X.

n+m
D(fg)= ) > abD(XX)=

k=1 i+j=k
n+m

=Y > (aibX'D(X) + aibD(X)X) =
k=1 i+j=k
n+m n+m

=3 ) abXDX)+ > Y abDXHX =

k=1 i+j=k k=1 i+j=k
=1D(g) + D(f)g.

Az §ltaldnos allitdst igazoljuk indukciéval n-szerint. Ha n = 1, akkor D(f;) = D(f;).
Feltételezziik, hogy fennall n-re, és igazoljuk n + 1-re:

D(f] ---fnfn—H) = D(f] ---fn)fn—H + f4 -»-an(fn-H) =

= () f1...D(f) ... f)fapr + 1. faD(fag) =
i=1
n+1

=) f1...D(fi)...fnfui1.
i=1

3) Ha g = X¥, akkor gof = f* és D(g) = kX*~', és b)-bél kivetkezik, hogy D(go f) = D(f*) = kf*"'D(f) =
(D(g) o F)D(f).
Altaldban, ha g = Y | _, bxX¥, akkor

D(gof) =) beD(f*) =) bkf* 'D(f) =
k=1 k=1

= ((D(g)) o f)D(f). "
A tobbszoros derivaltat rekurzidval definialjuk:
fO =f 1 =D(f), & =D*(f)=D(f").

4.7.2. lemma (Taylor-képlet). Ha f € K[X], deg(f) =n és a € K, akkor léteznek a by, ..., by € K elemek gy,
hogy

f=) b(X—a)
k=0

Ha charK =0, akkor a by egyitthatok egyértelmien meghatdrozottak:

) (a)
k!
minden k € N esetén.

Bizonyitas. deg f-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha degf < 1, akkor f = ap € K. Ha degf = 1, akkor
f=ap+ a1 X=a;(X—a)+ aja+ ag. Feltételezziik, hogy n > 1, és az allitds igaz n-nél kisebb fokii polinomok
esetén. Legyen f = (X — a)f; 4+ f(a), ahol degf; =n — 1. Az indukcid feltevésébdl kovetkezik, hogy

by =

n—1
fi =) bu(X—a)k,
k=0
tehat
n—1
f="fla)+ ) br(X—a)*t
k=0

(k)Ha charK = 0 és f = ZE:O br(X — a)¥, akkor f(a) = by = (f\°(a))/(0!), és derivalassal kapjuk, hogy
f(a) =klby, k=0,...,n. =m
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4.7.3. megjegyzés. 1) Ha K = Z,,, p primszdm, akkor char = p. Ezért minden k > p esetén k!by = 0.

2) Ha a K test karakterisztikdja 0 és f € K[X], akkor f/ = 0 akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha f € K.

3) Legyen a K test karakterisztikdja p # 0 és f € K[X]; f’ = 0 akkor és csak akkor all fenn, ha f a kovetkz
alaku:

f=ap+ a1 XP +aX?® 4+ 4 a,X"P
vagyis f € K[XP].

4.7.4. tétel. Legyenek f € K[X],a € K,k € N* és charK = 0.
1) Ha a k-szoros gyoke f-nek, akkor a (k — 1)-szeres gydke a derivdltjinak (D(f)-nek) és 19 (a) = fV(a) =
o=fk=1(a) =0 és £ (a) #0.
2) Ha f°(a) =fV(a)=--- =fk"V(a) =0 és f*(a) #0, akkor f-nek az a k-szoros gydéke.

Bizonyitds. 1) Feltételezziik, hogy f = (X — a)*g és g(a) # 0. Derivaljuk az f-et:
D(f) =k(X—a)* Tg+ (X—a)*D(g) = (X—a)* 'kg + (X — a)D(g)].

Kévetkezik, hogy (X — a)* 1|D(f) és g1(a) = kg(a) # 0, ahol g; = kg + (X — a)D(g). Ezzel igazoltuk, hogy
ha a k-szoros gyoke f-nek, akkor a (k — 1) szeres gyoke a derivaltjdnak ( f) nek). Indukciéval 1gazolhat0 hogy
a (k —i)-szeres gyoke f(V-nek,i = 1,... k, tehat a 1-szeres gyoke f*V-nek, (0)-szoros gyoke f(¥)-nak, azaz

¥(a) #0.
2) Alkalmazva a Taylor képletet kovetkezik, hogy

(f9(a))/GH(X —a) =

_h
|

(f9 (@)/[W) (X — a)t =

M 1M

Il
~

X—a)*((f™(@))/ (k) + (X = a)f V(@) /(k+ 1)) +...).

—_ e

Jeloljiik g-vel az (f*%)(a))/(k!) + (X — a)f**V(a))/((k + 1)!) 4 ... polinomot; kivetkezik, hogy (X — a)*|f és
g(a) #0, mert f¥) £0. m

4.7.2. Tobbhatarozatlant polinomok

4.7.5. definicié. 1) Legyen A egy kommutativ gy(iri, 1 # 0 és tekintsiik az A[X;] egyhatdrozatlant polinomal-
gebrét./ Az A[Xq, X2] = (A[X1])[X2] algebrat kéthatdrozatlani polinomalgebrdnak nevezzik.
2) Altaldban rekurziéval definidljuk az A[Xq, ..., Xn] n-hatdrozatland polinomalgebrdt:

A[X1 yooe. aXn] = (A[X1 yoe. )Xn71])[xn]~

Ha f € A[Xq,...,Xy], akkor f egyértelmiien frhaté az

f= i fXE
k=0

k k
= E ak,,..., an1'...Xn“,
(k1,e0,kn ), ki >0

alakban, ahol a nemnulla fx € A[Xq,...,Xn_1] és ax, .. k. € A szdma véges.
3) Az ax, .. k. X]f‘ .. X‘fl“ tagot monomnak nevezziik. E monom foka k; + - + k.
4) Az f polinom foka degf = max{k; +---+kn | ax, ... k. # O}
5) Ha k1 + - - - + ky konstans minden ay, ..k, esetén akkor azt mondjuk, hogy f homogén polinom.
6) Az f polinom egyértelmiien irhaté

.....

f=ho+hi+---+hn

alakban, ahol hy € A[Xq,...,Xn] homogén polinomok és deg(h;) = i. Azt mondjuk, hogy ho,hqy,...,hm az f
homogén komponensei.

Az aldbbi allitdsok dltalanositjak az A[X] esetén ismert tételeket.
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4.7.6. megjegyzés. 1) Ha f,g € A[Xy,...,Xy], akkor
deg(f 4 g) < max{deg(f), deg(g)};
deg(fg) < deg(f) + deg(g).
2) Ha A integritdstartomdny, akkor deg(fg) = deg(f) 4+ deg(g) és az A[Xy,...,Xy] is integritdstartomény.

4.7.7. tétel (A polinomalgebra univerzalis tulajdonsiga). Legyen B egy kommutativ egységelemes gyiri,
@ : A = B egy uniér gydrimorfizmus és by,...,bn € B. Ekkor létezik és egyértelmien meghatdrozott a @v, . b, :
AlX1,..., Xnl = B A-algebramorfizmus gy, hogy ®v,.. b, 01 =@ €s b, .. b, (Xi) = b, tehdt az

Bizonyitas. mn-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha n = 1, akkor az allitds igaz a 1.4.3. tétel alapjan. Feltéte-
lezziik, hogy fennall n — T-re és alkalmazva az indukcié feltevését kovetkezik, hogy fenndll n-re is. A bizonyitas
részletes elvégzését az olvasora bizzuk. m

4.7.8. definicié. A fenti tételben legyen A =B és ¢ = 1. Ekkor az
f:A™ S5 A, 12((11,...,an):(1)(11 ,,,,, a, ()
fiiggvényt n valtozos polinomfiiggvénynek nevezziik.

4.26. feladat. a) Ha A integritdstartomany és f, g € A[Xy,..., X1, akkor deg(fg) = deg(f) + deg(g).

b) A k-ad fokti n-valtozés monomok széma CX ;.

4.27. feladat (Polinomidlis képlet). Igazoljuk, hogy

k!
Xidoax) = Y M
kil . kq!
ki++kn=k

4.28. feladat. a) Ha a1,...,a, € A, akkor A[Xy,..., Xul/(X7 —a1,..., Xy —an) ~ A.
b) Ha I < A, akkor A[Xq,..., Xul/IXq, ..., X0l = (A/D)[Xy, ..., Xal.

4.29. feladat. Legyenek ¢ : A — B és 1 : B — C unitér homomorfizmusok. Bizonyitsuk be, hogy:

a) Létezik egyetlen G[Xq,..., Xn] : AlXy, ..., Xn] = B[Xq,..., Xy] morfizmus gy, hogy igod = ¢[X1,...,Xu]o
ia, ahol ia : A — A[Xq,...,Xn] a kanonikus injekcid.

b) TAlXy, .., Xl = Tax, . x) €8 (W o @)Xy, . Xl = IXy, ..., Xal o dIXy, ..., Xal.
4.7.3. Szimmetrikus polinomok

Ha o € S, egy n-ed fokd permutacié, akkor a polinomalgebra univerzalis tulajdonsagdbol kovetkezik, hogy az
Xi = Xg(1), 1 = 1,...,n megfeleltetések meghataroznak egy

oF TAX, . Xn] = ALK X
A-algebramorfizmust.

4.7.9. példa. a) Ha f = aX;X2X3 + X2X3 + X1X2X3 € A[X1,X2,X3], a # 0 és 0 = (; f g) akkor o*(f) =

aX3X1 X2 + X%Xz + X3X; X%.
b) Altaldban, ha f =3 aj,... X' - Xi € A[Xy, ..., Xq], akkor

G*(f) = Z Qai, “.inxy(” o .X:;;n)'



4.7. Polinomok és algebrai egyenletek 135

4.7.10. definicié. Azt mondjuk, hogy f € A[Xy,...,X,] szZimmetrikus polinom, ha ¢*(f) = f barmely o € S;,
esetén.

4.7.11. példa. 1) Han =2, f = X3 + X3 + X1 X2, akkor f szimmetrikus polinom, mert o*(f) = f minden o € S,
esetén.

2) Legyen g = X$X3, 0 = (12). Mivel 0*(g) = X1 X3 # g, kovetkezik, hogy g nem szimmetrikus polinom.

3) Ha P = XTI+ X} +--- + X € AXy,...,Xy], akkor Py, szimmetrikus polinom.

4) Legyen

n
s1=Xi X2+ +Xn =) X
i=1

s2=X1 X2+ X1 Xz 4+ -+ XqXn + -+ Xn1 Xp = Z XiXj
1<i<j<n

$3 =X1XoXz 4+ Xn 2 Xn 1 X = > Xi, Xi, Xiy

1 Si] <iy<is Sn

s =X1Xz.. . X+ -+ Xnokg 1. Xn = Z Xi, - Xqy,

1<ii<-<ixsn

Sn = X]Xz . ..Xn.
Az s1,832,..., s polinomokat elemi szimmetrikus polinomoknak nevezziik.

Legyenck M = aX¥' ... Xkn M/ = a’/x" . XK" € AX;,...,Xy] monomok.

Ertelmezés szerint, M > M/, ha létezik olyan j € {1,...,n} amelyre k; = ki, k2 =k, ko1 =Kk és
k; > k]-’ . A ,<” reldci6 tranzitiv, es a monomok lexikografikus rendezésének nevezzik.

Konnyen belathaté, hogy a monomok halmazdban minden szigorian csokkend sorozat véges.

Azt mondjuk, hogy az f € A[Xy,...,Xn] polinomnak a fétagja M, ha M az f legnagyobb tagja a lexikografikus
rendezésben.

4.7.12. példa. 1) X3X3 > X3X3X3.
2) Az f = X3Xy + X1 X3 + X3 + X3 + X$X3 polinom fétagja X$X3.
3) Az sy elemi szimmetrikus polinom fétagja Xy ... Xj.

4.7.13. lemma. Ha M, M3, N1,N, € A[Xq,...,Xn] monomok gy, hogy M1 > M, akkor:

1) MiN; > M3yNj.

2) Ha N7 > N3, akkor MyN7 > M, Ns.

3) Ha f,g € AlX1,..., Xnl, M az f fétagja és N a g fétagja, akkor fg fétagja az MN szorzat.
Bizonyitds. Legyen My = aX¥' ... XXn My = bXbr o X, Ny = XM L. XM Mivel My > My, kovetkezik,
hogy k1 = 11,..., ks 1 = ls1,ks > g, ezért ky +my =1 +my,... ks 1 +ms 1 =11 =mg_1,ks + Mg >
ls +ms, azaz M1N; > MoN;y.

2) alkalmazva kétszer egymds utdn az 1) pontot kévetkezik, hogy M1N¢; > MyN; > M N,.

3) kovetkezik 2)-b6l. m

4.7.14. lemma. Ha f € A[X;y,...,Xn] egy szimmetrikus polinom, My = aX%‘] .. XKkn oz f fétagja, akkor ki >
kZ >z kn-

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy létezik olyan i amelyre ki < ki1, és legyen

r_ k1 Kictykiviyki ykii2 Kn.
M —(1X1 "'Xi71 Xi Xi+1Xi+2 L XE

kovetkezik, hogy M’ = ¢*(M), ahol o* = (i,i1+ 1) € S,,. Mivel f szimmetrikus polinom, kovetkezik, hogy M’
tagja f-nek és M’ > M ellentmondés. m

4.7.15. tétel (A szimmetrikus polinomok alaptétele). Ha f € A[Xq,...,Xy] egy szimmetrikus polinom, ak-
kor létezik az egyértelmiien meghatdrozott g € AlY1,...,Ynl polinom 4gy, hogy f = g(s1,...,sn), ahol si, i =
1,...,m az elemi szimmetrikus polinomok.

Bizonyitas. Létezés: feltételezziik, hogy f # 0, és legyen aX]]q ... XKn az f fétagja; lattuk, hogy kq > -+ > ky >
0. Vegytiik észre, hogy az s%‘ ...sk polinom fétagja

Li4la++lnyla+o+1 Lit41 1
Xbrttetetlaybatettn oyl | e
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azaz X]f‘ ... Xk Cahol ki = i;+- - - +1,. Kovetkezik, hogy az ask‘ —k2 s]2<27k3 ... sk polinom fétagja an‘ XK
Legyen f; = f —as}¥' *2sk27% | skn 45 g7 = (1Yk1 k2 ...Yh“ € AlYy,... ,Y 1; kovetkezik, hogy f1 szimme-
trikus polinom, melynek fotagja kisebb mint az f fc’itagja.
Folytatva az eljarast fi-re, 1étezik g € A[Y7,...,Yn] Ggy, hogy f2 = f1—g2(s1,..., sn) szimmetrikus polinom,

és az o f6tagja kisebb az f; fétagjandl.

n — 1 1épés utédn kapjuk, hogy fn_1 =fn_2 — gn_1(s1,...,8n), ahol az f,, 1 fétagja kisebb az f fétagjanal,
és létezik olyan n € N amelyre f,, = fn_1 — gn(s1,...,8n) = 0; kiovetkezik, hogy f = g1(s1,...,8n) + -+ +
gn(sl P ,sn)~

Legyen g = g1+ ---+ gn € AlY1,...,Yn]; akkor f = g(s1,...,8n).

Egyértelmiiség: legyen f = g1(s1,...,8n) = g2(s1,...,8n), azaz (g1 — g2)(s1,...,8n) = 0, és igazoljuk, hogy
g1 = g2. Elég igazolni hogy, ha h € A[Yy,...,Yn] és h(s1,...,sn) =0, akkor h = 0.

Feltételezziik, hogy h # 0, h = }_ ahml“Y}‘ Yl“, ahol a, 1, #0; a ah_ulns%‘ ...S}l“ polinom f6tagja
at, XY XK ahol ki = L Ly, és az ay syt .se a fStagia ay X LLXE, ahol k| =
U4 4+1,ie{l,... ,n}L

Vegyiik észre, hogy ha (li,...,1n) # (14,...,1) akkor (kqy,...,kn) # (Ki,...,Kk}); kovetkezik, hogy ha
M = aX]f‘ ... XKkn a h fétagja, akkor M nem egyszertisodik, azaz h(sy,...,sn) # O ellentmondés. m

4.30. feladat. Igazoljuk, hogy:
a) (Too)*=0*ot* és e*(f) =f (V)f € AlXy,..., Xul.
b) A szimmetrikus polinomok halmaza részgyfirije A[Xy,...,X,]-nek.
c) f € AlXy,...,Xy] akkor és csak akkor szimmetrikus, ha az f homogén komponensei szimmetrikusak.

4.31. feladat. Alkalmazzuk a szimmetrikus polinomok alaptételét a kovetkezd esetekben:
a) f= (X3 —X2)2(X2 — X3)?(Xz — X;)2.
b) f Z#) X3X; = S(X3X2).
c) f= Zw.)k XiSijXk = S(X3X3X3).
d)f=(-X1+Xo+ - +Xa)Xg =Xo+ -+ Xpn) ... (X1 +Xa 4+ -+ — Xq).

Newton—Waring-képletek
Tekintsiik a

Pr= X 4o XE

szimmetrikus polinomot. A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint létezik egy olyan gy € Z[Yq, ..., Yn] poli-
nom, amelyre Py = gk(s1,...,Sn). A gx polinomokat nehéz lenne kiszdmitani, ezért keresiink egy Osszefliggést a
Py és az s1,...,sn szimmetrikus polinomok kozott.
Ha kqy > -+ > kq, legyen Orb(X]f‘ co Xk = {X‘;; Xkn \ 0 € Sy}, és legyen
Sk xkn) = > M

MeOrb(X¥1 ... xkn)

a ,,legkisebb” szimmetrikus polinom, amelynek f6tagja le] oo Xk
1. eset. Feltételezziik, hogy k < n.
P =s;

Proasi = (XY T4+ XK X+ 4+ X)) =
=P+ S(X}'X3)

Prosy = (XY 2+ + XK (X Xo + -+ X1 Xn) =
= S(X5¥"X2) + S(XE 72X, X3)

Prosss = (X573 4+ XK (XaXoXs + -+ X2 Xn—1Xn) =
= S(X¥2XaX3) 4+ S(X¥?X2X3X4)

Proisi= (XX XXX X X X)) =
= S(X]f_iJr]Xz LX)+ S(X]f_in oo Xiv1)

Piskci=Xi 4+ 4+ X)Xy oo X1+ -+ Xk ... Xn) =
=S(XIX2 ... Xp1) + kS(X7 ... Xy).
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Az 1. egyenléséget beszorozzuk (—1)-gyel, a II. egyenléséget (—1)%-nel, a II1. egyenléséget (—1)3-nal, ... , az
i-ediket (—1)%nel, ..., és az (n-1)-ediket (—1)%"T-nel. Ezutén dsszegezve Sket kapjuk:
Pr—Pris1 +Prasy — -+ (1) Prisi+ -+ (=) "Pysiq + (—=1)¥ks = 0.
2. eset. Feltételezziik, hogy k > n.
Proisi = (X 4+ XET) X+ 4+ X)) =
=Py + S(X}'X2)
Pr_2s2 = (XF 24+ X)X X+ + X1 Xn) =
= S(X}'X2) + S(XF*X2X3)
Peozsy = (X572 + - + XET)0X2X5 + - 4+ X 2 X 1 X)) =
= S(X5¥2X2X3) + S(XE3XaX3Xy)
Pr_isi = (leii + - +X1k17i)(X1X2 X+ Xt - X)) =
=S(XXTIXG LX) + SIXETXG LX)
Pr_nsn = S(X¥ X5 ... X0).
Hasonldan szorzunk, Gsszegeziink és kapjuk, hogy
Pk — Pk_1 S1 + Pk_zsz — et (*1 )iPk_isi +---+ (71)npk—n3n =0.
4.32. feladat (Newton—Waring-képletek). Legyen Py = Xk + ... + Xk,
a) Fejezziik ki P2, P3 és Ps-et s71,82,53 és s4 fliggvényében, ha n =23 és han > 4.
b) Ha n = 4, fejezzik ki s1, 2,53 és sq-et Py, P2, P3 és Py fliggvényében.
4.7.4. Diszkriminans és rezultans
A. Diszkriminans. Tekintsiik a kovetkezé n hatarozatlani polinomot:
1 1 .. 1
X3 X2 ... X
An=| . C = T X=X ezX,..., Xal.
X3 X3 D G
Ha o € Sy, akkor 0*(A,) = sgn(0)An, vagyis A, nem szimmetrikus polinom, de A2 szimmetrikus polinom.
4.7.16. definicié. A%-et az (Xj,...,Xy) rendszer diszkrimindnsanak nevezziik.
1 T T Xy ... X!
n—1
A2 X.1 X.z X.TL . 1 X.z le _
Xtoxst o X X, L x!
n P] Pz . Pn_1
Pq P, P3 ... Pn
—| P2 Ps Py ... Pups
Pnfl Pn Pn+1 oo P2n72
Legyen f = aoX™ + a1 X" ' + -+ an_1X + an € C[X], ap # 0. Feltételezziik, hogy «1,...,a, € C az f

gyokei.
4.7.17. definicié.
Af) = aé“‘zAﬁ(oq yoo,0n) €C

elemet az f polinom diszkrimindnsinak nevezziik.
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4.7.18. megjegyzés. a) A(f) = 0 < f-nek van t6bbszoros gyoke.
b) A szimmetrikus polinomok alaptételébdl és Viete-képleteibdl kovetkezik, hogy a A(f) diszkriminans kife-
jezhet6 az ap,..., an egylutthatdk segitségével.

4.7.19. példa. Legyen n = 2, f = X2 +aX + b és o1, az f gyokei. Hatdrozzuk meg A(f)-et a polinom
egyiitthatdéinak fiiggvényében:

Pilan, o) = o1 + o2 = —a, Palan,a0) = af +af =s7 —2s2 = a® —2b,

tehdt ebben az esetben

2 —a

Af) = ’—a aZ—2b

‘ =20’ —4b—a’=a’—4b
megeggyezik az eddig is ismert diszkriminanssal.
B. Rezultans.

Legyenek

f= (loXn-f—(l]Xni] 4+ -+ apn 1 X+ an,
g=boX™+b;X™ "+t am 1 X+ by,

komplex egyiitthatés polinomok, ahol n, m > 0, de nincs kizarva az, hogy ao = 0 vagy by = 0.

4.7.20. definicié. Az f és g polinomok rezultansanak nevezziik a kovetkez6 n + m-ed rendli determindnst:

a ai az . . . an 0 .
0 ao ai az . . . an O
0
. . . 0 a a1 ay . .. ... an
Res(o)=ly b, b, . . bm 0 .
0 by by by . . bm O
0 by by by . .. ... bn

ahol az els6 m sor tartalmazza az f egyiitthatoit, és az utolsé n sor tartalmazza a g egytitthatdit.

4.7.21. tétel. Legyen f,g € C[X]. A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) Res(f,g) =0.
(ii) Léteznek olyan f1,g1 € C[X], amelyre fg1 +f1g =0, degf; <mn, degg; < m.
(iii) ap =bo = 0 vagy létezik olyan h € C[X] amelyre h|f, h|g és degh > 1.

Bizonyitds. (iii)<=(ii). Feltételezziik, hogy h € C[X], h|f, h|g és degh > 1. Ekkor léteznek az f1, g7 € C[X]
polinomok tgy, hogy f = hf; és g = —hgy; kovetkezik, hogy fg; + f1g =0, degf; <n, degg; < m. Ha pedig
ap = bo =0, akkor legyen f;1 =f és g1 = —g.

Forditva, ha f-nek és g-nek nincs valédi kozos tényezoje, akkor az fg; = —f1g egyenléségbdl kovetkezik, hogy
f|fy; és gl g, tehat degf <m, degg < m és ap =by =0.

(ii)&<=(i). Akkor és csak akkor léteznek olyan

f1 = C())(T171 + C]Xni2 +---+cCn-1,
g1 =doX™ T+ XM 24 ding

polinomok amelyre fg; + f1g =0, ha az

aodo + boco =0

ajdo + apdy + bico + bocy =0

ado+ardy +apd2 +  baco+bicy +boc, =0
homogén egyenletrendszernek van egy (do,...,dm—1,Co,...,Cn—1) nemtrivialis megolddsa. Egy ilyen megoldas
akkor és csak akkor létezik, ha Res(f, g)t = 0, azaz ha Res(f,g) =0. =
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4.7.22. tétel. Feltételezziik, hogy

f=aX—0a1)...(X—an),
g=bo(X—=B1)...(X=Bm).

FEkkor

Res(f, g) = ag H = (=1""bg [ [#(B)) = agbg [ ] (i -
i=1 j=1

i=1j=

—_

Bizonyitas. Mivel Res(f,g) = (—1)™™ Res(g, f), elég igazolni az elsé egyenléséget. Tovabbd, elég tanulmanyozni
az ,,altaldnos esetet”: feltételezhetjiik, hogy g(x1),..., g(an) pdronként kiilonbozé szamok.
Tekintsiik az f, g — Y € C[Y][X] polinomokat; ekkor

Res(f,g—Y) = (—1)"apY™ + - - - + Res(f, g).

Vegyiik észre, hogy o kozos gyoke az f és g — g(oi) polinomoknak, tehat mindketté oszthaté (X — op)-vel. Az
eléz6 tételbdl kovetkezik, hogy Res(f,g — g(ai) = 0, tehdt Bézout tétele szerint a Res(f, g —Y) € C[Y] polinom
oszthatd (g(oy) — Y) nal i =1,...,n. Mivel g(e1),...,g(catn) paronként kiilonbozd szamok, kovetkezik, hogy
Res(f,g) = aJ TTi, ( —Y), és végiil, Y-t behelyetesitjiik 0-val. m

n(n-1)
2

4.7.23. tétel. A(f) = (—1) 2 Res(f, ).

Bizonyitds. A 4.7.22. tétel szerint Res(f,f') = a} ' []iL, f . Mivel
n
= ap S X o)
i=1j#1

kovetkezik, hogy f'(ai) = ao [ [; (i — o), tehdt

Res(f, ') = ctorL ! HH — o)

i=1j#1

nn—-1)
=ao(~1)" 7 a3™ ZH o — og)?

j<i
n(n—1)

=ao(—=1)" 7 A(f). |

4.33. feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd komplex egyiitthatds polinomok diszkriminansat:
a) f = aX? +bX+c.
b) f=X3+aX+b.
c) f=X3+aX?+bX+c.
d) f=X"+a.
e) f=X"+X"T 4. £ X+1.

4.34. feladat. Szamitsuk ki az Res(f, g) rezultanst, ahol
a) f = aoX? + a1X+az és g = bpoX? + b1 X + by.
b) fe C[X] és g=X—a.

4.35. feladat. Legyenek f, g, h € C[X], és igazoljuk, hogy:
a) Res(fg, h) = Res(f, h) Res(g, h).
b) A(fg) = A(f)A(g) Res(f, g).

4.7.5. Algebrai egyenletek

A XIX. szézadig az algebra f6 célja a valds egylitthatds algebrai egyenletek gyokeinek meghatarozasa volt, azaz
modszereket kerestek a gyokok kifejezésére racionalis fliggvények segitségével.

A Galois-elmélet bebizonyitja, hogy ennek a poblémanak nincs mindig megoldédsa, vagyis léteznek algebrai
egyenletek melyeknek gyokei nem fejezheték ki raciondlis gyokfiiggvények segitségével. Ugyanebbdl az elméletbdl
kovetkezik, hogy az 6tnél kisebb foku algebrai egyenletek mindig megoldhatok gyokok segitségével.

A. A binom egyenlet: x™ =z, ahol z =1(cost +isint) € C.
Megoldéasai x, = ¥/T(cos(t + 2km)/n + isin(t + 2kn)/n), ahol k € {0,...,n — 1}

A tovébbiakban bemutatjuk a masod-, harmad- és negyedfoki egyenletek megolddsat C-ben.
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B. méasodfoki egyenlet: y? + ay +b = 0.
Helyettesitjiik y-t x — a/2-vel; ekkor x? = a?/4 —b, x72 = ++/a2/4 — b; kovetkezik, hogy y1.2 = x12 —a/2.

C. harmadfoki egyenlet: y> + ay? +by +c =0.
Helyettesitjiik y-t x — a/3-mal. Azt kapjuk, hogy

x3 4+ x(b—a?/3)+ (2a®/27 —ab/3 +¢) =0,

tehat elég vizsgdlni az x3 + px + q = 0 egyenletet.
Az x megoldast x = u + v alakban keressitk. Az (u +v)3 = u® + v3 + 3uv(u + v)-bél kovetkezik, hogy
(w+v)3 =3uw(u+v) — (w3 +v3) =0, azaz x> — 3uvx — (u3 +v3) = 0. Ekkor

{Suv =P, {uv =-p/3 N {u3v3 =-—p3/27

(W +v?) =gq w v =g Wy =g

kovetkezik, hogy u? és v3 gydkei a kovetkezé masodfoki egyenletnek: z2 4 qz—p3/27 = 0, melyeket kifejezhetiink
mint: z1 2 = —q/2 + \/p3/27 + q? /4.

Legyenek u,v € C tigy, hogy u® = z7 és v = z; és uv = —p/3; ekkor a keresett megoldasok: x; = u+v, x2 =
eu+ e2v, x3 = e?u + ev, ahol ¢ egy harmadrendi primitiv egységgyok.

D. negyedfoki egyenlet: y* + ay> + cy? +dy +e =0.

Helyettesitjiik y-t x — a/4-gyel; kovetkezik, hogy elég targyalni az x* + px? + qx + 1 = 0 egyenletet.

Az x megolddst x = u + v 4+ w alakban keressiik. Eszrevessziik, hogy (u 4+ v + w)?2 = u? +v2 + w? +
2(uw +vw +uv), azaz (W +v +w)? — (u? +v2 +w?) = 2(uw + vw + uv). Ezt négyzetre emelve kapjuk, hogy
W+ v+w)?* —2(u+v+w)P2(u? +v2 +w?) + (U2 +v2 + w?)? = 4(uw? +v2w? + u?v?) + Suvw(u + v + w).
Kovetkezik, hogy

x* = 2(u? +v2 + w)x? — Suvwx — 2(u?v? + uPw? +viw?) +ut v+t =0,

tehat
u? +v2 +w? =—p/2
utv? +utw? 4 v2w? = (p? —4r)/16;
u?viw? =q?%/64

kovetkezik, hogy u?,v?, w? megoldésai a

2’ 4+ (p/2)2% + ((p* — 47)/16)z— q°* /64 = 0.
harmadfoku egyenletnek. Legyenek z1,z;3,z3 a gyokok, és legyen

u==+z1, v==4yz2, w=+%z3
ugy, hogy uww = —q/8. Ekkor

X1 =Uu+v4+w, x=U—V—W, X3=—U+V—W, Xg =—U—V+ W,

2. Mddszer: Az x* +px? + qx + 1 = 0 egyenletet felirjuk az
(x* + (p/2) + 0)? — (200 — qx + (& +por—1+ (p?/4)) =0

alakban, ahol a masodik tag teljes négyzet, ha  teljesiti a g% — 8a(a? +pox — 1+ p?/4) = 0 egyenlséget (vagyis
o egy harmadfokd egyenlet gyoke).
Az gy meghatdrozott a-ra felirhaté az (x2 +p/2 + «)? — 2a(x — q/(4x))? = 0 egyenlet, tehat elég megoldani
az x> —0x+ (p/2+a+q/(20)) =0 és x2 +0x+ (p/2+a—q/(20)) = 0, masodfokii egyenleteket, ahol 82 —2x = 0.
(A fentiekben feltételeztiik, hogy q # 0. Ha q = 0, akkor x* + px? + gx + 1 = 0 bikvadratikus egyenlet.)

4.36. feladat (Harmadfoki egyenlet). a) Igazoljuk, hogy x1,x2,%3 valéban az x> +px+q = 0 egyenlet gyokei,
vagyis telyesiilnek a Viete-képletek: x1 +x2 +x3 =0, x1x2 +x2%x3 + X1X3 =P, X1X2X3 = —(.
b) Oldjuk meg a kovetkez egyenleteket:

1. y3 +6y% + 21y +52=0.
2. y3+3y? -3y —14=0.

c) (Valds egyiitthatds egyenlet tdrgyaldsa) Feltételezziik, hogy p,q € R. Tudjuk, hogy az f = X3 +pX + q
polinom diszkriminénsa A(f) = —4p3 —27q? = —108(‘14—2 + %). Igazoljuk, hogy:
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1. Ha A(f) < 0 akkor x1 € R és x2,x3 € C konjugaltak.
2. Ha A(f) =0, akkor x1 = 2x, xp =x3 = —« € R.
3. Ha A(f) > 0, akkor x7,x2,x3 paronként kiillonb6z8 gyokok (casus irreducibilis).

4.37. feladat (Negyedfoki egyenlet). a)Igazoljuk, hogy x1,%2, X3, X4 valéban az x> +px?+qx+1 = 0 egyenlet
gyOkei, vagyis teljeslilnek a Viete-képletek: x1 +x2 +x3 + x4 =0, Xx1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + X2X4 + X3X4 = P,
X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4q + X2X3X3 = —(, X1X2X3Xq4 = T.

b) Oldjuk meg az y* — 4y3 — 6y? — 92y — 91 = 0 egyenletet.

4.8. Integritastartomanyok aritmetikaja
Ebben az alfejezetben A-val jeloliink egy integritastartomanyt és K-val az A hanyadostestét, tehat
K={a/b|a,be A, b#0}.

Péld4ul, ha A = Z, akkor K = Q; ha A = Z[V/d], akkor K = Q(v/d); ha A = k[X] (ahol k test), akkor
K=k(X) ={f/g|f,g€kIXI]}.

4.8.1. Oszthatésag. Primelem és irreducibilis elem

4.8.1. definicié. Legyenek a,b € A. Azt mondjuk, hogy a osztja b-t (jel6lés: alb), ha létezik olyan ¢ € A
amelyre b = ac.
4.8.2. megjegyzés. 1) A fent értelmezett ,,|” relacié elérendezési relacio, és dltaldban nem szimmetrikus és nem
antiszimmetrikus.

2) Ha alb és alc, akkor alb + c¢; ha alb és alb + ¢, akkor alc.

3) Ha alb és c|d, akkor aclbd, azaz ,,|” kompatibilis a ,,-”-sal.

4.8.3. definicié. Azt mondjuk, hogy a asszocidlt b-vel (jeldlés: a ~b), ha a|b és bla.

7 ki

4.8.4. megjegyzés. 1) Mivel |7 elérendezés, kiovetkezik, hogy a ,,~” relacié ekvivalenciareldcié A-n. Jeldljiik

a-val az a elem asszocialtsagi osztalyat, azaz
a={beala~b}

éslegyen A/. ={a|ae€ A} a,,~"szerinti faktorhalmaz.
2) Konnyen beldthaté, hogy a ~1 <= a € U(A); tovabba minden a,b € A esetén a ~ b akkor és csak akkor,
ha b = au, ahol u € U(A); kévetkezik, hogy 1T = U(A) és

a={au|ue U(A)} =alU(A) =al

minden a € A esetén.
Példaul: U(Z) ={1,—1} és ha a € Z, akkor a ={a,—a}.
3) Ha a~ b és c ~ d, akkor ac ~ bd, azaz ,,~ " kompatibilis a ,,-”-sal; kdvetkezik, hogy (A/-,-) monoid, ahol

ab = ab.
4) Ha A test, akkor U(A) = A* és A/ ={{0}, U(A)}.
5) Az (A/-,-) monoidon definidljuk a kovetkezd reldciot:
a<b < alb.

Mivel ,,|” elérendezés, kovetkezik, hogy a definicié nem fiigg a reprezenténsoktdl, es a ,,<” relacié rendezési relacié
A/.-n. Mivel ,,|” kompatibilis a szorzdssal, kovetkezik, hogy ,,<” is kompatibilis. Azt mondjuk, hogy (A/-,-, <)
rendezett monoid. Vegyiik észre, hogy

min(A/_, <) =1, max(A/.,<)=0.

4.8.5. definicié. 1) Legyen p € A, p # 0. Azt mondjuk, hogy p irreducibilis elem, ha nem invertalhaté és nincs
valédi osztdja, azaz, ha teljesiti a kovetkezo feltételeket:

1. p+1.
2. Minden a,b € A esetén, ha p = ab, akkor a ~ 1 vagy b ~ 1 (Mésképpen, a ~p vagy b ~ p).

2) Legyen p € A, p # 0. Azt mondjuk, hogy p primelem, ha teljesiti a kovetkezd feltételeket:
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1. p+1.

2. Minden a,b € A esetén, ha plab, akkor p|a vagy p|b.

4.8.6. tétel. Hap € A egy primelem, akkor p irreducibilis elem.

Bizonyitas. Mivel p primelem kovetkezik, hogy p + 1.
Feltételezziik, hogy p = ab. Akkor alp és blp, de mivel plab, kdvetkezik, hogy pla vagy p|b; kdvetkezik, hogy
p ~a vagy p ~ b, tehat p irreducibilis. m

4.8.7. definicié. Legyenek x1,...,x, € A és d,m € A.

a) d legnagyobb kézds osztdja xi,...,xn-nek , ha d= infa, {X1,...,%Xn}.
Jel6lés: d = In.k.0.(x1,...,%n) = (X1,...,Xn).

b) m legkisebb kozds tobbszérdse x1,...,xn-nek, ha M =supy, {X1,...,Xn}.
Jelblés: m = lkk.o.(x1,...,%n) = [X1,...,Xn].

d|X1 Yyt d‘x‘ﬂa

4.8.8. megjegyzés. 1) d = (x1,...,Xn) &=
8Je8y ) (1 n) {ha d’Ixqy,...,d"[xn, akkor d’|d.

X1 ‘m) et )Xﬂ|m)

2)m=[x1,..-,Xn](:>{

Vegyiik észre, hogy d és m, ha léteznek, csak asszocialtsdg erejéig vannak meghatarozva, azaz a d és m
osztalyok egyértelmiien meghatarozottak.

ha x7/m/, ..., xn|m’, akkor m|m’.

4.8.9. tétel. Legyenek x,y,x1,%x2,X3 € A, és feltételezziik, hogy az aldbbi l.n.k.o-k léteznek.
1) (x1,%x2,%3) = ((x1,%2),%3) = (x1, (x2,%3)).
17) [x1,%x2,x3] = [[x1,%x2],x3] = [x1, [x2,x3]].
2) xly &= (x,y) =x &= [yl =v.
3) (x1x3,%x2x3) ~ (x1,%2)X3.
Partikuldrisan, ha d = (x1,x2),x1 = dxj,x2 = dx}, akkor (x],x}) = 1.
4) Ha (X],Xz) = 1, akkor (X],Xng) = (X] ,Xg].
Partikuldrisan, feltételezziik, hogy (x1,x2) = 1. Ekkor

a) Ha (X],Xg) = 1, akkor (X],Xng) =1.
b) Ha xi|x2x3, akkor x1|x3.
5) x1x2 ~ [x1,%2](x1,%2).

Bizonyitas. 1) Legyen d = (x1,%x2,%x3) és d’ = ((x1,x2),%3).

Akkor d|x1,x2,x3 & d[x1x2 és d|x3 & d|(x1,x2) és d|x3 < d|((x1,%2),x3), azaz d|d’.

Forditva kovetkezik, hogy d’|(x1,x2) és d’|xz <= d’|x1,d/|xz és d'|x3 = d’|(x1,x2,%3), azaz d’|d.

2) xly <= x < = inf{x,§} =X < (x,y) =x &= sup{X, ¥} =y &= [x,yl =y.

3) Mivel (X],Xz)‘X] és (X],X2)|X27 kévetkezik, hogy (X],Xz)X3|X1X3 és (X],Xz)Xg‘Xng; innen kapjuk, hogy
(x1,x2)%x3|(x1%3,%2%x3), tehat (x1x3,%2x3) = (x71,%x2)x3y, ahol y € A.

Tovabba

x1x3 = (x1%x3,x2x3)y’ = (x1,%2)x3yy’,
vagyis x1 = (x1,%2)yy’, és
x2x3 = (x1%x3,%2x3)y" = (x1,%2)x3yy”,

vagyis x2 = (x1,x2)yy”; kbvetkezik, hogy (x1,x2)y | x1,%2, azaz (x1,x2)y | (x1,%2). Kapjuk, hogy y ~ 1, vagyis
(x1x3,%2%3) ~ (x1,%2).

Partikuldrisan, ha d = (x1,%2) = (x1d, x5d) = d(x},x5), akkor (x},x5) = 1.

4) Alkalmazva a fenti tulajdonsdgokat

(x1,%x3) = (x1,1-%x3) = (x1, (x1,%2)x3) =
x1, (x1x3,%2%3)) =
(x1,%x1%3),%2%3)) =
X1,%X2%X3).

=
=
=
=

5) Legyen d = (x1,%2),x1 = dx},x2 = dx}) és m = dx{x}. Mivel

m = dxjx5 = x1x5 = x{x2,
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kovetkezik, hogy x1,x2|m, azaz m kozos tobbszoros.

Feltételezziik, hogy x1,x2/m’; kovetkezik, hogy m’ = xju = xpv, azaz m’ = dxju = dx,v. Akkor m'x) =
dxixbu = mu é m’x] = dxjxiv = mv, vagyis mim’x], mim’x}; kovetkezik, hogy m|(m’xj,m’x}), de
(m'x], m’x}) =m/(x],x5) =m’, tehdt m/m’.

Igazoltuk, hogy m = [x1,%x2] és x1x2 = ddx{x} = dm = (x1,%2)[x1,%x2]. =

4.38. feladat. Legyenek x; € A, és feltételezziik, hogy az aldbbi L.n.k.o-k 1éteznek.

a) (x1,... Xnaxn+1) ((cty ooy xn )y Xng1)s Ixay e Xy Xnga] =[x, o0 xnd Xl
b) ( x1x XnX) ~ (X1, .00, X0 )X

¢) Ha (x,xi) =1,1i=1,...,n, akkor (x,x7...x,) = 1.

d) Ha (xi,%5) —1 mlndenlJ—l .., M, 1 #£j esetén, akkor [x1,...,Xn] = X7 ...%Xn.

4.8.2. Faktorialis gytirik

4.8.10. definicié. Azt mondjuk, hogy A faktoridlis (Gauss-)gytirii, ha minden a € A, a # 0 és a ¥ 1 esetén
az a elem felbonthaté irreducibilis tényezékre és egy asszocialtsagtol eltekintve a felbontéds egyértelmi, azaz

1. Léteznek a p1,...,pk irreducibilis tényezok ugy, hogy a =p1...pk.
2. Ha a = g1 ... q1, ahol q; irreducibilis tényezdk, akkor k = 1 és 1étezik o € Sy 1gy, hogy pi ~ qg(i)-
Jeldlje (a) =k az a elem hosszdt.

4.8.11. megjegyzés. Legyen A eg faktoridlis gyfirfi, és legyenek a = upj'...p3r, b = vp?‘ ...ptm. ahol
si,ti > 0, u,v € U(A), pi prim elemek és p; # p;, ha 1 # j. Ekkor

alb & s; <ty minden i € {1,..., m} esetén
a~b & s; =t minden i € {1,..., m} esetén.
(a,b) ~ mln{S1 ,tl} pTI:ﬂm{ST )
[a,b] ~ max{s] t1} p:}]axlsr,t 1

4.8.12. tétel (Faktoridlis gyliriik jellemzése). Legyen A egy integritdsi tartomdny. A kovetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

1) A faktoridlis gytird.

2) Az A gylird teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(a) Az (A/~,<) rendezett halmazban minden szigorian csékkend sorozat véges (azaz ha (ai)i>1,ai € A 1y,
hogy aiy1lay minden i > 1 esetén, akkor létezik n gy, hogy ai = @i+ minden i > n esetén).

(b) Minden a,b € A esetén létezik (a,b) € A.
3) Az A gylird teljesiti a kovetkezd feltételeket:
(a) Az (A/~, <) rendezett halmazban minden szigorian csokkend sorozat véges.

(b) Ha p € A irreducibilis elem, akkor p prim.

Bizonyitds. 1) = 2) a) Mivel (ai)i>1,ai € A gy, hogy aiyila; minden i > 1 esetén kévetkezik, hogy
Wait1) < Yay). De Yai) € N ezért az 1(ay)i>1 szigorian csokkend sorozat véges, azaz létezik n € N gy, hogy
lais;1) = l(ai) minden 1 > n esetén.

b) Legyenek a,b € A. Ha a =0, akkor (a,b) =b. Ha a ~ 1, akkor (a,b) =

Feltételezzitk, hogy a #1,b 1 ésa=up; ...psr, b=vpy ...ptr, ahol si,t; > 0, u,v € U(A) és p;
irreducibilis elemek.

Ha cla és c|b, akkor, a felbontds egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy ¢ = wp)' ... pir alakd, ahol 1y < sq, ty;
kovetkezik, hogy

((1 b) m1n{s1 vt} ”pﬁin{sm‘tm}‘

2) = 3) Legyen p € A egy irreducibilis elem. Akkor p # 0, p # 1, és feltételezziik, hogy plab, p t a. Igazolni
kell, hogy p|b.

Mivel plab, kovetkezik, hogy (ab,p) =p, de p t a ezért (a,p) = 1. Tovdbbd

(p,b) = (p, (a,p)b) = (p, (ab,pb)) = ((p,ap),ab) = (p,ab) =p

tehat plb.
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3) = 1) A felbontés létezése: Legyen a € A, a #0, a ¥ 1.

Ha a irreducibilis, akkor a = a. Ha a nem irreducibilis, akkor a = a;aj kovetkezik, hogy ajla és a; # a (azaz
dy < a). Ha ay nem irreducibilis, akkor a; = aya} kovetkezik, hogy azlay és az ¥ ay (azaz dz < dy).

Folytatva az eljarast kapunk egy a > a; > da; > d3 > ... végtelen csokkeno sorozatot, ellentmondés a
feltevéssel.

Egyértelmiiség: feltételezziik, hogy a = p1...pn = q1...qm. Mivel py, q; irreducibilis elemek, a feltevés
szerint primek is.

Mivel p1lq7 ... qm és p1 prim, feltételezhetjiik, hogy p1|q1, de q; irreducibilis tehat p; ~ q1; kdvetkezik, hogy
P1...Pn=U1q1...qm, ahol u; ~ 1, vagyis p2...Pn~q2...qm-

Indukciéval folytatva, kapjuk hogy n = m és p; ~ q; minden i € {1,...,n} esetén. m

4.39. feladat. Legyen A egy faktoridlis gyliri és a,b,c € A. Igazoljuk, hogy:
a) (a,[b,cl) = [(a,b),(a,c)] és [a, (b,c)] = ([a, bl,[a,c]).
b) (a,b) = (a,c), [a,b] =[a,c] = b~c.
¢) [a,b,clla,b][b,cllc, a] ~ abc(a,b,c).

4.40. feladat. Legyen A egy faktorialis gytirti, a,b € A, m,n € N és d = (m,n). Igazoljuk, hogy
a) Ha a = bq + r, akkor (a,b) = (b, ).
b) Ha (a,b) =1, akkor (a™ —b™,a™ —b") = a¢ — b4,

4.41. feladat. Az A faktoridlis gy(iri nek véges szdmu invertdlhat6 eleme van (A nem test). Igazoljuk, hogy
A-ban végtelen sok nemasszocialt irreducibilis elem létezik.
Alkalmazds:

a) A =Zy[X];

b) A = Z[iv/d], ahol d > 1.

4.42. feladat. Ha A faktorialis gyfiri és S C A egy multiplikativ zart rendszer, akkor S~'A is faktorialis.

4.8.3. Foidealgyturik

Ha a € A akkor (a) = aA ={ax | x € A} az a elem &ltal generdlt féidedl. Tekintsiik az (J(A), C) teljes halét és
az (J¢(A) ={(a) | a € A}, C) féidedlok rendezett halmazat.

4.8.13. lemma. Ha ¢ : A/. — J:(A), @(a) = (a) és ¥ : J¢(A) — A/, V((a)) = (a), akkor @, csokkend
fiiggvények ésp = @ ".

Bizonyitas. Ha a|b, akkor 1étezik ¢ € A 1gy, hogy b = ca € (a), tehat (b) C (a). Forditva, ha (b) C (a), akkor
b € (a), tehéat alb. Kovetkezik, hogy

a~b < dalb, bla & (a) = (b).

1

Azonnal kovetkezik, hogy @ és 1P jol értelmezett csokkené fliggvények éshp =@~ '. m

4.8.14. definicié. Az A integritastartomanyt, melynek minden idealja f6idedl fdidedlgydrinek nevezzik.
4.8.15. tétel. Ha A foidedlgytiri, akkor A faktoridlis gyiri. Ebben az esetben minden a,b € A esetén
d=(a,b) & (a) + (b) = (d),
m = [a,b] & (a) N (b) = (m).

Bizonyitds. Mivel A f6idedlgytirti, kovetkezik, hogy J(A) = J¢(A), tehdt (J(A), C) és (A/, <) antiizomorf haldk.

Ha a,b € A, akkor létezik d € A 1gy, hogy (d) = sup{(a), (b)} = (a) + (b); kévetkezik, hogy d = inf{a, b},
tehdt d = (a, b). ~ R

Ha a,b € A, akkor létezik m € A 1gy, hogy (m) = inf{(a), (b)} = (a) N (b); kovetkezik, hogy d = sup{a, b},
tehdt m = [a, b].

Igazolni kell még, hogy A/_.-ben minden szigortian csékkend sorozat véges. Ha a; € A, i € I egy sorozat gy,
hogy aii1lai, akkor (a;) C (aiy1) minden i > 1 esetén. Legyen I = J;~(ai) és igazoljuk, hogy I < A. Valdban,
I # 0; ha x,y € I, akkor 1étezik 1,j dgy, hogy x € (ai) ésy € (b;); feltételezjetjiik, hogy 1 < j, tehat x,y € (qa;),
ésx—y€(ay) CL. Haxelésre A, akkor létezik i gy, hogy x € (a;), tehdt rx € (a;) C L.

Mivel I f6idedl 1étezik a € A 1gy, hogy I = (a); de a = a-1 € I, tehat létezik n gy, hogy a € (a,); kovetkezik,
hogy I = (a,) tehdt I = (a;i) és a; ~ a minden i > n esetén, vagyis tehdt a; ~ aj;1 minden i > n esetén. m
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4.8.16. megjegyzés. 1) Ha a,b € A és d = (a,b), akkor létezik u,v € A gy, hogy
d = au + bv.

2) (a,b) =1 & létezik olyan u,v € A amelyre 1 = au + bv.
Valéban ha u,v létezik és d = (a,b), akkor dla és d|b; kovetkezik, hogy dlaw + bv = 1, tehdt d ~ 1, és
(a,b) = 1. Forditva kovetkezik a)-bol.

4.8.17. kovetkezmény. Legyen A eqy fbidedlgyird. p € A irreducibilis elem akkor és csak akkor, ha A/(p) test.

Bizonyitéas. Feltételezzuk, hogy p irreducibilis. Igazolni kell, hogy A/(p)-ben minden nemnulla elem in-
vertalhat6. Legyen a € A\ (p); akkor (a,p) = 1, tehét léteznek u,v € A gy, hogy au + pv = 1. Kovetkezik,
hogy A/(p)-ben (a+ (p))(u+ (p)) =1+ (p), azaz (a + (p)) ' =u+ (p).

Forditva feltételezzuk, hogy p nem irreducibilis. Ha p ~ 1 akkor (p) = A és A/(p) = {0} nem test; ha p = ab
egy valédi felbontéds A-ban, akkor A/(p)-ben a+ (p) # (p), b+ (p) # (p) és (p) = (a+ (p))(b+ (p)), tehat A/(p)
nem test, mert léteznek zérusosztok. m

4.8.18. tétel (A kinai maradéktétel). Legyen A egy féidedlgyiird, legyenck ay,...,ar € A, (ai,q5) =1,1<
i,i <r, i#j. Akkor

A/lar) x - x A/(ar) ~ A/(ar---ax).

Bizonyitas. Legyen f : A — A/(a;) x -+ x A/(a;) f(x) = (x + (a1),...,x + (a;)). Igazoljuk, hogy f
gyliriimorfizmus:

f(x+y)=Mx+y+(ar),...,x+y+(a;) = (x+(a1) +y +(ar),...,x+ (a;) +y +(a;)) =

=(x+(a )-.-X+(ar))+(y+(a1),-~,y+(a1))=f(><)+f(y);

fixy) = (xy + (a1),...,xy + (a;)) = ((x + (a1))(y + (a1)), ..., (x + (ar))(y + (a;))) =
=(x

+ (ar), ~--,X+(ar))(y+(a1%~-~,y+(a1)) = f(x)f(y).
Meghatarozzuk Ker f-et:

Kerf={x € A[f(x) = (x+(a1),...,x+ (a;)) = ((a1),...,(ar))} =
={xeAlayx, i=1,...,1}=
={xeAla...a:lx}=(ar...a).

Az 1. izomorfizmustételbol, kovetkezik, hogy létezik az
f:A/Kerf - Imf, f(x+(aj...a;))=f(a)=(x+(a),...,x+ (a7))

izomorfizmus, ahol A/ Kerf =A/(a;s...a,). B
Végiil, igazoljuk az f sziirjektivitasit. Pontosabban, az f morfizmus bijektivitdsa ekvivalens azzal, hogy
barmely bq,...,b, € A esetén az

X b] (mod (11)

x =Db, (mod a,)

kongruenciarendszernek van megoldasa A-ben és barmely két megoldas kongruens modulo aj - - - a,.

A kongruenciarendszer megolddsa. A kovetkezé jeloléseket vezetjik be: M = aj---a,, My = aM Itt
(Mi, ai) = 1 mert (ai, a;) = 1 minden 1 # j esetén. Kovetkezik, hogy léteznek ui, vi € A ugy, hogy Miwi +aivi =
], tehat Miui = 1 (mod (11).

Legyen x := Z biMiui. Ekkor x = by (mod ai), mert M = 0 (mod a;), ha j # 1. Tehdt x az egyetlen

=1
megoldas mod M ]

4.8.4. FEuklideszi gytiriik

4.8.19. definicié. Legyen A egy integritastartomany, és ¢ : A* — N egy fliggvény ugy, hogy minden a,b €
A,b # 0 esetén létezik g,r € A tgy, hogy a = bg+ 1 és v = 0 vagy @(r) < @(b). Akkor (A, @)-t euklideszi
gytrinek nevezzik, és @ neve pedig euklideszi norma.
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4.8.20. példa. 1) A (Z,|-]), ahol @(a) =|a| € N,a € A, euklideszi gy(irii (ldsd az 1.1.1. tételt).
2) Ha K egy kommutativ test, akkor (K[X],deg), ahol @(f) = degf € N, euklideszi gyfirti.
3) Legyen d € Z négyzetmentes szém, ZIVdl ={z|z=a+bVd, a,beZ és

N: Z[Vd = N, N(z) = |zz| = |a® — b?d|.

Ha d € {+1,42, 3}, akkor (Z[v/d], N)} euklideszi gyfiri. Ha d € {—3, 5}, akkor (Z[v/d], N)} nem euklideszi gyfirf.
4) Ha K egy kommutativ test, A = K[[X]], f= Zizo a; X' egy formalis sor, és

o(f)=min{i>0]|a; #0} € N,
akkor (K[[X]],0) euklideszi gytrti.

4.8.21. tétel. Ha A euklideszi gyiri, akkor A féidedlgyiiri.

Bizonyitas. Legyen [ < A. Ha I ={0}, akkor I = (0). Feltételezziik, hogy I # {0} és igazoljuk, hogy létezik a € I
tigy, hogy (a) = 1.

Legyen n = min{@(x) | x € I,x # 0}, és a € I dgy, hogy ¢(a) = n. Mivel a € I kovetkezik, hogy (a) C L.
Forditva, legyen b € I; akkor b = aq + 1, ahol g,r € A, és v =0 vagy @(r) < @(a). Mivelr=b—aq €1, a ¢(a)
minimalitasabdl kévetkezik, hogy v =0, azaz b € (a), tehat [ C (a). m

4.8.22. kovetkezmény (Az aritmetika alaptétele). Minden a € Z, a & {—1,0, 1} esetén léteznek és j6l meg-
hatdrozottak a p1,...,pn € N primszamok gy, hogy a = £p1...Pn-

4.8.23. megjegyzés. a) Ha (A, @) egy euklideszi gyliri és a,b € A, akkor létezik (a,b) =d € A. A d elem
meghatarozhaté az euklideszi algoritmus segitségével: ha b # 0, akkor

—

a=Dbqr+711, @(r1)<e(b
b=r1q2+712, @) <er)
T =T2q3 + 713, @(r3) < @(T2)

Tho1 =Tnlnt1 + Tnt1, @(Tng1) < @(rn)
Thn = Tn+10n+2 +0,

akkor (a,b) =1, azaz (a,b) egyenld az utolsé nem nulla maradékkal.
Valéban, ha a = bq + v, akkor (a,b) = (b, r); kovetkezik, hogy

(a)b) = (b,T‘]) = (T1vT2) = .. = (Tn71 ,T‘n) = (Tn»Tn+1) =Tn+1.

b) Ha d = (a,b), akkor léteznek u,v € A 1dgy, hogy d = au + bv. Az u és v elemek is kiszdmithaték az
euklideszi algoritmusbél. Valéban,

(Cl,b) =Tntl =Tn-1 —Tndn4+1 =
=Tn-1— (T2 —Th-1dn)dns1 =
=Tn 11+ dndni1) —Th20n-1 =
=Tn—1Un—1 +Th-2Vn-1,

és indukcioval folytatjuk.
4.8.24. tétel. Legyen R euklideszi gyiri és a, b, c € R. Az
ax+by=c

egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (a,b) | c. Ha az egyenletben a, b kézzil legaldbb az egyik nem nulla,
tovdbba az egyenlet megodhato és xo, Yo egy megoddsa, akkor bdrmely megoldds a kovetkezd alakban dll eld:

a
y=yo— ——t, teR.

x=xot @o)"

b
(a,b) "

Bizonyitids. Ha az ax + by = c egyenletnek van megolddsa, akkor az egyenlet bal oldaldnak osztéja az a, b
elemek legnagyobb ko6zos osztdja, ezért osztdja a jobb oldalnak is, azaz (a,b) | c. Tegyiik fel, hogy (a,b) | c
teljesiil és (a,b)u = c. Ekkor a fentiek szerint az ax = by = (a,b) egyenletnek van megoldésa; legyen ez xq,
Y1, azaz ax; + by; = (a,b). Beszorozva az egyenloséget u-val, kapjuk: axju + byju = (a,b) = c. Tehédt x;u
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és y1u megoldédsa az eredeti ax = by = c egyenletnek. Tegyiik fel, hogy xo, Yo egy megolddsa az ax = by = ¢
egyenletnek, és legyen x, y tetszoleges megoldas, azaz axp + byp = ¢, ax + by = ¢, tehat

a(x —xo) + by —yo) =0.

A feltevés szerint a, b koziil legalabb egyik nem 0, igy (a,b) # 0. Tehét ﬁ(x —Xg) = —ﬁ(y —Yo). Mivel

(a7 (a‘,’b)) =1, (J,’b) [ x —x0 é 2%y | Y — yo. Kovetkezik, hogy 3t,s € R tigy, hogy

_b . I N
@b YT T (@p”

Ha behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe, kapjuk, x,y megoldas akkor és csak akkor, hat=—s. m

X =Xo +

4.43. feladat. Legyen d € Z négyzetmentes és N : Z[v/d] — N, N(z) = |zz|. Igazoljuk, hogy:

a) A (Z[vd]/ ~, <) rendezett halmaz teljesiti a minimum kovetelményt.

b) Ha N(z) primszém, akkor z irreducibilis.

¢) A Z[iV3] gyfirtiben 4 = 2 -2 = (1 —iV/3)(1 + i/3) nemasszociélt felbontésok irreducibilis tényezékre.
(Kovetkeztessiik, hogy a 2, T—1v/3, 1+ 1y/3 irreducibilisek de nem primek.)

d) A Z[iV5] gyfirtiben 6 = 2-3 = (1 —iV5)(1 +1v5), és 21 = 3.7 = (4 — iV/5)(4 + iV/5) nemasszocialt
felbontasok irreducibilis tényez6kre. (Kovetkeztessiik, hogy a 2, 3, 1 — W5, 14+1V5, 3, 7, 4 —iV5, 4 +iV5
elemek irreducibilisek de nem primek.)

Igazoljuk, hogy nem létezik l.n.k.o(6,2(1 +1v/5)).

e) A Z[iV6] gyfirtiben 6 = 2 -3 = (—iv/6)(iv/6) nemasszociélt felbontésok irreducibilis tényezkre. (Kovetkez-
tessiik, hogy 2, 3, —iv/6, 1v/6 irreducibilisek de nem primek.)

f) Ha d < —3 paratlan, akkor 2 irreducibilis és nem prim Z[v/d]-ben.

g) Ha d =1 (mod 4), akkor Z[v/d] nem faktoriélis.

h) Ha d = —1,42,3, akkor (Z[v/d],N) euklideszi gyfirti.

4.44. feladat. a)* Ha A egy f6idedlgyfir(i, akkor A[[X]] faktoridlis.
b) (K[[X]], 0) euklideszi gylirti, ahol o(f) az f rendje.
¢) KI[X, Y]] = K[[X]I[Y]] faktoriélis.

4.45. feladat. Az A faktorialis gyfirtiben az irreducibilis elemek szama véges. Igazoljuk, hogy A euklideszi gytirti.
Alkalmazas: Igazoljuk, hogy az aldbbi gytiriik teljesitik a feltételt:

a) A=Zp) ={g [ p1b};

b) A = K[[X]].

4.8.5. Polinomgytrik aritmetikaja

Ebben a paragrafusban részletesen vizsgaljuk a polinomgy{iriik aritmetikai tulajdonsdgait. Mivel K[X]-ben érvé-
nyes a maradékos osztds tétele, az elsé eredményiink a kovetkezo:

4.8.25. tétel. (K[X],deg) euklideszi gyiiri.

4.8.26. példa. 1) Ha f € K[X] és deg f = 1, akkor f irreducibilis polinom.

2) Ha degf = 2 vagy deg f = 3, akkor f irreducibilis akkor és csak akkor, ha f-nek nincs gyoke K-ban.

Val6éban, ha f(a) = 0, akkor Bezout-tétel szerint f = (X—a)g, vagyis f nem irreducibilis. Forditva, feltételezziik,
hogy f-nek nincs gytke K-ban és legyen f = gh, ahol degg, degh > 1. Ha degg =1, akkor g = aX+ b és —b/a
gyoke g-nek; kovetkezik, hogy f(—b/a) = 0, vagyis f-nek van gytke K-ban, ellentmondas.

3) Az f = X* + 1 € RIX] polinomnak nincs gycke R-ben, de

f=X"4+2X24+1-2X2 = (X2 + V2X+ 1)(X? = V2X + 1)

reducibilis.
4) A X testet algebrailag zdrtnak nevezziik, ha minden f € K[X], degf > 1 esetén f-nek van gyoke K-ban
(példéul C algebrailag zart); kovetkezik, hogy az f € K[X] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha degf = 1.
5) Az f € R polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha deg f = 1 vagy ha degf =2 és A(f) < 0.

4.8.27. megjegyzés. 1) Az A[X] gylirtiben f ~ 1 & f € U(A), és
f~g&= (F)ae U(A):g=af.
2) A K[X] gytiriben f ~ 1 & f € K*, és

f~g&= (J)aeK*:g=af.



4.8. Integritastartomdnyok aritmetikdja 148

4.8.28. tétel. Ha A nem test, akkor A[X] nem fbidedlgydri.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy létezik I < A[X] tgy, hogy I nem féide4l.
Mivel A nem test, létezik a € A, a # 0 nem invertdlhaté elem. Legyen

[=(a,X)={ag+Xh|g,h e AX]} < AX].

Feltételezziik, hogy létezik f € A[X] gy, hogy (a,X) = f. Ekkor léteznek g € A[X] gy, hogy a = fg és
h € A[X] tgy, hogy X = fh; kovetkezik, hogy degf = 0, azaz f € A, és f invertalhaté mert fh = X. Akkor
(f) = A[X] = (a, X), tehdt léteznek u,v € A[X] dgy, hogy 1 = au + vX; kovetkezik, hogy v = 0, tehdt au = 1,
azaz a € U(A), ellentmondés. m

Kijelenthetjiik a paragrafus féeredményét:
4.8.29. tétel. Ha A faktoridlis gytirti, akkor A[X] is faktoridlisgytird.
A tétel bizonyitasdhoz sziikséglink van néhany fogalomra és segédtételre.

4.8.30. tétel. Ha p € A primelem az A integritdstartomdnyban, akkor p prim A[X]-ben is.

Bizonyitas. Mivel p € A primelem kovetkezik, hogy p nem invertdlhaté. Feltételezziik, hogy f,g € A[X] és pl|fg,
és igazoljuk, hogy plf vagy plg. Legyen f =3 I j ;X' és g = Y " b;X), ahol ai,b; € A, és feltételezziik, hogy
ptfésptg.

Ekkor létezik k =min{i > 0| pfai}, 0 <k <mnésl=min{j > 0|pfbs}, 0 <1< m. Mivel fg=3 ™ "¢ X",
a fentiek alapjan kovetkezik, hogy

plek+1 = apbyyr + arbrgi—1 + -+ -+ axby + -+ + axy1-1b1 + ax4ibo.

Mivel p osztja az ag,...,ax_1,bo,...,b1_1 elemeket, kovetkezik, hogy plaxby; de p prim, tehat p|ay vagy plby,
ellentmondas. m

4.8.31. definicié. Legyen A egy faktoridlis gytirti, f € A[X], f =Y I' j a; X', és
C(f) = (QO) ey an)
az f tartalma. Az f polinomot primitiv polinomnak nevezzik, ha c(f) ~ 1.

4.8.32. megjegyzés. f =c(f)-f’, ahol c(f) € A és ' € A[X] primitiv polinom. Ez a felirds egyértlmii, azaz ha
f = af’ =bf”, ahol f/,f” € A[X] primitiv polinomok, akkor a ~b és f/ ~ {".

4.8.33. lemma (Gauss). Legyen A egy faktoridlis gytirG. Haf,g € A[X] primitiv polinomok, akkor g is primitiv
polinom. Altaldban

c(fg) = c(f)c(g).

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy fg nem primitiv, azaz c(fg) ~ 1. Ekkor létezik p € A primelem ugy, hogy
plc(fg), tehat p|fg. Mivel p prim A[X]-ben is, kovetkezik, hogy p|f vagy plg ami ellentmond az f és g pri-
mitivitasanak.

Altaldnos esetben: fg = c(f)f’c(g)g’, ahol f/, g’ € A[X] és primitiv polinomok, tehat f'g’ is primitiv; ugyan-
akkor fg = c(fg)h, ahol h € A[X] primitiv polinom; kovetkezik, hogy f'g’ ~h és c(f)c(g) ~ c(fg). m

4.8.34. lemma. Legyen A egy faktoridlis gyird, K = frac(A) = {a/b | a,b € A, b A0} és f € A[X]. Az f
A[X]-ben akkor és csak akkor irreducibilis, ha f primitiv és irreducibilis polinom K[X]-ben.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy ha f primitiv és irreducibilis K[X]-ben, akkor az f polinom irreducibilis A[X]-ben.
Val6ban, feltételezziik, hogy f nem irreducibilis az A[X]-ben, azaz f = gh, g,h € A[X] és g,h ¥ 1. Mivel f primitiv
kovetkezik, hogy deg g,degh > 1, azaz f reducibilis K[X]-ben, ellentmond4s.

Forditva, feltételezziik, hogy f irreducibilis A[X]-ben és reducibilis K[X]-ben, azaz f = gh, ahol g,h € K[X],
degg, degh > 1. Legyen g = (a/b)g; és h = (¢/d)h;, ahol a/b,c/d € K és g1, hy € A[X] primitivek; kivetkezik,
hogy f = (a/b)(c/d)gi1h1, azaz bdf = acgihy.

Mivel f irreducibilis A[X]-ben kévetkezik, hogy f primitiv; de gihy is primitiv (mert gy, hy primitivek), tehat
bd ~ ac és f ~ g1h; A[X]-ben, vagyis f reducibilis A[X]-ben, ami ellentmondds. =
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A 4.8.29. tétel bizonyitasa. a) Igazoljuk, hogy A[X]/ ~-ben minden szigortan csokkené lanc véges.

Legyen f; € A[X], i € N tgy, hogy fi1|fi, és igazoljuk, hogy létezik n € N 1gy, hogy fiy1 ~ f; minden
1 > n esetén. Legyen f; = ajgi, ahol a; € A és g; € A[X] primitiv polinomok. Mivel fi,1|f; kdvetkezik, hogy
ait19iv1/aigi; de (air1,9i) =1, tehdt ai1lai és git1lgi.

Az A gytirti faktoridlis, ezért 1étezik nq € N 1gy, hogy ai;1 ~ a; minden i > mny esetén. Mivel gi;1/gi
kovetkezik, hogy deg git1 < deggi, azaz létezik n, € N 1gy, hogy deggiy1 = deggi minden i > m, esetén;
kovetkezik, hogy 1étezik h € A gy, hogy gi = git1h, de gi, gi+1 primitivek, ezért h ~ 1 és g; ~ gi4+1 minden
i > n, esetén.

Legyen n = max{ni,n,}; akkor f; = a;g; ~ ai119i+1 = fir1 minden i > n esetén.

b) Igazoljuk, hogy ha f irreducibilis A[X]-ben, akkor f prim.

Ha degf = 0, akkor f € A és f irreducibilis A-ban. Mivel A faktoridlis kdvetkezik, hogy f prim A-ban, tehét
f prim A[X]-ben.

Feltételezziik, hogy deg f > 1. Az 4.8.34. lemmabdl kovetkezik, hogy f primitiv és irreducibilis K[X]-ben. Mivel
K[X] euklideszi gytirti, faktoridlis gytirti is, ezért f prim K[X]-ben.

Feltételezziik, hogy fl|gh A[X]-ben; kovetkezik, hogy flgh K[X]-ben, tehat f|g vagy flh. Ha f|g K[X]-ben akkor
létezik q € K[X] tgy, hogy g = fq. Legyen g = agi, q = (b/c)q1, ahol a,b.c € A és g1,q7 € A[X] primitiv
polinomok; ekkor ag; = (b/c)fqs, azaz acg; = bfq;. Alkalmazva a 4.8.33. Gauss-lemmaét kovetkezik, hogy
ac ~b és g1 ~ fqy. Mivel f|lg; A[X]-ben és (a,f) = 1, kovetkezik, hogy f|g A[X]-ben. m

Végil bebizonyitunk két irreducibilitasi kritériumot.

4.8.35. tétel (Eisenstein-kritérium). Legyen A egy faktoridlis gyiri, K = K(A) az A hdnyadosteste, p € A
eqy irreduciblis elem és f = ag + a1 X+ -+ a, X" € A[X].

Ha p t an, plai minden i < n esetén, és p? | ao, akkor f irreducibilis K[X]-ben (tehdt A[X]-ben is, ha f
primitiv.)

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy az f polinom primitiv és reducibilis, azaz f = gh, ahol g,h € A[X] és
degg,degh > 1.

Legyenek g =Y " bi X', h = Z}:o X, m+1l=n(m,l > 1). Ekkor a, = bycy, és mivel p 1 a,, kovetkezik,
hogy ptbm ésptcrt.

Mivel ag = boco, és feltevés szerint plag, de p? t ag, feltételezhetjiik, hogy plbo és p f co.

Legyen k = min{j > 0| p t b;}; kovetkezik, hogy 0 < k < m < n, tehat pla.

Tudjuk, hogy ax = bocx+bick_1+...+bx_1c1+byco; k minimalitdsabdl kovetkezik, hogy plbg, b1, ..., bx_1
de p { by és p 1 co, azaz p { brco, ami ellentmondés. m

4.8.36. tétel. Legyenek A, B faktoridlis gyiirik, és @ : A — B egy sziirjektiv morfizmus. Létezik a

n
¢:AX = BIX, o) =) ela)X!
i=0
sztirjektiv morfizmus.
Legyen f =31 a; Xt € A[X] és feltételezziik, hogy deg(f) = deg(p(f)) > 1 és f primitiv.
Ha @(f) wrreducibilis B[X]-ben, akkor f irreducibilis A[X]-ben.

Bizonyitis. A @ morfizmus létezését és sziirjektivitdsat a polinomgytiri univerzalis tulajdonsiga biztositja.

Feltételezziik, hogy f reducibilis A[X]-ben, azaz f = gh, ahol g,h € A[X], és deg g, degh > 1; kovetkezik, hogy
@(f) = ¢(g)@(h). Mivel deg(f) = deg(p(f)) kovetkezik, hogy deg(g) = deg(®(g)) > 1 és deg(h) = deg(p(h)) >
1, azaz @(f) reducibilis, ellentmondds. m

4.46. feladat. a) f € C[X] irreducibilis & deg f = 1.
b) f € R[X] irreducibilis & degf =1 vagy degf =1 és A(f) < 0.

4.47. feladat. a) Hatdrozzuk meg az f € Z;[X] irreducibilis polinomokat, ha deg f < 6.
b) Hatarozzuk meg az f € Z3[X] irreducibilis polinomokat, ha deg f < 3.

4.48. feladat. Legyen A egy faktoridlis gytirti, K = K(A) az A hényadosteste, ¢ € K egy irreducibilis tort, és
f=ag+ a1 X+ -+ a X" € AX].
Ha f({) = 0, akkor rlap és s|an.

4.49. feladat. Legyen p egy primszam és n # 1. Alkalmazva az Eisenstein-kritériumot, igazoljuk, hogy a
kovetkezd polinomok irreducibilisek Z[X]-ben:

a) f=X"+p.

b) f=XP" +p—1.

) f=XP T4+ X+1.
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4.50. feladat. Legyen f = ap + a1 X+ -+ - + an X™ € Z[X], p egy primszdm, és
f=ao+a1X+---+a. X" € Z, [XI.

Feltételezziik, hogy p fa,. Igazoljuk, hogy, ha f irreducibilis, akkor f irreducibilis.
Alkalmazds. a) f = X% —3X3 +10X2 —6X+1,p = 2.

b) f=X>-5X* —6X+1,p=5.

c) f=XP —X+a, (a,p)=1.

4.9. Primidealok és maximalis idealok

Ebben a paragrafusban A egy kommutativ egységelemes gytirii.

4.9.1. definicié. a) A P < A ideélt primidedlnak nevezziik, ha P # A és minden a,b € A esetén, ha ab € P,
akkor a € P vagy b € P.

b) Legyen R egy egységelemes gylirli (nem feltétlentil kommutativ). Ha az M idedl maximalis eleme az
J(R) \ {R} rendezett halmaznak, akkor M-et maximadlis idedlnak nevezziik. (Tehdt M maximalis & M # R és
ha M C I <R, akkor M =1 vagy I =R.)

Jelolés:
Spec(A)={P <A |P prim}
az A spektruma, és
Max(A) ={M < A | M maxim4lis}

az A mazximdlis spektruma.
Vegyiik észre, hogy R akkor és csak akkor egyszerii gytirii, ha {0} maximalis ide4l.

4.9.2. tétel (Primidedlok jellemzése). A kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. P primidedl.
2. Az A/P faktorgyiri integritastartomdny.

8. S := A\P multiplikativ zdrt rendszer.

Bizonyités. 1) = 2) Mivel P primidedl kovetkezik, hogy P # A, azaz A/P #£ {0}, tehat A/P egységelemes, nem
trividlis és kommutativ gytri.

Legyen a+P,b+P € A/P gy, hogy (a+ P)(b+P) = P; kovetkezik, hogy ab+ P = P, vagyis ab € P. Feltevés
szerint P primidedl, ezért a € P vagy b € P, azaz a + P = P vagy b + P = P. Tehdt A /P zérusosztémentes.

2) = 1) Mivel A/P integritdstartomany kovetkezik, hogy A/P-ben 1+ P # 0+ P, azaz P #£ A.

Legyen a,b € A, és feltételezziik, hogy ab € P; kovetkezik, hogy ab + P = P, azaz (a + P)(b + P) = P. Mivel
A /P integritdstartomany a + P =P vagy b+ P = P, azaz a € P vagy b € P, tehat P primideal.

1) <= 3) Akkor és csak akkor P # A, ha 1 ¢ P. Mivel S a P komplementuma, 1 ¢ P akkor és csak akkor, ha
1eS.

Legyen a,b € A. Akkor (abe P = a€PvagybeP)< (a¢gPésb¢gP—=— ab & P) < (a€eSés
beS=—abesS). m

4.9.3. tétel (Maximalis idedlok jellemzése). Legyen R egy egységelemes gyiird.
a) M akkor és csak akkor mazimalis idedl, ha R/M egyszerd gyiri.
b) Ha R kommutativ, akkor M mazimdlis & R/M test.
c) Minden I € J(R) \{R} esetén létezik egy olyan M mazimdlis idedl amelyre I C M.

Bizonyitas. a) R/M nem egyszerti & (3)I = I/M < R/M nem trividlis & (3)M C I < R tgy, hogy M # I és
[£4#R & (AT € I(R)\R: M C I & M nem maximélis ideal.

b) Ha R kommutativ, egységelemes és 1 # 0 kovetkezik, hogy egy I € J(R) \ R esetén R/I kommutativ,
egységeleme 1+ 1 és 1+ 1+ [, hiszen ellenkez6 esetben kovetkezne, hogy 1 € I = [ = R, ellentmondaés.

Az a) pont és a fentiek alapjdn: M maximélis idedl& R/M egyszer(l, kommutativ, egységelemes és 1+ M #£
M & R/M test.

c¢) Igazoljuk, hogy az J(R) \ {R} rendezett halmaz induktiv. Valéban, legyen L ={I; | i € A} C J(R) \ R egy
ldnc. Belathaté akkor, hogy T = Uie/\ I; € J(R)\ R, hiszen: 0 € T nyilvdnvaldéan; a,b € T esetén a —b € T,
mivel a,b € T = a € L;, b € I, ahol I;,I; € £; de L ldnc, tehat Iy C I vagy I; C I; = a,b € I; < R vagy
abelj<IR=a-beljvagyabelj=a—-beT;acTxecResetén ax,xa € T, mivel a € T = a € I, ahol
I; € L = ax,xa € [} = ax,xa € T; végiill, T # R, mivel ellenkez6 esetben létezne i € A gy, hogy 1 € I; # R.

A Zorn-lemm4&bdl kovetkezik, hogy J(R) \ {R}-ben léteznek maximadlis elemek. m
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4.9.4. kévetkezmény. Ha M mazximdlis idedlja A-nak, akkor M primidedl.

4.9.5. tétel. Legyen A integritdstartomdny ésp € A, p #0.
a) p akkor és csak akkor primelem, ha (p) primidedl.
b) Feltételezziik, hogy A fbidedlgytri. p irreducibilis elem akkor és csak akkor, ha (p) mazimdlis idedl.

Bizonyités. a) Feltételezziik, hogy p primelem, akkor p # 1, azaz (p) # A. Ha a,b € A gy, hogy ab € (p),
akkor plab. Mivel p primelem, pla vagy plb, azaz a € (p) vagy b € (p), tehdt (p) primideal.

Forditva, feltételezziik, hogy (p) # A, akkor p + 1.

Legyen a,b € A tigy, hogy plab, azaz ab € (p). Mivel (p) primidedl a € (p) vagy b € (p), azaz pla vagy pl|b,
tehat p primelem.

b) p € A irreducibilis < p minimélis elem (A/- \{1}, <)-ban <= (p) maximélis elem J(A)\{A}, C)-ban. m

4.9.6. kévetkezmény. Ha A féidedlgyiiri, és nem test, akkor
Spec(A) ={(p) | p € A, p irreducibilis elem} U {(0)},
Max(A) ={(p) | p € A, p irreducibilis elem}.

4.51. feladat. a) (n,X) C Z[X] primidedl & n primszam.
b) Ha A egy integritdstartomény és a € A, akkor (a,X) C A[X] primidedl (maximaélis idedl) & (a) C A prim
(maximalis).
¢) (X), (X,Y) C Z[X, Y] primidedlok, nem maximélisak.
d) (X?), (X*> —1) C QIX, Y] nem primideslok.
e) (X—3), (X>+1) C QIX, Y] primek, nem maximélisak.
f) (X—=3,Y—=5), (X2+1,Y=5), (X,Y) C Q[X,Y] maximalis idedlok.

4.52. feladat. Ha P C A primidedl, akkor P[Xq,...,Xn] C AlXq,..., X,] primidedl.

4.53. feladat. Legyen f: A — B egy sziirjektiv morfizmus.
a) Ha P € Spec(A) és Kerf C P, akkor f(P) € Spec(B).
b) Ha Q € Spec(B), akkor f~'(Q) € Spec(A).

4.54. feladat. Legyen A egy kommutativ gyfirii és r(A) = 1/(0) a nilpotens elemek idedlja. Igazoljuk, hogy
T(A/T(A)) ={r(A)}.

4.55. feladat. Igazoljuk, hogy ha K test és n > 2, akkor M (K) egyszerli gytirii, és nem test.

4.56. feladat. Az A kommutativ egységelemes gytiriit lokalisnak nevezziik ha A-nak pontosan egy maximalis
idedlja van. Igazoljuk, hogy:

a) A lokélis akkor és csak akkor ha az A neminvertélhatd elemei idedlt alkotnak.

b) Ha K egy kommutativ test, akkor K[[X]] lokélis gytirti.

4.57. feladat. Legyen P < A egy primidedl, S = A\ P és Ap := S~ 'A. Igazoljuk, hogy
Max(Ap) = {PAp}
(tehdt Ap lokélis gylir).

4.58. feladat. Legyen A egy kommutativ egységelemes gyiiri és m egy idedlja. Azt mondjuk, hogy m minimdlis
idedl, ha m minimadlis eleme az J(A) \ {(0)} rendezett halmaznak. Igazoljuk, hogy:

a) m féidedl és m? = m vagy m = (0).

b) Ha r(A) = (0), akkor (I)e € A idempotens elem tgy, hogy m = (e).

4.59. feladat. Legyen R egy egységelemes gytirii és I C /(0) egy idedl. Igazoljuk, hogy minden r +1 € R/I
idempotens elem esetén, létezik e € R idempotens gy, hogy e+ 1 =1+ 1.



5. fejezet

Testbovitések és Galois-elmélet

A XIV.-XVIII. szédzadi matematika egyik legfontosabb probléma&ja az algebrai egyenletek megoldhatésaga és par-
tikularisan a gyokképlettel valé megoldhatdsaga volt.

Algebrai egyenlet alatt egy f(x) = 0 alakd egyenletet értiink, ahol f egy valés vagy komplex egyiitthatéji
polinom. Ennek az egyenletnek egy megoldasat olyan x komplex szam jelenti, amelyre igaz a fenti egyenlOség. Az
egyenlet megoldédsa az 0sszes ilyen szam megkeresése, tehat az f polinom gyokeinek a meghatarozasa. Ez a feladat
t6bb mint 2000 éve foglalkoztatja a matematikusokat. A madasodfoku egyenletek megoldasira szolgalé képletek
mar a babiléniakndl ismert volt, a harmadfoku és negyedfoku egyenletek megoldsa pedig a reneszansz korszakbdl
ismert.

Niels Henrik Abel volt az elsé, aki megmutatta, hogy nem minden 6t6dfoki egyenlet oldhaté meg gyokképlettel.
Ez a probléma a Galois-elmélet megjelenésével oldodott meg, amely kritériumokat ad a magasabb fokud egyenletek
targyaldséra.

Evariste Galois (1811-1832) a XIX. szézad elején élt francia matematikus. Mar 17 évesen olyan felfedezéseket
tett, melyek 1j korszakot nyitottak az algebrai egyenletek elméletében. Miutan tobb dolgozat beaddsaval is
probélkozott az Akadémianal, de ezek vagy elvesztek, vagy senki nem értette meg, Galois minden energidjat a
forradalmi politikdnak szentelte. Valdszinii ez lett haldldnak oka is, pisztolyparbajban kapott haldlos sebet. A
péarbaly el6tti éjszakén, sietésen irta egész éjszaka a felfedezéseit. Ezek a lapok a csoportelmélet megalapozasat
foglalnak magukba. Irésa csak akkor keriilt nyilvanossagra, amikor Liouville 1846-ban kozzétette folydiratdban.
Fontossagat teljesen csak kés6bb értették meg.

Galois sziikséges és elégséges feltételeket adott ahhoz, hogy egy algebrai egyenlet gyokképlettel megoldhato
legyen. Ennek eléréséhez Galois a testbovitésekhez hozzarendelt egy csoportot, ami ma a Galois csoport nevet
viseli. Az elmélet alaptétel jelentésége abban all, hogy altala lehetévé valik a kozbiilsé testek tanulményozasa a
Galois csoport részcsoportjain. A kozbiils6 testnek végtelen sok, mig a Galois csoportnak csak véges sok eleme
van, tehat a részcsoportok sokkal jobban kezelhetdk.

Bemutatunk néhany nevezetes szerkesztési feladatot is. Megemlitjlik itt a kovetkezdket: Déloszi probléma
(adott kockdhoz olyan kocka szerkesztése, melynek térfogata az eredetinek a dupldja), szogharmadolds (triszekcid),
kor négyszogesitése (adott korrel egyenld teriiletii négyzet szerkesztése). Ezek nem oldhaté meg korzovel és
vonalzdval. A kor négyszogesitésére negativ valaszt elészor F. Lindemann adott 1882-ben. Lindemann igazolta,
hogy 7 nem algebrai szdm, azaz 7 nem gyoke egyetlen egy raciondlis egyiitthatés (nem nulla) polinomnak sem,
tehdat 7t transzcendens szam.

A szabélyos sokszogek szerkesztésével mar az ékorban foglalkoztak. Euklidesz idejében ismert volt a szerkesztés
2k 3.2k 5.2k é5 15 2% esetekben. Gauss volt az els6, aki megszerkesztette az 17 oldali szabéalyos sokszoget. A
,,Disquisitiones arithmeticae” cimi munkédjaban megadta, hogy melyek azok a sokszdgek, amelyek szerkeszthetoek
a korzo és a vonalzo segitségével. T6bb matematikus, koztiik Euler is igazolta, hogy egy szabalyos n oldali sokszog
megszerkeszthet$ a korzé és vonalzé segitségével akkor és csak akkor, ha n = 2%p1p,...p1, ahol p1,p2,...,P1
egyméstdl killonbozd Fermat-féle primszéamok, azaz 22" + 1 alakdak.

A Galois-elméletnek igen sok alkalmazasa van az algebra, szamelmélet és geometria terén is. Egy az alaptétellel
analdg tétel bizonyithatd a végtelen algebrai bévitésekre is, felhasznalva a topolégikus csoportokat. Létezik diffe-
rencidlegyenletekre vonatkozé Galois-tétel. Ezen kiviil a Galois-tétel egyike a legelsé és legjellemzobb tételeknek,
amelyek egy matematikai strukturat, jelen esetben a testbévitéseket, egy masik strukturaval, itt a csoportokkal
tanulmanyoznak. Ma a matematikdban sok irany létezik, amely hasonl6 célkitiizésekkel rendelkezik.

5.1. Véges bovitések

Ha egy K test részteste az L testnek, akkor L-et a K bévitésének nevezziik. Azt, hogy L test a K test bovitése a
kovetkezd képpen jeldljiik: K < L vagy L/K. Ha K < L, akkor L K-algebra, tehat K-feletti vektortér is.
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5.1.1. definicié. Legyen L/K egy testb&vités. A L dimenzidjat K felett [L : K]-val jeloljiik, és a bévités fokanak
nevezziik:

[L: K] =dimgL
Azt mondjuk, hogy L véges bdvitése K-nak, ha [L: K] véges, vagyis [L : K] < oo.
5.1.2. tétel (Véges bovitések tranzitivitdsa). Ha K < L <L’ testbbuvitések, akkor
[L":K] =[L:K][L":L].

Partikuldrisan, ha K<L <L’ ésha a K<L, KL/, L <L bbvitések koziil kettd véges, akkor a harmadik is
véges bovités.

Bizonyitds. Legyen {x; | i € I} bdzisa L-nek K-felett és legyen {y; | j € J} bdzisa L’-nek L-felett. Elegendd
kimutatni, hogy xiyj, ahol (i,j) € I x J bézisét alkotja a L’-nek K-felett. Ha a € L', akkor létezik b; € L,
gy, hogy a = 3 ;_;bjy;, ahol az Osszeg véges. Minden b esetén létezik oy; € K tigy hogy by = 3 ;1 aijxi.
Kovetkezik, hogy

a= E XijXiYj,

iel, jejJ

azaz a az {xiyj | (i,j) € I x J} halmaz elemeinek egy linedris kombinaciéja, melynek egyiitthat6i a K testbdl
vannak. Tehdt, L’ egy K-feletti vektortér melyet az {x;y; | (i,j) € I x J} halmaz general.

Feltételezziik, hogy > aijxiy; = 0 ahol a5 € K és (1,j) € I x J. Kiemelve kozos tényez6ként, az egyenlet a
kovetkezd képpen irhaté fel:

Z(Z aiixi)y; =0

jeJ iel
ahonnan kovetkezik, hogy ) ;. ; aijxi = 0 barmely j értékre, ahonnan kovetkezik, hogy ay; = 0, barmely i € I

és barmely j-re. Tehat, a kifejezés minden egyiitthatdja nulla. Ezzel kimutattuk, hogy az xiy; elemek, ahol
(1,5) € I x J linedrisan fiiggetlenek K-felett. m

5.2. Algebrai bovitések

A tovabbiakban, a test alatt kommutativ testet értiink. Legyen L a K test egy bévitése.

5.2.1. definicié. a) Azt mondjuk, hogy a € L algebrai elem K-felett, ha létezik f € K[X], f # 0 gy hogy
f(a) =0.

Egy a € L elemet, amely nem algebrai elem K-felett transzcendens elemnek nevezziik K-felett.

b) Ha egy elem a C komplex szdmtestbdl algebrai a Q raciondlis szdmtest felett akkor azt az elemet algebrai
szamnak nevezziik.

Egy C-beli elemet amely transzcendens Q felett, transzcendens szamnak nevezziik.

¢) A K <L testbdvitést algebrai bévi tésnek nevezziik, ha minden a € L algebrai elem K felett.

Példaul, v2 € R algebrai szém, mert gySke az X> —2 € Q[X] polinomnak; i € C algebrai szdm, mert gyoke az
X2 +1 € Q[X] polinomnak; 7t = 3,1415 ... transzcendens szam (F. Lindemann); e = 2,71 ... transzcendens szam
(Ch. Hermite).

5.2.2. tétel. Bdrmely véges bovités, algebrai bévités.

Bizonyitas. Ha K < L véges bévités és [L : K] = dimg L = n, akkor minden a € L esetén az 1,a,a?,...,a™

elemek linedrisan fliggdek a L-ben. Kovetkezik, hogy 1éteznek K-ban az «i, 1 = 0,...,n nem mind nulla elemek,
gy hogy

oo +oxra+ooa+-+ana® =0.

Legyen f = oo + a1 X + 02 X% + - - + oo X™ € K[X], és f # 0. Ebbdl kévetkezik, hogy f(a) = 0, tehit a algebrai
elem K felett. m

5.2.3. definicié. a) Legyen K < L és A C L. Jeloljiik K[A]-val a K és A dltal generdlt részgytiriit; K(A)-val
jeloljiik a KU A dltal generalt L résztestet (KU A-t tartalmazo legkisebb résztestet), és azt mondjuk, hogy K-hoz
adjunkcionaltuk az A elemeit.

b) Sajdtos esetben, ha A = {ay,...,an} akkor jeloljuk K(A) = K(aq,...,an). Egy K < L bdvitést véges
tipusi bévitésnek nevezzik, ha létezik a; € L, (i=1,...,n) gy hogy L =K(ay,...,an).

¢) Egy K < L bévitést egyszerli bévitésnek nevezziik, ha létezik a € L gy hogy L = K(a). Ebben az
esetben, azt mondjuk, hogy a primitiv eleme a K < L bovitésnek.
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5.2.4. megjegyzés. 1) Barmely véges bovités véges tipust.
Valéban, ha K < L egy véges bovités akkor a L-nek van egy véges {aj,...,an} bdzisa. Kovetkezik, hogy
L=X(ar,...,an).
) K[A] C K(A).
Ha K <L és A C L, akkor K(A) = K akkor és csak akkor ha A C K.
[a}:{f()lfeK ] {oco—l—oqa—i- +ona™ | o €K, neNL
( ,9(a) #0}.
A :{f(a1,.. ,Qn) | fE KIXq,...,.Xua,meN, ay,...,a, € AL
(

A) = ;((giau g €KXi ..., Xnl,a1,...,an € A,glar,...,an) #0, n €N}

5.2.5. tétel Ha a € L algebrai elem K felett, akkor létezik egyetlen f € KIX] nemnulla polinom, dgy hogy:
) £
) f fopolmom (az f f6egyiitthatdja 1);
)

(1

(2

(3) ha g € K[X], g #0 és g(a) =0, akkor f| g.

(Tehat f a legkisebb foki nemnulla polinom, melynek a gyoke.)

Bizonyitas. Legyen ¢ : K — L, ¢(x) = «, és legyen ¢q : KIX] = L, dalg) = xp + xja+--- + &ma™, ahol
g =0+ 1 X+ + amX™ € K[X]. A polinomgyfiri univerzalis tulajdonsaghél kovetkezik, hogy ¢ unitér
gytirtimorfizmus. Tehat, Ker ¢, = {g € K[X] | g(a) = 0} idedlja, tehat féidedlja, K[X]-nek. Mivel a algebrai
kovetkezik hogy Ker ¢, # 0, vagyis létezik 0 # f € K[X] tigy hogy Ker ¢, = (f). Tehat, f kielégiti a tételbeli (1)
és (3) feltételeket.

Mivel, hogy (f) = (f’) akkor és csak akkor, ha f és f’ asszocidltak K[X]-ben kovetkezik, hogy egyetlen egy
f € K[X] létezik melynek a féegyiitthatéja 1, gy hogy Ker ¢, = (f). Eszerint a polinom minden feltételt kielégit
a tételbol. m

5.2.6. definicié. a) Legyen a € L egy algebrai elem K felett. A fenti tételnek megfelel6 f polinom neve az a elem
minimalpolinomja K felett, és jeloljiik mg q-val. Az a foka alatt mg o fokéat értjiik.

b) Legyenek a,b € L algebrai elemek K felett. Ha a és b-nek ugyanaz a minimdl polinomja K felett, akkor a
és b-t konjugaltnak nevezziik K felett.

5.2.7. tétel (Egyszerii algebrai bévités jellemzése). Legyen K < L egy testbbvités, és a € L egy algebrai
elem K felett. Legyen 0 # f € K[X].
1) f =mx q akkor és csak akkor, ha

(1) f(a) =0;
(2) azf fbegyitthatdja 1;
(3) f irreducibilis K[X]-ben.

2) Feltételezziik, hogy f = oo + a1 X + -+ + otn 1 X" 1 + X" az a minimdlpolinomja. Akkor:

(b) [K(a): K] =n=degf és{1,a,a?,...,a™ "} bdzis K(a)-ban;
(c) A K(a) K-algebra szorzdsra vonatkozé miivelettdbldja az 1,a,a?,...,a™" " bdzisban az

a=—op—oa—-— otp_qa™!

egyenldséggel van meghatdrozva:

(¢) Hab €L gyoke f-nek, akkor létezik egyetlen & : K(a) — K(b) K-algebra izomorfizmus, gy, hogy d(a) =b.

Bizonyitds. 1) ,,=—" Felteételezziik, hogy f = gh, ahol g.h € K[X]. Akkor 0 = f(a) = g(a)h(a), és mivel L
test, kovetkezik, hogy g(a) = 0 vagy h(a) = 0, tehat f | g vagy f | h; kovetkezik, hogy f ~ g vagy f ~ h, tehat f
irreducibilis.

,,&=" Mivel f(a) = 0, kvetkezik, hogy m q | f; de f irreducibilis, tehdt f ~ my q. Mivel mindketts f6polinom,
kovetkezik, hogy f = mk q.

2) (a) Ha ¢q : KIX] — L, dalg) = g(a) gyflirtimorfizmus, akkor Im ¢, = K[a] és Ker ¢, = (f). Tehdt, az
1. izomorfizmustétel alapjan a K[X]/(f) ~ K[a] gytiriik izomorfak. Mivel f irreducibilis K[X]-ben kovetkezik, hogy
f maximadlis idedlja K[X]-nek. Tehat, K[X]/(f) test. Ennek kovetkeztében, K[a] is test, és mivel K[a] C K(a),
kovetkezik, hogy K(a) = K[a].

(b) Mivel a-nak a K-feletti foka n, kévetkezik, hogy az 1,a, a?,...,a™ ! elemek linearisan fiiggetlenek K felett.
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Ha b € K(a) = Kla], akkor a K[a] = Im ¢, egyenléséghdl kivetkezik hogy létezik g € K[X], igy hogy b = g(a).
Elosztva a g-t f-el egy q hanyadost, és egy r maradékot kapunk gy hogy: g = fq + 1, degr < degf, ahonnan
kapjuk:

b =g(a) =f(a)q(a) +r(a) =7(a)

és ez igazolja, hogy a K(a) K-linearis tér az 1,a, a?,...,a™ ! elemek 4ltal van generalva. Tehat, 1,a,a?,...,a™"!
elemek egy bézisat alkotjak K(a)-nak K-felett.
(c) Az f(a) = 0 egyenldségbél kovetkezik, hogy
"= —xpa—aa —- — oy qat =
= otn100 — (@0 — an1&1)a— (0 — & jep)a’ — - — (an 2 — o _y)a™!
Lépésrdl, 1épésre haladva megkapjuk az a™*? ... a’™2-et az 1,a,a?,...,a™ ! linedris kombinaciéjaként.

(d) Az 1) pontdl kévetkezik, hogy f minimélpolnomja b-nek is, tehit a fenti (a), (b), (c) allitisok érvényesek
b-re is. Tekintsiik a fenti ¢ : K[X] — K(a) és by : K[X] — K(b) K-algebraizomorfizmusokat. Legyen

¢:K(a) 2 K(b), @=dpody'.

Akkor ¢ K-algebraizomorfizmus, és @(Bo + B1a+ -+ + Bn_1a™ ') = Bo + P1b + -+ + Pn_1b™ ! minden
Bo,---,Pn_1 € K esetén.
Mivel K és a generélja K(a)-t, egyetlen ilyen izomorfizmus létezik. m

5.2.8. megjegyzés. 1) A fenti tétel alapjan kovetkezik, hogy minden b € K(a) esetén létezik egy polinomidlis
kifejezés amely a kovetkezo alaku:

b=gla)=Bo+Pra+-+Pnta™ ' €K(a),

ahol g € K[X].

2) Ha b € K(a), b # 0, akkor b a fenti alakba irhat6 és ekkor a b~ polinomialis kifejezését megkapjuk a
kovetkezd képpen:

Abbdl a ténybdl, hogy f prim a K[X]-ben, illetve deg g < degf kovetkezik, hogy f és g relativ primek a K[X]-
ben, tehdt, létezik u,v € K[X] tgy hogy ug + vf = 1, amibdl kovetkezik, hogy u(a)g(a) = 1, mivel f(a) = 0.
Tehdt, b~! =u(a).

3) Ha a € L algebrai elem K felett, akkor a K < K(a) bévités véges, tehdt algebrai is.

4) Ha a K < L bdvités véges, akkor minden a € L algebrai K felett és az a foka osztja [L : K]-t.

Valéban, a 5.2.2. tételbél kovetkezik hogy a algebrai K felett. Az 5.1.2. tételbdl pedig kovetkezik, hogy
[L:K] =I[L:K(a)llK(a):K]. Tehat, a 5.2.7. tétel 2) pont alapjén, az a foka osztja a [L : K].

5) Ha K < L és ay,az € L két algebrai elem K felett, amelynek ugyanaz a minimélpolinomja, vagyis konjugélt
elemek, akkor a K(aq) és K(a;) testek izomorfak.

Valéban, K(a;) ~ K[X]/(f) ~ K(az), ahol f az a; és a; miniméalpolinomja.

6) Legyenek aj,...,an € L algebrai elemek K felett. Ekkor, K(as,...,a,) = Klay,...,an], vagyis minden
b e K(ag,...,an) esetén létezik g € K[Xq,...,X] gy, hogy b =g(aq,...,an).

7T)HaK <L,L=K(ai,...,an) és mindegyik a; elem algebrai K(ay,...,a;_1) felett, ahol (i=1,...,n) akkor
a K < L bovités véges, tehat algebrai is. Partikularisan, ha aq,...a, algebrai elemek K felett, akkor a K < L
bovités véges, tehdt algebrai.

Val6ban, minden m; = [K(aq,...,ai_1,ai) : K(ar,...,a;_1)],i=1,...,n véges, és kovetkezik, hogy [L : K] =
mimz... Mp.

8) Ha K < L és A azon elemek halmaza a L-b&l melyek algebraiak a K felett, akkor K C A és A egy részteste
a L-nek.

Val6ban, ha a € K, akkor a az X — a € K[X] polinom gyoke, vagyis a algebrai K felett. Tehat, K C A.
Ha aj,a; € A akkor a 7) pontbdl kovetkezik, hogy a K < K(aq, az) bbvités algebrai, amibdl kovetkezik, hogy
K(aj,az) € A. Mivel a7,a; € K(ar,az) és K(aq, az) egy test kovetkezik, hogy a; — a2 € K(aj,az) € A. Ha
ay # 0, akkor a; (151 € K(ay,az) C A. Tehat, A részteste a L-nek.

9) Az A :={z € C| z algebrai szdm} < C algebrai szdmok halmaza részteste C-nek.

10) Nem minden algebrai bovités véges, példaul Q < A algebrai de nem véges.

5.2.9. tétel (Algebrai bévitések tranzitivitdsa). Ha a K < L és L < L’ algebrai bévitések, akkor a K < L'
bovités is algebrar.

Bizonyitds. Ha a € L’ akkor létezik g € L[X], 0 £ g = Bo + B1 X+ --- + PnX™ gy hogy g(a) = 0. Legyen
L” .= K(Bo,B1,.-.,PBn); akkor a algebrai L felett és a 5.2.8. 7) megjegyzésbdl kovetkezik hogy a a K < L” és
L” < 1(a) bévi tések végesek. Tehat, a K < L(a) bévités véges, és K < L(a) algebrai. Tehat, a algebrai elem K
felett. m
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5.2.10. példa. 1) Ha € R, algebrai szdm, akkor {/a is algebrai. Valéban, ha f(a) = 0, ahol 0 # f € Q[X], akkor
Va gyoke az f(X™) polinomnak.

2) Az a= \/ 8+ 15— (/ V2 — /3 szém algebrai Q felett, hiszen az algebrai szamok résztestet alkotnak.

3) a = m* —3m+2 nem algebrai, mert ha példaul g € Q[X], g # 0 polinomra ha g(a) = 0 lenne, akkor 7t gyoke
lenne a g(X? — 3X + 2) polinomnak, holott 7t nem algebrai.

5.1. feladat. Algebraiak-e a kovetkezd szamok?

a) a=+v1+m?
b)b=m—/m

¢)c=m?+m++1+2m

Megoldds. a) Ha a algebrai, akkor > = a? —1 is algebrai, tehéat > gyoke egy g € QIX], g # 0 polinomnak. Tehét
7t gyoke a g(X?) polinomnak, ellentmondés.

b) Kifejezziik 7-t: 7w = %(2b—1 ++/1 —4b). Ha b algebrai, akkor konnyen belathaté, hogy /1 — 4b is algebrai,
tehdt 7t is algebrai, ellentmondas.

c) Feltételezziik, hogy ¢ algebrai szam. Mivel 1+ 27 = (¢ — m? — m)?, kovetkezik, hogy 7 algebrai Q(c) felett,
tehédt Q felett is, a 5.2.8. 7) megjegyzés szerint.

5.2. feladat. Legyen f = X3 — X+ 1 € Q[X] és legyen a € C gydke f-nek. Igazoljuk, hogy:
a) f irreducibilis és hatérozzuk meg 15 értékét {1, a, a?} fiiggvényében.
b) Legyen b = 1 —2a + 3a? € Q(a). Szamitsuk ki %—t {1, a, a?} linedris kombindciéjaként.

Megoldds. a) f-nek nincs gyoke Q-ban és degf < 3, ezért f irreducibilis. Tovabba f(a) = 0; a®> —a+1 = 0;
a?—1+4+1=0, tehat L =—a?+1.
b) b=1-2a=3a% { = a+Ba+ya?, éskeressiik a, B,y értékeit: b-¢ =1; (1-2a+3a?)(x+pa+ya?) =1.
Felhasznava, hogy a® = a — 1 illetve a* = a? — a, felallithat6 a kovetkezd egyenletrendszer:
ax—3p+2y=1
—20+4B3 -5y =0
3 —2p+4y =0

_ 6 - _7 __8 ¢ L6 7 4_ 842
Innen o = 3%, B = —17, vy = —57, tehdt, 3 = 35 — 72— 77a".

5.3. feladat. a) Legyen f = X* — 6X — 2 € Q[X]. Igazoljuk, hogy f irreducibilis Q f5l6tt; ha a € C gydke f-nek,
szémitsuk ki az a® —2a°, 1 szdmokat az {1; a; a%; a3} bazisban.

b) Legyen f = X* + 6X — 2 € Q[X]. Igazoljuk, hogy f irreducibilis Q f6l6tt; ha a € C gydke f-nek, adjuk meg
az u® — 2u3 és L elemeket az {1,u,u? u} bézisban.

¢) Legyen u € C az X3 —2X+2 (Q felett irreducibilis) polinom egyik gyoke. Adjuk meg az u’, u~™
elemeket az {1,u,u?} bazisban,

d) Legyen u € C az X* —3X+ 3 (Q felett irreducibilis) polinom egyik gyoke. Adjuk meg az (u®—3)~"(u?+2)
szamot az u legfeljebb harmadfokt, raciondlis egytitthatos polinomjaként.

e) Bizonyitsuk be, hogy ha u € C, az f(x) = X3 — 12X + 8 polinom gydke, akkor uTZ —4 is gyoke.

Tésut+u?

5.4. feladat. Hatarozzuk meg K/Q testbévités fokat az alabbi testekre:

a) Q(V7); b) Q(iv5); ¢ Q(1 +1V3);

d) Q(u +v); e) Q(v/5,V6); f) Q(v2,v3);

g Qi+Vv5);  h)QWe—1iv5); 1) Q(V3+V5).
Megoldds. a) K = Q(v/7); [K: Q] = deg my 7 My y7 == (X —V7)(X+ V7) = X2 =7 € Q[X] irreducibilis,
mert nincs gydke Q-ban. Tehdt, degmg 7 = [K: Q] = 2; bdzis: {1, V7 és K={a+BV7| o, p € Q).

b) K = Q(iv5); [K: Q = degmg,; 55 Mg 5 = T = (X—1V/5)(X +iv5) = X2 + 5 irreducibilis, mert nincs
gyoke Q-ban. Tehdt, degmg, ; 5 = 2; bdzis: (1,iv5} és K = {a+ BivV5 | &, p € Q).

¢) K=Q(1+iv3); [K: Ql =degmg 1 ;3 Mgy = (X—T—13)(X=1+1v3) =X — (1 +1V3)X —
(1—1iV3)X+4 = X* —2X +4 irreducibilis, mert nincs gyoke Q-ban. Tehat, degmg ;. 3 = 2; bdzis: {1,1+1v3};
K={x+B+iVv3p |, B Q.

d) K = Q(u+iv); [K: Q] = deg mg(u+iv)); Mg 4, 415 = (X—u—iyV)(X—u+iyv) = X2—2uX+u?+v? € QIX]
irreducibilis, mert nincs gyoke Q-ban. Tehat, [K: Q] = 2.

e) Q < Q(V5) < Q(V5)(V6); [K: Ql = [Q(V5,V6) : Q(vV5)IQ(V5) : Q; [Q(V5) : Ql = 2, mert my, 5 =
(X —V5)(X+ V5) = X2 — 5 € Qlx] irreducibilis; [Q(v5, V6) : Q(V5)] = 2, mert my 5 1z =X —6 € Q(V5)X]
irreducibilis; valéban, reductio ad absurdum: feltételezziik, hogy v6 € Q(v5); V6 = a + V5B, o, p € Q; p £ 0,

2 2 _
6 = o +5p% + 2v/5B«, vagyis o« +5pT =6
2ax=0

n

Innen, « = 0 és p = :i:\/é. Legyen B = T irreducibilis
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tort, vagyis (m,n) =1;p2 =% 5m? = 6n2 kovetkezik, hogy 5| 6n?, 5| n?, 5| n vagyis n = 5k, k € N;
m?=6-52-k*, m=6-5- k25 innen 5| m?,5| m, tehdt, m =5, 1€ N.n = 5k, m = 51 ellentmondaés azzal,
hogy (m,n) =1. Tehaut7 K:Q=2-2=4.

f) Q < Q(vV2) < Q(vV2)(V3); K: Ql = [@(V2,v3) : Q(vV2)Q(V2) : QJ; [Q(vV2) : QI = 2, mert my, 57 =
(X = V2)(X+ v2) = X2 — 2 € QIX] irreducibilis [Q(v2,v/3) : Q(v2)] = 2, mert my 5, 5= X2 —3 € Q(vV2)X]
irreducibilis. Tehdt, [K: Q] = 4.

g) K= Q1+f [K:Ql =degmg ;. /5

my s = (X—1+V5)(X+1i+VE)(X+i-V5)(X—i—V5) =
=X* —8X?+36 € QIX]

irreducibilis, mert nincs ramonahs gyoke és nincs mésodfoki tényezdje Q-felett. Tehdt, [K: Q] =4
) K= Q f—lf dengy\/gii\/g

M Ve 1vs = (X = V6 —1V5)(X = V6 +1V5)(X+ V6 — iv5) (X + V6 + 1V5) =
=X*—2X* +121 € QIX]

irreducibilis, mert nincs raciondlis gyoke és nincs mdsodfoku tényezdje Q-felett. Tehdt, [K: Q] =4

5.5. feladat. Igazoljuk, hogy barmilyen n > 1 esetén létezik Q-ban egy n-ed foki irreducibilis polinom. Kovet-
keztessiik, hogy minden m > 1 esetén Q-nak van egy n-ed foku véges bévitése.

Megoldds. Felhasznéalva az Eisenstein kritériumot észrevessziik, hogy minden n > 1 esetén az f = X™ — 2 polinom
irreducibilis Q-felett.
Tehat, Q( V/2) bévitése Q-nak, [Q( ¥2): Q] = n, minden n > 1 esetén.

5.6. feladat. Legyen k C K egy testbovités.

a) [K: k] =1 akkor és csak akkor, ha k =K.

b) Ha [K : k] egy primszdm igazoljuk, hogy nem létezik olyan L test amelyen k C L C K, és barmely K-beli
elem, amely nem szerepel a k-ban egy primitiv elemét képezi a k C K bovi tésnek.

Megoldas. a) Ha k # K akkor {1, x} linedrisan fiiggetlen rendszer, ahol x € K\ k. Tehat, [K: k] > 2.

b) Tekintsiik a k C L C K bévitések, ahol [K : k] primszdm. Ekkor, [K : L] osztja a [K : k]. Tehdt, [K: L] =1
vagy [K:k] =[K:L]. Ha [K:L] =1 akkor K=1L; ha [K: k] = [K: L] akkor [L:k] =1, vagyis L = k.

Legyen x € K\ k. Ekkor, k(x) részteste K-nak, és tartalmazza k-t; kdvetkezik, hogy k(x) = K.

5.7. feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi komplex szadmok minimélpolinomjait Q és R felett:

a) V3; b)1—-13; ¢)2+1 iv3.
Megoldds. a) mg, 35 =X>—3;my 353 =X~ V3.

b) My 3 = (X—=1+1V3)(X=1—1V3) = X2 —2X +4, tehat az 1 —1iv/3 minimalpolinomja Q felett azonos
az R feletti minimalpolinommal.

¢) Mgai = (X+2—1)(X—2+1) = X? —4X +5, tehdt a 2 + i szdm minimalpolinomja R felett azonos a Q
feletti minimélpolinommal.

d) mQ‘i%:X6+9; mR‘i\s/g:XZ-f— \3/§

5.8. feladat. a) Ha K < L egy algebrai bévités és K végtelen akkor K és L-nek ugyanaz a kardinélisuk, vagyis
K| = ILJ.
b) Ha K < L egy algebrai b6vités és K véges, akkor L véges vagy megszdmlalhato.

Megoldds. a) Legyen P = K[X] \ K és P, ={f € K[X] | degf < n}; akkor [P,| = [K™| = [K|, és mivel P = J_, Py,

n=1

kapjuk, hogy [P| = [K[. Legyen f € P és K¢ := {a € L | f(a) = 0} Ekkor, L = {J;cp K¢ ahol mindegyik K¢ véges;
mivel [P| = |K| végtelen, kovetkezik, hogy |L| < K].
b) Az a) pontbdl, kovetkezik, hogy P megszamlalhatd, ahonnan kovetkezik, hogy L véges vagy megszdmldlhato.

5.9. feladat. Ha K <L és A,B C L, akkor (K(A))(B) = K(AUB) = (K(B))(A).

Megoldds. A részhalmaz &altal generalt résztest definicigjabdl kovetkezik, hogy:

K(AUB)=[|L'|IL"<L,KUAUBCL'}

(K(A))(B) = JL'IL" <L, K(A) UB C L'},
ésha L’ <1, akkor K(A)UB C L’ akkor és csak akkor, ha KUAUB C L’
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5.3. Egy gyok adjunkcidja. Polinom felbontasi teste

Az elébbi paragrafusban, kiindulva abbdl hogy K < L bévités és az a € L algebrai elem K felett, felépitettiik az L
test K(a) résztestét. Ehhez felhaszndltuk az a minimalpolinomjat, amely mint 14ttuk irreducibilis a K felett. A
tovabbiakban, kiindulunk egy K testbdl és egy f € K[X] irreducibilis polinombdl, és fel fogunk épiteni egy K(a)/K
bovitést, amelyet az f polinom a gyokének az adjunkciéjaval kapunk K-bol.

5.3.1. tétel. Ha K egy test és T € K[X] egy irreducibilis fépolinom, akkor létezik egy L test amely a kéovetkezd
tulajdonsdagokkal rendelkezik:

(1) K izomorf az L test egy résztestével, vagyis K tekinthetd az L test egy résztestének.

(2) L tartalmazza f-nek egy a gyokét dgy, hogy L =K(a) és f = my q.

Bizonyitas. Mivel f irreducibilis K[X]-ben kovetkezik, hogy f ¢ K és L = K[X]/(f) test. Tehat ha x € K*, akkor

p(a) ¢ (f), igazolja, hogy a p : K[X] — L kanonikus projekcié injektiv morfizmus, vagyis L-nek a p(K) részteste

izomorf a K-val. Ez megengedi, hogy azonositsuk a K-t a p(K)-val, és ezutdn L b&vitése K-nak és f € L[x].
Legyen a:=X+ (f) e Lés f = o + ay X + - - - + an X™. Akkor

fla) =00+ o1 X+ -+ an X"+ (f) =+ (f) = (f),

amibdl kovetkezik, hogy f(a) = 0 L-ben. Tehat, a gyoke f-nek. Mivel K U {X} generédlja a K[X] gyfir(it és
p : K[X] — L sziirjektiv morfizmus, kévetkezik, hogy p(K U{X}) = KU {a} generalja L-et. Tehat, L = K[a] = K(a).
Mivel f irreducibilis, kdvetkezik, hogy az « miniméalpolinomja f. m

5.3.2. példa. 1) Lattuk, hogy X?+1 € R[X] irreducibilis és C ~ R[x]/(X?+1); R részteste C-nek, i := X+ (X2+1)
gyoke az X% + 1 polinomnak, vagyis 1% = —1. fgy a C testet megkaptuk az 1 adjunkcidjdval, vagyis C = R(i).

2) Az eddig ismert véges testek Z, alakiak, ahol p egy primszam. A fenti tételt felhasznalva, mds véges
testeket is szerkeszthetiink. Az f = X2 — X —T € Z3[X] irreducibilis Z3 felett, mert a Z3 egyetlen eleme sem gyoke
az f-nek. Tehat, K := Z3[x]/(f) test, a := X+ () gyoke f-nek és K = Z3(a). A K test elemei a kivetkezd alakiak:
u=«a+Pa, ahol «, B € Z3. Tehdt |K| =9.

Hau =o'+ p'aeKakkor u+u’ = (ax+ o)+ (B + p’')a. Az uu’ szorzatot megkapjuk, ha felhasznaljuk,
hogy a? = a+T: uu’ = o’ + BB’ + (B’ + /B + BP’)a.

Példaul, abbdl hogy a? = a + T kovetkezik, hogy a(a — ) =1 ami igazolja, hogy a=! = a — T=a+2
Kiszadmitjuk az T + 2a inverzét, ami o + Ba alaki. Az (« + pa)(T + 2a) = T egyenlbségbél kovetkezik az

o+ 2[3 =1, 2a=0 egyenletrendszer, tehdt o = 0 és B = 2. Innen, (T+2a)"" =2a.

5.3.3. tétel. Legyen K; és K, két test és
f=ao+ar X+ - +oanX" €KX, g=Ppo+ 1 X+ -+ BnX" € Ka[X]

két n-ed foku polinom. Legyenek Kq(aq) illetve Ky(az) olyan testek melyeket a Ky illetve a Ky-testbeli f illetve
g polinomok eqy gydkének adjunkcidjdbol kaptunk a 5.3.1. tétel alkalmazdsdval. Feltételezziik, hogy f irreducibilis
Ki[X]-ben és ¢ : K1 — Ky egy olyan izomorfizmus, mely az f-et g-be transzformdlja, vagyis d(oi) = By, 1 =
0,1,...,n.

Akkor g irreducibilis K2[X]-ben, és a ¢ izomorfizmus meghosszabithatd egyértelmiien a ¢ : Ki(a;) — Ka(az)
izomorfizmusig, gy hogy d(a1) = az, ahol a7 = X+ (f) és a; =X+ (g).

KX —2 Ko

ml lpz

K1(a1)—~—$~> Kz (az)

Bizonyitas. A polinomgyfir{i univerzalis tulajdonsdga alapjdn, kovetkezik hogy a ¢ izomorfizmus meghosszabit-
haté egyértelmiien egy ¢’ := ¢px : K1 [X] — K3 [X] izomorfizmusra, gy hogy

¢ (o + o1 X4+ anX™) = Ploto) + o )X+ -+ + dlag ) X™

ahonnan kovetkezik, hogy ¢’(f) = g. Tehat, g irreducibilis K;[X]-ben. Léttuk, hogy Ki(aj) = Ky[X]/(f) és
Ka(az) = Kz[Xl/(g). Ha p; : K{[X] Ki(ai), i = 1,2 a kanonikus homomorfizmus, akkor p; o ¢’ sziirjektiv
morfizmus.

Mivel ¢'(f) = g, kovetkezik, hogy ¢’ izomorfizmus leképezi az (f) idedlt a (g) idedlra, és ebbdl kovetkezik hogy
Ker(pz o ¢’) = (f) = Kerp;. Tehat, létezik egy ¢ : Ki(ar) — Kz(az) izomorfizmus, tgy hogy a fennti diagramm
kommutativ legyen. A diagramm kommutativitdsabél, kovetkezik hogy ¢ a kivetkezé képpen van meghatarozva:

dloo +arar + -+ oan_1al ") = (o) + plar)az + -+ Plom_1)ad !

ahol oy € K,1=0,1,...,n— 1, ami igazolja, hogy ¢ az egyetlen ilyen izomorfizmus. m
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5.3.4. tétel. Ha f € K[X] és degf = n > 1, akkor létezik egy F/K bbvités 1igy hogy teljesiilienek a kévetkezd
feltételek:

1. f felbonthats F[X]-ben a kovetkezd képpen: f = a(X —x1)...(X—x%xn), ahol a az X™ egyiitthatdja az f-ben és
X1,...,Xn € F nem feltétlendl kilonbozoek;

2. F=XK(x1,...,%Xn).

Bizonyitas. n szerinti indukciét alkalmazunk. Ha n = 1 akkor evidens, hogy F = K. Feltételezziik, hogy n > 1
és hogy a tétel igaz barmilyen K test esetén, és barmilyen (n — 1)-ed fokt polinom esetén a K[X]-bé&l.

Mivel K[X] faktoridlis gy{irti, kovetkezik, hogy f-nek van egy g irreducibilis tényezdje K[X]-ben. Tehdt, g € K,
és a 3.1. Tétel alapjan kovetkezik, hogy 1étezik egy Ky = K(x1) bdvitése K-nak gy, hogy x; gyoke g-nek.

Tehat, K;[X]-ben f = (X — x7)h, ahol degh = n — 1. Alkalmazzuk a h € K;[X]-re az indukcié hipotézisét,
amib6l megkapjuk F-t. m

A kovetkez6 tétel azt éllitja, hogy egyetlen olyan test létezik, amely eleget tesz az el6bbi allitasainak.

5.3.5. tétel. Legyen K és K’ két izomorf test, melyek kielégitik a 5.3.4. tétel feltételeit.

Ha @ : K — K’ egy olyan izomorfizmus, mely az f-et g-be transzformdlja dt (vagyis @'(f) = g, ahol @’ : K[X] —
K'[X] izomorfizmus, ¢’'(a) = @(a), minden a € K-ra és ¢'(X) = X), akkor ¢ meghosszabithaté a ® : F — F/
1zomorfizmushoz.

Bizonyitds. A bizonyitdst v = [F : K] szerinti indukciéval végezziikk. Ha v = 1 akkor F = K és F/ = L. Teh4t,
ebben az esetben @ = @.

Ha r > 1 és a tétel igaz K barmely b&vitésére mely eleget tesz a 5.3.4. tétel feltételeinek, és a K feletti fokuk
kisebb mint r. Mivel r > 1 kdvetkezik, hogy f-nek van egy irreducibilis u € K[X] osztdja, degu = m > 1. Akkor
v := @(u) g-nek irreducibilis osztéja K’[X]-ben. Az u polinomnak van F-ben egy x; gyoke és v-nek F’-ben van egy
x} gyoke. Mivel m > 1 és u és v irreducibilisek kévetkezik, hogy x1 ¢ K és x7 ¢ K’ és a 5.3.3. tételbdl kdvetkezik,
hogy ¢ meghosszabbithaté a @1 : K(x1) — K’(x]) izomorfizmushoz. Az 5.1.2. és 5.2.7 tételekbdl kovetkezik, hogy

[F:K]=[F:K(x1)]-m

ami igazolja, hogy [F : K(x1)] < r. Tehét, az indukcié hipotézisébdl kovetkezik, hogy @1 meghosszabbithaté a
@ : F — F/ izomorfizmushoz. m

5.3.6. definicié. Legyen K egy test és f € K[X], degf =n > 1. A 5.34. és 5.3.5. tételekben izomorfizmusig
meghatarozott F testet az f polinom K feletti felbontasi testének nevezziik. Jelolés: F = F¢ k.

5.3.7. megjegyzés. 1) Az f € K[X] felbontési teste (K felett) nem csak az f-tél fiigg, hanem a K-tdl is. Példaul,
az X? + 1 € R[X] felbontasi teste C, az X*> + 1 € Q[X] felbontasi teste Q(i) ={a+bi|a,b € Q.

2) Legyen f = otoX™ 4+ oy X™ ' + -+ + oty 1X + an € K[X], degf =n > 0 és x1,...,xn az f gyokei. Ha
u=g/h e K(Xq,...,Xn) szimmetrikus raciondlis tort és h(xq,...,xn) # 0, akkor w(x1,...,xn) € K.

Valéban, a szimmetrikus polinomok alaptételébol kovetkezik, hogy u felirhaté

u=g'(s1,...,80)/N(s1,...,8n)

alakban, ahol g’,h/ € K[Yy,...,Yn] és s1,...,sn az n hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomok. Viéte
képleteibdl kovetkezik, hogy

Si(X],.. . axn) = (7])1:0‘11/0(0 € K)

minden i =1,...,n esetén.
3) Ha F az f € K[X] polinom felbontdsi teste, akkor 5.2.8. 7)-b8l kovetkezik, hogy a K < F bovités algebrai.

5.10. feladat. Legyen a = v/2 és K = Q(a) < C. Szémitsuk ki K-ban:
a)a'—qa b) L o g—;%

Megoldds. f = X3 —2 € Q[X] irreducibilis, a gyOke f-nek.
a)a>—2=0,a*"=2a,a*~a=2a—a=a= V2.
b) ad—-2=0 Cl2:2 1 a2 _ (Y22 _ 1

a a2 T 2 T 37

5.11. feladat. Legyen a = v/2 és K = Q(a) < C. Szémitsuk ki K-ban:
a) 1; b) (a® +2a% —a+3)(2a® —4a® +5a—1).

a’
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5.12. feladat. Igazoljuk, hogy barmely a,b € Q, a # b esetén Q(v/a, vb) = Q(/a + vb)

Megoldds. ,,2” v/a € Q(y/a,vb), fe@ff tehdt (v/a+vb) € Q(v/a, VD).

LC \/al\/gz\/;{ Vb ¢ Q(va + v/b) kévetkezik, hogy va — vb € Q(va + Vb) és

Va+vb e Q(va+ vb). Osszeadva, 1lletve klvonva egymasbél kapjuk, hogy 2v/a,2vb € Q(v/a + v'b), vagyis
(Va,vb) € Q(va+ vb).

Tudva, hogy

5.13. feladat. Legyen a = v/1+ v/3, K= Q(v3), L = Q(a). Igazoljuk, hogy:
Q < K < L és L =K(a);

a)
b) [L
c) [K
d) [ L K = 3 és hatdrozzuk meg mg q minimalpolinomot.

Megoldds. a) Mivel /1 + /3 € L kovetkezik, hogy a® = 14++/3 € L, ahonnan v/3 = a®—1 € L, vagyis Q(v/3) < L.
Mivel Q < Q(+/3) kovetkezik, hogy Q < K < L.

b)a= V143, a® = 1++v/3 ahonnan a3—1 = /3. Négyzetreemelve, a®—2a®—2 = 0. Legyen f = X6 —2X3—2;
f irreducibilis Q f6l6tt az Eisenstein kritérium alapjan és f(a) = 0; kévetkezik, hogy mg o = f, és vagyis [L : Q] = 6.

c) [K:Ql =degmy, 5 =2, mivel my, 5= X2 — 3.

d)a=vV14++v3, a>=1+3,a>—1-+v3=0. Legyen g = X> — 1 —+/3 € K[X], ami irreducibilis, g(a) =0,
tehat myx o = g. Mivel [L: Q] = [L: KI[K : Q] kdvetkezik, hogy [L : K] = 3.

5.14. feladat. Legyen a = v/1+ v/3 € K ahol K = Q(v/14 v/3) és legyen L = Q(v/3).
a) Hatdrozzuk meg az mq o minimalpolinomot;
b) Igazoljuk, hogy [K: Q] = 4;
¢) Igazoljuk, hogy Q <L <K és [L: Q] = 2;
d) Hatdrozzuk meg az mp q minimalpolinomot.

Megoldds. a) a =+/1++/3,a> =1++/3, a* —2a?—2 =0, tehat mg o = X* —2X? —2 (irreducibilis az Eisenstein
kritérium alapjén).

b) [K: Q] =degmg,qa =4

¢) Igazolni kell, hogy v3 € K: a = V14+vV3 €K, a> =1++V3 €K, tehat V3 =a?—-1 € K. [L:Q] =
degmg, 5 =2, mert mg, 5= X? —3.

d) [K:1]=[K:QJ/[L:Q] =4/2 =2, vagyis K=Q(a) = L(a). degmp o =2, my o = X> —1 -3 € L[X]

5.15. feladat. Legyen a =iV v2—1, L =Q(a) és K = Q(v/2). Igazoljuk, hogy:
a) Q < K<LésL=K(a)
b) a gydke az f = X® — 3X* +3X2 + 1 € QIX] polinomnak;
c) a¢kK;
d) [L: Q] =6 és f irreducibilis Q felett.

5.16. feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd polinomok felbontdsi testét Q felett, ahol f € QIX], F = F¢q.
Hatéarozzuk meg az F/Q bévités fokéat es egy bazisét.

a) f=X3—3; b) f=X*+1; c) f=X"+X%+1,

d) f=X*-X?-2 e) f= (X% —6)(X2+2); f) f=X*+9.
Megolda’s a) f = X3 — 3 f gyokei z, = if ex, ahol e = cos 2K% + isin 2K% k € {0,1,2} vagyis: ¢o = 1,
g1 = cos 2% 4 isin 23” = + 1‘{, €2 = cos 3T 4 isin 43” = —12 f kovetkemk hogy:

F=Ql(z0,21,22) = Q(V/3, V3( **-l- ?) S@(*%*i?))

Igazoljuk, hogy F = Q(+v/3,iV3).
2C 20 = V3 € Q(V3,1v3); 21 = —F +1 € Q(V/3,1V3), 65 22 € Q(V/3,1V3).
., 2" V3 €F mert zo = %;i\/gEF,merti\/gzi—;—%eF.

Kapjuk a Q < Q(v/3) < Q(v/3,1v3) = F dsszetett bdvitést.
[Q(v3):Q] = degm \f = 3 mert my 3 = X3 — 3; bazisa: {1, v/3, V9).
[F:Q(v3)] = degm 1\[ =2, mert My, 373 /3 = = X2 + 3, bazis: {1,iV3).
Tehat, [F: Q] =2-3 = 6 bams 1,3, \/§1\f \Bl\f V3,iV3L.

b) f=X*+1, f gydkei: zi. = e, k €{0,1,2,3}, ahol zg = cos T +isin F = Y2 +1i%2, z; = cos 3 +1isin 3F =
f—l—l{,lz—COS —|—1sm5—":§—1\?,23—cos +1sm7f——§—i§.
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F=Q(—¥2 +i¥2 Y2 412 —¥2 _i¥2 Y2 i¥2) Tgazoljuk, hogy F = Q(vZ,1).

.C” 20,21,22,23 € Q(v/2,1), mert zart a miiveletekre nézve.
7)2” \/Z—XO‘FXZ EF i= Zo— ZZ.

Zo—2z
Tehat [F: Q] = [Q(v2) : QIIQ(V2,1) : Q(v2)].

[Q(V2): Q] = degmg, 5 =2, mert mg, 5 = X2 —2, bézis: {1, V2.

[Q(v2,1) : Q(v2)] =degmg /3 (1) =2, mert mg 7 =X? +1, bézis: {1,i}.

Tehét, [F: Q] =2 -2 =4, béazis: {1,1,v2,1v2.

¢) f =X X241 = (X2 x+1)(x2+x+1) az f gyokei: xq = 1503 5, = 1=0V3 [yy — 1503 1y, — 1203
F=Q(x1,%2,x3,%4) = Q(iv/3). Tehst, [F: Q] = 2, bazis: {1,iV/3}.

d) Az f = X* —2X? — 2 gydkei x1 = \/1—1— V3, % =—V14+V3, x3=1vVV3—1, x4 = —iVV3
F=Q(x1,%2,%3,%) = Q(v1++3,iv/V3-1).

Q<QW1+ §Q¢1+ﬁ,1¢f—1 =F

[Q(V1++3) :(@] = deg QO =4, mert mQ,m = X* —2X? — 2 irreducibilis; bézis: {1,V/1++v3,1+

V3, (T+V3)(V1+V3))

. o o _v2 .. 1 e7e
[F:Q(WV1++V3)] = degm@( VAT 2, mert MoV VT X2 — 1+ +/3 ami irreducibilis,

mert nincs gyoke Q(v/ 1+ v/3)-ban. V3 € Q(1 4+ v/3); bézis: {1,iv/v/3 — 1}; kovetkezik, hogy [F: Q] = 8.

e) f=(X?—6)(X2—2) = (X—v6)(X+V6)(X— V2)(X+ v2); az f gydkei: x1 = V6, xa = —V6, x3 = V2,
xs =—V2.

F= Q(X1aX2>X3’X4 f f (\/ga \/2)

Q< Q(V2) <Q(V3, f —F

[Q(\ﬁ) : Q] = degmg  7) = = 2, mert my 7 = X2-2,3 ¢ Q ﬁ) Tehat, F bazisa: {1,v/3,v2,V6).

f)Azf—X4—9 gyokei zo = V3, z1 =1V3, 23 = —V3 = (—1)z0, 23 = —iV/3.

Q(ZOvZ1)ZZ)ZS \/g 1\/> f )

Q <Q(V3) < @(\/g,l) =F

[Q(V3): Q) = deg mg, 5 = 2, mert mg(v/3) = X2 — 3; bézis: {1,V/3}

[F: Q(V3)] = degmg 3, ; = 2, mert mg 5, = X> +1; bazis: {1,1).

Tehat, [F: Q] =2 -2 =4, bézis {1,v/3,1,1V3}.

5.17. feladat. Hatdrozzuk meg az f = X* + X3 + X + T felbontdsi testét Z, felett.

Megoldds. Keressiik f gyokeit: f(—1) =1—1—=141 =0, tehat f = (X+1)f;, ahol f; = X3 +1.f1(=1) = =141 =0,
tehat f = (X+1)%(X2—=X+1); X2—X+1 irreducibilis Z, £516tt. Tehat, az f felbontasi teste Z felett a Z, /(X2 —X+1)
négy elemi test.

5.18. feladat. Legyen L = K(a,b), f = mk,q, g = Mmkp, degf = m, és degg = n. Feltételezziik, hogy
(m,n) = 1. Igazoljuk, hogy:

a) [L: K] =

b) g irreducibilis K(a)-folott (tehat my(q)b = 9).

5.19. feladat. Legyen u és v két tetszOleges természetes szdm. Igazoljuk, hogy Q(1/u) = Q(1/v) akkor és csak
akkor, ha uv négyzetszam.

Megoldds. Legyen Q(v/u) = Q(v/V) és tegyiik fel, hogy u nem négyzetszam. Mivel Q(y/u)-ban {1, /u} bazis,
Vv € Q(yu), ezért v = s + ty/u, ahol s,t € Q. Igy Ja,b,c € Z, dgy hogy a + by/u = cyv. Akkor
a? + 2aby/u + b2u = c?v, ezért 2ab = 0 és a? + b?u = c?v egyenletek egyszerre kell teljesiiljenek.

1. eset: ha a = 0 akkor b?u = c?v & b?u? = c?uv = uv négyzetszam.

2. eset: ha b =0, akkor a? = c?v = v négyzetszam, de \/u € Q(/v) = Q akkor u is négyzetszam.

Most bizonyitsuk be a forditott irdnyt feltéve hogy uv négyzetszdm. Akkor /uy/v € N és tetszbleges L/Q

testbévitésre vu € L & /v € L. Ekkor Q(v/u) = Q(\/V).

5.20. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden q € Q esetén létezik e egységgyok, amelyre |/q € Q(¢)
Megoldds. Ha ¢! my-edik és £(?) m,-edik egységgydk, akkor m3 = [my, my] és tetszéleges €(3) primitiv mz-adik
egységgyokre fennall: Q(el),e(?)) C Q(el3)), ezért elégséges primekre szdmolni, azaz legyen q egy primszam.
Mivel V2 € Q(%) = Q(¢), ahol € primitiv 8-ik egységgyok. A tovabbiakban legyen q pdratlan prl’mszzim,
e primitiv g-ik egységgyok. Jeloljitk ¢; = et, aholi=1,...,q, és legyen f = X—’1 = X971 X972 4 X 41,

2
illetve t = %. Most szdmitsuk ki D(f)-et az f diszkrimindnsit. Az X9 — 1 polinom diszkriminansat, mint
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t

determindnst az utolsé q szdmu sora szerint kifejtve adédik D(X9 — 1) = (—1)tq9. Madsrészt az f gyoktényezds

felbontdsat felhasznalva

q—1
[T(ei—ca)* = ((1— 1) (1= eq1))? = (F(1)* = 2.
i=1
[Ti<ici< (e1 — &) D(X9—1) B
D(f) = i_'2: S1<)=q —_ :_1tq2_
(f) ]qu(a &) (e —ca)? 7 (—1)'q
ViED-q T = DA = ] (ei—g) €Qler,... en) = Qle).
1<i<j<q

Innen /(—=1)tq € Q(¢), ezért a /q € Q(¢e,1) C Q(n), ahol 1 egy 4q-adik primitiv egységgyok.

5.4. Véges testek

Ebben a paragrafusban Wedderburn hires tételét fogjuk bebizonyitani, amely tétel igazolja, hogy barmely véges
test kommutativ és meghatarozzuk a véges testek struktiurdjat.

5.4.1. tétel. Ha K véges test, akkor létezik p primszdm és létezik n € N* gy, hogy |K| =p™.

Bizonyitas. Mivel K véges, kovetkezik, hogy char K = p primszam, és legyen L = P(K) ~ Z,, a K primrészteste.
Ekkor K L-feletti vektortér, tehat létezik egy véges bdzisa. Ha dimy K = n, akkor K ~ L™, tehat |K| = |L|™ = p™.
]

A tovabbiakban az X™ — 1 € Z[X] polinom néhdny tulajdonsigét soroljuk fel, melyek fontosak a Wedderburn
tétel bizonyitasanal.

Ha n € N*, akkor az X™ — 1 polinom gydkei ex = cos(2kn/n) + isin(2km/n) = e, ahol k € {0,...,n—1}; az
€x szamokat n-ed rendi egységgyokoknek nevezziikk. Tudjuk, hogy

Un ={ex [k €{0,...,n—1}} = (1) = (Zn, +)

n-ed rendd ciklikus csoport, és ey = ¥ akkor és csak akkor generalja Uy-et, ha (n,k) = 1; ebben az esetben azt
mondjuk, hogy ey primitiv n-ed rendi egqységgyok.
Legyen

O, = H (X —ex).

0<k<n,(k,n)=1

@,,-et az n-ed rendii ciklotomikus polinomnak nevezziik; értelmezésébdl kovetkezik, hogy deg(®D,) = @(n),
ahol @(n) az Euler-szdm. Ha P, jeloli az m-ed rend{i primitiv egységgyokeinek a halmazat, akkor U, = |J P
particiéja Un,-nek; kovetkezik, hogy

X"—1= J] X=e)=]] ®m.

0<k<n min

min

5.4.2. lemma. 1) @, € Z[X] és O, |(X™ — 1) Z[X]-ben.
2) Ha mn, akkor (X™ — 1)|(X™ — 1) Z[X]-ben.
3) Hamn és 1 <m < n, akkor @,|((X™—1)/(X™ —1)).
4) Ha q € N és q > 2, akkor @ (q) 1 (q—1).

Bizonyités. 1) A bizonyitast n szerinti indukciéval végezziik. n = 1 esetén @1 = X — 1 € Z[X]. Feltételezziik,
hogy az allitas igaz @ -re, ahol m < n. Ekkor X™ — 1 = f®,, ahol f € Z[X] és az f féegyiitthatdja 1. Tehat,
@, € Z[X].

2) Ha m | n akkor az X™ — 1 polinom bédrmely gyoke az X™ — 1 = 0 polinomnak is gyoke.

4) Abrézolva az 1 és e szdmokat a komplex szamsikban, észrevesziik, hogy |q — €| > (g — 1) minden € € Py,
€ # 1 esetén. m

5.4.3. tétel (Wedderburn). Ha K véges test, akkor K kommutativ.

Bizonyitas. Legyen Z = Z(K) ={a € K| ax = xa,Vx € K}, a K test centruma, elég igazolni, hogy Z = K.
Tudjuk, hogy Z részteste K-nak, és ha x € K, akkor Cx(x) ={a € K| ax = xa} is részteste K-nak; kovetkezik,
hogy K és Cx(x) Z-feletti véges dimenziés vektorterek. Ha |Z] = g, akkor |K| = g™ és |Cx(x)| = q"*, ahol
n= dimz K és Ny = dimz CK(X).
Tovabbd [K*| = q™ — 1, Z(K*) = Z* és |Cx(x)*| = g™ — 1, ahol Cx(x)* = Ck~(x) minden x € K* esetén.
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A (K*, ) csoport konjugdltsagi osztdlyaira vonatkozé egyenlet:
K* = 1Z*|+ ) [K*: Cx(x)"]
XEA

ahol A a nemtrividlis osztalyok egy teljes reprezentansrendszere; kovetkezik, hogy

A" =1=q-1+) (@"—1)/(q™ —1),

ahol ny [ mésny, Znhax € A. A 5.4.2. lemméabdl kovetkezik, hogy @ (q)|(q™—1) és @ (q)l(g™—1)/(q™ —1),
ami ellentmondas, mert ®,,(q)t(q—1). =

5.4.4. tétel (kommutativ test multiplikativ részcsoportjai). Legyen K egy kommutativ test és G < (K*,-)
eqy véges részcsoport. Akkor (G,-) ciklikus.
Partikuldrisan, ha K véges test, akkor K* ciklikus csoport.

5.4.5. példa. a) R-ben: az (R*,-) véges részcsoportjai: ha G n-ed rendf, akkor barmely x € G esetén x™ =1,
tehat x =1 vagy x = —1, igy G = {1} vagy G ={—1,1}.
b) C—ben: ha G n-edrendii részcsoportja (C,-)-nak , akkor

GUn{ZG(Clz“]}{coszft+isin2]:t|k€Z,k{O,1,2,...,n—1}}.

c¢) Legyen
H={a+bi+cj+dk|ab,c,deR},
a kvaternidk (nem kommutativ) teste, ahol
j=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j, i* =j> = k? = ijk = —1

Ekkor Q = {#1,+i, +j, £k} < (H*,-) a kvaternidk csoportja nem ciklikus és nem kommutativ.

d) A Wedderburn-tétel szerint minden véges test kommutativ. A 5.4.4. tétel alapjan ha K véges test, akkor
(K*,-) ciklikus csoport.

Partikularisan, ha p primszam, akkor (Z;, ) ciklikus csoport.

e) Tekintsiink néhény esetet:

m=2 U(z,) = {1} = (1)

m=3  U(z3)={12}=(2)

m=4 U(Z4)={1,3} = (3)

m=>5 U(zs) = {1,2,3,3} = (2)
m=6 U(ze) = {1,5}

m=7  U(Zy)={1,23,456} =)

5.4.6. lemma. FEgy (G,-) tetszbleges csoport esetén

a) hax, y € G, xy =yx, ord(x) =m, ord(y) =n és (m,n) =1, akkor ord(xy) = mn;

b) ha x1, X2, ..., Xr € G dgy, hogy xixj; = xjxi, 1 < 1,j <71, ord(xi) = my € N* és (mi,m;) =1, 1 # 7,
akkor ord(x1X2 ... Xn) = mMymy - - - M.

Az 5.4.4 tétel bizonyitasa. Legyen |G| =7p]'...pI, r>2, p1, p2, ..., Pr primszdmok, n; > 1. Igazoljuk
hogy létezik x € G, gy, hogy ord(x) = n.
Az X?i —1 € K[X] polinomnak legfenebb n/p; gyoke van K-ban, minden i = 1,...,1 esetén. Mivel n > %,

my

létezik g;i € G gy, hogy gi'Ti # 1. Legyen x; = g?/p‘ € G és igazoljuk, hogy ord(xi) = pi*'. Valéban

(xi)p?1i = (giPi ' )‘[’l“i = g' =1, mert |G| = n és ord(gi) | |G| (Lagrange tétel). Tehdt ord(x;) | p;"*, ahonnan
ord(x;) = p{™, ahol m < m;. Feltételezve, hogy m < my,

1= () = (/T = gt

tehat g?/ Pi =1, ellentmond g; megvélasztasanak.
Legyen x = xq---X, € G. Mivel G kommutativ, alkalmazhatjuk az el6z6 lemmat. Mivel ord(x;) = pi'* és
(pi,p;) =1 ha i#j, alemma b) alpontjdbdl kévetkezik, hogy ord(x) = p*' ...p*" =n. Tehdt G = (x) ciklikus.
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5.4.7. tétel (Véges testek létezése). 1) Két, azonos elemszami véges test izomorf egymdssal.
2) Bdrmely p > 0 primszdm esetén és barmely n > 0 esetén, létezik egy p™ elemi test, az XP" — X € Zy[X]
polinom felbontdsi teste Zy, felett.

Bizonyitds. 1) Legyen q :=p™, K={a; =0,0a;,...,aq} és K* =K\ {0}.

Minden a; € K* elem rendje a (K*, -) csoportban osztja |[K*| = q—1-gyet, amibdl kovetkezik, hogy af’f1 —a; =1,
minden a; € K* esetén; kovetkezik, hogy a? —a; = 0, minden a; € K esetén. Tehdt K minden eleme gycke az
f = X9 —X € Z,[x] polinomnak, és f-nek nincs t6bb gyke a Z, feletti felbontdsi testében. Kovetkezik, hogy a
K test az f polinom felbontasi teste Z,, felett.

Ha L egy masik g = p™ elem test, akkor P(L) ~ Z,, L pedig a felbontési teste P(L) felett a g = X9 —X €
P(L)[X]. Tehat a 5.3.5. tétel alapjdn kovetkezik, hogy K ~ L.

2) Az f = X9 — X € Z,[X] polinom formélis derivéltja, f' = qX97! —1 = —1, ami azt igazolja, hogy f-nak
q kiilonbézé gyoke van az F = F¢ 7 felbontasi testben. A 1 : F — F {(a) = a9 testautomorfizmus, mivel | az
n-edik hatvanya a Frobenius automorfizmusnak. Az f polinom gyokei azonosak a 1 fix-pontjaival. Tehat, az f
gyokei egy g elemii Fy < F résztestet alkotnak; kovetkezik, hogy Fo = F¢ 7, tehat [F| =p™. =

A fenti tételbél kovetkezik, hogy barmilyen p pri mszdm esetén létezik, izomorfizmustdl eltekintve, egyetlen
egy p™ elemi test, melyet GF(p™)-el, vagy Fpn-el jeloliink és a p™ elem@i Galois testnek nevezziitk. A 5.4.7.
és 5.4.1. tételek azt bizonyitjak, hogy barmely véges test izomorf egy GF(p™) alaki testtel, vagyis a Fpn alakd
testek kimeritik az Osszes véges testeket.

5.4.8. megjegyzés. Ha K < L egy véges bovités és K egy véges test, akkor létezik a € L gy hogy L = K(a),
vagyis L-ben 1étezik egy primitiv elem.

Valéban, L is véges, tehat az (L*,-) csoport ciklikus. Ha a ennek a csoportnak egy generalé eleme, akkor
L =K(a).

5.4.9. tétel (Véges test résztestei). Legyen K egy véges test, |K| = p™.
1) A K test egy résztestének a szdmossiga p™ alakd, ahol m | 1.
2) Ha m € N* és m | n, akkor K-nak egyetlen p™ elemd részteste van.

Bizonyitds. 1) Ha L <K, akkor az L prim részteste Z,,. Tehat, a 4.1 tételbdl, |L| = p™, ahol m = [L: Z,]. Mivel
Z, < L <X, kévetkezik, hogy n = m[K : L].

2) Ha q := p™, akkor lattuk fennebb, hogy az f := X9 — X € Z,[X] polinom K-beli gytkei egybeesnek a
@ : K = K, @(x) = xP Frobenius automorfizmus m-ad hatvanyu fixpontjaival. Tehét, ezek a gyokok K-nak egy L
résztestét alkotjak és L] < q.

Ha k := n/m, akkor |K| = q* és [K*| = q¥ — 1, ahol K* = K\ {0}. Mivel (K*,-) ciklikus csoport, kovetkezik,
hogy K*-nak van egy a generdtor eleme. Ha s := (g —1)/(q — 1), akkor o(a®) = q — 1 a (K*,-) csoportban;
kovetkezik, hogy

0,a%,a*s,..., ala"1s (5.1)

q darab kiilonbozé elem és (a')(9=1) =1,i=1,..., q—1, amibél kévetkezik, hogy (a'*)4 =a's,i=0,1,...,q—
1). Tehét, a 5.1-beli elemek f-nek gyokei, vagyis L-hez tartoznak. Kovetkezik, hogy |L| > q, tehat |L| = g.

A tovabbiakban igazoljuk, hogy L az egyediili q elemfi részteste K-nak. Valéban, ha L’ egy ¢ elemfi részteste
K-nak, akkor L* q — 1 elemfi csoport, amib8l kovetkezik hogy x9~' = 1, minden x € L’" esetén. Ebbdl az
kovetkezik, hogy az L’ elemei az f polinom gyokei. Tehdt, L’ a 5.1-beli elemekbdl 4ll, vagyis L’ =1L. m

5.21. feladat. Szamitsuk ki @,-et, han=1,2,3,4,5,6 és ha n = p primszam.

5.22. feladat. a) Igazoljuk, hogy

1 n—1_m-—1 n—1 m71]_17]

Dpn = Dp(XP" ), Dpngm = Dpg(XP 97 ), Dpngmp = Dpgr(XP 9 ).

b) Szémitsuk ki @,-et, han=38,9,10,12,72,180.

5.23. feladat. Igazoljuk, hogy @, irreducibilis Z[X] felett (tehdt QX] felett is.)

Megoldds. Legyen en = € egy n-edrendii primitiv egységgyok és f = mg .. Mivel @y (e) = 0 kovetkezik, hogy
®,, = fg ahol f,g € Q[X]. A Gauss-lemmabdl kovetkezik, hogy f, g € Z[X].

Legyen p > 1 primszam, tgy hogy (p,n) = 1 = ¢P n-edrendii primitiv egységgyok azaz az €P n-edrendii
az (Un,-) csoportban. Ekkor @, (eP) = 0, tehédt f(eP) = 0 vagy g(e?) = 0. Reductio ad absurdum: feltételezziik,
hogy f(eP) # 0. Akkor g(eP) = 0.

Legyen h = g(XP) € Z[X]. Ekkor ¢ gydke lesz a h polinomnak, mert h(e) = g(e?) =0. Ekkor f =mg. | h,
és a Gauss-lemmé4bdl h = fq, ahol q € Z[X]. Tekintsiik a

ZIX] — Zy[X], f=ar+a X+ Fa X" —f=ar+qmX+ - F+amX™
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morfizmust. Ekkor h = f-q, de h = g(XP) = g¥, mert @” =@ Zp-ben a kis-Fermat tételbél, tehat g* = f - g.

_ Ha € Z,[X] irreducibilis tényezdje f-nek, akkor 1 | g¥, és mivel ¢ prim Z,[X]-ben kapjuk, hogy ¥ | g. Mivel

®, = fg, kovetkemk hogy ? | @, és ekkor P dupla gyoke @, -nek. De ez ellentmondds, mert @,,-nek csak

egyszeres gyokei vannak. Ezért f(eP) = 0 kell legyen minden p > 1 primszdam esetén. Tehdt (p,n) =1 esetén P
gyoke f-nek.

Legyen & egy gyoke @, -nek, azaz & n-edrendii primitiv egységgyok, tehdt léetzik m € {1,...,n}, ugy hogy
(mn)=1é&=¢em

Legyen m = pipz2...ps, ahol p; primek, (pi,n) = 1 minden 1T < i < s esetén, és f(ePt) = 0. Tehdt
@,,(ePt) = 0. A fenti eljarassal ¢ helyett eP1-t véve i szerinti indukciéval kapjuk, hogy f((eP')P2) = f(eP1P2) =0,
tehdt @ (ePP2) =0.

Tehat f(&) = f(eP'Ps) = 0. Mivel minden & primitiv egységgydkre fenndll, kaptuk, hogy @, barmely gydke,
gyoke f-nek is, tehat @, = f = mg , irreducibilis Q felett.

5.24. feladat. Hatarozzuk meg Z*3 generalé elemeit.
Megoldds. 775 =1{1,2,3 3@? 9.10,1M,12;;20=1,2" =2,22 =4,23 =8,24=3,25=6,26 =12, 27 =
n, 28 =9 29—5 210 fb 77

Tehat Z1

= 75 akkor és csakis akkor, ha (k,12) =1, vagyis k € {1,5,7,11}. Tehat, a generdld
elemek: ﬁ ?

5.25. feladat. Hatdrozzuk meg Zj, general6 elemeit.

Megoldds. 7%, ={T1,2 f\6}
Generélé elemek: 31 33 35,37 39 311 315 vagyis 3,951,147 12,6.

5.26. feladat. Szerkessziik meg a 4 elemii F4 testet.
Megoldds. 4 = 22, esetiinkben p = 2, n = 2; f = X?+X+1 irreducibilis Z; felett (nincs gydke Z,-ben). Kovetkezik,
hogy

Fq =F2/(f)

={oo+oralag, 1 EF2, a=x+(f), > +a+1=0=
={0,1,a,T+a}

Mivelettablak:

+ 0 T a /1\+a
0 0 1 a 14+ a
T T 0 T+a a
a a /1\+(1 0 T
?-i—a /1\+a a T 0

. 0 T a ?+a

0 0 0 0 0

T 0 T a T+a

a 0 a ?+a T
?-i—a 0 ?-i—a T a

5.27. feladat. Szerkessziik meg az Fg testet.
Megoldds. 8 = 23, esetiinkben p =2, n = 3; f = X3 + X + 1 € Z,[X] irreducibilis polinom.
Fs =TF,/(f) ={oto + x1a+ aza’ | &3 € Zy, a® +a+T=0, a=X+(f)} =
={0,T,a,1+qa,a*,T+a% a+a*14+a+a?}

Tudjuk, hogy a®> = a+1 és a* = a? + a. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: T+a:=xT+a2:=y, a+a?:=z,
T+ a+ a? := t. Miivelettablak:

N

+ 0 T a X a y z t
0 0 1 a X a? y z t
T T 0 X a Y a? t z
a a X 0 T z t a? y
X X a T 0 t z y a?
a? a? Y] 4 t 0 T a X
y Y a? t z T 0 X a
z z t a? Y a X 0 T
t t z y a? X a T 0
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N

. 0 T a X a Y] z t
0 0 0 0 0 0 0 0 0
T 0 T a X a? y z t
a 0 a a? z X T t Y
X 0 X z U t a? T a

a? 0 a? X t z a y T
Y 0 Y T a? a t X z

z 0 z t T Y X a a?

t 0 t y a T z a? X

5.28. feladat. Hatdrozzuk meg az Fg generdld elemeit.
Fs={0,7,a,T+a,a?, T+ a2, a+a? 1+ a+ a2l

Megoldds. (k,7) =1 akkor és csakis akkor, ha k € {1,2,3,4,5,6}.

4N .
=1 ad =ad=ad,ad=T+aqa*"=0a’+a,a®>=T+a+a? a® =a+a?>+a® =a? + 1, vagyis

Fg* = (a*), minden k = 1,2,3,4,5,6 esetén.

5.29. feladat. Szerkessziink 9 elemf testet.

Megoldds. 9 = 37, esetiinkben p =3, n = 2; f = x? + 1 € Z3[X] irreducibilis polinom (mert nincs gyoke Z3-ban.

A

Fo = GF(3)/(f) ={xo+ x1a| i €Z3; a=x+(f); a> +1=0}=
={0,1,2,a,2a,a4+1,2a+T,a + 2,2+ 2a}

Tudjuk, hogy a? = 2. Bevezetjiik a kovetkez6 jeloléseket: a + T = u, 20+ 1 = v, a-+ 2 = X, 2a+2 = y.
Miivelettablak:

2a

N
)

N>

Du:u:

0C R < 2 M=y —

e < Rk 2 ofe

p or e HRe <<

—»< R roe g o r|x

e 2o oOx MD<

< e e e rx oy
o>roe < o x e|e

€ x < e e vwoolt
€ rx<e e vwosolo
X e Do e <

N>
)

N>
)

()

— N> OY N>
N>
o

N N IR = = > [(=

r
o
ce g rx R ofe

€ x<ce e wsol—
P e e g o
-0 e g x < of<
e B oe e < or ofx

€ x<ce e wbo-
SOOI OO OO OO O O
£ < xR n

X EgC < o

N>
o

5.30. feladat. Hatdrozzuk meg az F§ generdld elemeit.

A

Megoldds. Fo ={0,7,2,a,T+ a,2+ a,2a,T+2a,2 4+ 2a};

(T+2a)02=a, (T+2aP =a(T+2a)=a+T, (T+20)* =(T+2a)(a+T) =2, (1+2a)° = (1 +2a)2 =2 +q,
(T+2a)¢ = (T+2a)(2+ a) =2 + 2a, tehdt (T +2a) = Fo™;

(k,8) =1 akkor és csakis akkor, ha k € {1,3,5,7}, vagyis a general6 elemek T+20,1%a,24a,2+a.

>

5.31. feladat. Legyen f = X* + T € Z3[X]. Hatérozzuk meg az f gyokeit.

Megolddgs. £(0) =T, (1) =1, f(2) = 2, vagyis f-nek nincs gydke Z3-ban.

=X+ T=X =X +1-X2=(X2 =12 =X2=(X2=X=D)(X2+X=1) = f12;

K :=Z3[x]/(X2 =X —1) test mert f; = X2 — X —T irreducibilis Z;3 felett. Legyen a = X+ (1) € K; kovetkezik,
hogy K = Z3(a) ={a+pal o, B € Z3}={0,1,2,a,a+T,a+2,2a,2a+1,2a + 2}.

(X2—=X—1): (X—a) = X+(a—1), ahol a maradék a*—a—1 = 0, mert a gyoke f;-nek. Tehat, f; gyokei: x; = a,
x2 = —a+1 =2a+1. Kiszamitjuk, hogy f2(2a) = f2(a+2) =0, tehat f = (X—a)(X—2a)(X—2a—T)(X—a—2).
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5.32. feladat. Hatdrozzuk meg az F7, generald elemeit.
Megoldds. 16 =2% f=X* + X3 + X2 + X + T € Z,[X] irreducibilis.
Fi6 = ZZ[X]/(f) = {6)/]\) av/]\+ Cl,/1\+ azvi\+ a+ aza a-+ az» Cl3,

?%—a3,a—|—a3,?—|—a—l—a3,a2—|—a3,?—|—a2+a3,?—|—a—|—a2—|—a3,a—|—az—|—a3}

ahol a* + a3+ a2 +a+T7=0,vagya* =a®+a2 +a+1.

(a+N° =T, (a+N' =a+T, (a+12 =a?+7, (a+ 1P =a® +a? +
(a+1)P =a®+a2+71, (a+Te =a3, (a+T)" =a?+a+T, (a+N¥=a3
(a+NM=a+a+T, (a+N?=q, (a+N3 =a?+a, (a+

Tehét, Fi6* = ((a 4+ 1)%), ahol (k,15) =1,k € {1,2,4,6,7,8,11,13,14}.

(a4 =a*+1=a>+a?+aq,
a+1)? =a?, (a+1)1° =a+a?,

5.33. feladat. Hatarozzuk meg az ¢ résztesteit.

5.5. Algebrailag zart testek. Egy test algebrai lezartja

5.5.1. definicié. a) Egy K (kommutativ) testet algebrailag zartnak nevezziik, ha minden f € K[X], f # 0
esetén az f gydkei a K-ban vannak, vagyis az f polinom K feletti felbontési teste megegyezik (azonos) K-val.

b) Egy K test algebrailag zart egy L bévitésében, ha minden f € K[X], f # 0 esetben az f L-beli gyokei a
K-ban vannak.

5.5.2. megjegyzés. 1) Ha K < L, akkor K algebrailag zart L-ben, akkor és csak akkor, ha az L-beli K feletti
algebrai elemek K-ban vannak.
2) Ha K egy test akkor a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

1. K algebrailag zart;

2. K-nak barmely algebrai bovitése a K-nak azonos K-val;

3. K algebrailag zart barmely L bovitésében;

4. Ha f € K[X] és degf > 1, akkor f-nek van egy gyocke K-ban;

5. A K[X]-beli irreducibilis polinomok azonosak az elséfokt polinomokkal.

3) A véges testek algebrailag nem zartak.
Valéban, ha K ={aq,...,an} akkor az f =1+ (X—aq)...(X— an) € K[X] polinomnak nincs gyoke K-ban.

A kovetkezo tételt a klasszikus algebra alaptételének is szoktak nevezni.

5.5.3. tétel (Gauss-d’Alambert). A C komplex szamtest algebrailag zdrt.

Bizonyitds. I. eset. Feltételezziik, hogy f € R[X], és legyen deg(f) =n = 2¥m, ahol 2 { m.

k-szerinti indukciéval igazoljuk, hogy f-nek van gydke C-ben.

Ha k = 0, akkor deg(f) paratlan szdm és lim,_,,, f(x) = —lim,_, o f(x); de f folytonos fiiggvény, tehat létezik
a € R 1gy, hogy f(a) = 0.

Legyen k > 0. Létezik egy L test, C < L dgy, hogy f = a,, (X—x1)...(X—xn), ahol x; € L mindeni € {1,...,n}
esetén.

Ha o € R, legyen zf5 = xix;j + a(xi +%;), ahol 1 <1i<j < n éslegyen

9= J] X-z§ eLx.

1<i<j<n

Ha o€ Sy, 0:{1,...,n} = {1,...,n} bijektiv fuggvény, akkor o indukal egy o’ : {(1,j) |1 <j} — {(i,3) | 1 < j},
o’(i,3) = o(i)o(j) bijektiv fiiggvényt; kovetkezik, hogy a g egyiitthatéi szimmetrikusak az x1,...,xn-ben, tehat
g € R[X]. Mivel

deg(g) = C2 =n(n—1)/2 =2*m(2*m —1)/2 =2 "m(2*m — 1),

az indukci6 feltevésébdl kovetkezik, hogy g-nek van gyoke C-ben.
Igazoltuk, hogy minden o € R esetén létezik (iy,jq) Ggy, hogy z& . € C. Mivel R végtelen halmaz, kovetkezik,

(e
hogy létezik o # B és (i,j) dgy, hogy z{, z?j € C; ekkor xix;5 + o(x; +%5) € C és xix; + B(xi +x3) € C, és mivel
o # B, kévetkezik, hogy xi +x; € C és xix; € C. Mivel xi,x; gydkei az X2 — (xi +xj)X +x1x; € C[X] polinomnak,
kovetkezik, hogy xi,%; € C.

II. eset. Legyen f € C[X]; mivel ff € R[X], az L. esetbél kovetkezik, hogy létezik x € C tigy, hogy f(x)f(x) = 0.
Ha f(x) = 0, akkor f-nek van komplex gyoke. Ha f(x) = 0, akkor f(x) = 0, vagyis f(X) = 0, tehat f-nek van
komplex gyoke. m
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5.5.4. tétel. Legyen K<L ésA={aeLl|a algebrai K-felett}.
1) A algebrailag zdrt L-ben;
2) Ha L algebrailag zdrt, akkor A is algebrailag zdrt.

Bizonyitas. 1) Valéban, a K < A bévités algebrai és ha b € L algebrai elem A felett akkor a 5.2.8. 3) értelmében
az A < A(b) bovités algebrai. A 5.2.9. tételbdl kovetkezik, hogy a K < A(b) bdvités algebrai, ahonnan kovetkezik,
hogy b algebrai elem K felett, vagyis b € A.

2) Ha f € A[X], f # 0 akkor f € L[X] és mivel L algebrailag zart, kovetkezik hogy az f gyokei L-ben vannak.
Tehat, 1)-bdl kovetkezik, hogy az f gyokei az A-ban vannak, tehét A algebrailag zart. =

5.5.5. megjegyzés. Az A algebrai szamok teste algebrailag zart.

5.5.6. definicié. Egy K testet a K test algebrai lezdrtjdnak nevezziik, ha K algebrailag zért, és K egy algebrai
bovitése a K-nak.

A tovabbiakban igazolni fogjuk, hogy barmely testnek van egy algebrai lezartja mely egyértelmii izomorfiz-
mustdl eltekintve. A kovetkez6 tételt az egyértelmiiség bizonyitdsanal fogjuk felhasznélni.

5.5.7. tétel. Ha Ky < Ky egy algebrai bévités és K egy algebrailag zdrt test. Akkor barmely nem nulla @ : K — K
morfizmus meghosszabithato egy @ : Ko — K morfizmushoz.

Ha a ¢(Kq) < K bévités algebrai és Ky algebrailag zdrt akkor minden @ : Ky — K morfizmus mely meghoss-
zabitja a @-t eqy izomorfizmus.

Bizonyitas. Legyen
M:={(Li, ") | Ky <Kj <Kz, ¢": K] — K morfizmus, (p"K1 =@}

A M halmazonn értelmezziik a ,,<” reldciét: (K, @’) < (K{, ¢”) akkor és csak akkor, ha Kj C K{ és ¢’ = (p"{q.
Akkor ,,<” rendezési relacié. Az M, <) rendezett halmaz teljesiti a Zorn-lemma feltételeit. Tehdt, létezik egy
(K1, @) € M maximalis elem. Igazoljuk, hogy K; = K.

Valéban, ha K; # K;, akkor létezik egy b € Ky \ K; elem, ahonnan kévetkezik, hogy K; C Kq(b). Ha
f=3Y,aX €KX ab minimélpolinomja és f' = Y I ;@(a;)X', illetve b’ az f' egyik gydke a K-ban,
akkor a 5.3.3. tétel alapjdn @ meghosszabithaté egy @’ : Ki(b) — @(K;7)(b’) € K morfizmushoz. Tehdt,
(K1,®) < (Kq(b), @) ami ellentmond a (K, ®) elempar maximalitdsanak. Ezek szerint, igazoltuk, hogy K; = K»,
vagyis @ meghosszabithaté egy @ : K; — K morfizmushoz.

Ha ¢@(K;) < K algebrai bovités és @ : Ko — K egy morfizmus, mely meghosszabitja ¢-t, akkor a ¢(K;) < K
bévités algebrai és mivel K, algebrailag zart, @(K;) is algebrailag zart. Tehdt, ®(K,) = K, vagyis @ izomorfizmus.
|

5.5.8. tétel. Bdrmely testnek van egy algebrai lezdartja amely egyértelmi izomorfidtol eltekintve.

Bizonyitas. Létezés. Legyen (K,+,:) egy test és M egy olyan halmaz, mely tartalmazza a K-t és amely
megszamldlhatatlan (vagyis [M| > |N|) ha K véges és ha K végtelen akkor az M kardindlisa nagyobb mint a
K kardindlisa. Jeloljik M-mel a (L,+,-) testek halmazat melyek algebrai bévitései a K-nak és L C M. Az M
halmazon értelmeziik a ,,<” reldciét: (Lq,+,-) < (Lz,+,-) akkor és csak akkor, ha (L,,+,-) algebrai bévitése a
(L1, 4+, -)-nek. Akkor ,,<” rendezési reldcid, és az (M, <) rendezett halmaz eleget tesz a Zorn-lemma feltételeinek.
Tehat, 1étezik egy (K, +,-) € M maximalis elem.

Igazoljuk, hogy (K, +, ) algebrailag zart. Feltételezziik az ellenkez6jét, azaz, hogy létezik egy (L, +,-) algebrai
bévitése a (K, +, -)-nak, igy hogy K < L. A 5.2.9. tételbdl kovetkezik, hogy (L, +, -) algebrai b6vitése K-nak; az M
megvélasztdsabol és a 5.8. feladatbdl kdvetkezik, hogy |L| < |[M|. Tehéat, 1étezik egy injektiv oc: L — M fiiggvény
gy hogy a(x) = x, minden x € K. Az «(L) halmaz test a kovetkezd miiveletekkel: a(x1) + (x2) = o(x1 + x2)
és o(x7)ax(x2) = a(x1x2) (tehat (L) izomorf az (L, +,-) testtel. Kovetkezik, hogy (oc(L),+,-) € M és (K, +,-) <
((L),+,-) ami ellentmond a (K, +, -) maximalitdsaval.

Igazoltuk, hogy (K, +,-) algebrailag zért, de mivel (K, +,-) algebrai b6vitése K-nak kovetkezik, hogy (K, +, )
algebrai lezartja a (K, +, -)-nak.

Egyértelmiség. Ha K és L két algebrai lezartja a K-nak, akkor az eléz6 tételbél kovetkezik, hogy 1x meghoss-
zabithaté a K ~ L izomorfizmusig. m

5.5.9. példa. 1) Az R test algebrai lezdrtja C és a Q algebrai lezartja az A algebrai szdmok teste.
2) Ha 0 < m < n, akkor m! | n!, és kapjuk a kovetkez8 névekvd ldncot:

Fp Cszz Cpr C -

Legyen

Fpoo = U ]Fpn!.

neN*



5.6. Szepardbilis algebrai bévitések 169

Ekkor Fpoo egy test mely tartalmazza Fpn-t mint résztest minden n € N*-re. Az Fpoo test minden eleme véges
multiplikativ rendli, Fo végtelen és p karakterisztikaji. Kimutathatd, hogy Fyeo algebrailag zart, az I, test
algebrai lezartja.

5.34. feladat. Igazoljuk, hogy az 5.5.7. tétel bizonyitdsaban értelmezett (M, <) rendezett halmaz eleget tesz a
Zorn-lemma feltételeinek.

5.35. feladat. Igazoljuk, hogy az 5.5.8. tétel bizonyitdsaban értelmezett (M, <) rendezett halmaz eleget tesz a
Zorn-lemma feltételeinek.

5.6. Szeparabilis algebrai bovitések
Legyen K egy kommutativ test.

5.6.1. definicié. a) Egy f € K[X] n-edfokd polinomot szepardbilis polinomnak neveziink (a K test felett), ha
n kiilonb6z6 gyoke van a felbontasi testében.

b) K < L szeparabilis bévités, ha minden elem az L-bdl egy K feletti szepardbilis polinomnak a gyoke (azaz,
ha L minden elemének a minimalpolinomja szeparabilis).

5.6.2. tétel. f € K[X] szepardbilis K felett, akkor és csak akkor, ha f és f' legnagyobb kézos osztdja 1.
Bizonyitas. Legyen F az f felbontdsi teste. F[X]-ben kapjuk:

f:a(X*X])m] ...(X*Xk)mk,

ahol a az X™ egytitthatdja f-ben (f n-ed foki) és x1,. .., xx kiilonbozd elemek F-bél, az my, ..., my szdmok pedig
pozitiv egészek. Kovetkezik, hogy

fr=am(X—=x1)™ T (X=%x2)™ ... (X —xp)™ +...

Fampe(X—x) T (X=X 1) ™ (X =)™

Kovetkezik, hogy az f és f’ polinomok d legnagyobb kozos az X — x1,...,X — xi hatvdnyainak szorzata. Teh4t
d = 1 akkor és csakis akkor, ha az X — xq,...,X — xx polinomok koziil egyik sem osztja f’-et, és ez csak akkor
allhat fenn, ha m; =--- = my = 1, vagyis f szeparabilis.

(Megjegyezziik, hogy f és f’ legnagyobb kozos osztdja nem véltozik a K[X]-rdl F[X]-re val6 dttéréskor. Ez onnan
kovetkezik, hogy a legnagyobb k6zos oszté meghatdrozhaté az Euklidesz-algoritmussal.) m

5.6.3. kovetkezmény. a) Legyen f € K[X] irreducibilis polinom. f szepardbilis akkor és csakis akkor, ha f' # 0.
b) Ha charK =0 és f € K[X] irreducibilis polinom, akkor f szepardbilis.
c¢) Legyen charK = p primszdm. Az f € K[X] irreducibilis polinomnak akkor és csakis akkor van tobbszords
gyoke, ha f € K[XP].

Bizonyitds. a) Valdéban, mivel degf’ < degf és mivel f irreducibilis, kévetkezik, hogy ha f’ # 0, akkor az f és
f’-nek d legnagyobb kozos osztdja egyenld 1-el, ahonnan kovetkezik, hogy f szepardbilis.

Ha f/ =0, akkor d = f ¢ k, ami az el6z0 tétel alapjan azt jelenti, hogy f nem szepardbilis.

b) Ha f irreducibilis K[X]-ben, akkor f ¢ K, ami implikélja, hogy f’ # 0. Teh&t a)-bdl kovetkezik, hogy f
szeparabilis.

¢) Alkalmazzuk a)-t és azt, hogy f’ = 0 akkor és csak akkor, ha f € K[XP]. =

5.6.4. definicié. Egy K testet tokéletesnek neveziink, ha a ¢ : K — K Frobenius-endomorfizmus automorfizmus.

5.6.5. példa. 1) Azonnal beldthatd, hogy a 0 karakterisztikdju testek, az algebrailag zart testek és a véges testek
tokéletesek.

2) Legyen K = Z,(X) = {é | f,9 € Z,[X]} a Z,[X] hdnyadosteste. Ebben az esetben ¢ nem sziirkektiv, tehat
K nem tokéletes.

5.6.6. tétel. Egy K test tokéletes akkor és csakis akkor, ha bdrmely algebrai bovitése szepardbilis.

Bizonyitas. Elegendé a bizonyitast abban az esetben elvégezni, ha char K = p # 0. Ha létezne olyan x elem a K
test egy b6vitésébol, amelyik nem szeparabilis K felett, akkor az my x € K[XP]. Tehdt

n
f= Z aiXT’i
i=0
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Ha a k test tokéletes, akkor létezik b; € K tigy hogy bY = a;. Akkor

n n
f=> bPXPE=() biX")P
1=0 i=0

tehdt f reducibilis lenne k[X]-ben, ami ellentmondads!

Forditva, kimutatjuk, hogy ha a K test nem tokéletes, akkor 1étezik egy algebrai elem a K felett, amely nem
szepardbilis. Mivel a K test nem tokéletes, kovetkezik, hogy létezik egy XP — a alaki polinom (a € K), amelynek
egyetlen gyoke sincs K-ban. Elég igazolni, hogy XP —a € K[XP] irreducibilis K[X]-ben (mert akkor az F¢ x felbontdsi
test nem szepdrébilis bévitése K-nak).

Valéban, legyen x és y az XP — a polinom gydkei a k egy algebrai lezartjaban. Innen kapjuk, hogy xP = yP,
ahonnan kovetkezik, hogy x =y. fgy tehdt az XP — a egyetlen x gyoke van a k-ban, amelynek a multiplicitasa p.
Ha g := my x, kapjuk, hogy

XP —a=g°

Legyen b a g-nek a nulladfokd tagja. Kapjuk, hogy a = b®, ahol p = sdeg g. Mivel az XP — a polinomnak nincs
gyoke a k-ban, kovetkezik, hogy s = 1 és kovetkezésképp a XP — a polinom irreducibilis K[X]-ben. =

5.6.7. tétel. Legyen K egy végtelen test és K < L véges, szepardbilis bévités, ekkor a K < L bdvités egyszerd (van
primitiv eleme).

Bizonyitas. Mivel K < L véges bévités, kovetkezik, hogy léteznek uq,...,u € L dgy, hogy L = K(uq,...,w).
Bebizonyitjuk a tételt k = 2 esetre, ahonnan indukciéval levezethetd az dltalanos eset.

Feltételezziik, hogy L = K(a,b). Legyen f = mqk, g = mpx, n = degf, m = degg, F = F¢g x pedig az
fg € K[x] felbontdsi teste.

Mivel a K < L bévités szeparabilis, kapjuk, hogy f-nek van n darab a; = a, a,, ..., a, kilénbo6z6 gyoke, g-nek
pedig m darab kiilonb6zé by = b, by, ..., b, gyoke.

Abbdl, hogy K végtelen, kdvetkezik, hogy 1étezik ¢ € K gy hogy

a; +cb; #a+bce

ha (1,j) Z(1,1) és 1 <i<n, 1<j<m. Jeldlje d = a + bc és megmutatjuk, hogy L = K(d).
Evidens, hogy K(d) € K(a,b) = L.
Az f1 = f(d — cx) polinom egyiitthatéi a K(d)-bél vannak. Vegyiik észre, hogy

f1(b) = f(d—bc) =f(a) =0

vagyis by = b kozos gyoke az fi-nek és g-nek. A c elem kivalasztdsabol kovetkezik, hogy f; és g-nek nincsen
tobb kozos gyoke. Tehdt X —b a legnagyobb kozos osztdja az 1 és g-nek, amelyek egylitthatéi K(d)-ben vannak,
ahonnan kovetkezik, hogy X — b egytitthat6i K(d)-ben vannak. Tehét b € K(d), és mivel d = a+ bc és ¢ € K
kovetkezik, hogy a € K(d). Kapjuk, hogy k(a,b) C K(d). fgy kimutattuk, hogy L = K(a,b) =K(d). m

5.6.8. tétel. Legyen k < K, p > 0 karakterisztikdju testek algebrai bdvitése.

1) Ha K szepardbilis bévitése a k-nak, akkor K =k(KP).

2) Ha [K: k] < 0o és K =k(KP) akkor K szepardbilis bdvitése a k-nak.

3) Az x € K elem szepardbilis a k felett akkor és csakis akkor, ha k(x) = k(xP). Ha x szepardbilis k felett
akkor k(x)/k szepardbilis bovités.

Bizonyitds. 1) Mivel K szepardbilis b&vitése a k-nak, kovetkezik, hogy K szepardbilis bovitése a k(KP)-nek.
Ha k(KP) = K’ # K, akkor létezne egy x € K elem, amelyikre fennall, hogy x ¢ K’. Akkor lattuk, hogy az
XP — xP polinom irreducibilis K’[X]-ben. Mivel XP — xP € K’/[XP] kovetkezne, hogy x nem szeparabilis K’ felett,
ami ellentmondas.

2) Feltételezziik, hogy létezik egy x € K elem, amely nem szeparébilis k felett. Ekkor az x minimalpolinomja
k felett a kovetkezé alaki:

n
f:Zai(Xp)i, ai €k, n > 0.
i=0
Tehat x-re igaz:

ai(x?)t =0 (5.2)

H.
I I\/]:
o
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Az 1)x,...,x™ elemek azonban linedrisan fiiggetlenek k felett, tehat kiegészithetéek a K egy k feletti bazisava.
Legyen tehat 1,x,...,x™,y1,...,yx a K egy k feletti bdzisa. Igy abbdl, hogy, hogy k(KP) = K, kovetkezik, hogy
az

])Xp)"'v(xp)n)y?)-"ayi (53)

elemek szintén a K egy generatorrendszerét adjak. Valoban a hipotézisbol kovetkezik, hogy a K-beli elemek linedris
kombindciéi a KP-beli elemek k-beli egyiitthatéinak amelyek linedris kombinéciéi a (5.3) rendszer elemei kP-beli
egyitthatdinak.

Igy a (5.3) elemrendszer a K k feletti bazisa lenne. Viszont a (5.2) Gsszefiiggés alapjan a (5.3) rendszer elsé
n + 1 eleme linedrisan fiiggéek.

3) Ha x szepardbilis k felett, akkor x szepardbilis k(xP) felett is. Ha pedig x ¢ k(xP), akkor kovetkezne, hogy
x nem szepardbilis k(xP) felett sem. Tehdt x € k(xP) és k(x) = k(xP).

Forditva, ha k(x) = k(xP), akkor kovetkezik, hogy k(x) = k((k(x))P) és az el6z6 &llitasbdl kapjuk, hogy
barmely elem a k(x)-bdl szepardbilis k felett. m

5.6.9. kévetkezmény (a szepardbilitds tranzitivitasa). Ha k < K és K < L szepardbilis algebrai testbSvité-
sek, akkor a k < L bovités is szeparabilis.

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a testek karakterisztikdja p # 0. Legyen x € L. Ekkor x szepardbilis a K’ test
felett, amely testet a k felett az x K feletti minimdlpolinomédnak az egyiitthatéi generdljdk. A 5.6.8. ¢) alapjdn
K’(xP) = K’(x), a 5.6.8. b) allitds miatt pedig k(K'P) = K’, mivel k < K’ szeparébilis. Tehat

k((K'(x))P) = K'(xP) = K'(x)
és ismét alkalmazva a 5.6.8. b)-t kapjuk, hogy x szepardbilis k felett. m
5.36. feladat. Ha K tokéletes test és f € K[X] irreducibilis polinom, akkor f szepardbilis.

5.37. feladat. Legyenek k < K < L algebrai testbovitések.

a) Ha x € L szepardbilis elem a k felett, akkor x szeparabilis a K felett is. Sajitos esetben, ha L szeparabilis
bo6vitése a k-nak, akkor L szeparabilis bovitése a K-nak.

b) Egy tokéletes test barmely algebrai bvitése tokéletes test.

Megoldas. a) Ha L/k szepardbilis bévités, akkor tetszbleges L-beli a elemre az f = my(a) polinomnak nincs
t6bbszoros gyoke az L testben. Legyen g = mg 4 € K[X].

Mivel k < K, k[X] < K[X]. Ez azt jelenti, hogy f € K[X], és mivel f(a) = 0, K[X]-ben kapjuk, hogy g | f.
Felhaszndlva, hogy f-nek nincs tobbszoros gyoke, igy a szeparabilis K felett. Mivel a tetszoleges L-beli elem volt,
kapjuk, hogy L/K szepardbilis.

b) Legyen egy L/K tetsz6leges algebrai bovités és mivel K/k algebrai - az algebrai bdvitések tranzitivitasat
felhasznalva - L/k is algebrai b&vités lesz. Ez utébbi eredménybél és a feltételekbdl adédik, hogy L/k szeparabilis.
De ekkor az a) pont értelmében L/K is szepardbilis bévités. Mivel L/K tetszéleges volt, kovetkezik, hogy K
tokéletes test.

5.38. feladat. Keressiink egy primit{v elemet a Q < Q(v/2,v/5) bévités esetén.

5.7. Normalis algebrai bovitések

5.7.1. definicié. Ha a k < K algebrai b&vités teljesiti a kovetkezd tétek ekvivalens alli tdsait, akkor azt mondjuk,
hogy k < K normalis bévités.

5.7.2. tétel. Legyen k < K egy algebrai bévitése és k a k-nak algebrai lezdrtja, amely tartalmazza a X-t. A
kovekezd dllitdasok ekvivalensek:

(i)
(i)
)
)

k minden k-automorfizmusa indukdl eqy K-nak egy k-automorfizmusdt.
Ha u € Auty (K), akkor u(K) C K.
(ii) Ha egy k[X]-beli irreducibilis polinomnak van egy gyoke X-ban, akkor minden gyoke K-ban van.
(iii) Bdrmely L/K algebrai bdvités esetén, L minden k-automorfizmusa indukdl K-nak egy automorfizmusdt.
Bizonyitas. (i)= (i) evidens.
1")=(i) Elég igazolni, hogy u sziirjektiv. Legyen y € K és f € k[X] az y minimdlpolinomja. Akkor u az f
(i")=(i) Elég ig gy ] gy X

barmely K-beli gyokét az f egy masik K-beli gyckébe viszi. Mivel u injektiv leképezés és az f K-beli gyokeinek a
halmaza véges, kovetkezik, hogy u sziirjektiv az f K-beli gydkeinek halmazén. Innen kovetkezik, hogy u sziirjektiv.
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(i)=(ii) Legyen f € k[X] egy irreducibilis polinom a és x € K gyoke f-nek. Ha y € k egy mésik gyoke f-nek,
tudjuk, hogy létezik u: k(x) — k(y) C k k-automorfizmus gy, hogy u(x) =y, amely kiterjeszthetd egy U : k — k
k-automorfizmussa, az 5.5.7. tétel alapjan. Akkor (i)-bdl kovetkezik, hogy T(K) = K, tehat u(x) =y € K.

(il)=(iii) Legyen u: L — L egy k-automorfizmus, x egy K-beli elem és f € k[X] az x k feletti minimalpolinomja.
Ekkor u(x) gyoke f-nek, vagyis u(x) € K, tehdt u(K) C K. Innen kovetkezik, hogy u(K) = K (ldsd az (i")=(i)
bozonyitdsat).

A (iii)=(i) implikacié nyilvanvals. m

5.7.3. tétel. 1) Egy k < K véges bdvités akkor és csakis akkor normdlis, ha létezik egy f € k[X] polinom, aminek
a felbontasi teste K.

2) Ha k < K egy véges, normdlis és szepardbilis bévités, akkor létezik egy f € K[X] szepardbilis polinom,
amelynek a felbontdsi teste K.

Bizonyitas. Eloszor is kimutatjuk hogy egy f € k[X] polinom felbontdsi teste normalis bévitése k-ak, vagyis
igazoljuk az 1) allitds egyik irdnyd implikdcidjat. Feltételezziik, hogy K az f € k[X] felbontdsi teste és hogy a
k C K bévités nem normadlis. Kovetkezik, hogy 1étezik egy g € k[X] polinom, amelynek van egy x; € K gyoke és
egy x2 ¢ K gyoke is. Az 1 izomorfizmus meghosszabbithaté egy

@ k(x1) — k(x2)

izomorfizmussa, amelyre igaz, hogy @(x1) = x2.
A K test az f k(x7) feletti gyokeinek a teste, a K(x2) pedig az f k(xz) feletti gyokeinek teste. Tehat a ¢
izomorfizmus meghosszabbithaté egy

©:K— K(x2)

izomorfizmussa. Mivel @ az 1x meghosszabbitas, kovetkezik, hogy @ egy linearis k-tér izomorfizmus is. Masrészt
mivel x2 ¢ K kapjuk, hogy dimy K < dimy K(x;), ami ellentmond annak, hogy @ egy linedris k-tér izomorfizmus.

Bebizonyitjuk az 1) 4llitds mésik irdnyd implikdcidjat és a 2) &llitdst.

Feltételezziik, hogy k C K egy véges normalis bévités. Ha K = k, akkor K barmely els6fokt polinom felbontési
testének tekinthetd. Ha K # k, akkor 1étezik x1 € K/k, ha pedig f1 € k[X] az x; miniméalpolinomja, akkor mivel f;
irreducibilis k felett és a k C K normalis, kovetkezik, hogy az f; minden gyoke K-ban van. Tehat a K; felbontasi
teste az fi-nek részteste K-nak és k # K;. Ha a k < K bvités szeparabilis is, akkor igaz, hogy f; polinom
szeparabilis, vagyis Ky test egy szeparabilis polinom felbontéasi teste.

Ha K7 # K, akkor létezik x, € K\ Ky, ha pedig f; € k[X] az x; minimélpolinomja, akkor az f1f, polinom Kj;
felbontasi teste részteste a K-nak és fennall Ky < K,. Ha a k C K bdvités szeparabilis is, akkor az f, szeparabilis
is; az f1 # f2-bél és mivel fy és f, primek kovetkezik, hogy fq és fy relativ primek. Tehat f; és f-nek nincsenek
kozos gyokei. Kovetkezik, hogy f1f2 szeparabilis.

Ha K; # K az el6bbi mintdra megszerkesztheté Ks és kapunk egy szigortian névekvé sorozatot:

kcKicKycKszcC...

amely a K olyan résztesteibdl all, amelyek k[X]-beli polinomok felbontési testei, ha pedig k C K b&vités szeparabilis
is, akkor ezek a polinomok szeparabilisak is.
Abbdl a feltevésbol, hogy a k < K bévités véges, kapjuk, hogy létezik n > 0, igy hogy K=K,,. =

5.7.4. példa. 1) Bérmely testb&vités, amelynek a foka 2, normadlis b&vités.

Valéban, legyen k egy test és K a k test egy masodfoka bévitése. Ha x € K és x # k, akkor 1,x egy bézisa
a K-nak a k felett, tehat K = k(x). Ha f = X?> + aX + b az x minimélpolinomja, akkor az f foka 2. Mivel f-nek
létezik egy gyoke K-ban, kovetkezik, hogy a mésodik gydke is K-ban van (mert a gyokok osszege —a € K). fgy K
az f felbontéasi teste, s ennek kévetkezménye, hogy K a k-nak normélis bévitése.

2) Bérmely véges K test normélis bévitése minden résztestének.

Val6ban, ha K-nak van p" eleme, ahol p a K test karakterisztikdja, akkor K a felbontdsi teste XP' — X poli-
nomnak, minden részteste esetén.

3) Legyen K = Q(+v/4), amelyet a Q egy bévitésének tekintiink. Ez egy nem normalis b6vités.

Valéban v/4-nak a miniméalpolinomja X* — 3 és ennek nincsen mindegyik gyoke K-ban. Ennek a polinomnak
nem minden gyoke valds.

4) A normaélis algebrai bdvitések nem rendelkeznek a tranzitivitds tulajdonsdgaval.

Val6ban, példdul Q(v/4) nem normélis bévitése Q-nak, habar Q(v/3) normalis bévitése Q-nak, Q(v/4) pedig
normalis bévitése Q(v/3)-nak.

5.7.5. tétel. Legyenek L O K D k algebrai testbévitések. Ha L normdlis bévitése k-nak, akkor L normdlis bévitése
K-nak is.

Bizonyitds. Legyen k a k-nak egy algebrai lezartja, amely tartalmazza L-et. A feltevésbél kovetkezik, hogy

barmely u € Auty(k) elem indukélja egy k-automorfizmusat az L-nek és abbdl, hogy Autk (k) részcsoportja
Auty (k)-nak kovetkezik, hogy L normadlis bévitése K-nak. m
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5.7.6. tétel. Legyen k eqgy test és K egy véges bovitése. FEkkor létezik eqy mormdlis véges bovitése k-nak, amely
tartalmazza K-t.

Bizonyitds. Legyen K = k(x1,x2,...,%xn) és fi € k[X] az x; minimdlpolinomja, i = 1,...,n. Akkor L az
f= HI; fi polinomnak a felbontéasi teste, amely benne van egy k algebrai lezartjaban a k-nak, amely tartalmazza
K-t. Ez egy véges és normaélis bovitése k-nak, amely tartalmazza K-t. =

5.39. feladat. Legyen k < L egy testbovités és K; < L valamint K, < L két algebrai bovitése a k-nak. JelGlje
K1K2 = k(Kq,K2) az L-nek azon résztestét, amelyet K; és K, generdl.

a) Ha K; a K-nak normadlis b&vitése, akkor K;K; normélis bévitése Kz-nek.

b) Ha Kj /k és Kz /k normalis b&vitések, akkor K;K; és K; N K, normdlis bévitései k-nak.

Megoldds. a) Legyen k a k-nak egy olyan algebrai lezértja, amely tartalmazza K;K;-t. Eszrevessziik, hogy létezik
ilyen lezérés, tehat KK, algebrai bovitése k-nak. Abbdl a ténybél, hogy Auty, (k) C Auty(k) és K; normélis
bévitése k-nak kivetkezik, hogy u(K;) € Ky minden u € G(k/K;) esetén.

Hasonléan u(K;) C K, és kovetkezik, hogy u(K;K3) C K1K5.

b) Legyen u € Auty (k). Mivel Ky és K, testek normélis bévitései k-nak, kovetkezik, hogy u(Ky) C Ky, és
u(K;z) C K;. Tehat u(K;K;z) € K1K; és u(K; NKy) € Ky NKs.

5.8. (Galois-csoport

Legyen K egy test, és Aut(K) a K automorfizmusainak a halmaza. Legyen a k < K testbovités és

G(K/k) = Auty (K) ={o € Aut(K) | o(at) = & ,Vx € k}

={0:K — K| 0 k-algebraizomorfizmus}.

5.8.1. definicié. A (G(K/k),o) csoport neve a K/k bévités Galois-csoportja.
Ha K = F¢ ) az f € k[x] polinom felbontasi teste a k felett, akkor

G(f/k) == G(F¢/x/k)
az f polinom k feletti Galois-csoportja vagy az f(x) = 0 egyenlet k feletti Galois-csoportja.
5.8.2. definicié. A K/k bovitést Galois-bévitésnek nevezziik, ha K/k véges, normalis és szepardbilis.

5.8.3. megjegyzés. 1) Legyenek a k < K < L testbévitések. Ha L/k Galois-bovités, akkor L/K is az.

2) Ha k a K test részprimteste, akkor G(K/k) = Aut(K).

Valéban, mivel minden a € K esetén a = (m-1)(n-1)~" alakd, aholm,n € Z, 1 € Késn-1 # 0. Ugyanakkor,
ha o € Aut(K) akkor o(1) = 1. Minden a € K-ra fennéll, hogy: o(a) = o(m-1)o(n-1)"" = o(m)o(1)o(n~")o(1) =
(m1)(n1)~" = a, tehdt 0 € G(K/k), azaz Aut(K) C G(K/k). Tehit Aut(K) = G(K/k).

3) Legyen k < K testbovités, f € k[X] egy polinom és u € K az f-nek egy gyoke. Ha o € G(K/k), akkor o(u)
szintén gyoke lesz az f-nek.

Valéban, legyen f = ap+arjx+---+anx™. Akkor ap+aju+---+apu™ = 0; mivel o(a;) =ai,i=1,2,...,n
és 0 morfizmus, kovetkezik, hogy ao + ajo(u) + - - + an[o(w)]™ =0, vagyis a o(u) gyoke f-nek.

5.8.4. tétel (Galois-b6vités Galois-csoportja). Legyen K/k egy Galois-bSvités.
1) Létezik x € K gy, hogy K =k(x), és K = F¢/x, ahol f :=my .
2) 1G(K/K)| = [K : K] = deg my .
3) Feltételezziik, hogy deg my x =n. Ekkor létezik ¢ : G(K/K) — Sy injektiv csoportmorfizmus.

Bizonyitis. 1) Mivel K/k véges és szepardbilis, létezik primitiv eleme, azaz létezik x € K szeparébilis elem
(my x-nek nincs t6bbszoros gydke) gy, hogy

K=%k(x) ={ao 4+ ot1x+ -+ axn_1x"" | a; € kl.

Mivel K/k normalis, my x minden gyoke K-ban van, tehat K = Fy .

2) Legyen n := [K: k] = deg f. Legyenek x = x1,%x2,...,xn € K az f (kiillonboz6) gyokei.

Ha o € G(K/k), akkor o(x) is gyoke f-nek, tehat o(x) € {x1,x2,...,xn}. Mivel K = k(x), a o(x) elem
meghatdrozza o-t. Tehat |G(K/k)| < n.

Igazoljuk, hogy |G(K/k)| > n. Mivel x,x; konjugdlt elemek, 1étezik o; : k(x) — k(xi) k-automorfizmus 1gy,
hogy oi(x) = xi. Mivel k < k(xi) < K és [K : k] = [k(xi) : k]l = degf, kovetkezik, hogy k(xi) = K, tehdt
01,...,0n € G(K/k) kiilonb6zb automorfizmusok.

3) Ha 0 € G(K/k) akkor tetszdleges 1 = 1,2,...,n esetén o(xi) gyoke f-nek vagyis o(xi) € {x1,%2,...,Xn}
Lattuk, hogy a gyokok képe meghatdrozza o-t. Legyen ¢ : G(K/k) — S, gy, hogy

x x Xn
‘P(‘”:<a(£1) o) . a(xn))
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Akkor @(ocoT) = @(0) o @(T), mert (0o T)(xi) = o(t(xi)), tehdt ¢ csoportmorfizmus. Mivel a gyokok képe
meghatarozza o-t, kovetkezik, hogy ¢ injektiv. m

A 5.8.4. tétel alapjan a Galois csoport megegyezik az S, egy megfelel§ részcsoportjaval. Feltevédik a kérdés,
hogy a Galois-csoport mikor egyezik meg Sy -el.

5.8.5. tétel. 1) Bdrmely n > 0 egész szdm és bdrmely Ko test esetén létezik egy K bbuvitése a Ko-nak és egy
f € K[X] n-edfoki polinom, amelynek a Galois csoportja a K felett izomorf az Sy -el.

2) Minden n > 0 egész szdmra létezik az R test egy eqy K részteste és egy T € KIX] n-ed foki polinom, amelynek
a Galois csoportja K felett izomorf Sy -nel.

Bizonyitds. 1) Legyen K’ = Ko(X1,...,Xy) a Ko[X1,...,X;,] polinom hényadosteste Ko felett. Jeldlje K =
Ko(s1,...,8n) a K'-nek Ko és az s1,..., sy elemi szimmetrikus polinomok altal generalt résztestét. Az

f=(X=X1)...(X=Xp) = X" —5; X" 4+ (=1)"s, € KIX]
polinom felbontési teste K. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben

G(K/K') = Sy, o=@

injektiv homomorfizmus sziirjektiv is. Ha @ az {1,...,n} halmaz egy permutdcidja, akkor kovetkezik, hogy létezik
egy 0 : Ko[Xy,...Xn] = KolXq,...,X], amelyikre fenndll, hogy o(a) = a és o(xi) = 0¢(i), minden a € Ko és
i=1,...,n esetén.

A o kiterjeszthets egy ¢’ : K/ — K’ automorfizmusra, tehit ¢’ € G(K/K’) és az el8bbi Osszefiiggések alapjin
kovetkezik, hogy a G(K/K’) — Sy homomorfizmus leképezi a o’-et @-re.

2) Az 1)-nek megfelelen elegendd megmutatni, hogy R-nek van egy Q(sq,...,sn)-el izomorf részteste, ami
ekvivalens avval az allitassal, hogy R-nek van egy részgytiriije, ami izomorf a Q[Xq, ..., Xn]-el.

Ezt n-szerinti indukciéval igazoljuk. Ha m = 0, az &llitds visszavezet6dik arra, hogy Q részteste R-nek.
Feltételezziik, hogy létezik egy o : Q[X1,...,Xn] — R injektiv homomorfizmus és jeldlje a; = o(X;),1=1,...,n.
A polinomgytirii univerzalis tulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy minden a € R-re 1étezik egy

0q:QX1,..., Xnp1l = R

homomorfizmus, amelyik meghosszabbitja a o-t és oq(n + 1) = a. Kovetkezik, hogy ha felirunk egy f €
QIX1,...,Xns1] elemet a kovetkezd alakban

f="fo+fHiXne1+...+ fmXma1 ahol fj e QX1,...,Xn), j=0,...,m
akkor

0a(f) =0(fp) +o(f1)a+...+ o(fm)a™

és o(f;) € Qlar,...,an] CQ(ar,..., an).
Kovetkezésképp, ha o, nem injektiv, akkor a algebrai Q(aj,...,an) felett. Ha egyetlen o4, ahol a valds
szam, sem lenne injektiv, akkor kovetkezne, hogy R algebrai bdvitése a Q(aq,...,an)-nek, ami ahhoz a hibés

kovetkeztetéshez vezetne hogy R megszamlalhaté. Tehdt 1étezik a valés szam, gy hogy o, injektiv legyen. m

5.8.6. tétel. 1) Legyen f € Q[X] irreducibilis polinom, amelynek foka p primszdm. Feltételezzik, hogy f-nek
pontosan p — 2 valds gyoke van. Akkor az f Galois csoportja izomorf Sp-vel.

2) Bdrmely p > 5 primszdm esetén létezik egy p-ed foki f € Q[X] polinom, amelynek Galois csoportja izomorf
op-vel.

Bizonyitas. 1) Legyen K = F¢ g és legyenek x1, x2 az f azon gyokei, amelyek nem valdsak. Mivel [Q(x1) : Q] =p
és K D Q(x1) kovetkezik, hogy p | [K : QI; de mivel f irreducibilis és 0 karakterisztikdju, kovetkezik, hogy
szeparabilis is és emiatt

[K: Q] =[G(K/Q])I.

Tehét 1étezik egy u p-edrendii k-automorfizmusa a K-nak. Azonositva G = G(K/Q)-t az f gyokeinek egy per-
mutdcidcsoportjaval, u-nak megfelel egy p hosszisiagu ciklus. Masrészt ez a hozzarendelés indukélja egy v Q-
automorfizusat a K-nak, amely felcseréli x1-et x;-vel és fixen hagyja az f 6sszes tobbi gyokét, vagyis v-nek megfelel
az Sp egy transzpozicidja. Tudjuk, hogy egy 1 hosszusdgu ciklus rendje 1 és két diszjunkt ciklus szorzatdnak rendje
a két rend legnagyobb ko6zos osztdja.

Tehdt G tartalmaz egy p-edrendi ciklust, o = (i1 ... ip), ahol ix €{1,...,p}, 1 <k <p . Az altaldnossig
lesziikitése nélkiil feltételezhetjiik, hogy G az (1,2) transzpoziciét tartalmazza, és mivel o-nak egy hatvinya
(12 ... p), feltételezziik, hogy (1 2... p)-t is tartalmazza G. Igy o(12)0 ' =(23), ..., 0(p—-2p—1o ' =
(p — 1 p). Ezek a transzpozicidk generaljdk G-t, tehat G = S,,.
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2) Legyen m egy péros egész szdm, m > 0. Legyen n; < ny < -+ < ng_2, k — 2 péros egész szam, ahol k
paratlan egész szam, k > 3. Tekintsiik az

f=X24+m)X—n)(X=n2)...(X—1x_2)

polinomot. Az f polinomfiiggvénynek k — 2 valds gyoke van éspedig nq,ny,...,nx_2. Rolle tételébdl kovetke-
zik, hogy f-nek van legaldbb k — 3 széls6értéke, amelybél % maximalis és kf’ minimélis. Mivel m > 2 és
n1,M2,...,Nk_2 paros szamok, akkor |f(h)| > 2 bdrmely h paratlan egész szdm esetén. Kovetkezik, hogy az f

értékei a maximum pontokban nagyobbak, mint 2.

Legyen g = f —2 € Q[X]; akkor g-nek van legaldbb kag maximuma és %3 minimuma. A g:R — R fiiggvény
értékei a maximum pontokban nagyobbak mint 0. Mivel van k%s maximum és %73 minimum kévetkezik, hogy
g-nek van legalabb k — 3 valds gyoke. Mivel g(ny_2) = —f(nx_2) —2 = —2 és g(+00) = +oo kovetkezik, hogy
g-nek van még egy valds gyoke, amely nagyobb, mint ny_,. Tehat g-nek van legaldbb k— 2 valés gyoke. Igazolni
fogjuk, hogy elég nagy m-re g-nek van két komplex gyoke.

Legyen g = H]f:] (X — xi) felbontdsa g-nek C[X]-ben. Mivel
g=X"+m)(X—m)...(X=ng_2) -2

az egylitthatok azonositasabdl kapjuk, hogy

k k—2
E Xy = E n; E XiXj = E Ngng +m,
i=1 i=1

i<y x<f3
és
Kk k 2 k-2
2 _ . -2 P 2 2
X = X4 X{Xj = ng m.
i=1 i=1 i<j a=1
k—2 k

Elég nagy m-re Z ni —2m < 0, vagyis Z xiz < 0. Azt jelenti, hogy g-nek legalabb egy gyoke komplex. Mivel
=1

=1
g egyutthatoi valoszak, van legalabb két kz)mplex gyOke. Mivel deg g = k és g-nek van legalabb k — 2 valds gyoke,
elég nagy m-re, g-nek van k — 2 valés gyoke és két komplex gyoke.

A g polinom irreducibilis. Valéban f(X) = X* 4+ a;X*"2 4 ... + ay, ahol a7, ay,..., ax paros szamok. Mivel
Qe =—mniny...Ng_o és k > 3, kévetkezik, hOgy 4\ak. Akkor

gX)=fX)=2=X*+a;X* %2+ + (ax —2)

Osszes egytitthatdja ay,az,...,ax—1,ax—_2 paros szam. Mivel 4 nem osztja ay — 2-t alkalmazhatjuk Eisenstein
irreducibilitasi kritériumat és kévetkezik, hogy g k-adfoku irreducibilis polinom.

Ha k = p primszam, p > 5, akkor az 1) pont alapjan kévetkezik, hogy a g polinom Galois csoportja izomorf
op-vel. m

5.8.7. tétel (Véges testek automorfizmusai). Legyen K = F,n egy véges test ésk = Fpm egy részteste. Ekkor
G(K/k) = {@™) egy d = n/m-ed rendi ciklikus csoport, ahol @ : K — K, @(x) =xP a Frobenius-endomorfizmus.

Bizonyitds. A véges testek tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy d egy természetes szdm, ¢ k = {x € K| xP" =x].
Mivel @™(x) = xP", kovetkezik, hogy @™ € G(K/k), i = 1,2,...,d. Tovébbd, ezek az automorfizmusok
kiilénbozéek, mivel, ha @' (x) = @™ (x) minden x € K esetén, ahol 1 <1i < j < d, akkor

n—m(j—i)

nfm(jfi)(x) _ (pnfmi((pmi(x)) =

X =0
= (@™ ™ (@™ (x)) = @™ (x) =x
minden x € K elemre. Innen kévetkezik, hogy a K minden eleme gyoke lenne egy polinomnak, aminek a fokszama
kisebb, mint p™, de ez ellentmondas.

Masrészt K/k egyszerli Galois-bévités, K = k(x), ahol x a K nemnulla elemei multiplikativ csoportjdnak egy
generdtora. Kapjuk, hogy |G(K/k)| = [K: k] = d, tehat G(K/k) ={e™ |i=1,2,...,d}. =

5.40. feladat. Legyen Q(iv2) a Q bévitése. Hatdrozzuk meg a G(Q(iv2)/Q) csoportot.

Megoldds. Legyen u € G(Q(iv2)/Q). Akkor u(r+siv2) = u(r)+u(s)u(iv2) = r+su(iv2). Mivel (iv2)2+2 =0
kapjuk, hogy 0 = u((iv2)?) + 2 = (u(iv2))? + 2. Innen levezethetjiik, hogy u(iv2) = iv2 vagy u(iv2) = —iv/2.
Els6 esetben u az identikus automorfizmus, az utébbiban pedig az u(r + siv2) = r — siy/2 altal értelmezett
automorfizmus. Tehét a G(Q(iv2)/Q) két elemet tartalmaz és emiatt izomorf Z,-vel.
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5.41. feladat. Meghatédrozzuk az f = X* — 3 € Q[X] polinom Galois-csoportjat. Mivel f komplex gyokei: 4 v/3,
+iv/3, ezért

F=Frg=Q(V3,—V3,iV3,-iv3) = Q(V3,i).

Az F/Q bévités foka 8, mert f irreducibilis a raciondlis szdmtest felett, tehdt v/3 adjungslisa negyedfoki bévitést
jelent, és még a Q(v/3) testhez i-t kell adjungélni, ami méasodfokd bovités; a fokszamok pedig Gsszeszorzédnak.

Ha mérmost az F/Q bdévités automorfizmusait akarjuk leirni, akkor el6szor is vilagos, hogy elegend6 megadni,
hogy egy o relativ automorfizmus miként hat v/3-on és i-n; hiszen F elemei v/3 és i-nek Q-bél vett egyiitthatékkal
képzett polinomjai, és 0 miivelettarté volta miatt elegendd o hatdsat Q-n (itt minden elem fix) és v/3-on valamint
i-n ismerni. Mivel v/3 az X* — 3, i pedig az X% + 1 racionélis egyiitthatéju irreducibilis polinom gyoke, az el6bb
mondottak szerint v/3 csak v/3, —v/3, iV/3, —iv/3 valamelyikébe, i pedig csak i, —i-be mehet &t tetsz6leges
relativ automorfizmusndl. Ennélfogva nyolc automorfizmusokrol lehet szé.

Ha e az identikus leképezést, 0 a v3 — iv3 i — 1, és T a V3 — V3,1 — —i leképezésekhez tartozé
Q-automorfizmust jeldli, akkor a fenti automorfizmusok rendre

e, T,0%,0%1,0,0T,0°,0°T

0 és T kozott a kovetkezo relacidk teljesiilnek:

vagyis a G(F/Q) Galois csoport most a D4 diédercsoporttal izomorf.

Mivel az f polinom Galois csoportja az f permutaci6ibol allé csoportnak is tekinthetd, meghatarozzuk a
gyOkoknek azokat a permutdciéit, amelyeknek Galois csoport eleme felel meg. Az f polinomnak 4 gyoke van, eze-
knek 6sszesen 4! = 24 permutécidja van, de a Galois csoportnak csak 8 eleme van. Az hogy nem minden gyokper-
mutécié vezet relativ automorfizmushoz, onnan van, hogy a gyokck kozt fennallhatnak olyan Gsszefiiggések, ame-
lyek minden relativ automorfizmusnadl helyes 6sszefiiggésbe kell hogy atmenjenek. Ebben a példaban az elsé két
gyOk Osszege 0, és a masodik két gyok oOsszege 0 és 0 minden automorfizmusndl fix elem. Ezért nem jelenthet
automorfizmust az a permutécié, amelynél —v/3 és —iv/3 fix és v/3, 1v/3 helyet cserél, mert ennél a helyes

V3+(=V3)=0 iV3+(-iV3)=0
Osszefiiggések a helytelen
iV34+(=v3)=0  V3+(-iv3)=0

relécikba mennek 4t. A v/3, —v/3, iv/3, —iv/3 gyokoket az 1,2,3,4 sorszémmal l4tva el, csak oly permutéci6
jelenthet relativ automorfizmust, amelynél az 1,2 péar az 1,2 parba vagy a 3,4 parba megy at, vagyis:

1234 1234 1234 1234
1234 2134 1243 2143

1234 1234 1234 1234
3412 4312 3421 4321

Szdmuk 8, tehat annyi, mint G(F/Q) elemeinek a szdma, igy mindannyian eléfordulnak. Valéban ezek rendre az

e, 0%1,1,0%,0T,0°,0,0°T

Q-automorfizmusoknak felelnek meg.

5.42. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f = X™ — 1 polinom és a ®,, ciklotomikus polinom Galois csoportja Q
felett izomorf az (U(Zy),-) csoporttal.
Megoldds. Meghatarozzuk az f felbontasi testét. Az f gyokei az n-edrendii egységgytkok a kovetkezd alakiak:

2k . . 2km
£k = COS —— + 18In ——
n n

ahol k € {1,...,n}. Sajitosan
271 271

€1 =cos — +1isin —
n n

Tudjuk, hogy ¢ := ¢7 generdlja az Osszes tobbi gyokot, tehdt az f Q feletti felbontdsi teste: Q(eq). Mivel @
irreducibilis Q felett, kovetkezik, hogy mg ¢ = ®n. A G = G(f/Q) Galois csoportot azok a oy automorfizmusok
szarmaztatjdk, amelyek a kovetkez6 alakuak:

ox(er) = ef = ex (k,n) =1
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€k szintén egységgyok lesz és a rendje megegyezik a €1 rendjével, tehat ex primitiv egységgyok.

G =G(Q(e1)/Q) ={or | (k,n) =T}

Ezen ox-k szdma megegyezik @(n)-el, ami ugyanannyi, mint a Z, egységeinek a szdma, mert k egysége Z,-nek.
Keressiink egy megfeleltetést G és (U(Zy),-) csoportok kozott. Minden oy-nak G-b8l megfeleltetjitk a k elemet
U(Z)-b6l. Kénnyen belathatd, hogy ez a megfeleltetés izomorfizmus.

5.43. feladat. Legyen 2 <n € N, és f = X" —a € Q[X]. Ekkor |G(f/Q)| = [Ffg: Q] <n(n—1).

Megoldds. Az f gyokei xx = aey, ahol g = cos ZkT“ +1isin Z]‘T” ésk=0,...,n—1; ¢ :==cos %” +1isin 2?" n-edik
primitiv egységgydk és xi = ¥/aek. Akkor F¢ g = Q(xo,...,xn—1) = Q( ¥/a, &) = Q( ¥/a)(e).

Az F/Q bivités foka [Q( ¢/a,e) : Q1 = [Q( /a)(e) : Q(e)] - [Qle) : Q. De [Q(/a)(e) : Q(e)] < n mert y/a
gydke az X™ —a € Q(e) polinomnak, és [Q(e) : Q] < n—1, mert mg(e) osztja az X1 + X2+ ... +1 polinomot,
és igy [Q(V/a,e): QI <n(n—1).

5.44. feladat. Legyen az f = X™—a € K[x], ahol K egy 0-karakterisztikaju test. Feltételezziik hogy K tartalmazza
az n-edrendii egységgyokoket. Igazoljuk, hogy G(f/Q) ciklikus csoport és |G(f/Q)| | n.

Megoldds. Legyen u f-nek egy gyoke és ¢ egy primitiv n-edik egységgyok (Feltételezhetjik, hogy K < C és
€ = cos 2?” + isin %) Ekkor az u,eu,e?u,...,e" "u gydkei f-nek, igy az f polinom Q feletti felbontdsi teste
Fro = K(u, eu, e?u,...,e" 'u) = K(u). Mivel minden ¢ € Auty(F) esetén @(u) is gyoke f-nek, @(u) = uek(®)
ahol 0 < k(@) < n —1. Mivel F = K(u) kévetkezik, hogy k(@) meghatarozza ¢-t.

Legyen (U, ) az n-edrendii egységyokok csoportja. Tudjuk, hogy U,, = (¢) ciklikus. Legyen ¢ : G(F/K) —
Un, ¢(@) = e*®). ¢ csoportmorfizmus mert ¢p(@q 0 @z) = ekl@ro02) = gkler) . ekle2) — ¢(@q)d(¢2). ¢
injektiv, mert k(¢) meghatarozza ¢@-t. Akkor G(F/K) =Im¢ C U, de Im ¢ mint ciklikus csoport részcsoportja
ciklikus, tehat G(F/K) is ciklikus, és mivel [U,| = n koévetkezik, hogy |G(F/K)| | n.

5.45. feladat. Legyen f = X™ — 1 € K[X]. Igazoljuk, hogy G(F/K) Abel-csoport.

Megoldds. F¢/x =K(T1,¢, e2,..., e 1) =K(e), ahol ¢ primitiv n-edik egységgyok. Legyen @ € G(K(e)/K); akkor
@(e) gyoke az f = X™ — 1 polinomnak, tehdt @(¢) = e*(®), ahol 0 < k(@) <n —1.

Legyen ¢, @’ € G(K(¢)/K) a Galois-csoport két eleme. Felhasznalva, hogy @ és ¢’ morfizmusok, egyszerti
szédmolassal kapjuk, hogy (¢’ o @)(e) = @'(@(e)) = @'(eX@)) = (ekleh)kle) — gklo)kle’) — (gkle k(o) —
(@'(e))?) = @('(e)) = (¢ o @')(¢). Tehdt ¢’ 0 @ = @ o @’

5.9. A Galois-elmélet alaptétele
Legyen K/k egy bévités, G = G(K/k) és legyen

KM ={x e K| o(x) =x, Vo € H}
a H < G részcsoport invariansainak a halmaza.

5.9.1. lemma. 1) k < KM < K.
2) Ha Hy C Hy akkor KM D KHz2,

Bizonyitds. 1) Legyen x € k és 0 € G tetsz6leges. Ekkor o(x) = x. Mivel H < G és x € k < K, tetsz&leges
o € H-ra o(x) = x, ami azt jelenti, hogy x € K", tehat k € KH. A KM C K 4llitds evidens.

Mivel k < KM, kévetkezik, hogy |KH| > 2 és legyen x,y € KH. Ekkor o(x —y) = o(x) — o(y) = x — y azaz
x—y e K oxy ") =0o(x)o(y~ ") =xy ! azaz xy~' € K", tehat K" részteste K-nak.

2) Legyen x € KH2 és o € Hy; mivel Hy C Hy, o(x) = x, tehat az értelmezés szerint x € KM, m

5.9.2. tétel. Legyen k <L < K.
1) G(K/L) € (G, o), ahol G = G(K, k).
2) ha k < Ly < Ly <K, akkor G(K/Ly) 2 G(K/Lz).

Bizonyitds. 1) Legyen o és 1\ két tetszbleges automorfizmus G(K/L)-bSl és x € L tetszdleges elem. Ekkor
(o) (x) = a(P(x)) = o(x) = x, tehdt c o € G(K/L). Legyen o € G(K/L) és x € L tetszdleges, tehat o(x) = x;
akkor x = Tx(x) = (07" o 0)(x) = 0 "(o(x)) = 0 '(x), tehdt o' € G(K/L).

2) Legyen o € G(K/Lz). Ez azt jelenti, hogy Vx € Ly-re o(x) = x. Mivel Ly C L, akkor Vx € L;-re is igaz,
hogy o(x) = x, ami ekvivalens azzal, hogy o € G(K/L7). m

Az olyan L testeket, amelyikre k C L C K, kozbiilsé testnek hivjuk. A kovetkezd alaptétel a kozbiilsé testek
és G(K/k) részcsoportjai kozott dllapit meg egy egyételmii megfeleltetést.
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5.9.3. tétel (A Galois-elmélet alaptétele). Legyen K/k Galois-bdvités, G = G(K/k) és XK ={L |k < L < K}
a kozbiilso testek hdloja. Legyen

®:8(G) - X, ®(H) = K",

VX — 8(G), Y(L) = G(K/L).
1) ®, ¥ hdldantiizomorfizmusok, és ¥ = @,

2) Hak < L < K, akkor L/k normdlis bévités & H = G(K/L) < G; ebben az esetben G(L/k) ~ g%]ﬁ] = G/H.

Bizonyités. 1) Az eléz6 lemmakbdl tudjuk, hogy @,V jol értelemezett, csokkend fliggvények.

Igazoljuk, hogy minden H < G esetén G(K/KH) = H. Vegyiik észre, hogy H C G(K/K"), mert ha ¢ € H,
akkor minden x € K" esetén o(x) = x, azaz 0 € G(K/KM). Jeléloljiik m = |H|. Ekkor elég igazolni, hogy
IG(K/KH)| < m. Mivel K/KH Galois-b6vités, |G(K/KH)| = [K : KH] és létezik x € K gy, hogy K = K" (x). Legyen

g:=[[(X—=0(x) = (X=01(x)(X = 02(x)) .. (X = om (X)),

ocH

ahol H = {07, ..., 0m}); kovetkezik, hogy g = X™ 4+ Brn_1X™ ' 4.4+ B1 X+ Bo, ahol B; € K. A Viete képleteibél
kovetkezik, hogy minden o € H esetén o(B:) = By, tehat g € KH[X]. (Példaul: —B,_1 = o7(x) + -+ + on(x) =
—0(Bn1) = 01(x) + -+ + on(x).) Tehdt [K : KH] = degmyn , < m, vagyis |G(K/KM")| < m, amit igazolni
akartunk.

Igazoljuk, hogy minden L, k < L < K esetén KE(K/L) = 1 Vegyiik észre, hogy L € KE(X/L) ‘mert minden x € L
és minden o € G(K/L) esetén o(x) = x, és ekkor k < L < KE(K/D) < K, Mivel K/L és K/KCEK/L) Galois-bévitések,
kovetkezik, hogy [K : L] =|G(K/L)| és felhasznélva a fentieket,

[K: KSK/B] = |G(K/KEM/D)| = |G(K/L)|.

Mivel [K: L] = [G(K/L)][KE(K/D) . 1], kapjuk, hogy L = KEX/L),

2) ekvivalens a kovetkezd llitassal: H < G akkor és csak akkor, ha KM /k normdlis bévités; ebben az esetben
G(KH/k) ~ G/H.

Feltételezziik, hogy H = G(K/KM) < G és igazoljuk, hogy K" /k normalis b6vités. Legyen x € KM =L és
legyen x’ az x-nek egy konjugaltja. Mivel K/k Galois-bdvités kapjuk, hogy x’ € K. Igazoljuk, hogy x’ € L, azaz
minden T € H esetén t(x') = x’. Tudjuk, hogy létezik o’ : k(x) — k(x’) k-automorfizmus gy, hogy o’(x) = x'.
Ekkor létezik o : k — k k-automorfizmus gy, hogy &y (x) = 0. Mivel K/k normalis, 0 = o)k € Aut(K). Teh4t
létezik 0 € G(K/k) tgy, hogy o(x) = x’. Mivel cHo~' = H, kovetkezik, hogy H = {o10~" | T € H}, és egy
tetsz6leges T € H elemre (oto ') (x') = o(t(0~ (X)) = o(t(x)) = 0(x) =¥, azaz X’ € L.

Forditva, feltételezziik, hogy k < L = KM normadlis, és igazoljuk, hogy G(K/L) = H < G. Legyen 0 € G =
G(K/k); mivel L/k normalis, o). € Aut(L). Ekkor ¢ : G(K/k) = G(L/k), @(0) = o)L csoportmorfizmus, és

Kero={ceGloL=11}={ceG|o(x) =x, Vx € L} = G(K/L).

Tehat G(K/L) 4 G. Igazoljuk, hogy ¢ sziirjektiv. Legyen T € G(L/k) azaz T:L — Le gy k-automorfizmus; ekkor
létezik T : L — L automorfizmus dgy, hogy 7)1 = 7. Mivel K/k normadlis, o := Tjx : K = K esetén o € G(K/k).

Ekkor @(0) = o)L =T =T, tehdt ¢ sziirjektiv. Az 1. izomorfizmus tételbdl kovetkezik, hogy ggi;g ~ G(L/k).
[ ]

5.9.4. tétel. Tekintsik k < Ky < L és k < Ky < L testbdvitéseket, és feltételezziik, hogy k < Ky Galois-bbévités.
Legyen G1 := G(K;7/k), G2 := G(K,/k) és G := G(K;K3/k).

1) Ekkor a Ky C KKy bévités is Galois, a G(K1K2/Kz) csoport pedig izomorf a G1 = G(Kq/k) csoport egy
részcsoportjdval.

2) Ha Ky N Ky =k, akkor G(K1K2/K2) ~ G = G(K;/k).

3) Ha Ky /k normalis bévités, akkor K1Ka normdlis bévitése k-nak, és ha X1 N Ky =k, akkor

G(K]Kz/k) ~ G1 X Gz.

Bizonyitas. 1) A K; test egy f € k[X] széparabilis polinom felbontdsi teste. Tehét ha x1,...,x, az f kiillénbozd
gyokei, akkor Ky = K(x1,...,%;), ami mivel a hipotézis szerint K; [JK; generdlja K;K,-t, implikalja azt, hogy
K] Kz = Kz(X] g ,XT).

Tehat K;K; az f polinom K, feletti felbontdsi teste és innen kovetkezik, hogy a Ky C K K, bévités véges,
normalis és szeparabilis.

Ha o € G(K;K;2/K3), akkor onnan, hogy K C K; kévetkezik, hogy o(a) = a minden a € K-ra. Tovabba
o({x1,..., %)) = {x1,...,%}. Ez azt mutatja, hogy o(K;) = K; és értelmezhetjikk a o, : Ki — Ky k-
automorfizmust. A

p: G(KiK2/Kz2) — G(Kq/k), 0 — O,
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leképezés morfizmus.
Mivel o az x1,...,xn-re vald lesziikitése altal meghatarozott, kovetkezik, hogy p injektiv. Valéban, ha o €
Ker p, akkor uix, = Tk,, vagyis o(x) = x barmely x € K; esetén. Legyen z € K;K; tetszbleges elem. Akkor

z= %117% ahol z;, z{ € Ky és yi, y] € Ko. Mivel 0 € G(K1K2/Kz) kévetkezik, hogy o Ka-morfizmus. Tehdt
j=1%j%j

0(z) =z, barmely z € K1K3, és 0 = Tk, k,. Kovetkezésképpen Ker p = {1k, k,}, tehdt p injektiv.

2) Igazoljuk, hogy p sziirjektiv. Legyen G = Im p. A Galois elmélet alaptételébdl G = Gy akkor és csak akkor
ha K]G‘/ = K1G‘ = k. Ellenérizni kell a K1G{ =k egyenl6séget. Ha a € KlG/, akkor T(a) = a, barmely T € G esetén.
Legyen o € G(K1K3/K3), és legyen T = p(0) = ojx,. Tehat o(a) = t(a) = a, barmely o € G(K;K;/K;), vagyis
a € (KjKy)6(KiKa/K2) — K, Mivel a € Ky, kévetkezik, hogy a € Ky NK, =k, tehat K¢ = k. Kévetkezésképpen

1 = Gy, tehat p sziirjektiv.
3) Konnyen beldthat6, hogy KiK, normalis bévitése k-nak. Definidljuk a

p:G— G1 x Gz, plo)=(ox,, ox,)

leképezést. p csoportmorfizmus, és igazoljuk, hogy p izomorfizmus.

Igazoljuk eldszor, hogy ¢ injektiv. Legyen o € Kerp. Akkor (o,, ok,) = (Ik,, Tk,) azaz o(x) = x

barmely x € Ky és o(y) =y barmely y € K; esetén. Legyen z € K1Ky; akkor z = Zgl:‘i?:j?, ahol z;, zj’ € Ky és
j=1 295
Yi, yj’ € Kz. Tehat o(z) = z; kovetkezik, hogy 0 = Tk, k., és p injektiv.

Igazoljuk, hogy ¢ sziirjektiv. Legyen (T1,72) = G7 x G,. Az eléz8 pont alapjan tq-re 1étezik o7 : K1Ky —
K1Kz, amely egy Kz-morfizmus gy, hogy o1x, = T1. Akkor @(oy) = (11, 1k,). Hasonléan T,-re létezik
o2 : K1Kz — KK, amely egy Kj-morfizmus 1igy, hogy o2k, = T2, akkor p(o2) = (1k,,T2). Ha 0 = 0703, akkor
p(o) = p(o102) = plo1)p(o2) = (T1, 1k, ) (Tk,,T2) = (T1,T2), tehdt p sziirjektiv. m

5.9.5. kovetkezmény. Legyen k egy test és K1,Kz, ..., Ky normdlis bovitései k-nak igy, hogy
Ki N (Ki—1Kip1...Ky) =k

barmelyi=1,2,...,n esetén. Ha Gy az Ky bdvités Galois csoportja k felett (1 <i<n) és G az Ky,Kz,..., Ky
bévités Galois csoportja, akkor G ~ Gy x G2 X -++ X Gp,.

Bizonyitas. Bizonyitsuk n szerinti indukcidéval. Ha n = 2, a bizonyitas kovetkezik az el6z6 tétel alapjan. Mivel
KnN(Ky...Kn_1) =k az el6z6 tétel alapjan G ~ G(K7...Ky_1/k) X Gy,. Az indukcié hipotézisébdl kovetkezik,
hogy G(K7...Kn_1/k) 2 G7 x G2 X -+ X G,_1, ahonnan kapjuk, hogy G ~ G x G2 X --- X G,. ®

5.9.6. példa. Legyen p1,p2,...,pn egymastdl kiilonbozé primszamok. Tekintsiik az K = Q(1/P1, /P2, .-, /Pn)
testet. Ha Ki = Q(y/p1), akkor K = K;K;...Ky. Koénnyen beldthatd, hogy Ki N Ky ... Ki_1Kiy1...Ky) = Q,
barmely i =1,2,...,n. Jeloljik G; = G(K;/Q), tehat G; ~ (Z,,+). Alkalmazva az elébbi tételt kovetkezik, hogy
G(K/Q) ~ Gy x Gy x -+ X G @ Z7.

5.9.7. tétel. Legyen K egy test, G < Aut(K) véges részcsoport, és legyen
F=K® ={aeK]|o(a)=a, Voec G

Akkor K/F Galois-bévités és G(K/F) = G.

Bizonyitas. Legyen G = {uj,...,un}, x € K tetszdleges, és legyenek x; = x,x2,...xn az {ui(x) |i=1,...,n}
halmaz kiilonboz8 elemei. A Viéte képleteib6l kovetkezik, hogy f := [Ti_;(X — x;) € FIX]. Mivel f(x) = 0,
kovetkezik, hogy x algebrai elem F-felett. Legyen g := m, . Mivel x1,...,%; konjugélt elemek, kévetkezik, hogy
g(xi) =0,1i=1,...,n, tehat degg > r; de g | f, tehat g = f. Tehdt x szepardbilis F felett és K tertalmazza az x
Osszes kunjugaltjait. Mivel x tetsz6leges volt, kovetkezik, hogy K/F algebrai normélis és szeparabilis.

Igazoljuk, hogy K/F véges, pontosabban [K : F] < n. Feltételezziik, hogy [K : F] > n (esetleg végtelen). Legyen
F < K’ < K dgy, hogy n < [K’: F] < co. Akkor K'/F Galois b6vités, tehat létezik x € K’ tgy, hogy K’ = F(x).
Akkor n > degmyr = [K’ : Fl > n, ellentmondds. Kapjuk, hogy K/F Galois bévités, és a Galois-elmélet
alaptételébél kovetkezik, hogy G(K/F) =G. m

5.46. feladat. Legyen f € Q[X], K = F¢rq, G = G(K/Q) = G(f/Q). Hatdrozzuk meg K-t, G-t, $(G)-t és,
alkalmazva a Galois-elmélet alaptételét, a K résztesteit, a kovetkezd esetekben:
a) f = X? — d polinom, d € Z négyzetmentes szam;

b) f =X* - 3;
) f = (X2 +3)(X2—5);
d) f=X3+2.

Megoldds. a) Legyenek az f gyokei: x1 = vd,x2 = —Vd. Ekkor K = F¢,q = Q(x1,%2) = Q(vd). A Vd -nek Q
feletti minimalpolinomja mQ(\/a) =x?—d= [K:Q] =2, bazis lesz K-ban {1,v/d} és K ={a+ pvd | «, p € Q}.
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Mivel K = Q(v/d), ha ¢ € G(K/Q) tudjuk, hogy o(v/d) meghatdrozza o-t. Mivel vd gyoke mg, g-nek
= o(v/d) is gyoke az X2 — d polinomnak. Akkor o(v/d) = +v/d. Legyen o1(v/d) = v/d tehdt o7 = 1k és jelsljitk
02-t o-val, ahol 02(v/d) = —Vd. Tehdt G = {07, 02} = {1k, 0}. Mivel (00 0)(vd) = o(—Vd) = —(—Vd) = V4,
ezért 02 = 1.

Akkor G ~ (Cs,) =~ (Z;,+) méasodrendii ciklikus csoport.

8(G) ={{Tk}, G} =8n(G) ={H[H 9 G} = {H;, Ha}.

A K/Q bévités két kozbiilss teste: KM ={x e K| Tx(x) =x} =K és KH2 ={x € K| Tx(x) = x, o(x) = x} = Q.

b) Az eléz6 paragrafus 2. feladataban lattuk, hogy G = {¢, 0, 02, 02, T, 0T, 027, 0>1}. Ennek részcsoport-haléja:

ahol: H] = {E)O-) 0-2)0-3}; HZ = {EvGZ>T) GZT}» H3 = {EvO-Z)O-T>O-3T}; Z] = {E)O-Z}v ZZ = {EvT}7 Z3 = {an-z’t}a
Z4 ={e, 01}, Zs = {e, 037}, E = {e}. A Galois elmélet alaptétele alapjin a H csoportnak megfelel K-ban a KM test.
Emlékeztet6iil:

2 2 3 3

£ T (e} o°T (e} oT (e} o-T
V3 = V3 V3 V3 —V3 iV3 iv3 V3 —iv3
i — i — i —i i —i i —i

Az KM KH2 65 KH3 testbdvitések foka a Q felett 2, az K%i-eké, i = 1...5 pedig 4.

Mivel ¢ az identikus megfeleltetés, ez minden elemet fixen hagy. L; = KM = [x € K|o(x) = x} = Q(i).
L =K' ={x e K| o?(x) =x, 1(x) = x} = Q(V3), L3 = K3 = {x € K | 0?(x) = x, o1(x) = x} = Q(iV3)
M; =K% = {x € K| 0?(x) = x} = Q(i,V3), Mz = K#2 = {x € K| 1(x) = x} = Q(V/3), M3 = K** =[x €
K| o?t(x) = x} = Q(iv/3), My = K% =[x € K| o1(x) = x} = Q(v/3 +1v3), M5 = K% ={x € K| 031(x) =
x} = Q(v/3 —1v/3). A G Galois csoportnak a Q test felel meg, az € altal generalt E csoportnak pedig maga az
K =Q(V3,1).

Az K/Q bévités kozbiilsé testeinek héldja az elébbivel dudlisan izomorf (ugyanaz a diagramm a fejetetejére
alllitva):

K=Q(V3)

)
\Lz/u\h/

~/7

Q

¢) Az f polinomnak négy komplex gyoke van: +1v/3, £v/5. Tehét az f felbontési teste
K =Q(iv3,-1v3,V5,—v5) = Q(iV3,V5).
Vizsgaljuk az K/Q bévités automorfizmusainak hatésat az iv/3 és v/5 elemekre:
€ o T 0T
ivV3— W3 —ivV3 V3 —iV3
Vb= Vb V5 /5 -5

Tehit 02 = e és > = e. A G = G(K/Q) Galois csoport izomorf a Klein féle csoporttal, amelynek harom
valédi részcsoportja van, igy G-nek is hdrom valédi részcsoportja van, a kovetkezdek: Hy = {¢, o}; Hy = {e, T},
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Hz = {¢,01}. Jeldlje E a csak e-t tartalmazé részcsoportot. Ekkor a G Galois csoport részcsoport-haléja a
kovetkez6:

/\
\/

Meghatérozzuk az ezeknek megfelels Ly, Ly, Lz résztesteket: L = KM = {x € K | o(x) = x} = Q(V/5), L, =
KH2 = {x € K| 1(x) = x} = Q(iV3), L3 = KM = {x € K| o71(x) = x} = Q(iV15), K¢ = Q, KF =K = Q(iVv3,5).
Tehat az K/Q bévités kozbiilsd testeinek a haldja:

Q(iv3,V5)

N
-

d) Az f polinomnak hirom gydke van a komplex szdmtest felett: x; = —v/2, xa = —v/2¢1, x3 = —v2¢2,
ahol ¢ = —15 + i? és €2 = E% = —% — i? Mivel egyik sem raciondlis szdm az f Q feletti felbontési teste

K = Q(x1,x2,x3) = Q(V/2,e1) A bévités foka [K : Q] = 6. Tehat az N/Q Galois csoportjanak 6 eleme van.
Vizsgaljuk, ezek, hogyan hatnak v/2 és e; elemekre. A v/2 elem Atmehet v/2-ba, €1 v/2-ba, vagy a% V2-ba. Az
£1-bél &1 vagy e? lesz. Tehdt G(K/Q) a kovetkezd morfizmusokat tartalmazza:

3 o T T0 T2 o
V2 o V2 2 €1 2 €1 2 s%%ﬁ e% /2.
g — & & €1 2 €1 2

Tehét G = G(K/Q) = {¢, 0, T, T2, 10, T20}. Eszrevessziik, hogy G(K/Q) izomorf az S3 szimmetrikus csoporttal, és
négy valddi részcsoportja van: Hy = {e, o}, Hy = {¢, 70}, H3 = {¢, 720} mésodrend{i részcsoportok és Hy = {¢, T, 7%}
harmadrendii részcsoport. Meghatdrozzuk a bévités kozbiilsd testeit: L1 = KH1 =Q(v2), L, = KHz ={x e K|
to(x) = x} = Q(e3v2), L3 = KM = {x € K| t?0(x) = x}, T?0(e1V2) = e3e?V2 = e1vV2, L3 =Q(e1V2). A 7

automorfizmus csak €7 elemet hagyja fixen, tehat a Hg-nek megfeleld résztest 14 = Q(eq).

5.47. feladat. Legyen f € K[X] egy szepardbilis polinom és L := F¢x az f felbontdsi teste. Igazoljuk, hogy f
akkor és csak akkor irreducibilis, ha G(f/K) tranzitiv csoport.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy degf = n és f a K test felett irreducibilis. Ekkor ha xq,...,xn gyOkei f-nek, akkor
xi € L\ Kminden 1 = 1,...,n esetén. Legyen G = G(f/K) = G(L/K) az f Galois-csoportja. Minden x; esetén
mk(xi) = [[i_; (x —xi) = f. Tudjuk, hogy minden i, h esetén létezik € G gy hogy P(xi) = x;; kovetkezik,
hogy G(f/K) tranzitiv csoport.

Most bizonyitsuk be a forditott dllitast, feltéve, hogy f nem irreducibilis. Akkor léteznek f1, ..., fx irreducibilis
polinomok K[X]-ben, tigy hogy f =f;...fx és 2 <k <n.

Legyen x; gyoke fi-nek és x, gydke fo-nek. Ekkor x1,x2 € L\ K, x1 # x3 és my i, = f1 illetve mg x, = f2.
Tudjuk, hogy minden o € G automorfizmus esetén o(x;) az x; elem konjugdltja, ezért ¢ az xj-et az f; gyokeibe
viheti csak; mivel x; nem gyoke fi-nek, G(f/K) nem lehet tranzitiv, ami ellentmond a feltételeknek. Ezért f
irreducibilis.

5.48. feladat. Legyen K egy 0-karakterisztikdji test és f = X" 4+ a1 X™ ' +- .- + a,, € K[X] szeparabilis polinom.
Igazoljuk, hogy az f diszkrimindnsa egy K-beli elem négyzete akkor és csak akkor ha G(f/K) < A,,.
Megoldds. Legyen L az f felbontési teste K felett. Tudjuk, hogy az f diszkrimindnsa d, ahol d:= [] (xi—x;) €
1<i<j<n
L. A Galois-elmélet alaptétele szerint, d fixen marad a G(L/K) hatédsa alatt & d € K.
Tegyiik fel, hogy az f diszkrimindnsa egy K-beli elem négyzete, vagyis d € K. Ekkor minden o € G(f/K) esetén

« paros permuticidja az {x1,...,xn} halmaznak, azaz & € A, mivel ha « ¢ A, akkor d nem fixpont. Kaptuk,
hogy G(f/K) < An.
Most igazoljuk a forditott allitast. Vegylik észre, hogy az {x1,...,xn} halmaz pdros permutéciéi fixen hadjak

d-t. Tegyiik fel hogy d ¢ K. Akkor létezik o € G(f/K) gy hogy o(d) # d; ekkor « paratlan permutdciét hataroz
meg a gyokok halmazén, azaz G £ Ay, ellentmondés. Tehdt d € K.
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5.10. Gyokképlettel megoldhaté algebrai egyenletek

Legyen k egy 0 karakterisztiksji test. Ebben a paragrafusban a k a k test egy olyan algebrai lezartjst jeloli, amely
a k minden aldbbi algebrai bévitését tartalmazza.

5.10.1. definicid. a) Egy x € k elemrdl azt mondjuk, hogy gyok a k test felett, ha x egy X™ — a € k[X] alakd
polinomnak a gyoke.

b) A k test egyszerli gy6kokkel valé bévitésének nevezzik egy X™ — a € k([X] alakd polinom felbontdsi
testét.

¢) A k <L algebrai bovitését gyokokkel valé bdvitésnek nevezziik, ha 1étezik a

k=Ko CK;CK;C---CKsy=L

résztest sorozat, ugyhogy Kii1 egyszerli gyokokkel valé bovitése a Ki-nek minden i =0,1,...,s — 1-re.
d) Legyen f € k[X], degf > 0 . Azt mondjuk, hogy az f(x) = 0 egyenlet gyokképlettel megoldhaté, ha
létezik egy K gyokokkel valé bévitése a k-nak amelyik tartalmazza az f dsszes gyokét (azaz Frx < K).

5.10.2. megjegyzés. 1) Tudjuk, hogy ha b az X™ —a polinom egy gydke és & egy n-edrendii primitiv egységgyok,
akkor az X™ — a &sszes gyokei £'b alaktak, 0 <1< n —1 és kiilonbozéek. Tehat ha K/k egyszerli gyokokkel valé
normélis bovités, akkor K = k(&,b).

2) Az értelmezéshbil egyb6l kovetkezik, hogy hogy ha K egy gyokokkel valé bdvitése a k-nak és L egy gyokokkel
valé bovitése a K-nak, akkor L egy gyokokkel valé bovitése a k-nak, tehat a gyokokkel vald bovités tranzitiv és
mindig véges bdvités. Mivel a normalis bovitések nem tranzitivak, kovetkezik, hogy a gyokokkel valé bovitések
nem feltétleniil normalisak. fgy példaul a Q(v/3) gyokokkel valé bévitése a Q-nak, de nem normalis.

5.10.3. tétel. Minden L gyokokkel valo bévitése a k-nak benne van egy normdlis gyékokkel vald bovitésben.

Bizonyitas. Legyen
k=ko Cks C---Cks=1L,

ahol ki1 egyszeri gyokokkel valé bovitése a ki-nek, 1 =0,1,...,s — 1. Indukciét alkalmazunk s szerint.

Ha s = 1, L egyszeri gyokokkel vald bévités, tehdt normalis. Legyen s > 1. Az indukcié hipotézisébél
kovetkezik, hogy 1étezik egy K normalis gyokokkel vald bévitése a k-nak, amely tartalmazza ks_q1-et. Viszont
L = ks_1(&,b), ahol & egy n-edrendli primitiv egységgyok és b egy X™ — 3 € ks_1[X] alakii polinom gyoke.
Legyen g € k[X] a 3 minimélpolinomja k felett és f1 = B, B2, ..., B+ ennek a polinomnak a gyokei. Minden i-re,
ahol 1 <1i<rlegyen o az X™ — i € K[X] polinom egy gyoke; i = 1-re oy = b. Ekkor

L'=K( ... o)

egy normalis gyokokkel val6 bévitése a k-nak, ami tartalmazza L-et. Val6ban, abbdl, hogy &,b € L’ kovetkezik,
hogy L’ tartalmazza L-et. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy L’ gyokokkel valé bévitése a k-nak elegendd igazolni,
hogy gyokokkel valé bovitése a K-nek. Ez a

K=LyCLjC...CL;

résztest sorozatbdl kovetkezik, ahol L] = K(&, aq,...,a¢), i=1,2,...,7. Még be kell bizonyitanunk, hogy L’/k
normalis bovités. Valéban, L’ = Kk(§, «1,...,a:), a K és k(&, «q,..., ) testek pedig normdlis bévitései k-nak,
mivel k(&, «q,..., ) a g(X™)-nek k felett felbontasi teste. m

5.10.4. tétel. Legyen k eqy O karakterisztikdji test és K/k egy véges és normalis bévités. A K test akkor és csakis
akkor bedgyazhatd egy K'/k gyokokkel vald bévitésbe, ha a G(K/k) Galois csoportja feloldhatd.

Bizonitas. Feltételezziik hogy létezik egy K’ gyokokkel valé bévitése a k-nak, amely tartalmazza a K-t. Az
5.10.3. tételnek megfeleléen feltételezhetjiik, hogy K’ normdlis is.

Mivel a G(K/k) csoport faktorcsoportja a G(K’/k) csoportnak, elegendé megmutatni, hogy G(K’/k) feloldhaté
csoport. Legyen

K'=K§;2K;2...0K | =k
ahol K/ _; egyszert gyokokkel valé bévitése a K{-nek, i=1,2,...,n és Gy = G(K'/K{). Igy kapjuk az
{e}=Go € G1 C...C Gn=G(K'/K)

sorozatot.
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Mivel K{_; egyszer(i gyokokkel valé bovitése a K{-nek, kovetkezik, hogy normalis bovités is, a Galois elmélet
alaptételébdl pedig kapjuk, hogy Gi_1 normalis részcsoportja Gi-nek és, hogy

Gi/Gi_1 ~ G(Kl/f]/K{)

Felhasznalva azt az allitast, hogy ha egy csoportnak van egy normalis, véges részcsoport lanca, amelynek a
faktorai feloldhaté csoportok, akkor maga a csoport is felolhatd, elegendd igazolni, hogy egy egyszerii gyokokkel
valé bovités Galois csoportja feloldhatd.

Legyen tehat L = k(&,b) egy egyszerii gyokokkel valé bovitése a k-nak, ahol b az X™ — a € k[X] polinom egy
gyoke, a & pedig n-edrendii primitiv egységgyok. Tekintsiik az L > k(&) > k bdvitéseket. Eszrevessziik, hogy a
k < k(&) és k(&) < L bévitések normédlisak.

A fenti érveléssel elegendé kimutatni, hogy G(L/k(&)) és G(k(&)/k) feloldhaté csoportok. Eszrevessziik, hogy
G(L/k(&)) izomorf a (Z,,,+) csoportnak egy részcsoportjdval, mivel az L azon automorfizmusai, amelyek a k(&)
elemeit fixen hagyjdk, avval a tulajdonsdggal rendelkeznek, hogy a b képe egy &°b elem ahol s egész szam és
0 <s <n-—1. A mésodik csoport izomorf az (U(Zy),-) csoportnak egy részcsoportjaval, mert a k(§) barmely
k feletti automorfizmusa egy n-edrendii primitiv gyokot, n-edrendii primitiv gyokbe visz at. Ezek a csoportok
Abel-csoportok és feloldhatéak.

Forditva, feltételezziik, hogy G := G(K/k) Galois csoport feloldhaté. Tudjuk azt, hogy egy G csoport véges és
feloldhatdsaga egyenértékii avval, hogy van egy ciklikus faktorokbol &llé6 normélis lanca. Legyen

G=Gs2Gs-12:--2Go={e}

G-nek egy normélis lanca ciklikus csoport faktorokkal és legyen K; = KS¢, i =0,1,...,s. Innen kapjuk a
K=Ky 2K;2:--2Ks=k

testbdvités sorozatot. A Galois elmélet alaptételébdl kovetkezik, hogy Ki_1/K; normadlis bovités, és
G(Ki—1/Ki) ~ Gi/Gi—1.

Annak kimutatasahoz, hogy a K test be van dgyazva egy gyokokkel valé bovitésébe a k-nak elegendd, hogy a fenti
allitdst bebizonyitsuk abban az esetben, ha a G(K/k) Galois csoport ciklikus. Valdban, a fent értelmezett s szerinti
indukcidt alkalmazva, feltételezziik, hogy az allitas igaz s — 1-re. Ekkor 1étezik egy L gyokokkel valé bévités, amely
tartalmazza a Ki-et. Ha kimutattuk, hogy a KL test benne van a L-nek egy gyokokkel valé bévitésében, akkor
bebizonyitottuk az dllitast K-ra. Tudjuk, hogy a KL test normaélis bévitése L-nek. Masrészt a G(KL/L) csoport
részcsoportja a G(K/K7) csoportnak és G(K/K;) ~ G/Gs_1, tehdt G(KL/L) ciklikus csoport.

Felételezhetjiik tehat, hogy G(K/k) ciklikus csoport. Legyen m = [K : k] = |G(K/k)|, ¢ egy primitiv m-edrendii
egységgyok és L := K(e). Eszrevessziik7 hogy L/k normalis b&évités. Elegend6 kimutatni, hogy L gyokokkel vald
boévitése k(e)-nak, igy tehat a k-nak is. Tudjuk, hogy G(L/k(e)) € G(K/k). Tehat G(L/k(e)) n-edrendii ciklikus
csoport, ahol n osztdja m-nek. Az allitdst a kdvetkezd lemmabdl kovetkezik.

5.10.5. lemma. Ha k < K egy n-edfokiu normdlis testbévités, amelynek a Galois csoportja ciklikus és a k test
tartalmazza az n-edrendd egqységqyokdket, akkor K/k egyszeri gyokdkkel valo bovités.

Valéban, legyen o a G := G(K/k) csoport egy generatora, & egy m-edrendli primitiv egységgydk és x € K.
Jelolje

n—1
(£9,x) = Y &% (x).
i=0

Az (/E,q,x) € K elemet az x elem Lagrange-féle rezolvensének nevezziik.
Eszrevessziik, hogy ha (§,x) # 0, akkor kovetkezik, hogy k(x) = K. Valéban legyen H := G(K/k(x)) és
d:=[G: H]. Ha k(x) # K kapjuk, hogy d # n és n = dm. Ekkor 0¢ € H és

-
|
-

m—1d

n—1
(((—” X) —_ Z ((_,iO—i(X) _ Z aid+jdid+j (X) —

i=0 i=0 j=0
m—1d—1 d—1 m—1
_ gldtig (x) = Z O‘j(X)E,j Z gid
i=0 j=0 j=0 i=0
d—1 . 1 gn
- . O—) (X)Ev] -I . E’d - O)
j=0

ami ellentmond a hipotézisnek.
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Bebizonyitjuk, hogy létezik x € K elem, avval a tulajdonsdggal, hogy (&,x) # 0. Valéban legyen a egy primitiv
eleme a K-nak, tehat K = k(a). Létezik egy 1 egész szam, 1 < r < n, gy, hogy (&, a") # 0, mert ellenkez6 esetben
a kovetkezd linedris egyenletrendszert kapjuk:

n—1 o
Zalo'l(a])zo) j:1a2»"'ana

i=0

amibél kévetkezne, hogy & = 0,1 =0,1,...,n — 1, mivel det(ct(a')) # 0 (ez a 6°(a),...,o™ '(a) egyméastdl
kiilénb6zé elemek Vandermonde-determindnsa).
Legyen most b € K tgyhogy (&,b) #£ 0 és k(b) = K. Barmely q egész szamra, 0 < g < n — 1 kapjuk, hogy

n—1 n
o(£9,b) =) ETT(b)=£79) £%0'(b) =& (&Y, b), (5.4)
i=0 i=1
ahonnan sajatos esetben kapjuk, hogy
o(&,b) =& (&, b) (5.5)
és tehat
o((& b)) =& 9(&b)9. (5.6)

Az (1) és (3)-bdl levezethetjiik, hogy

(E9,b)y  (E9,b)
G((a,b)q) = oy ol (5.7)

ahonnan kévetkezik, hogy c(q) € k. Legyen b = (&,b). Akkor (5.7)-bdl kovetkezik, hogy (£9,b) € k(b), minden
q=0,1,...,n—1 esetén. Tudjuk ugyanakkor, hogy:

n—1 n—1In—1 n—1 n—1
D (ESb)=) > &%i(b)=) o'(b) ) &%=
q=0 q=0 i=0 i=0 q=0
n—1 1— ain
—nb+;o‘(b) e b

- = n —n

ahonnan kapjuk, hogy b € k(b) tehét k(b) = k(b) = K. Az (5.5) Osszefiiggésbdl levezethetd, hogy o(b ) =b
vagyis b € k. Tehdt b gyoke az X™ — b e kX polinomnak. m

5.10.6. kovetkezmény. Legyen k egy O karakterisztikdju test és f € k[X], degf > 0. Az f(x) =0 egyenlet akkor
és csak akkor oldhaté meg gyokképlettel, ha az f Galois csoportja feloldhato.

5.49. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x(x* —4)(x? +2) = 2 egyenlet nem oldhaté meg gyokképlettel a Q felett.

Megoldds. Legyen f = X> — 2X3 — 8X — 2. Az Eisenstein kritérium alapjin f polinom irreducibilis Q felett.
f=5X*—6X?—8; f'(x) =0 & 5y2 —6y —8 =0, ahol y = x?; yy o, = 3£ 4y =265y, = —1.
Az f'-nek két valés gyoke van: x7 2 = £v/2. Vizsgélva f’ eléjelét és f monotonitdsét, kapjuk, hogy f(—v/2) =
8v2—-2>0,f(v2)=-8/2-2<0.
Tehat az f polinomnak pontosan 3 gyoke van, alkalmazhatjuk az 5.8.6. 1) tételt p = 5 esetében, igy az f
Galois csoportja izomorf Ss-el, ami nem feloldhaté.

5.11. Geometriai szerkeszthet6ség

5.11.1. Korzovel és vonalzdval szerkesztheté komplex szamok

Legyen 8 egy sik és S = {Pq,P2,..., Py} véges halmaz 8-bdl. Rekurzivan meghatdrozhatdk az Sq,S;,...,Sn,...
ponthalmazok. Legyen S; = S és feltételezziik, hogy az S, halmaz értelmezett. Akkor S, ;1 egyenlé S.-el és ehhez
hozzajarulnak a kovetkezOképpen kapott pontok:

1: két adott vagy mar megszerkesztett egyenes, illetve kor metszéspontjanak kijelclése;

2: két adott vagy mar megszerkesztett at, egyenes huzéasa;
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3: két adott vagy mar megszerkesztett pont tavolsaganak korzobe vétele, és ezzel mint sugarral kor rajzolasa
egy adott vagy mar megszerkesztett pontbol, mint kézéppontbdl.
A fent emlitett médon kapunk egy véges, novekvo halmazsorozatot: S; C --- C S, C ... Jeldljiik

C(P1,P2,...,Pn) = [ J Sr

r>1

Egy P pont amely eleme a C(Pq,P2,...,Pn) halmaznak, megszerkesztheté a korzé és vonalzd segitségével a
Py,P2,..., P pontokbdl. Ha S ={P;}, akkor C(Py) ={P1}.

Tekintjik a § sikban az xOy koordinata rendszert, melynek kezdépontja O = Py, és a P2 pont koordinatai
(1,0)

Tekintsiikk a © : § — C, O(P) = x + iy leképezést, ahol P-nek a koordinédtai (x,y), © bijektiv leképezés. Az
x 4 iy komplex szdm affixuma P(x,y). Jeloljik O(P;) = oy (1 <1< n). Tehdt oy =0 és xp = 1. Jeldljiik

O(C(P1,P2,...,Pn)) = Clax1, 002, &n ).

Egy o € C(o1,a2,...,an) komplex szdm megszerkeszthetd az o1, 2, ..., s szdmokbdl a korzd és vonalzéd
segitségével.
5.11.1. tétel. C(oq, xa,...,an) részteste C-nek, és rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

1) Ho & € Coty, 002, ..., 0n), akkor & € Clo, oz, .., 0n);

2) Hao o € Cloq, 002, ..., 00 ), akkor /oo € Cloy, oz, ..., 0tn);

3) Clor, 2, ...,0n) a legkisebb részteste C-nek, amely tartalmazza az o, *2,...,xn komplex szdmokat és

rendelkezik az 1), 2) tulajdonsdgokkal.

Bizonyitas. Legyen o, &’ € Cloy,x2,...,an). Jeloljik ©(P) = « és O(P’') = o, ahol P,P’ € w. Tehat
P,P’ € C(Py,P2,...,Pn).

A paralelogramma szabdly dltal kapott Q pontnak megfelel az & + &’ komplex szdm. Beldthaté, hogy Q
megszerkeszthetd a korzé és vonalzo segitségével, vagyis o + o’ € Cotg, 0z, ..., o).

Felirjuk « és o’-t trigonometrikus alakban: o = r(cos @ +isin @), &’ = 1'(cos @’ + isin @’); akkor

oo’ =1r'[cos(@ + @) + isin(@ + @')].

Mivel @+ ¢’ konnyen megszerkeszthetd korzé és vonalzé segitségével, szerkessziik meg r1/-t is a a korz6 és vonalzé
segitségével. A derékszogli haromszogek hasonlésdga alapjan kapjuk * = &, ahonnan x = rr’. Beldthatd, hogy x

megszerkeszthetd korzd és vonalzd segitségével. Tehdt oo’ € Coy, &2, ..., &n).

Ha o = r(cos@ +ising) € Clay,x2,...,00n), &« # 0, akkor «=' € C(o1,02,...,%,). Valéban, o= ' =
1;[cos(f(p) + isin(—¢@)]. Akkor = %, tehdt x = % Mivel x megszerkesztheté korzével és vonalzé segitségével
kovetkezik, hogy o' € C(aq, &2, ..., o). Tehat Clor, &z, ..., &) részteste C-nek.

1) Legyen « € C(x1, 002, ..., xn). Azonnal kovetkezik, hogy & € C(aq, ..., 0n).

2) Legyen o = r(cos @ +1isin @) € C(o, x2, ..., &y ). Akkor

Vo= \/?(cos% —I—isin%).

Mivel /T és % megszerkeszthet8k korzé és vonalzé segitségével, kovetkezik, hogy /oo € Claq, X2, ..., &n).

3) Legyen K részteste C-nek, amely tartalmazza o, &z, ..., xn-et és rendelkezik az 1), 2) tulajdonsdgokkal.
Mivel —1 € K, az 1) tulajdonsdghdl kovetkezik, hogy 1 = v/—1 € K. Ha o = x + iy, akkor az 1) pontbdl kapjuk,
hogy & = x — iy € K; kovetkezik, hogy x,y € K. Tehat

x=x+1y € K& x,y € K.

Jeloljiik 8’ = ©1(K). Igazoljuk, hogy 8’ rendelkezik a kovetkezd tulajdonsigokkal:

1° Két 8’-beli pontok altal meghatdrozott egyenes metszéspontja 8’-beli pont.

2° Egy 8’-beli pontok &ltal meghatirozott egyenes és egy 8’-beli kozéppontd, 8’-beli pontok &4ltal meg-
hatérozott sugard kor metszéspontja 8’-beli pont.

3° Két 8’-beli pont altal meghatarozott kozéppont, illetve sugari kor metszéspontja 8’ beli pont.

Ellenérizziik az 1° tulajdonsédgot. Valdban, az

{w/c—&-by—i—c—() , a,b,a’,b’,c,c’ €K
a’x+b'y+c¢' =0

egyenletrendszer megoldasai K-beli elemek.
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Ellenérizziik a 2° tulajdonsdgot. Az 1° tulajdonsdghoz hasonléan

ax+by+c=0
2,2 , ab,c,mmn,pekK,
x“+y"+mx+ny+p=0

egyenletrendszer megoldasai K-beli elemek.

A 3° tulajdonsédg kovetkezik a 2°-bdl mivel két kor metszéspontjanak meghatarozasa egyenértékii az egyik kor
és a hatvanytengely metszéspontjainak meghatdrozasaval.

Mivel Py, P2,...,Py € 8/, az 1°, 2° és 3°-bdl kovetkezik, hogy C(Py,P2,...Pn) C 8, tehdt

C(“]’“z”")a’n)gK)

ami azt jelenti, hogy C(oq, &z,...,%&n) a legkisebb részteste C-nek, amely tartalmazza oy, oy, ..., &, szamokat
és rendelkezik az 1) és 2) tulajdonsdgokkal. m

5.11.2. Korzovel és vonalzoval valo szerkeszthetdség elsé kritériuma

Tekintsiik az S = {P1,P2,...,Pn} halmazt a § sikbdl, C(Pq,P2,...P,) a korzdvel és vonalzéval megszerkeszthetd
pontokhalmaza. Legyen C(oq, &3,..., &) részteste C-nek amely asszocidlt a C(Py, P2, ..., Py) halmazzal. Mivel
Q g C(OC] y X2y eeey (XTL)7 kaijkv hOgy

F::Q((x],(x«z,-.-,an,&],&z,...,&n)QC(“1,“2,.-.,(X]1).

Ha n = 2, akkor C(o1,2) = C(0,1) és F = Q(ox1, 2, &1,&2) = Q. A C(0,1) halmazt a korz6vel és vonalzdval
szerkesztheté komplex szamok halmazanak nevezziik. Egy komplex szam akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha a
valds és az imagindrius része is szerkesztheto.

5.11.2. tétel (Szerkeszthet8ség els6 kritériuma). Az o kompler szdm szerkeszthetd korzdvel és vonalzdval
4z X1, %2, ..., Xy Szdmokbol, akkor és csak akkor, ha léteznek az

F=FhCFH CF C...CF
véges testbdvitések gy, hogy o« € Fr és [Fi : Fi_1] < 2 bdrmely 1 <1 < v esetén.
Bizonyitas. Jeloljik

Ki={a e C|3F=Fy<F; <F,<...<F, bévitések: « € F;,, [Fi:Fi_1] <2, Vil

Legyen o, € K; léteznek F = Fy < F; < F; < ... < F, véges testbévitések, ahol o« € F, és [F; : Fi_1] < 2,
T<igrilletve FF =Fy <Ff <F; <...<F ahol B € F{ és [F): F ;] <2, (1 <j <) Kapjuk a kovetkezd
tetbovitésekbol allo lancot

F=Fh<F <Fh<..<F=FF<FF<...<FF,,

ahol [FTF]-’ : FTF].L]] < 2, barmely 1 <j < 1/. Mivel x + B, «f € F,F. és «=' € F,, ha « # 0 kovetkezik, hogy
K részteste C-nek. Mivel F zart a konjugaldsi miiveletre nézve kovetkezik, hogy a K test is zart a konjugalasi
miiveletre nézve. Ha

F=Fo<kF <h<...<F

véges tetbdvitésekbdl 4116 lanc gy, hogy [Fi : Fi_1] < 2, (1 < i < 1), akkor F; zdrt a négyzetgyokvonasra nézve.
Tehat K zart a négyzetgyokvonasra nézve miiveletre nézve. Mivel o, x2,...,xq € K, a 11.1. tétel alapjan
kovetkezik, hogy C(ag, x2,...,xn) C K. Legyen « € K és legyen az

F=Fh<kh <kh<...<F,

testb&vitésekbdl allé lanc tgy, hogy « € Fy és [Fi : Fi_1] < 2, bdrmely 1 < i < v esetén. Igazoljuk indukcidval,
hogy barmely i esetén F; C C(oq, 2,...,n). Hai=0,

Fo:Q(“])az)"‘)“n)&‘])&‘z)"',&'n)gc(oc])ocz)"')“n)'

Feltételezziik, hogy Fi C C(o1, x2,...,an) és igazoljuk, hogy Fi 1 C C(oq,x2,...,&n). Mivel [Fiyq : Fi] > 2,
kapjuk, hogy Fi;1 = Fi(f3), ahol B algebrai elem F; felett, 3 minimal polinomja f, degf < 2. Tehat f gyoke egy

masodfoki egyenletnek, melynek egytitthatéi F; € Cag, a2, ..., xn)-beli elemek. Mivel C(aq, &2,..., &n) ren-

delkezik a 2) tulajdonsdggal, kovetkezik, hogy f € C(aq, oz, ..., &n), tehdt Fii 1 C Clog, &2, ..., o). Igazoltuk,

hogy K C C(&q,a2,...,&n), ahonnan K = C(a1,x2,...,0,). W

5.11.3. kovetkezmény. Ha « € C(x1, x2,...,xn), akkor az o minimdl polinomjdnak foka az
F::@(“1’“2)'")an)&"l)&z)"')&n)

test felett 2% alakd.

Bizonyitas. Létezik az F = Fog < F; < F, < ... < F,, testb&vitésekbdl 4116 ldnc, ahol & € Fy, [F; : Fi_¢] < 2,
1 < i < r. Kovetkezik, hogy [F, : F] = 2!, ahol 1 > 0. Mivel [F, : F] = [F(x) : FI[F, : F(x)], kapjuk, hogy
[F(ee) : Fl = 2%, ahol 1 > 0. De [F(e) : F] = deg mq . Tehdt degmgy r =25, m
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5.11.3. Szogharmadolas

A feladat adott szoget hdrom egyenl6 részre osztani. Igazolni fogjuk, hogy nem minden sz6g oszthaté fel harom
egyenlo részre a korzé és vonalzo segitségével.

Egy adott ¢ szoget példaul a koszinuszaval jellemezhetjiik, tehat u = cos @ ismeretében akarjuk x = cos %—at

megszerkeszteni. Mivel

cos @ = 4 cos® g —3cosg,

ezért x a 4x3 — 3x —u = 0 egyenlet gyoke. Legyen
f=4X> —3X —u.

Elég igazolni, 1étezik ¢ 1gy, hogy u = cos @ € Q és f irreducibilis Q felett. Ekkor az [F¢ g : Q] fokszama 3-al
oszthatd, tehat nem lehet 2-hatvany. Kovetkezik, hogy, dltalaban, a szogharmadolds nem hajthaté végre korzével
és vonalzoval.
Példaul, legyen @ = 60°. A 60°-0s szoget meghatarozzdk a Py, P2, P3 pontok, ahol
1 3
&3 = cos60° +1sin60° = = + ii.
2 2
Ebben az esetben
F=Qlar, 02,3, &1, &2, &3) = Q(iV3).

Legyen o« = cos20° + isin20°. A cos3¢@ = 4cos® @ — 3cos @ egyenléségbdl @ = 20°-ra kapjuk, hogy % =
4 cos® 20° — 3 cos 20°. Tehat cos 20° gydke az

f:4X3—3X—%€@[X]

irreducibilis polinomnak. Mivel degf = 3, a cos 20° minimél polinoménak a foka Q(iv/3) felett egyenlé 3-al. A
5.11.3. kovetkezmény alapjan cos20° nem eleme a C(0,1,1v/3) halmaznak, tehat a 60°-0s szég nem oszthaté fel
harom egyenld részre a korzo és a vonalzé segitségével.

5.11.4. A Déloszi probléma (kockakettzés)

Adott kockdhoz nem szerkeszthetd (korzd és vonalzé segitségével) olyan kocka, amelynek térfogata az eredeti
kocka térfogatanak kétszerese. A kocka élét egységnyinek valasztva a kiinduldsi test a raciondlis szamok teste. A
megszerkesztendd kocka élhossza /2. v/2 az X3 —2 polinom gydke. A Q test felett X3 — 2 irreducibilis, v/2 tehét
Q felett harmadfokd, a 5.11.3. kovetkezmény alapjan kovetkezik, hogy V2 ¢ C(0,1). Tehat a feladat euklideszi
szerkesztéssel megoldhatatlan.

5.11.5. Haromszogszerkesztési feladat

Igazolni fogjuk, hogy nem mindig szerkeszthet6 korzovel és vonalzdval egy haromszog, amelynek adottak a szogfe-
lez&i. Legyenek ig,1p,1c az ABC haromszog szogfelezdi, p pedig a haromszog félkeriilete. Ismertek a kovetkezd
kifejezések:

2o ein B ain € 25 sin S sin A s ™ ain B
‘pSlIlZSIIl2 1 _ DSIHZSIH2 l _ psmz SlIl2
A B-C b B C-A C A-B"

COS 2 COS 2 COS 2 COSs 2 COSs 2 COSs 2

Feltételezziik, hogy ip = ic, tehat B = C. Akkor A + 2B = m,

C_A—sin3—B
2 2

g =

A A
cos 5= sin B, sin 5= cos B, cos

Kovetkezik, hogy
3B

kiiiaiSiHT

" i, 2cosB

B 3B
Jeloljiik & = sin 7 Ha kifejezziik a sin 7—t és cos B-t a & segitségével, kapjuk a kévetkez6 egyenléséget:

483 —4KE? — 36+ 2k = 0.
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Vialasztjuk k = 3; akkor ¢ gyoke az
f=4X> —12X* —3X+6

polinomnak, amely irreducibilis Q[X]-ben. Kovetkezik, hogy & ¢ C(0,1). Tehdt nem szerkeszthetd a korzd és a
vonalzd segitségével egy haromszog, amikor ismertek az iq,1p szogfelezék, ahol iy = 3ip.

5.11.6. A kor négyszogesitésé

A feladat adott korrel egyenlS teriiletli négyzet szerkesztése. Adottak az § sikban a koévetkezé pontok: Pq-
a kor kozéppontja, P-egy pont a koron. Az § sikban rogzitink egy koordinata rendszert, ugy, hogy P a
koordinata rendszer kezdépontja, a P, koordinatai pedig (1,0). A négyzet oldala legyen +/7t. Mint ismeretes, 7t
nem algebrai szam, azaz nem gyoke egyetlen racionalis egyiitthatds polinomnak sem. Tehat 7t transzcendens a
Q felett, kovetkezik, hogy /7t transzcendens, /7t ¢ C(0,1). Tehdt a kor négyszogesi tése korzdvel és vonalzdval
nem oldhaté meg.

A kor négyszogesitésének a feladata az igynevezett quadratrix segitségével mar megoldhaté. A quadratrixot a
kovetkez6 médon hatarozzuk meg: egy egységnyi sugaru kor sugarat egy rogzitett helyzetbol kiindulva forgassuk
allandé szogsebességgel gy, hogy egységnyi idé alatt 90°-al forduljon el. Ezzel egyidében egységnyi sebességgel
toljunk el egy egyenest a sugar kezdShelyzetébol kiindulva a kezdShelyzettel parhuzamosan. A mozgé sugar és az
egyenes metszéspontja altal leirt gorbét nevezziik quadratrixnek.

Hatarozzuk meg a quadratrix polarkoordinatas egyenletét. A kor kozéppontja legyen a koordinata rendszer
kezddépontja, a sugar kezdeti helyzete a polartengely. t idé milva a sugar a Tt szoggel fordul el. Ezalatt az egyenes

t-vel tolédik el. Ekkor rsin ¢ = t, azaz t-t kikiiszobolve r = 27 Ha @-vel tartunk 0-hoz, akkor r %-hez tart. A

sin @

2
quadratrix tehat a polartengelytol p hosszisdgu szakaszt vag le, és % birtokdban a reciproka 7 is szerkeszthetd.

5.11.7. Szerkeszthet6ség masodik kritériuma

5.11.4. definicié. A K < E testbOvitést pitagorikusnak nevezziik, ha létezik a
K=Ko<Ki<Ky<...<K,=L
testbdvitésekbdl 4116 lanc tgy, hogy [Ki : Ki_1] < 2, bdrmely 1 <1< 1.

Eszrevehetd, hogy 1 <1 < resetén K; egyszerli gyokokkel valé bévitése Ki_1-nek, és barmely L/K pitagorikus
bovités egy gyokokkel vald bovités.
A 5.10.3. tételhez hasonléan kapjuk:

5.11.5. tétel. Ha L/K pitagorikus bovités, akkor létezik eqy F/K pitagorikus és normdlis bévités gy, hogy L C F.

5.11.6. tétel. Legyen L normdalis bévitése a K testnek. Akkor 1L/K pitagorikus bévités akkor és csak akkor, ha
[L: K] 2-nek hatvdnya.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy L pitagorikus bévitése K-nak. Létezik a
K=KoCK;CKyycC...CK,=L

testbdvitésekbdl allé ldnc, ahol [K; : Ki_1] < 2, barmely 1 < i < r esetén. Kovetkezik, hogy [L : K] = 2%, ahol
s> 0.

Forditva, feltételezziik, hogy [E : K] = 2™. Jeldljik G-vel a G(E/K) Galois csoportot, melynek rendje |G| = 2™.
Jeloljiik Zy-el a G centrumdt. Mivel G 2-csoport, Z; # {e}. Mivel G/Z; is 2-csoport, a centruma Z;/Z; alak,
ahol Z; < G, és tartalmaz legaldbb két elemet. Igy kapjuk G részcsoportjainak egy novekvo lancat:

1 CZyC...CZLi1CZC...,

ahol Z;/Z; 1 centruma a G/Z;_1 csoportnak. Mivel G véges csoport és barmely i > 1 esetén Z;/Z;_; tartalmaz
legaldbb két elemet, létezik egy r > 1 ugy, hogy G = Z,. Mivel Z;/Z; 1 kommutativ és rendje 2-nek hatvénya,
kapjuk az

{e}=HoCHy CH,C...CH; =G,
lancot tigy, hogy Hi < G, [Hi : Hi—1] =2, 1 <i<s. Ha jelsljiikk Ky = EF' ;| ahol 0 <1 <'s, kapjuk a

K=K< K;<...<Kg=L

bévitések lancat. A Galois elmélet alaptétele alapjan [Ki : Ki_1] = 2 barmely 1 < i < s esetén. Tehat L
pitagorikus bovitése a K testnek. m
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5.11.7. kovetkezmény (SzerkeszthetSség 2. kritériuma). Tekintsik az o, x2,..., 0y komplex szdmokal,
n > 1. Az « komplex szam megszerkeszthetd a korzd és vonalzd segi tségével az &y, %2, ..., Xn Szdmokbdl, ha
létezik

Qot1, 02,0, 0, &1, 0, ..., 000) < L

normdlis bovités, amelynek foka 2-nek hatvanya, gy, hogy « € L.

5.11.8. Szabalyos n-szog szerkesztése

A feladat a szabalyos n-szoget szerkeszteni, azaz egy kort felosztani n egyenl6 részre. Adottak az 8§ sikban a Py és
P, pontok, a kor kozéppontja illetve egy pont a koron. Az § sikban rogzitiink egy koordinata rendszert, melynek
kezdépontja legyen a kor kdzéppontja O = Py, a P, pont koordinédtai pedig (1,0). Célszeriibb itt a

2 . . 2w
& = cos— +1isin —
n n

komplex egységgyokot tekinteni, és ennek szerkeszthetOségét vizsgdlni. & az x™ — 1 = 0 egyenlet gydke. Tehat
Q(&) normalis bévitése Q-nak mert Q(&) az X™ — 1 € Q[X] polinom felbontési teste.

Alkalmazva a szerkeszthet6ség masodik kritériumat, & megszerkeszthetd a korzé és vonalzo segitségével akkor
és csak akkor, ha létezik egy E/Q normal bévités tigy, hogy & € L és [L: Q] = 25. Mivel Q(&) C L, [Q(&) : Q] =2".
Tehat & szerkeszthetd korzd és vonalzd segitségével akkor és csak akkor, ha [Q(£&) : Q] 2-nek hatvénya.

5.11.8. tétel. A szabdlyos n-szdg akkor és csak akkor szerkeszthetd kdrzd és vonalzo segi tségével, ha
n=2pip2...pr
alaki (s =2 0, v > 0), ahol p; pdratlan primszdmok gy, hogy pi_1 2-nek hatvdnya.

Bizonyitas. A & minimél polinomja Q felett a @, = H(k,n) 1 (X — &¥) ciklotomikus polinom, amelynek foka
¢(n). Han =25 p52...py*, ahol s >0, p1,p2,...,px 2-tdl kiilonb6zd pri mszdmok, akkor

Tkall

em)=2"p!" pr—1).pp N p— 1)

2-nek hatvanya akkor és csak akkor, hany =ny; =---=n =1éspy —1,...,px — 1 2-nek hatvanya. Legyen
pi —1=2™1<1< k. Ahhoz, hogy p; primszadm legyen, m; 2-nek hatvanya kell legyen. Valéban, felirhatjuk,
hogy m; = 2%u, ahol u paratlan szdm. Akkor

pi= 2™ 41 = (zz“)uﬂ.

Mivel u paratlan, 22" + 1 osztja p-t. Mivel p; prim, u=1, m; =2% ésp; =22 +1. m

A p = 22" + 1 alaki primszdmokat Fermat-primszamoknak nevezzitk. Megjegyezzik, hogy n = 1,2,3,4
esetén p = 3,5,17,257,65537. n =5 esetén Euler igazolta, hogy 23% + 1 = 641 - 6700417, tehat nem primszam.
5.11.9. Szabdalyos Otszog és tizszog szerkesztése

Vizsgaljuk p = 5 esetet. Jeloljiik 15 illetve lyp-€l az 6tszog illetve tizszog oldalat és legyen ¢ = cos 2?” +1isin 2?“ az
otodrendii egységgyok, amelyre e* 4+ €3 + &2 4+ ¢ = —1, ahonnan ¢* = ¢, €3 = ¢ 2t. Legyen ¢ + ¢ | =y, tehat

v +y-—1=0 (1)
Vegytik ézre, hogy

2 2
y:£—|—£_1 :Zcosgzzsin <72t—57T> :ZSinlzho.

Az (1) egyenletnek van két megszerkesztheté gyoke. A pozitiv gyoke pontosan a tizszog oldala. A tizszog
oldala segitségével konnyen kiszamithatd az 6tszog oldala, kiindulva az

lon =14/2—14/4—12
Osszefiiggésbol. A mi esetiinkben 2 — /4 — lé = 13,. Kévetkezik, hogy

1
12 = Z(10—2\@) =1+1,.

Ebbdl kovetkezik a szabdlyos 6tszog illetve szabalyos tizszog oldaldnak szerkesztése.
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5.50. feladat. Igazoljuk, hogy:

a) A 90O 180 , arccos 1é sz0gek harmadolasa elvégezhetd.

b) H =1, akkor [Q(cos 27 : Q] = M),
) A 2—” Szog harmadolasa lehetseges & ¢(3n) = 2%, ahol k > 1.
d) Azme sz0g szerkesztheté <= 3 | n.

o

5.51. feladat. Megszerkesztheto-e az 1 térfogatt szabalyos tetraéder élének hosszusaga?
5.52. feladat. Megszerkesztheté-e az egyenld szart haromszog, ha adott a szara és a beirt kor sugara?

5.53. feladat. Megszerkeszthet6-e az a haromszog, ha adott két oldala és az egyik oldallal szemkozti szog fe-
lezéjének a hossza?



6. fejezet

Elemi és algebrai szamelmélet

6.1. Oszthatdésag Z-ben

Jeldlje (Z,+, ) az egész szamok gytiriijét. Tudjuk, hogy Z integritdstartomany.
Minden x € R esetén x = n + ¢ egyértelmiien gy, hogy n € Z, ¢ € [0,1). Jelolés: n = [x] az x egészrésze,
¢ = {x} az x tortrésze. Evidens, hogy {x} =x—[x] € [0,1), és [x] <x < [x] + 1.

6.1.1. Maradékos osztas

6.1.1. tétel (Maradékos osztds tétele, 1. valtozat). Legyen a,n € Z, n # 0. Akkor létezik egyetlen q,r € Z
tgy, hogy

a=ng+r, 0<r<in, q:{%}eZ, T:n{%}.

Azt mondjuk, hogy r a legkisebb pozitiv maradék.

6.1.2. kovetkezmény (Maradékos osztas tétele, 2. valtozat). Legyen a,n € Z, n # 0. Akkor létezik
egyetlen q,r € Z gy, hogy

a=ng+r —m<r<m
’ 2 -2

Mitébh, r>0& {2} <1 ésr<os {2} > 7.
Azt mondjuk, hogy r az legkisebb abszolutértékii maradék. Példdul, ha n > 3 paratlan szdm, akkor a

maradékok 0,+1,42 ..., j:“T_]; ha n > 2 paros szdm, akkor a maradékok 0,+1,%2,...,+(5 — 1), 5.

6.1. feladat. Mutassuk meg, hogy
a) minden egész szdm négyzete vagy 3k alaki vagy 3k + 1 alaku;
b) minden egész szdm négyzete vagy 5k vagy 5k + 1 vagy 5k — 1 alak;
¢) minden egész szam négyzete vagy 7k vagy 7k + 1 vagy 7k — 1 alakd.

6.2. feladat. Hatarozzuk meg az 1! 4 2! 4 --- + n! szdm utolsé két szamjegyét, ahol n € N*.

6.1.3. kovetkezmény (a alapu szdmrendszer). Legyen a € N, a > 1. Akkor minden n € N* szdm felirhatd
egyértelmien

n=bra*+bx 1a* "+ +bja+by

alakban, ahol by € N, 0 <b; <a-—T1,i€{1,2,...,k},bx #0. (A b; szdmok az n szamjegyei.) A szamjegyek
szdma k = [log, n] + 1.

Bizonyitas. A 6.1.1. tétel szerint

n=aqo+by, 0<byp<a—1

do=aqi+by, 0<b;<a-—1,
g1 =aqz2+bz, 0<by<a-1,
és qi, by egyértelmiien meghatarozottak. Itt qo > q1 > g2 > ..., és legyen qx = 0 az els6 nulla hanyados, tehat

dk—1 = bg, 0 < by < a— 1. Visszahelyettesitve kapjuk, hogy
n=a(aq; +b1)+bo=alalaqz + b)) +b7)+byg="--- :bkak+bk,1ak*1 +---+bra+ by.

Végul vegyiik észre, hogy mivel 0 < by < a, a®* <n < a**', tehat k <log,n<k+1. m
191
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6.3. feladat. Igazoljuk, hogy minden m > n esetén az m alapui szdmrendszerben felirt
123...n—=1T)n(n—-1)...321
szam teljes négyzet.

6.1.4. tétel (Az egészrész tulajdonsigai). Ha x,y € R és n € N*, akkor
D+ <xk+yl <+ +T;
0, x€EZL .

2) [x] + [—x] = 1 xez
3 (%] =
4) (Hermite-képlet) [x] + [x + +] + [x + 2] +... [x + 2] = [nx].

Bizonyitds. 1) Legyen x =m+ o, y=n+p,mmneZ 0< «p < 1. Akkor x+y = m+n+ a+ B, ahol
0 <a+p <2. Haa+p <1, akkor [x+y] = m+n = [x]+[y]. Ha a+p > 1, akkor [x+y] = m+n+1 = [x]+[yl+1.

s

3) Legyen [x] = m, azaz x = m+ «,0 < o < 1. Létezik q,7 € Z 4gy, hogy m=qn+r, 0 <r<n-—1. Igy
[x] m T
n n n

[q _ {m-l—oc] _ {qn+r+o¢] _ {quTTlﬂ —q [T—l—cx} _q

n n n o
4) Legyen
1 n—1
f(x) = fod — Ix] =[x —| = ek = = b =
Vegyiik észre, hogy f(x + 1) = f(x) minden x € R esetén és ha 0 < x < L, akkor f(x) = 0. gy f(x) = 0 minden

x € R esetén. m

6.4. feladat. Oldjuk meg R-ben az [x + 15] + [x — %] = [2x] egyenletet.

6.5. feladat. Igazoljuk, hogy e = Zonozo % irraciondlis szdm.

Megoldds. Vegyiik észre, hogy minden k € N* esetén [kle] = k! Z]:L:o % < kle.

6.6. feladat. Legyen o, 3 € R%, A = {Ina] | n € N*} és B = {[np] | n € N*}. Igazoljuk, hogy a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) AUB=Né ANB=10.

(i) ,B€Qés L+ 5 =1.

6.1.2. Oszhatosag. Legnagyobb kozos osztd

Néhany alaptulajdonsagot az 1.1.2 paragrafusban targyaltunk. A 4.8 paragrafusban bebizonyitottuk, hogy Z
faktorialis gytrd.

6.7. feladat. Legyenek a,b € Z és n € N*. Akkor
1)a—bla™—Db",
2) ha n pératlan, akkor a+b | a™ +b™,
3) ha n péros, akkor a+b | a™ —b™.

6.8. feladat. 1) Igazoljuk, hogy teszdleges n € N esetén, n° —n oszthaté 30-al.
2) Igazoljuk, hogy 7| 2™ — 1 akkor és csak akkor, ha 3 |n, ahol n € N.
3) Igazoljuk, hogy minden m € N* paratlan szamra 240 | m> — m.
4) Igazoljuk, hogy (5n? + 3)(n* + 8) oszthaté 24-gyel minden n € N esetén.
5) Igazoljuk, hogy 3 - 52"+ 4+ 2341 ogzthaté 17-tel minden n € N esetén.
6) Igazoljuk, hogy ha n € Z nem oszthaté 11-gyel, akkor n® + 1 vagy n°® — 1 oszthat6 11-gyel.
6) Igazoljuk, hogy 11| a? + b? akkor és csak akkor, ha 11| a és 11| b.

6.9. feladat. 1) Hatdrozzuk meg azokat az n € N* szamokat, melyekre 20 | 1™ + 2™ 4 3™ 4™,
2) Hatdrozzuk meg azokat az m, m € Z szamokat, melyekre m +mn | mn.

6.10. feladat. Ha x € R, x > 0, akkor az n € N* szdm x-nél nem nagyobb pozitiv t6bbszordseinek a szama

[x/n].
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6.11. feladat. 1) Mutassuk meg, hogy minden n € N* esetén (n® +3n2 +5n+3,n?+2n+2) = 1.
2) Hatdrozzuk meg azokat az n € N* szdmokat, melyekre (5™ +1,39) = 1.

6.12. feladat. Legyen a,b,c € Z. Igazoljuk, hogy
1) (a,[b,cl) =(a,b),(a,c)l, I[a,(b,c)] = ([a,b],la,cl);
2) ha (a,b) = (a,c) és [a,b] = [a,c], akkor b =c.
3) la,b,cl(a,b)(b,c)(c,a) = abc(a, b, c).

6.13. feladat. 1) Legyen a € Z, d € N*. Igazoljuk, hogy létezik x,y € Z dgy, hogy x+y =s, (x,y) = d &
d|s.

2) Legyen d, m € N*. Igazoljuk, hogy létezik x,y € Z gy, hogy [x,yl=m, (x,y)=d & d|m.

3) Legyen p € Z és d € N*. Igazoljuk, hogy létezik x,y € Z tgy, hogy xy =p , (x,y) =d & d | p?.

6.14. feladat. Legyen a,m,n € N*, a > 2. Igazoljuk, hogy
1 (am—1,a"—1)=alm™mm —1.
2) Ha m > n, akkor a?” +1]a?” —1.

1, ha a péaros

3) Ha m # n, akkor (a?” +1,a%" +1) = ) .
2, ha a péaratlan

4) (2= a—1)=(a—1,m).
6.15. feladat. Igazoljuk, hogy n egymdasutani egész szam szorzata oszthaté n!-sal minden n € N* esetén.
6.16. feladat. Igazoljuk, hogy 2™ | C%, és 214 C%, minden n € N*-re.

6.17. feladat (Egyszerii tortek). Legyen - € Q, aholn = pi'...per. Igazoljuk, hogy a = tortrésze felirhaté
a kovetkezd alakban:

(=555

j )
i=1j=1 Pi

ahol 0 < my; <pi minden j =1,...,a; esetén. Alkalmazds: legyen Tt = %.
6.1.3. Primszamok
6.1.5. tétel (Euklidesz). Végtelen sok primszdm létezik.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az éllitas nem igaz, tehat véges sok primszam létezik. Legyenek ezek py,p2,...,Pr.
Tekintsiik az N = p1p2...pr + 1 szdmot, mely nem oszthaté a p1,p2,...,pr primek egyikével sem. De N-nek
létezik q primosztoja, tehat a p1,p2,...,pr primeken kiviil més primszam is 1étezik, ami ellentmondés. m

6.18. feladat. Igazoljuk, hogy: )
a) Végtelen sok 4k — 1 alakd primszdm létezik. (Utmutatds: legyen N =4p;...p, —1.)
b) Végtelen sok 6k — 1 alaki primszam létezik. (Utmutatds: legyen N = 6py...p, —1.)

6.19. feladat. Ha n € N Osszetett szdm, akkor legkisebb primosztéja nem nagyobb /n-nél.
6.20. feladat. Igazoljuk, hogy ha p primszdm, akkor p | C'];, bérmely k esetén, 1 <k <p—1.

6.21. feladat. 1) Lehet-e a p,p + 2, p + 4 szdmok mindegyike primszam?
2) Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan primet, melyek egyszerre Gsszegei és kiilonbségei két primszdmnak.

6.22. feladat. Igazoljuk, hogy ha 2™ + 1 primszdm, akkor n = 2¥ alak.

Az Fp = 22" +1,n € N szdmokat Fermat-szamoknak, az ilyen alakd primeket pedig Fermat-primeknek
nevezzilkk. Fermat azt sejtette, hogy az F,, szdmok mind primek; Fo = 3,Fy =5,F, = 17,F3 = 257, F4 = 65537
valéban primek; Euler igazolta, hogy Fs oszthatd 641-gyel, tehat a fenti alitds forditottja nem igaz. Ismert, hogy
Fp, Osszetett ha 5 <n <21, n =23,n =25. Nem tudjuk, hogy léteznek-e tovabbi Fermat-primek.

6.23. feladat. Igazoljuk, hogy ha 2™ — 1 primszam, akkor n is primszam.

Az M,, = 2P —1 alaki primszdmokat, ahol p prim, Mersenne-primeknek nevezziikk. My =2'1 —1 =23.89
nem prim, tehat a fenti allitas forditottja nem igaz. Nem tudjuk, hogy 4ltaldban mely M, szamok a primek és
nem tudjuk, hogy van-e végtelen sok Mersenne-féle primszam.
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6.24. feladat. Legyen a,b,n € N*, a>bésa > 2.
a) Ha és a™ + b™ prim, akkor n = 2* alaki.
b) Ha a™ — b™ prim, akkor a — b =1 és n prim.

Léteznek olyan primszamok, melyek kiilonbsége 2, példaul: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), ...; ezeket iker-
primeknek nevezziik. Nem tudjuk, hogy 1étezik-e végtelen sok ikerprimpar.

6.25. feladat. 1) Hatdrozzuk meg azokat a p primeket, melyekre 2p — 1 és 2p + 1 is primek.
2) Ha p,q > 5 ikerprimek, akkor 12 | p + q.
3) Lehetnek-e 2™ — 1 és 2™ + 1 ikerprimek, ahol n € N?

6.26. feladat. Minden n € N* esetén létezik n egymdasutin kovetkezd Osszetett szam.

Megoldds. Legyen a, = (n+ 1)1 +k + 1, ahol k € {1,2,...,n}. Akkor k + 1 | ax, és ax > k + 1 minden
ke{1,2,...,n} esetén.

6.27. feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 3, akkor n és n! kozott van legaldbb egy primszam.

Megoldds. Legyen N = n! — 1; akkor N-nek van legalabb egy p primosztéja. Itt p > n, mert ha p < n lenne,
akkor p | n!, ami ellentmondés. Mésrészt p < N, ahonnan p < n!.

Nem ismeriink olyan képletet, mely csak primszamokat ad, illetve mely megadja az n-edik primszamot.

6.28. feladat. Igazoljuk, hogy nem létezik f € Z[X] gy, hogy f(n) primszam legyen, tetsz6leges n € N esetén.
Megoldas. Ha f € Z[X] és a € Z, akkor f(= (X — a)q + f(a). Legyen b := f(a) 4+ a; akkor f(b) oszthaté f(a)-val.

Példaul legyen f = X? 4+ X +41; akkor f(0),f(1),f(2),...,f(39) mind primszémok, de f(40) nem prim (Euler).

n
3

6.29. feladat (Legendre). Igazoljuk, hogy ap primszdm n! kanonikus alakjaban éppena ) |, [p

] hatvanyon
fordul el6.

Alkalmazdsok. a) Hany O-ban végzédik 1000! 7

b) Bontsuk primtényezdkre 100!-t.

¢) Mely szamok faktoridlisa végzddik 1000 nulldban?

d) Igazoljuk, hogy ailaz!...an!| (a1 + a2+ -+ an)!, minden n € N* és a; € N* esetén.
6.30. feladat. Ha p primszam és 1 < k < p™ — 1, akkor C’gn oszthaté p-vel.

6.31. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan primszam egyértelmiien felirhat6é két négyzet kiilonbsége-
ként.

Maig megoldatlan feladat a Goldbach-sejtés: minden 2-nél nagyobb paros természetes szam felirhato két
primszam Gsszegeként.

6.32. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden k € N* esetén létezik végtelen sok olyan p primszam, hogy a
p—k...,p—2,p—1Lp+1,p+2,...p+ k szdmok mindegyike Osszetett szam.

6.33. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N, n > 1 esetén ) | _, % nem egész szam.

Primszamokra vonatkozé becslések

Felsorolunk bizonyitas nélkiik néhany fontos eredményt.

Jeldlje pn, az n-edik primszamot, és ha x € R, x > 0, jelolje 7t(x) = Zpgx 1 az x-nél nem nagyobb primszamok

szaméat. Igy p1 =2,p2 =3,p3 =5,p4 =7,p5 = 11,..., m(10) = 4,7(100) = 25, stb.

A kovetkezd tételt J. Hadamard és Ch. de la Vallée Poussin bizonyitottak 1896-ban, egymastdl fiiggetleniil,
komplex-fliggvénytani segédeszkozokkel. Az els6 elemi bizonyitast Erdés Pal és A. Selberg adtdk 1949-ben, szintén
egymastol fiiggetleniil.

X
logx —

6.1.6. tétel (nagy primszamtétel). lim,_, 7(x)/

6.1.7. tétel (Bertrand-posztulatum, Csebisev-tétel). Ha n € Nyn > 2 akkor létezik olyan p primszdam,
melyre n < p < 2n.

Azonnal kovetkezik, hogy ha n > 2 akkor p,, < 2™.

6.1.8. tétel. lim,_, o lfggﬁ; —1.
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6.1.4. Szamelméleti fiiggvények
Legyen A ={f | f : N* — C} a szamelméleti fliiggvények halmaza és
M={feA|f(1)=1, f(mn) =f(m)f(n) ha (m,n) =1}

a multiplikativ szamelméleti fliiggvények halmaza. Ha f, g € A, legyen

(f % g)( Z f(d)g(n/d), (V)n € N*
din
az f és g konvolucidja. Ha f € F, akkor az
=) f(d), neN
din

képlettel értelmezett F fliggvényt az f Dirichlet-féle Gsszegzési fiiggvényének nevezziik.

6.1.9. példa. Szamelméleti fiiggvények a kévetkezok:
e 1, ahol 1(n) =1 minden n € N*-ra. Nyilvanvalé, hogy 1 multiplikativ;

e (, ahol 1(n) = n, és 4ltaldban, s, ahol t3(n) = n® minden n € N*-ra. Nyilvdnval6, hogy ts multiplikativ
minden s € R esetén;

e T, ahol T(n) az n szdm osztdéinak szdma;
e 0, ahol 0(n) az n szdm osztdinak Osszege;

e @, az Euler-fiiggvény, ahol o(n) ={a € Z |0 < a <n, (a,n) = 1}|. Késébb 6.2.13-ban igazoljuk, hogy
@ multiplikativ;

e 1, a Mobius-fiiggvény, ahol
1, han=1,
u(n) = < 0, ha létezik p prim, melyre p? | n,
(=1)", han=pip2...Pr,Pi # Pj

6.34. feladat. Igazoljuk, hogy w multiplikativ fiigguény.

Megoldds. Ha m = n = 1, akkor u(mn) = u(mn) =u(1) =1 =pumun). Ham =1 é n # 1, akkor
p(mn) = pn) = p(m)un) (hasonléan, ha n = 1 és m # 1). Ham # I,n # 1 és ha m vagy n nem
négyzetmentes, azaz ha létezik p prim gy, hogy p? | m vagy p? | n, akkor p? | mn és p(mn) = 0 = p(m)u(n).
Végiil ha m is és n is négyzetmentes, akkor legyen m =p1p2...pr ésM =d192...qs,Pi # q;. Ekkor p(mn) =
WPpip2...Prdidz...qs) = (1) = (=1)7"(=1)* = p(m)u(n).

6.1.10. lemma. Legyen g : {p® | p prim ,a € N*} = C egy fiigguény. FEkkor létezik egyetlen f € M dgy, hogy
f(p®) = g(p?) minden p prim és a € N* esetén.

Bizonyitds. Han =p{'p3*...p& > 1, legyen f(n) = g(p]')g(p3?)...g(pd"). m

6.1.11. tétel. 1) (F,+,*) integritdstartomdny.
2) f € W(F) akkor és csak akkor, ha (1) #0.
3) M < (U(F),*)

Bizonyitas. 1) Nyilvanvaléan (F,4) kommutativ csoport, melyben a semleges elem a nullfiiggvény. Igazoljuk,
hogy (F, *) kommutativ monoid. Minden (V)f,g,h € F, n € N* esetén

(fxg)xh)n)= ) (fxg)(d = ) () fld)f(d)n(ds)= )Y  f(di)g(d2)h(d3).

dd3:n dd3 =T d]dz d d]dzdgzn

Anal6g médon

(fx(gxh)m)= Y  f(di)g(d2)h(ds),

d'[ dz d3:Tl

tehat (fx g)* h =fx (g =h), vagyis a * miivelet asszociativ. Mivel

(Frgin)= Y f(di)f(dz) = (g*f)(n),

d]dz =T
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kovetkezik, hogy a * miivelet kommutativ. Azonnal belathatd, hogy az

1, han=1
N*—=C, e€(n)= &

0, han>2
szdmelméleti fliggvény az (F,*) félcsoport semleges eleme, tehat (F, ) kommutativ monoid. Minden f,g,h € F,
és n € N* esetén

(fx(g+h)n) =) f(d)(g+h(n/d) =) f(dg(n/d)+ ) f(dh(n/d) =

din dn dln
=(f*xg)n)+ (fxh)(n)=(f*xg+fxh)(n).

Innen f* (g+h) =fx* g+ fxh, tehat (F, +, x) egységelemes, kommutativ gytiri.

Még ki kell mutatni, hogy (F,+, *)-ban nincsenek zérusoszték. Ennek érdekében tekintsiink két f és g nem
nulla szamelméleti fliggvényt. Igazolni fogjuk, hogy f * g # 0. Legyenek n illetve m a legkisebb nem nulla
természetes szdmok, melyekre f(n) # 0 illetve g(m) # 0. Akkor d < n-re f(d) = 0, d > n-re ®=* < m, tehat

nm

Q(T) =0, és innen felirhatd, hogy

(fxg)nm)= ) f(dgmm/d)= Y  0-glnm/d)+f(njg(m)+ > f(d)-0#£0.

dlnm dlnm, d<n dlnm, d>n

2) , =" Ha f € U(J), akkor létezik f € U(F) tgy, hogy f + f = f« f = e. Kovetkezik, hogy f(1)f(1) =
(f«f)(1) =e(1) =1, ahonnan f(1)f(1) =1, tehat (1) # 0.
,, &= Tételezziik fel, hogy f(1) # 0. Igazolni fogjuk, hogy az

f:N* > C, f(n) {f(11)’ han=1
: , n) = .
_ﬁ 2 an, as1 f(A)f (%), han>2

rekurziv Ssszefiiggéssel megadott fiiggvény az f inverze. Valsban (f = f)(1) = f(1)f(1) = f(1) - e
n > 2-re

(Fxf)m) =) fAfn/d) =fMfm)+ Y f(d)f(n/d) =f(Df(n) — f(1f(n) =0 = e(n).

din din, d>1

2) Mivel minden f € M esetén f(1) = 1 # 0, az el6z8 pont alapjan kovetkezik, hogy f € U(F). Tehat
M C U(F), és vegyiik még észre, hogy e € M. Ahhoz, hogy M < U(F), még be kell latni, hogy:

(1) f,geM=>fxgeM;

(2) f e M= f € M, ahol f az f inverze a * miiveletre vonatkozéan.

Igazoljuk (1)-et. Nyilvdnvaléan (f x g)(1) = f(1)g(1) =1-1=1. Han,m € N* és (m,n) = 1, akkor az nm

oszt61 dyd; alakuak, ahol djn, dz|m, mi tobb (dy,dz) = ( L 2) =1. A fentiek alapjan

rd
(fxg)nm)= ) f(d)glnm/d)= )Y  f(didz)g(nm/didy) =
dlnm din,dzm
= ) fld)f(d2)g(n/di)g(m/dy) = (Y f(di)g(n/di))( ) f(da)g(m/ds)) =
d]‘TL, dz‘m d]\TL dz‘m

= (fxg)n)- (fxg)(m).

Tehat f x g € M.
Igazoljuk (2)-6t. Tekintsiik a kovetkezd segédfiiggvényt:

geF. gln) = 1, han=1
’ fpy)...f(pp*), han=p{ ...py*

Azonnal belathatd, hogy g € M, és akkor (1) alapjan, fxg € M. Igazolni fogjuk, hogy fxg = e. Mivel fxg, e € M,
ehhez elég beldtni, hogy (f * g)(p*) = €(p%*) minden p prim és « € N esetén. Valéban

x x

(fxg)(p*) =) flpHap™ 1) =D fpHf(p™ ) = (f+)(p*) = e(p®),

tehdt f * g = €, és mivel az f inverze egyértelmii, f =g M. m
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6.1.12. kovetkezmény. 1) Legyen n =p7'...pr, ahol pi pdronként kilonbozd primszdmok és a; € N*. Ekkor

(p(n)—n<1]>--~<11>.
P1 Pr

2) Ha f € M és F az f Gsszegzési fiigguénye, akkor F is multiplikativ. Mi tobb,

r

Fi) = [ (1 +flpo) + f(p2) -+ f(pg)).

i=1

3) A o, T figguények multiplikativak és

a1+1_] ar+17‘|
cf(n):p1 et ,
p1_] pr_]

Tm)=(a;+1)...(ar+1).
4) (Mobius-féle inverziés képlet) w1 = €. Partikuldrisan, minden f,g € F esetén
g=f+x1<=f=g=*u

5) (Gauss) } 4, ¢(d) =n.

Bizonyitds. 1) Mivel ¢ € M, @(n) = @(p]')----- @(pdr). A ¢ fiiggvény értelmezése alapjan ¢ (p?) a p-nal
relativ primek szamét jelenti. Az 1,...,p—1,p,p+1,...,2p—1,p,2p+1,...,p% — 1,p® szdmok koziil minden
p-dik oszthato p-vel, a tobbi relativ prim p-vel, igy

_ a 1
(P =p*—p*'=p <1>
P

és innen kovetkezik az allités.
2) Vegytik észre, hogy F = f % 1. Tovabba,

(1+fpd) + (D) - +fpf) = D fpY") ... flpe) =D f(n).
1 0<bi<ai din

k
i=

3) Vegylik észre, hogy 0 =11 ést=1x%1. Mivel a p® osztéi 1,p,...,p?%, kapjuk, hogy 1(p?®) = a+1 és
o(p?®) = "2:1_ ! , és alkalmazzuk az elz6 pontot.
4) Azonnal beldthat6, hogy (u*1)(p?®) = €(p®) minden p prim és a € N* esetén.

5) Azonnal beldthaté, hogy (@ x 1)(p®) = t(p®) minden p prim és a € N* esetén. m

Tokéletes szamok

6.1.13. definicié. Az n € N* szamot tokéletes szamnak nevezziik ha o(n) = 2n.

Példdul n = 6 és n = 28 tokéletes szamok, mert 6 = 1 +2+3 6528 =1+2+ 4+ 7+ 14, illetve o(6) =
14+24+34+6=26=12¢6s0(28)=1+2+4+4+7+14+28=2.28 =56.

6.1.14. tétel (Euklidesz). Ha n = 2% — 1 primszdm, akkor n = 2K=1(2% — 1) tékéletes szdm.

Bizonyitas. A o fiiggvény multiplikativitdsa alapjan o(n) = (25 '(2k=1)) = o2 o2k —=1) = (2= 1)(1 +
2k —1)=2k2k-1)=2n. =

6.1.15. tétel (Euler). Ha n pdros tékéletes szim, akkor n = 2%71(2% — 1) alaki, ahol 2¥ — 1 Mersenne-féle
primszdam.

Bizonyitas. Legyen n = 2%m, ahol a > 1 és m péaratlan. fgy o(n) =0(2%m) = 0(2%)o(m) = (2% —1)o(m) és
innen o(n) = 2n alapjan (24" —1)o(m) = 29+ "m. Kovetkezik, hogy 241 —129% 1 m_ s mivel (241 —1,29+1) =1
kapjuk, hogy 2¢+1 —1|m, azaz m = (2¢*! —1)m;, amit visszahelyettesitve: (2¢+" —1)o(m) = (2¢+1 —1)29% " m;,
ahonnan o(m) = 2%""m;. Az m; és m oszt6i m-nek, m; < més m;+m =m;+(2%"" —1)my =2%"m; = o(m).
fgy m-nek mi-en és m-en kiviil nincs més osztéja, s kapjuk, hogy m; =1 és m = 29*" — 1 primszdam. Tehdt az
a=k—1jeloléssel n =25"1(2% — 1), ahol 2% — 1 primszdm. m

6.1.16. megjegyzés. Nem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok tokéletes szdm. Azt sem tudjuk, hogy létezik-e
paratlan tokéletes szam.
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6.35. feladat. Igazoljuk, hogy minden m,n € N* esetén
a) o(mn) = fracp(m)e(n)(m,n)e((m,n));  b) o(mn) < a(m)a(n).

6.36. feladat. Igazoljuk, hogy minden n € N* esetén

a) [Tgnd=n"7"  b)t(n) <2yn
6.37. feladat. Hatarozzuk meg n-et gy, hogy
a) ¢(n) =18; b) ¢(n) paratlan legyen; ¢) T(n) péaros legyen.

6.38. feladat. Igazoljuk, hogy minden n € N*-ra
a) u(n®) =p(n?);  b) e(n?) =ne(n).

6.39. feladat. Legyenek f,g,h € F égy , hogy minden n € N*-ra

f(n)=) h(k/n), gn)= ) h(k/n)

k=1 (k,n)=1

Igazoljuk, hogy: a)f=g=x1. b) pn) =3 1€ ™ -

6.2. Kongruenciak

6.2.1. A Z, gyura

Legyen n € N. Z-n definidljuk a modulo n kongruenciarelaciét: ha a,b € Z, akkor

a=b (modn) %éfn\b—a(:)bfaenZ(:)ElkeZ:b:a—i—nk@amodn:bmodn.
Jelolés: @ = [a]ln ={a+nk |k € Z} = a +nZ az a osztélya modulo n. Legyen

Zn:={G|aeZj
akkor Z,, kommutativ egységelemes gytri, ahol

a+b % aro, ab% av.
Semleges elemek: 0=nZ, T=1+nZ. Partikularis esetek:

en=0:a=b (mod0)&b—a=0&b=a
a=laln={al, Zo={{a}la € Z} ~ 7

en=1:a=b (mod1)igaz Va,b = a =Z, Z; = {0};
e n>2: 3Jlq,r € Z gy, hogy

a=ng+r, 0<r<n
Itt g = [2], r = a—n[2] = a (mod n); kovetkezik, hogy @ =, tehat [Zn] <m;ha0<r<s<n-—1T,
akkor n{s —r, tehdt |Z,| = n.

6.40. feladat. Ha a = b (mod n), akkor (a,n) = (b,n).

Megoldds. Legyen a —b = kn, ahol k € Z. Mivel (a,n)la és (a,n) | m, kdvetkezik, hogy (a,m) | b. Tehat
(a, m) k6zo6s osztdja b-nek és m-nek, ahonnan (a, m) | (b, m). Hasonl6képpen kapjuk, hogy (b, m) | (a, m), tehat
(a,m) = (b,m).

6.41. feladat (alaptulajdonsigok). Legyenek a,b,c,d € Z és m, my, my, k € N*. Akkor
1) ha a =b (mod m) és ¢ = d (mod m), akkor a4+ ¢ =b + d (mod m) és ac = bd (mod m);
2) ha f € Z[X] és a =b (mod m)), akkor f(a) = f(b) (mod m);
3)haa=b (mod m)és d|a,b,m, akkor § =& (mod 3);
4) ha ac = bc (mod m) és (¢, m) =1, akkor a =b (mod m);
5)ha a=b (mod my) és a =b (mod my), akkor a =b (mod [my, m3])).
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6.42. feladat (oszthatésdgi szabalyok). Legyen
N =arar_7...aq1ap :akﬂok—l—ak,] ~10k71 +---4+a;-10+ap

egy tizes szamrendszerbeli szam. Igazoljuk, hogy:
1) N=ap (mod 2), (mod5), (mod 10).
2) N=ayap (mod 4), (mod 25).
3) N=azajao (mod 8), (mod 125).
4)N=ao+a;+---+ax (mod 3), (mod?9).
5) N=Y ¥ (~1ia; (mod 11).
6)
7)

N =a;aa0 + ak...az (mod 27), (mod 37). (Vegyiik észre, hogy 27 - 37 = 999.)
N =a;ajap — ax-.-az (mod 7), (mod 11), (mod 13). (Vegyiik észre, hogy 7 -11-37 =1001.)

6.2.1. lemma. Legyen a € Z. A kévetkezd allitdsok ekivalensek:
(i) @ € U(Zn)
(i) a nem zérusoszté Zn-ben. (b =0= b =0)
(iii) (a,m) =1.

Bizonyitas. ,,(i)=(ii)” ﬁﬁjﬁ. Beszorozva G '-gyel kapjuk, hogy b = 0.
,(i)=(iii)” & ,,(iii) = (ii)” Feltételezzik, hogy (a,n) =d > 1. Legyen a = a’d, n =n'’d, tehét (a’,n’) =1.
Ebben az esetben @ zérusoszt6. Valéban,

e~ —

-~ A
ain'=an’ =d'dn’'=dn=af1 =0.

,»(ii1)=()” Ha (a,n) =1, akkor 3 u,v € Z gy, hogy au+ nv = 1. Innen T = at+ A9, tehdt a— ' =1l (u,v
meghatdrozhaté Euklidészi algoritmussal.) =

6.2.2. tétel. A kovetkezd dllitdsok ekivalensek:
(i) Zn test (minden nem nulla elem invertdlhatd);
(ii) Zn integritdstartomdny;
(iii) n primszdm.
Bizonyitas. (1) & (iil) Zn test &V 0<a<mn, (g,n)=1S n prim. m
6.2.3. megjegyzés. Lattuk, hogy (Zn,+, ) kommutativ gytiri.
1) Tekintsiik a (Zn,+) csoportot. Z,, = (1) ciklikus csoport, mert ord(7) = n. Lattuk, hogy 1) =(2n,+) &
(r,n) =1 (tehét a (Zn,+)-t generdld elemeinek a szdma @(n)).
2) Tekintsiik az (U(Zy, ) csoportot. Lattuk, hogy

W(Zn) ={a €zn|(an) =1}

tehat | U(Z,) |= @(n).

6.2.4. kovetkezmény. a) (Euler-tétel) Minden a € Z, (a,n) =1 esetén
a®™ =1 (modn)

(azaz a®™ =1 U(Z,)-ben).
b) (kis Fermat-tétel) V a € Z, V p primszdm esetén a? = a (mod p).

Bizonyitas. a) Kovetkezik a Lagrange-tételbol.

b)pta= (p,a) =1 Y 1= (mod p) = aP~! = a (mod p). Ha p | a, akkor p | aP, tehdt p | a? — a,
ahonnan a? = a (mod p). m

6.2.5. megjegyzés. Az a) éllitdst be lehet bizonyitani Lagrange-tétel nélkiil is, mivel U(Z,, ) kommutativ. Legyen
G egy kommutativ csoport, |G| = n és legyen a € G. Igazoljuk, hogy a™ =e.
Val6ban, feltételezziik, hogy G = {x1,...,xn}; ekkor
ta: G = G, te(x) = ax
bijektiv, tehat
G={axq,...,axp}=>x1 - - Xp = aXp - -- axn Sy e Xn=avxy .- Xn = a’ =e.

6.43. feladat. Szamitsuk ki a kovetkez6 legkisebb pozitiv maradékokat:
a) 21000000 p6q 77; b) 3%°° mod 100 c) 3100000 64 101.
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6.44. feladat. Igazoljuk, hogy 42 |n’ —mn és2-3-5-7-13|n'3> —n minden n € N* esetén.
6.45. feladat. Igazoljuk, hogy ha p > 3 prim és a € Z, akkor a? = a (mod 6p).

6.46. feladat. Igazoljuk, hogy ha p > 5 prim, akkor minden 10-es alapi szamrendszerben felirt, p — 1 azonos
szamjegybdl allé szam oszthatd p-vel.

6.47. feladat. Létezik-e n € N* melyre n | 2™ — 17

6.2.6. tétel (Wilson-tétel). p primszdim & (p —1) = —1 (mod p).
Bizonyitas. ,,=” p = 2 esetén az allitds igaz, mert 1 = (—1) (mod 2).
p > 2 esetén képezziik a kovetkezd polinomot:
PX)=(X=T)(X=2)...(X=p—1) = (X" =T =a, 2XP 24+ a;X + ag € Zp[X],

tehat degP < p — 1. Vegyiik észre, hogy P-nek van p — 1 gyoke: 1,2,... ,]D/jl gyokei P-nek mivel xP~! = 1
(mod p). Kovetkezik, hogy P = 0, a null-polinom. Innen

0=PO) =1 " 123. . (p-N+T=1P T p-D+T=(p -1+,

mivel p — 1 péros.

Masodik bizonyitds (p > 2 esetén):

Vegyiik észre, hogy T.2.. p/;\] a (Z;, -) csoport Osszes elemeinek a szorzata. Csoportositjuk x-et x~'-gyel.
Evidens, hogy tetsz6leges csoportban x =y & x~ ' =y~ '. Paronként vessziik a (Zy,, ) csoport elemeit. Vegyiik

észre, hogy Zy-ban x = xTex=Tex=1 vagy x = -1. fgy a keresett szorzat
J/.z.g...(p_g).(p_z).(p_1> — 3
—
1 I 1
onmaganak inverze 1 onmaganak inverze

& Feltételezziik, hogy p nem primszadm: p = ls, ahol 1,s > 2. Mivel (p—1)!4+1 = kp, ahol k € Z, kovetkezik,
hogy 1 =kp — (p —1). Mivel L|p és 1] (p — 1)!, kovetkezik, hogy 1| 1, ellentmondds, mert 1 > 2. m

6.48. feladat. Mennyi 100!-nak 109-cel val6 osztasi maradéka?

6.49. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Fermat és Wilson tételei ekvivalensek a kovetkezé éllitassal: minden a
egész szdm és minden p prim esetén aP + (p —1)la =0 (mod p).

6.50. feladat. Legyen p egy primszam. Bizonyitsuk be, hogy létezik x € Z gy, hogy x? = —1 (mod p) & p =1
(mod 4) vagy p = 2.
Megoldds. Ha p = 2, akkor legyen x = 1 és vegyiik észre, hogy 1 = —1 (mod 2). Legyen p = 4k + 1 alaki. A

Wilson-tétel szerint
p73.p71 .p—|—1 .p—|—3
2 2 2 2

p—1'=1-2-3... (p=1)=-1 (mod p).

Mivel% :p—%z—% (mod p), pzj :‘p—%z—pz;3 (mod p), ..., p—1= —1 (mod p), kapjuk,

hogy

2
(_1)% (1.2.3...13_?’.1)_]) =—-1 (mod p).

2 2
Itt % = 2k péros szdm, tehit az x = (%)! valasztassal teljesiil az x> = —1 (mod p) kongruencia.
Legyen p = 4k + 3 alakt, és tegyiik fel, hogy létezik x € Z tgy, hogy x> = —1 (mod p). Mindkét oldalt
% = 2k + 1 hatvényra emelve kapjuk, hogy xP~! = —1 (mod p). Itt p { x (ellenkezd esetben p | —1, ami

ellentmondaés). A Fermat-tétel szerint xP~! =1 (mod p), tehat —1 =1 (mod p), ami ellentmondas.

6.51. feladat (Wilson-tétel altaldnositasa). Legyen K ={0,1,as, ..., aq} egy véges (tehat kommutativ) test.
Igazoljuk, hogy a3 ...aq = —1.



6.2. Kongruencidk 201

Az els6foku kongruencia megoldésa

Tekintsiik az ax = b (mod n) (1) kongruenciat, ahol a,b € Z adottak, n € N*, n > 2 adott, x € Z ismeretlen.
Legyen d := (a,n), a = a’d, n =n’d, tehat (a’,n’) = 1.

e Ha x megoldds = b — ax = nk alaki = b = ax + nk, ami oszthaté d-vel, mert aid és nid.
Tehét ha d 1 b akkor nincs megoldas.

e Feltételezziik, hogy d[b és legyen b =b’d.
Akkor ax =b (mod n) & a’x=b’ (mod n’) (2).

Ez ut6bbi kongruencia egyenértékii az ax =" Zn-beli egyenléséggel.
(a/n')=1=3 Q!

egyetlen megoldds & = brar Legyen xo a (2) legkisebb pozitiv megolddsa (0 < xo < m’). Akkor az (1)

megoldésai: xg, Xo + 1/, ..., xo + (d — 1)n’. Ezek mind kiilonbdzé megolddsok (nem kongruensek mod n).

€ U(Zy) (a’ ~_t az Buklidészi algoritmussal hatérozzuk meg). Tehdt Z, -ben az

6.52. feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 kongruencidkat:
a) x =2 (mod 3); b) 9x =12 (mod 21); ¢) 27x =72 (mod 900); d) 68x =2 (mod 72);
e) 68x =16 (mod 72).

6.53. feladat. Oldjuk meg Zjg-ban az a% = ﬁ egyenletet:
a) 7x = 15; b) 8x = 11; ¢) 10x = T6.

6.2.2. Pszeudoprimszamok

A Fermat-tétel forditottja nem igaz, azaz ha a™ = a (mod n); ahol a € N, akkor nem k&vetkezik, hogy n
primszam.

6.54. feladat. Igazoljuk, hogy 2™ = 2 (mod n), ahol:
a)n=341=11-31; n=561=3-11-17; n=645=3-5-343.

6.2.7. definicié. a) Az n € N* szdmot pszeudoprimszamnak nevezziik, ha n osszetett és 2™ =2 (mod n).
b) Az n € N* szdmot Carmichael-szamnak nevezziik, ha n &sszetett és ha az a™ = a (mod n) kongruencia
igaz minden a € Z szamra.

6.2.8. tétel. Végtelen sok pszeudoprimszdam létezik.

Bizonyitas. Igazoljuk, hogy ha m pszeudoprim, akkor 2™ — 1 is pszeudoprim. Valéban, ha n &sszetett, akkor
2™ — 1 is Osszetett; mivel 2™ = 2 (mod n), legyen 2™ — 2 = nq, ahonnan

2" 2 =2(22" 2 1) =2(2M 1) =2((2M)9 — 1)

oszthaté 2™ —1-gyel. Tehdt az (an)n>1, a1 =341, any1 =29 —1, n > 1 szigortan névekvd szdmsorozat minden
tagja pszeudoprimszam. m

Az els6 péaros pszeudoprim n = 161038, ezt D.H. Lehmer taldlta 1950-ben. N.G.W.H. Beeger igazolta, hogy
végtelen sok paros pszeudoprimszam van.

6.2.9. tétel. Ham =q1qz2...qx, ahol k > 2, q; kiilonbozé primszimok és gz —1|n—1,1=1,2,...,k, akkorn
Carmichael-szam.

Bizonyitds. Fermat-tétele szerint, ha q; { a, akkor a%~' = 1 (mod q;), ahonnan a™ ' = aki(9i=1) =1
(mod ¢i); innen a™ = a (mod qi); ez a kongruencia igaz q; | a esetén is, minden 1 € {1,2,...,k}-ra. Innen
a™ = a (mod n) minden a € Z esetén. m

A 341 nem Carmichael-szdm, mert 11341 # 11 (mod 341). (Valéban, kénnyen beldthaté, hogy 11347 — 11 =
—18 (mod 31).) A legkisebb Carmichael-szdmok az 561 = 3 -11-17, 1105 = 5-13-17, 1729 = 7-13-19,
2465 =5-17-29, 2821 =7 -13-31. 1992-ben R. Alford, A. Granville és C. Pomerance bebizonyitottdk, hogy
végtelen sok Carmichael-szam létezik.

6.2.10. példa (Fermat-szamok). a) Az F,, = 22" 41, n € N sorozat tagjai paronként relativ primek. Valéban,
legyen n,meN, m<nésdeN, d|F,, d|Fn. Akkor

Fo2=22"—1=022""4+1)2" ") = =Fn1Fn2...Fm(22" — 1) = KkFp,

tehat d | 2. De az F,, szdmok péaratlanok, igy d = 1.
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b) 641 | Fs. Valéban, 641 = 640 +1 =5-27 + 1, igy 5- 27 = —1 (mod 641); negyedik hatvényra emelve:
54.228 =1 (mod 641). Mdsrészt, 641 = 625 + 16 = 5 + 24, ahonnan 24 = —5% (mod 641). Osszeszorozva a két
kongruenciat kovetkezik, hogy 5% - 232 = —5* (mod 641); mivel (5%,641) = 1, kapjuk, hogy 23?2 + 1 = 22 41=0
(mod 641).

c¢) Minden F,,,n € N szdm prim vagy pszeudoprim, azaz 2" =2 (mod F,,). Valéban,

2P =2 = 202F T 1) = 2(22" —1) = 2(Fpn — 2) = 2KkFy,
minden n € N-re, ahol 2™ > n.
6.2.3. A kinai maradéktétel
6.2.11. tétel (A kinai maradéktétel). Legyenck ny,...,n, € N*, (ny,ny) =1,1<1i,j <r, i #j. Akkor

Dy X =+ X Ln, =Ly,

Bizonyités. Legyen f:Z — Zn, X -+ X Zn, f(a) = ([aln,,...,[aln,). Igazoljuk, hogy f gylirimorfizmus:
fla+b) = (l[a+bln,,...,[a+Dbln,) = ([aln, + [bn,],...,[aln, +[bln,) =
= ([a]rn Yyt [a]nT) + ([b]‘rn Yyt [b]nT) = f(a) + f(b)
f(ab) = ([ab]n1 yerey [ab]nr) = ([a]nl [bn1]> e [a]nr[b]nr) =
(I

alnyy- [an, ) ([blny, ..o [bln, ) = f(a)f(b)

Meghatarozzuk a Ker f-et:

Kerf={ae€Z|f(a)=([aln,,...,[aln,) = (0ln,,...,[0ln, )} =
={aeZ|nb,i=1,...,7} =
={aeZ|n...nJa}=nq...n,.Z.

Az 1. izomorfizmustételbél, kovetkezik, hogy 1étezik az
f:Z/Kerf — Imf, f(laln,...n,) =f(a) = ([aln,,...,[aln,)

izomorfizmus, ahol Z/Kerf = Zy, .n, és Imf C Zyn, X -+ X Zyp,. Végiil, az f sziirjektivitasat igazoljuk két
modszerrel.

(1) Mivel [Zn,. . n,l=m1...1y és f bijektiv fiiggvény kovetkezik, hogy |Imf| = nq...n,. De Imf C Z,, x
oo X D,y 68| ZLny X oo X Ly | =1 ..My, tehdt Imf = Zyy, X oo X Zyy,.

(2) A fenti fiiggvény bijektivitdsa egyenértékii azzal, hogy barmely ai,..., a; € Z esetén az

r

x=a; (modmnq)

x=a, (modn,)

kongruenciarendszernek van megolddsa Z-ben és barmely két megoldas kongruens modulo ny - - - n,.
A kongruenciarendszer megoldasa. A kovetkezd jeloléseket vezetjik be: N :=mnq---n,., My = nﬂl Itt
(Mi,ny) =1 mert (ny,ny) =1 minden i # j esetén. Kovetkezik, hogy létezik u; € Z gy, hogy

Miu; =1 (mod Tl.i)

(ui meghatdrozhaté az Euklidészi algoritmussal). Legyen

.
X = E a;M;uy.
i=1

Ekkor x = a; (mod ny), mert My =0 (mod n;), ha j #1i. Tehat x az egyetlen megoldds mod N. m
6.2.12. k6vetkezmény. Feltételezziik, hogy ny,...,n. € N* pdronként relativ primek. Akkor

WZn,.om,) 2 WZn,) x - x W(Zy,).

(u(Z'm ~~~~~ nr),~)2(U(Zn1 X"'Xan)»'):(u(ZnJ ><~-~><U(an)). |
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6.2.13. kovetkezmény. Ha (m,n) =1, akkor @(mn) = @(m)e(n), azaz ¢ multiplikativ szdmelméleti fiigguény.
Altaldnosan, ha (ni,ny) =1,1 <i<j <7, akkor @(ng -----ny) =@(nq)--- @(n,).

6.55. feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 kongruenciarendszereket:

x =2 (mod 3) x=3 (mod 4) Xizt Emoj ;
a) {x=3 (mod5) ;  b){x=4(mod5) ; ¢ Zﬁié(ﬁim
x=5 (mod 7) x =6 (mod 7) x=8 (mod 16)

6.2.4. Magasabbfoku kongruenciak
Legyen m =pj' ...p%" egy egész szam és f € Z[X] egy n-ed foki polinom. Tekintsiik az

f(x) =0 (mod m) (6.1)
kongruencidt. A kovetkezé allitas visszavezeti a (6.1) kongruenciat primhatvanymodulusi kongruencidkra.

6.56. feladat. a) 3 x € Z gy, hogy f(x) =0 (mod m) & 3 x € Z gy, hogy

f(x) =0 (mod p7")

f(x) E 0 (mod pfr)

b) Jeloljiik Ni-vel az f(x) =0 (mod p{"*) kongruencia megoldésainak a szamét, és N-el az f(x) = 0 (mod m)
kongruencia megoldasainak a szamat. Igazoljuk, hogy N = NN, ... N,.

Ha m = p primszdm, akkor vegyiik észre, hogy a Fermat-tétel szerint, a (6.1) kongruencia ekvivalens az
T(x) =0 (mod p) kongruencidval, ahol r az f polinom g = XP — X polinommal val6 osztdsi maradéka. Tehdt elég
targyalni a legfeljebb (p — 1)-edfokti modulo p kongruencidkat.

6.57. feladat. Oldjuk meg a 3x'3 +4x'" 4+ 4x® +2x3 4+ 3x? + 2x + 1 = 0 (mod 5) kongruenciat.
A kovetkezd tétel médszert ad primhatvanymodulusi kongruencia megoldasara.

6.2.14. tétel. Legyenek az f(x) = 0 (mod p®) kongruencia megolddsai x1,%2,...,xXx. Minden x; megoldds az
f(x) =0 (mod p**') kongruencidnak
a) egy megolddsdt szdrmaztatja ha f'(xi) Z0 (mod p), és ez xi + tip?, ahol t; az

fxtt = — ) (od ),

a

t-ben elséfoki kongruencia egyediili megolddsa,

fxi)
pa
Az igy nyert megolddsok inkongruensek modulo p

=0 (mod p), és ezek xi,xi +p*, xi +2p°, ..., xi+(p—1)p“.
a+1

b) p megolddsdt szdrmaztatja ha f'(xi) = —

, és megadjdk az f(x) =0 (mod pet') Gsszes megolddsdt.

Bizonyitas. Ha x megoldasa az f(x) = 0 (mod p®t') kongruencidnak, akkor x megoldasa f(x) = 0 (mod p?®)-
nak is, tehdt x = x; +tp® alakd. A t értékeket kell meghataroznuk tgy, hogy f(x; +tp®) =0 (mod p®*') legyen.
Hasznaljuk a Taylor-képletet:

2
f(x +y) = f(x) + %f’(x) + 1;—'f”(x) 4+t 7'f(“)(x)_
: ! nl

Kapjuk, hogy
f(xi +tp®) = f(xi) + ptf'(xi) =0 (mod p**'),
ahol p® | f(xi), tehat

Flx)t = =10 rod p),

a

mely t-ben els6fokd kongruencia. Tekintsiik a kévetkezd eseteket:

e Ha f’(xi) Z0 (mod p), akkor ennek 1 megoldédsa van: t = ty,

e Ha f'(x;) =0 (mod p), % % 0 (mod p), akkor nincs megoldés,
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e Ha f'(x;) = fi]xj) = 0 (mod p), akkor p megoldas van, s ezek t; = 0,1,2,...,p — 1, s az adott p@*!
modulusi kongruencia megoldédsai xi,xi +p<,xi + 2p%,...,xi + (p — 1)p?, melyek inkongruensek modulo
pa+1 .

Végiil, két kiilonbozo x; és x; megoldasbdl kiindulva kiilénb6zé megoldasok szarmaznak. Valéban, ha x; +1t;p® =
Xj +tp¢ (mod pe*tT1) lenne, akkor x; = x; (mod p®), ami ellentmondds. m

6.2.15. példa. 1) Oldjuk meg az f(x) =x? + x +7 =0 (mod 73) kongruenciit.
Az f(x) =x?>+x+7 =0 (mod 7) kongruencia megolddsai x; = 0, x, = —1. f/(x) = 2x+1, f(0) =7, f'(0) =1,
f(=1) =7, f'(—=1) = —1. Képezzikk at = —1 (mod 7) és —t = —1 (mod 7) kongruencidkat, melyek megoldésai

t; =—1ést, =1. Innen az f(x) =0 (mod 7?) megoldésai x1 + 7t; = —7 és x, + 7t = 6.
Hasonléképpen, f(—7) = 49, f'(—=7) = —13, f(6) = 49, f/(6) = 13. Képezzik a —13t = —1 (mod 7) és
13t = —1 (mod 7) kongruencidkat, melyek megolddsai t; = —1 és t, = 1. Kapjuk az f(x) = 0 (mod 73)

megolddsait: x = —56 (mod 73) és x =55 (mod 73).

2) Oldjuk meg az f(x) =x? +x+7 =0 (mod 3087) kongruenciat.

Mivel 3087 = 32 .73, elészor megoldjuk az f(x) = 0 (mod 32) és f(x) = 0 (mod 73) kongruencidkat, me-
lynek megoldédsai x = 1,4,—2 (mod 3?) illetve x = —56,55 (mod 73). fgy az eredeti kongruencianak 2 -3 =
6 megoldasa van, ezek meghatarozasdhoz meg kell oldanunk 6 kongruenciarendszert. A megolddsok: x =
55,—-56,973,—974,1084,—1085 (mod 3087).

6.58. feladat. Oldjuk meg az f(x) = x* + 36X3 + 16x? + 8x — 6 = 0 (mod 875) kongruenciat.

6.2.5. Az (U(Z..),) csoport struktirija

Tudjuk, hogy ha m > 2, a Zm = {6,?,?,...,5—7} eylirli kommutativ. Jelglje U (Zm) a Zm invertalhaté
elemeinek halmazat; ekkor

U(Zm) ={@8€Zm | (a,m) =1}

és (U (Zm),-) Abel csoport. Az U (Zn,) rendje [U(Z )] = @(m), ahol ¢ : N* — N az Euler-fliggvény.

Tudjuk, hogy a (Zm,+) csoport ciklikus: Z,, = <?> = { Tlke Z}. A tovabbiakban azt tanulmanyozuk,

hogy az (U (Zm),-) csoport milyen esetben lesz ciklikus.
6.2.16. definici6é. Legyen a € Z, (a,m) = 1, tehat @ € U(Z,,). Ekkor
om(a) :=ord(@) (az U(Z,) csoportban)
az a egész szam multiplikativ rendje modulo m.
6.2.17. lemma (Az o,,(a) tulajdonsagai). a) omm(a) | @(m).
b) dd =a' (mod m) & j =1 (mod on,(a)).
c) Ha om(a) =h € N*, akkor om(a®) = g, Yk € Z.
Bizonyitds. a) kovetkezik a Lagrange-tételbél és abbdl, hogy [U(Z )| = @(m).
b) &) = a' (mod m) & & =a* U(Zp)-ben & @& * =T om(a)|j—k&j=k (mod om(a)).
c) kovetkezik az 3. fejezet 3.26 ¢) feladatbdl.

6.2.18. tétel (Fotétel). Legyen m € N*, m =p' -----plr p; primek, ny € N* v > 1.
a) (UW(Zm), ) = (U(Zp:n ) x - X W(Zypne )y ).
b) Ha p > 2 primszim, n € N*, akkor W(Zyn) ciklikus csoport.
¢) Han > 3, akkor

U(Zaw) = (8) x (1),
ahol 0yn (5) =2"2, opn(—1) =2, (—?} ={1,-1}, (3} ={1,5,... ,32“72_1} (tehdt a csoport nem ciklikus).
A 5.4.4 tételben mar bebizonyitottuk az egyik esetet:
6.2.19. tétel. Ha p primszdm, akkor (Z;, ) ciklikus csoport.

Tekintstink el6szor néhany példat.



6.2. Kongruencidk 205

6.2.20. példa. 1) Legyen m = p primszam:
1

m=2 U(Zy) = {1} =

m=3  U(Z) =112} =(2)

m=4  U(Z)={1,3} =(3)

m=5 U(Zs) = {1,2,3,4} = (2)

m=6  U(Ze)=1{15}

m—7  U(Z) {123,458} =0

2) Legyen m = 9 = 32 (tehdt a b) esetben vagyunk). U(Ze) = (1,2,45,7,8), 9(9) =32 -3 = 6; </2\) =
{1,2,3,8,7,5) = U(Z) = 05(2) = 6 = ¢(9)

Lattuk, hogy (2¥) = U(Ze) & (k, @(9)) =1 &k e{1,5) & 2% e 2,5).
{

3) Legyen m = 8 = 23 (tehdt a b) esetben vagyunk). G = U(Zg) = 57 ={1,5-1 -5 ={15x{1,-1 =

Hx K. ord(?) =1, ord(3) =2, ord(ﬁ) =2, ord(?) =2;KNH = {/1\}, H-K=G. G nem c1khku5 mert nem tartalmaz
4-ed rendii elemeket.

4) Legyen m = 16 = 2%, U(Z¢) = {1,3,5,7,9,11 3 15}, (16) =24 —23 =8; H:== (-1 = {1, -1} =
o16(—1) =2; K= (5) ={1,5,9,13} = 014(5) =4 = 2*~

HNK={T}; V& € U(Z16) 3(0,2) € H x K gy, hogy 62 02, és fgy U(Z16) =1{1,5,9,13,—-1, -5, -9, ~13}.

6.2.21. lemma (F6élemma). Legyen k € N
a) Ha p > 2 primszdm, akkor (1 +p)P" =1+ p*T (mod p*+2).
b) 52° =14 2%+2 (mod 2%+3).

Bizonyitas. k szerinti indukciot alkalmazunk. A k =1 esetet az olvaséra bizzuk.
a) Legyen k > 1, és feltételezziik, hogy

(1 _|_p)vk — 1+ p*tT 4 bpkt2,
ahol b € Z. Akkor

+p)P " =((1+p)P )P = (1 +p " +bp 2P =14 p"2 4+ bp**3  (mod p2**2)
E]+pk+2 (HlOd _pk+3)

mert 2k +2 > k + 3.
b) Legyen k > 1, és feltételezziik, hogy

Szk — 14282 4 Cpk+3
ahol ¢ € Z. Akkor

52k+1 _ (52k)2 _ (1 +2k+2 4 C2k+3)2 =1 _|_2k+3 4 c2k+4 (mod 22k+4)
=142 (mod 25M),

mert k+4<2k+4. m

A fotétel bizonyitasa

a) Kovetkezik a kinai maradéktételbdl, mert (p?‘ ,p?j) =1, hai#j.

b) Tudjuk, hogy | W(Zyn) |= @(p™) =p™ —p™ ! =p™- Tp—1). Igazoljuk hogy 1ete21k X € W(Zpn) 1gy,
hogy Opn(X) =p" —p" ! = [U(Zpn)| = @(p™); ekkor (R) = U(Zpn) = (1,%,%2,... geP") =1,
Vegyiik észre, hogy (p™~',p — 1) relativ primek: (p™~',p — 1) =1 Keressuk az «, 3 € U(Zpn) elemeket 1gy,

hogy ord(«) = p“ T ord(B) =p — 1, mert akkor ord(af) =p™~'(p — 1) tehat (xp) = U(an).
Legyen o := T+p +Pp € Zpn. Mivel (p™,14+p)=1= o€ U(Zpn). A f6lemma a) pontjabdl kovetkezik:

(T4+p)P" =T+p" (mod p™*") = (14+p)P"  =1+4p™ (mod p") =

S (1+pP" "=1 (modp™) = o =1 U(Zpn)-ben = ord(x) [ p™~'.
Tehét ha ord(«) # p™~', akkor oP"* =1, A félemma a) pontjabdl kapjuk, hogy

(T4+p)P" " =1+p"" (mod p™) = (1+p)*" " 21 (mod p"),

mert p™ { p™~'. Tehét ord(x) { p™~2, ahonnan ord(x) = p™~'.
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Tudjuk, hogy (Zj;,-) ciklikus csoport. Legyen Zj = (b), ahol 1 < b < p, b =[bl, és 0p(b) =p — 1. Legyen
b:= [bl,~. Mivel p 1 b, kdvetkezik, hogy (p™,b) =1, tehdt be W(Zpn).

b (®) =1 (mod p™) = b°*"® =1 (mod p) = ord(b) | Opn(p) = P — 1| 0pn(b);

de opn(b) | [U(Zpn)l = p™ p —1) = opn(b) = (p— )N, ahol (p — )N | (p — 1)p™ ', tehdt opn(b) =
(p—1)p%, ahol0<s<n—1.

1

Legyen p:=b"" € U(Z,n). Akkor

ord(b) (p—1)ps (p—1)p*
— p— = = - 1 .
ord(B) = ) o) = Tps, P ) ps L

c¢) A f6lemma b) pontjét alkalmazva
52" 7 =142 (mod 2""') = 52" =1 (mod 2™) = 02x(5) | 2" 2.
Ha 0n (5) # 2"2, akkor 52"~ =1 (mod 2™). A félemm4 b) pontjébél kapjuk, hogy
5" 7 =142 (mod2™) = 52" *#1 (mod 2M),

mert 2™ + 21, Tehat (5) = (5% | 0 < k < 22} < U(Zyn), mert [U(Zyn)| = @(2™) = 2™ — 271 = 2n~1 Elég
igazolni, hogy

@:5) x (1) = W(Zwm), 00,2 =02

csoportizomorfizmus. Tudjuk, hogy ¢ csoportmorfizmus. Tovabba

— @ injektiv & By N (=T) = (1);

— ha igazoljuk, hogy ¢ injektiv, akkor ¢ sziirjektiv is, mert mindkét halmaznak 2™~ eleme van.

Tehat elég igazolni, hogy <§> N <—?> = {1, azaz igazoljuk, hogy —1 & {1,5,52,... ,/5\2'172*1}. Tegylik fel, hogy
létezik k tigy, hogy 0 < k < 22 és 5% = —1, azaz 5% = —1 (mod 2™). Négyzetreemeléssel

52K =1 (mod 2"™) = 020 (5) =2"? |2k = 2" 3 [k = k =2"31< 22,
tehdt 1 =1, ahonnan k = 2™3. Alkalmazva a félemma b) pontjat,
1=5""=142"" (mod2™) = 2" |2+4+2™,
ami lehetetlen, han>3. =m

6.2.22. kovetkezmény. U(Z,,) ciklikus csoport & m =2,4,p™,2p™, ahol p > 2 primszam, n € N*,

Bizonyitas. Legyen m = 2%p¥ . ... p¥" ahol p; paratlan primszdmok k; € N*, r€ N, k € N, m > 2.
»E"7 Az m =2, m =4 eseteket méar megvizsgaltuk. Az m = p™ eset a f6tétel b) pontjdbdl kovetkezik.
Ha m = 2p™, akkor léteznek a kdvetkezd csoportizomorfizmusok:

W(Zm) = W(Z2) x W(Zpn) = {12} x W(Zpn) =2 W(Zpn),  ([12, [Xlpn) = Dpn.

Tehat ciklikus. Pontosabban, ha ([x],n) = W(Zpn), akkor ([x|zpn) = U(Zypn) feltéve, hogy (x,2p™) = 1, azaz
2fx.
,,=" Lattuk, hogy

U(Zm) ~ U(sz) X U(Zp;n ) X X u(Zplrcr)

Ha k > 3, akkor az 6.2.18 tétel ¢) alpontjabdl kovetkezik, hogy U(Z,x ) nem ciklikus, mert (|(5)], [(=T)|) =2 # 1.
Az 3.5.7. tétel alapjan U(Z,) sem ciklikus. Kovetkezik, hogy k < 2.

Hak =2és 1> 1, azaz ky > 1, m = 22p% akkor (@(22), @(p*")) = (2277, (p1 — Dp¥' ") = 2, tehdt az
3.5.7. tételbdl kovetkezik, hogy U((Z)m) nem ciklikus.

Tehét, ha v > 1, akkor k = 0 vagy k = 1, azaz m = p}'---p& vagy m = 2p¥' ... pkr.
ki ko > 1, m=2%pX1pk2 ... "ahol k € {0, 1}, akkor

Ha r > 2, azaz

(W(Z 0 )L IW(Z, o)) = (@(py"), @(p52)) = ((p1 = NP} 1, (P2 — 1)p52 1) 12 #1,

mert p; — 1 és p2 — 1 parosak. Az 3.5.7 lemmabdl kovetkezik, hogy U(Z.) nem ciklikus.
Tehat m € {2,4,p%,2p%}). =
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6.2.6. Primitiv gyokok és indexek

Célunk megoldani az x™ = a (mod n) kongruenciat. Ehhez bevezetjiik a diszkrét logaritmus (index) fogalmat.

6.2.23. megjegyzés. Valds szamok esetén, ha a € R% \ {1}, akkor exp, : (R,+) — (R%,-), x — a*, csoportizo-
morfizmus. E morfizmus inverze log, : (R%,-) = (R, +), azaz a* =b & x =log, b, ahol a € R} \{1}, b € R%.

6.2.24. definicié. Feltételezziik, hogy (U(Z),+) ciklikus csoport. Ha g € Z, (g,m) =1 és (W(Z) = (§) =

N

(1,9,0%,...,6°"™) =T} akkor azt mondjuk, hogy g primitiv gy6k modulo m.

6.2.25. kovetkezmény. Létezik primitiv gyok modulo m akkor és csak akkor, ha m = 2,4,p™,2p™, aholp > 2
primszam és n € N*.

6.2.26. megjegyzés. Tudjuk, hogy ha létezik primitiv gyok modulo m, akkor az (inkongruens) primitiv gyokok
szama @(@(m)) (mert ha 0 < k < @(m) akkor (§%) = U(Zn) & (k, @(m)) =1).

6.2.27. példa. Keressiik a primitiv gyckoket modulo 11. R

@(11) =10, @(e(11) = @(10) = 9(2)9(5) = 2—1)(5—1) =4 WZy1) = {1,2,...,10} = Z},; 2° = T,
MW =222=7323=82=512= ﬂ), 20 =927 =7 28=3,27=6,2'9 =1, tehst g = 2 primitiv gyok
modulo T1.

A primitiv gyckék modulo 11: 2% mod 11, ahol k € {0,1,2,...,10 | (k,10) = 1} = {1,3,5,7,9}, tehdt a
primitiv gyokok: 2,8,7,6.

6.59. feladat. Hatdrozzuk meg a primitiv gyokoket
a) modulo 121 = 112;
b) modulo 13 és modulo 17.
¢) modulo 3,9,27,18.
e) modulo 5,10, 25,50.
f) modulo 7,14,49

6.60. feladat. 1) Keressiink primitiv gyokoket modulo p =41.
2) Keressiink primitiv gytkoket modulo p = 61.
3) Keressiink primitiv gyokoket modulo p = 67.

Legyen g egy primitiv gyok modulo m. Akkor U(Zy) = {T,§,62,...,§°(™ 1), tehit minden a € Z esetén
ugy, hogy (a, m) = 1, létezik egyetlen olyan j € {0,1,..., @(m) — 1} dgy, hogy a=¢, azaz a = ¢’ (mod m).

6.2.28. definici6. j =indq = log, a az a egész szdm g alapi indexe vagy diszkrét logaritmusa.
Tehat ha i € Z, akkor
g'=a (modm)&indg =i (mod @(m)),
mivel
g'=g* (modm)&i=k (modom(g)),
ahol k = indg.

6.2.29. lemma (Az index tulajdonsdgai). Legyen a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1 és feltételezziik, hogy g
primitiv gyok modulo m.
0) a=Db (mod m) & indg a =indg(b) (mod @(m)).

1) indq b 1nd a+ indg b (mod @(m)).

2) ind klnd g(a) (mod @(m)) minden k € Z esetén; Partikuldrisan indg al= —indg a (mod @(m)).
( )

3) Om = (mdfa,wc;(mn'

Bizonyitds. 0) Létezik egyetlen i,j € {0,1,..., @(m) — 1} igy, hogy a = g* (mod m), b = g’ (mod m). Akkor

a=b (modm) & gt =g’ (mod m) & i=j (mod @n(g)) & indga=indgb (mod @(m)).
1) Legyen indga =1 & ¢g' = a (mod m), indgb =j & ¢ = b (mod m); ekkor ab = g’

indg(ab) =1+j mod @(m).

2) Legyen indg @ =i, azaz g* = a (mod m). Ekkor

(mod m), vagyis

a*=g"* (mod m) & kind, = ik =indg(a®) (mod @(m)).

A~ i d(g
3) om(a) = ord(@) = ord(9") = Ty = Tt mayar ™
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6.2.30. példa. Indextiabla m = 11, g = 2 esetén:

k |0]T1T]|2|3|4|5 |6]7|8]|°9 a 1
2[1]2[4]8]5]10[9|7[3]6 inda | 0

=N
W[ e

Oo| W
N &~
NS
O O
NN
[eaY i\
Gl —

6.61. feladat. Készitsiink indextablat modulo 19. Hatarozzuk meg:
1) 12-13-nak a 19-¢l valé osztési maradékat (index-tédblaval).
2) 92074 nek a 19-el val6 osztési maradékat (index-tablaval).

6.62. feladat. Legyen p > 2 egy primszam, a € Z. Igazoljuk, hogy ha o,(a) = 3, akkor op(a+1) =6.

6.63. feladat. Ha a primitiv gy6k modulo p™ (n > 1,p > 2), akkor a primitiv gy6k modulo p.

6.2.7. Binom kongruenciak megoldasa

Legyen m > 2, a € Z, (a,m) = 1, m € Z. tekintsiik a kovetkez6 feladatot: hatarozzuk meg az x € Z szamokat
agy

x"=a (modm)

azaz

Qn

a U(Zm)-ben.

Ha x megoldés, mivel (a, m) = 1, kévetkezik, hogy (x,m) = 1.

6.2.31. definicié. Ha az x™ = a (mod m) kongruencidnak van megoldasa, akkor azt mondjuk, hogy az a szdm
n-edik hatvanymaradék modulo m.

Megoldas primitiv gyok létezése esetén

6.2.32. tétel. Feltételezzik, hogy 3 g € Z primitiv gyok modulo m. Legyen a € Z, (a,m) =1, n € Z.
1) Az x™ = a (mod n) kongruencia megolddsainak a szdma

(n,@(m), ha 2005 =1 (mod m)
(m)
0, ellenkezd esetben, azaz ha aTretmTT =1 (mod m)

2) Az n-edik modulo m hatvinymaradékok szdma

_elm) =l{ae UWZnm) IR e WZp):: ™ =1a}l.
(n, @(m))

Bizonyitas. 1) Feltételezziik, hogy x € Z megolddsa az x™ = a (mod m) kongruencidnak; akkor

@(m) @(m) n
atmem) = x"mem) = (x®M)memT =1 (mod m),

(m)
tehat, ha QT etm % 1 (mod m) akkor nincs megoldés.

(m) .
Forditva, tételezzik fel, hogy aTmoetmT = 1 (mod m). Legyen j =indg a, azazj € {0,1,...,¢(m)—1}, ¢ =a
(mod m); ekkor a feltétel alapjén

i1 @ (m) om(g)=¢(m)

m,e(m)) = m: '44£8£21l47
T =1 (mod m) TEST g(m) i S s

& (n,¢(m)) [j =indg a.
Minden x megoldés, ha létezik, x = ¢ mod m alakd, ahol y € {0,1,..., (m) — 1}. Ekkor
x"=a (modm)&gW=g (modm)&nj=j (mod e(m)),

tehat egy elséfokd kongruencidhoz jutottunk, y ismeretlennel. Mivel (n, @(m)) | j, kovetkezik, hogy létezik y
megoldés, és a modulo @(m) inkongruens megolddsok szama (n, @(m)).
2) a n-edik hatvdnymaradék modulo m & 3 x € Z tgy, hogy

x"=a (modm)& QTR = 1 (mod m) dnd ﬂindg a=0 (mod @(m)).
(n, ¢(m))
j megoldds létezik, mert (@(m), (n(p(é?lh)l 77) 10, és a modulo @(m) inkongruens j megolddsok széma
o(m) o(m)
(@(m), ) =
(n, ¢(m)) (n, (m))
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6.2.33. példa. Oldjuk meg az x'? = 16 (mod 17) kongruenciat. Keresiink primitiv gyékoket modulo 17, majd
készitiink index-tablat. @(17) = 16.

k |3k a [indsa
0 1 1 0
1 3 2 14
2 9 3 1
3 10 4 12
4 13 5 5
5 5 6 15
6 15 7 1
7 11 8 10
8 16 9 2
9 14 10 | 3
10 | 8 1117
1117 12 1 13
12 | 4 13 | 4
13 1 12 14 1 9
14 | 2 15| 6
15| 6 16 | 8

x'2=16 (mod 17) & 12-ind3x =8 (mod 16).
Legyen y := ind3 x;

12y=8 (mod16)&3y=2 (mod4)&y=2 (mod4).
Tehdt a mod 16 inkongruens megoldédsok: yo =2, y; =6, y2 = 10, y3 = 14. Innen
X0 =39 =9 (mod17), x; =3Y"' =15 (mod 17), x =32 =8 (mod 17), x3 =33 =2 (mod 17).

6.64. feladat. Oldjuk meg a kiévetkezd kongruencidkat:
1) 5x* =3 (mod 11);
6

)
2) x* =3 (mod 11);
3) 2x°> =5 (mod 13);
4) 8x%¢ =37 (mod 41);
5) x!7 =37 (mod 41);
6) 20* =21 (mod 41).
6.65. feladat. Hatdrozzuk meg az n-edik hatvdnymaradékokat modulo 41, ha
1) n=5;
2)n=3;
3)n=_8.

Sejtés (E. Artin): Ha a € Z,a # —1, a # b?, akkor végtelen sok p primszdm létezik gy, hogy a primitiv
gyok modulo p.

6.66. feladat. Oldjuk meg 1+ x4+ x% + x> +x* +x° +x® = 0 (mod 29) kongruenciit.
6.67. feladat. —1 negyedik hatvanymaradék modulo p & p =1 (mod 8).

6.68. feladat. a) Feltételezziik, hogy p = 1 (mod 4). Igazoljuk, hogy g primitiv gyck modulo p & —g primitiv
gyok modulo p.
b) Feltételezziik, hogy p = —1 (mod 4). Igazoljuk, hogy g primitiv gydk modulo p & o,(—g) = %.

a

b 2) |a,be Zp}. Igazoljuk, hogy (K,+,-) test & p =3

6.69. feladat. Legyen p egy primszam és K = {(
(mod 4).
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Az altalanos eset

Az dltaldnos esetben, legyen m = 2Pp7' ... p&r, ahol e, e; € N*, p > 2 primszdm.

6.2.34. megjegyzés. Legyen (a,m) = 1, n € Z. A kinai maradéktétel alapjan, az x™ = a (mod m) binom
kongruencia megoldhaté & az

x"=a (mod 2°)
x"=a (mod pj')
x"=a (mod pfr)

kongruenciarendszer megoldhaté. A 2,22,pie ! esetekben alkalmazzuk az 6.2.32 tételt.

6.2.35. példa. Oldjuk meg az x* = 16 (mod 36) kongruenciat.
36 =22 .32, tehéat nem létezik primitiv gyok modulo 36.

x* =16 (mod 4) o x*=0 (mod 4)
x*=16 (mod 9) x*=7 (mod9)

e mod 4: xo1 =0, xp2 = 2 megoldésok;

e mod 9: g =2 primitiv gyok;

x

=7 (mod 9) & 4indax=4 (mod6)&4y=4 (mod6)e2y=2 (mod3)&ey=1 (mod3).

6.70. feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 kongruencidkat:
1) x* =5 (mod 36);
2) x® =3 (mod 100)
3) x3 =8 (mod 36)

Tekintsiik a 2¢ esetet , e > 3. Tudjuk a f5tételbdl, hogy U(Zze) ~ (—1) x (5), ahol 02¢ (—1) = 2, 03¢ (5) = 2672,
@(2¢) =271

6.2.36. tétel. Legyen e > 3, a € Z pdratlan, m = 2¢, n € N* . Tekintstik az x™ = a (mod 2¢) kongruencidt.
1) Ha n pdratlan, akkor létezik megoldds.
2) Ha n pdros, akkor az x megolddsok szama

2(n,2¢2), haa=1 (mod4) és a$ =1 (mod 2°), ahol d:= (n,2°2);
0, ellenkezd esetben.
Bizonyitas. Legyen a = (=1)*5" (mod 2°), x = (—1)¥5% (mod 2°), ahol s,y € {0,1}, t,z € {0,1,...,2°7% 1.

A fétételbdl kovetkezik, hogy az y, s, t, z szdmok egyértelmiien meghatdrozottak.

yn=s (mod 2)
=t (mod2¢?)

)

x"=a (mod2%) & (—1)¥"5*" = (—1)5' (mod 2°) & {

ahol y, z ismeretlenek, e, n, s, t adottak.

(a) Feltételezziik, hogy n pératlan, azaz (2,n) = 1. Mivel (2,n) | s = 3! y megoldds modulo 2; mivel
(272 n) |t = 3! z megoldas modulo 2¢~2.

(b) Feltételezziik, hogy n paros és legyen d = (n,2°72). Létezik y megoldés, akkor és csak akkor, ha

(m,2)]s° O

=0.
Ha s = 0, akkor a = 5' (mod 2¢) = a = 1 (mod 4), (e > 3); forditva, ha a = 1 (mod 4), mivel a = (—1)¢
(mod 4), és s € {0,1}, kdvetkezik, hogy s = 0; tehdt létezik y megoldds & a = 1 (mod 4), és pontosan két
megoldés létezik, yo,y7, mert (n,2) = 2.

Térgyaljuk most a z-t: 3z9.z1,...,24—1 megoldds & d |t &t = du;

2e—2 2e—2

o Feltételezziik, hogy t = du alaki. Akkor a™ @ =547 = 5u2° = (mod 2°)
e e _ye—2 e
=5t OIS T2 i 22 2 Sy jdeN= dlt.

e—2
Tehat léteznek a zo z1,...,2zq—1 megoldasok & ata =1 (mod 2¢) m

. 2¢
o Forditva, 1 = a™«
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6.71. feladat. Adott a kovetkezd kongruencia : x> = 3 (mod 16), azaz n = 5,e = 4, a = 3. Szamitsuk ki y-t,
t-t, x-et.

6.72. feladat. Hatdrozzuk meg a hatodik hatvanymaradékokat modulo 16, azaz a péaratlan a-kat ugy, hogy
x® = a (mod 16) megoldhaté legyen.

6.2.37. megjegyzés. Legyen p > 2, primszam és tekintsiik az x™ = a (mod p¢) kongruenidt. A megoldashoz
két mddszeriink van:
1. mddszer: Legyen g primitiv gyok modulo p€, készitlink index-tdablat, és megoldjuk az

nindgx =indga (mod ¢@(p°))

kongruenciat;
II. maodszer: a kovetkez6 tételre alapszik.

6.2.38. tétel. Legyenp > 2 primszam, (a,p) =1, (n,p) =1. Azx™ = a (mod p) kongruencia akkor és csak ak-
kor oldhatd meg, ha bdrmely e > 1 esetén az x™ = a (mod p®) kongruencia megoldhatd. Minden kongruencidnak
ugyanannyi megolddsa van, azaz a megolddsok szama nem filigg e-tdl.

Bizonyitas. Ha n =1 | akkor az &llitas evidens. Feltételezziik, hogy n > 2. Legyen xo megolddsa az x™ = a
(mod p¢) kongruencidnak. Keressiink x;-et, amely megoldisa az x™ = a (mod p¢*') kongruencidnak, gy hogy
X1 = X0 +bp® alaki legyen (haxI* = a (mod p¢*'), akkor x™ = a (mod p¢), és akarjuk, hogy x1 = xo (mod p€)).
Tehat ha x; = xo + bp®, ahol b € {0,1,...,p — 1}, akkor

~2p,2

X1 =(xp +bp®)" = x5 + nx})‘*]bpe + Cﬁx{)‘ PPt = (xh+ nxgqbpe) (mod pe™T).

pe+1|

e+1)

Keressiik x1-et gy, hogy xT" = a(mod p , azaz keressiik b-t gy, hogy

n
a—xg

X§+mxg 'ope =a  (mod p¢t') & nxeb = (mod p).

Ez egy elsd foku kongruencia, a;:g € Z mert x§ = a(mod p¢). Mivel (p,nxo) = 1, kovetkezik, hogy 3!
b e{0,1,...,p — 1} megoldas modulo p, tehdt 3! x; a fenti alaki megoldas.

Osszefoglalva:

o Ha x™ = a (mod p¢) megoldhatd, akkor az x™ = a (mod p) is megoldhatd;

o Forditva, ha x™ = a(mod p) megoldhatd, akkor kiindulva egy xo megoldashdl, a fenti médszerrel szerkesztiink

egy megolddst az x™ = a (mod p€) kongruencidnak;
(m)
o Feltéve, hogy Qe =1 (mod p), a megolddsok szdma

(n, @(m)) = (n, 9(p)) = (n,p* ' (p— 1)) = (n,p — 1)
nem fiigg e-t6l. m
6.73. feladat. Oldjuk meg az x° = 3 (mod 11¢) kongruencidkat, ahol e = 1,2, 3.

6.2.39. tétel. Legyen n = 20/, n/ pdratlan, a € Z pdratlan. Feltételezzik, hogy az x™ = a (mod 22'*1) kon-
gruencia megoldhaté. Akkor az x™ = a (mod 2¢) kongruencia megoldhaté ¥ e > 21+ 1 (tehdt V e > 1). Ha
e > 2L+ 1, akkor a megolddsok szama nem filigg e-tél.

Bizonyitas. Legyen m > 2141 és legyen xo megoldédsa az x™ = a (mod 2™) kongruencidjanak. Keresiink x;-et,
megoldasa az x™ = a (mod 2™*") kongruencidnak tgy, hogy x1 = xo + b2™ ! alaki. Meghatdrozzuk b-t:

XT = (xo +b2™ H™ =xF +nxd 'b2™ Y (mod 2™,
mert 2(m—1)>m+1& m > 21+ 1. Tehat
xF=a (mod 2™ &= x§ +nx) 'b2™ ' =a (mod 2™ =

gy 2'bxg 2™ P =a—x%p (mod 2™) &=

2™ la—x2 _ a—xy
* n'bxg = 7 9 (mod 2)
Mivel (2,T‘L/XE_]) =1,3'b € {0,1} megoldas. Tehat 3! x; = xo +b2™ ! alaki megolddsa az x™ = a (mod 2™+1)

kongruencidnak.
Osszefoglalva:
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o Ha x™ = a (mod 22'*') megoldhatatlan, akkor x™ = a (mod 2') megoldhatatlan e > 21 + 1 esetén.
o Ha x™ = a (mod 2?'*") megoldhaté, akkor a fentiekbdl, x™ = a (mod 2') is megoldhaté, minden e > 21+ 1
esetén.

o A megoldésok szdma:
(@229 1) = 2!/, 22 =2 “2 2/ 227 T) = (m, @(2°)). m

6.74. feladat. Oldjuk meg az x?> = 17 (mod 2¢) kongruencist, ahol e = 3,4,5,6,7.

6.3. Kwvadratikus maradékok

6.3.1. A masodfoki kongruencia

6.3.1. definicié. Legyen m > 2, a € Z , (a, m) = 1. Azt mondjuk, hogy:
o a kvadratikus maradék modulo m, ha létezik x € Z 1gy, hogy x> = a (mod m);
o a kvadratikus nemmaradék modulo m, ha minden x € Z esetén x*> # a (mod m).

6.3.2. példa. Legyen m =7; (£1)2 =1, (£2)2 =4, (£3)2 =2 (mod 7), tehat 1,2,4 kvadratikus maradékok,
3,5, 6 kvadratikus nemmaradékok modulo 7.

A kovetkezd tétel redukalja az x> = a (mod m) kongruencidt az m = p esetre.

6.3.3. tétel. Legyen m =2°p§' ...pi', l,e; € N*, py > 3 primszdmok, a € Z, (a,m) =1. Azx* = a (mod m)
kongruencia megoldhato akkor és csak akkor, ha
e ha e =2, akkor a=1 (mod 4); ha e > 3, akkor a =1 (mod 8); (ha e = 1, nincs més feltétel);

eVi=1,...,1, esetén At =1 (mod py).
Bizonyitas. A kinai maradéktétel szerint, az x> = a (mod m) kongruencia ekvivalens az
x?2=a (mod 2°)
x*=a (modp§")

kongruenciarendszerrel.
Tekintsiik az x> = a (mod 2¢) kongruenciét.

e 1 az egyetlen kvadratikus maradék modulo 4;
e 1 az egyetlen kvadratikus maradék modulo 8, mert (£1)? = (+3)2 =1 (mod 8).

Tehét az x> = a (mod 2¢) kongruencia megoldhaté akkor és csak akkor, ha

a=1 (mod4), hae=2
a=1 (mod8), hae=3"

Ha e > 3, tudjuk, hogy x? = a (mod 2¢) megoldhaté < x? = a (mod 8) megoldhaté.

Tekintsiik az x> = a (mod (p{*) kongruencidt. Mivel (2,pi) =1, a 6.2.38 tétel szerint, ez a kongruencia me-
goldhaté & x? = a (mod p;) megoldhaté. Alkalmazzuk most az 6.2.32 tételt azn =2, m =pi,d = (n, e(m)) =2
L1
esetben: az x> = a (mod p;) kongruencia megoldhaté & a"r =1 (mod pi). =

6.3.2. A Legendre-szimbdélum

Legyen p > 2 primszam, a € Z.

6.3.4. definicié. Az (%) (;,a per p”) Legendre-szimbdélumot a kovetkezéképpen definidljuk:

0, hap|q
a

() of 1, ha a kvadratikus maradék modulo p

P —1, ha a kvadratikus nemmaradék modulo p

6.3.5. példa. a) (1) =1, mert 12 =1 (mod 3); (
b) Legyen p = 5; (£1)2 =1 (mod 5), (£2)? =

ENNINY
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6.3.6. tétel (A Legendre-szimbdlum alaptulajdonsigai). 0) a =b (mod p) = (%) = (%);
1) a7 = (%) (mod p);
b) _ b
2 (52) = (3) (3):
Bizonyitas. 0) Evidens a definicié alapjdn. 1), 2) evidens, ha p | a (vagy p | b). Feltételezziik, hogy pta, ptb,

azaz (a,p) = (b,p) = 1.
1) A Fermat-tétel alapjan

p—1

ab ' =1 (modp)éOEapq—]:(az —1)((1%—1—1) (mod p);

Mivel Z, test, kovetkezik, hogy at =1 (mod p)) vagy T = (—1) (mod p). Tovabbd, tudjuk, hogy a

kvadratikus maradék modulo p & az x*> = a (mod p) kongruencia megoldhaté & a’r =1 (mod p).

2) Az 1) alapjén (ab)% = (%b) (mod p) és b = (%) (%) (mod p), tehat (%b) = (%) (%)
(mod p). Mivel (g) , (g) , (%) €{=1,1) és p > 2, kivetkezik, hogy (%b) - (g) (g) -

6.3.7. kovetkezmény. A modulo p kvadratikus maradékok szama egyenld a modulo p kvadratikus nemmaradékok

szamdval és mindkettd egyenld pgl -vel.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az a’r =1 (mod p) kongruencidnak % megoldéasa van, mert ekvivalens a
% loga =0 (mod p — 1) kongruencisval, és (%,‘p -1 = 132;1 | 0. Tehat létezik 132;1 kvadratikus maradék és
létezik (p —1) — % = % kvadratikus nemmaradék. m

6.75. feladat. Igazoljuk, hogy:
1) az x> = a (mod p) kongruencia megoldésainak szama 1 + (%);

2) ha p { a, akkor az ax? +bx+c =0 (mod p) kongruencia megoldésainak szama 1+ (%) , ahol A = b2 —4ac.

6.3.3. Kvadratikus reciprocitas

A kovetkez6 fontos tétel segitségével ki lehet szamitani a Legendre-szimbélumot.

6.3.8. tétel. Legyenek p,q > 2 primszdmok, p # q.
_ p-1 1 hap =1 (mod 4)
1) (Buler) (1) = (—1)"T (mod p) =1 .
) ( uer)(p) (=1) (mod p) —1, hap=-—1 (mod 4)
%) (;>7(71)p2871 1, hap = %1 (modS)'
p -1, hap =43 (mod 8)
3) (Gauss-féle reciprocitastétel)

(P) <q> Cpitest _ T ke p=1 (mod4) vagy =1 (mod4)
q P " 1=1, ha p=q=-1 (mod4)

6.3.9. megjegyzés. 1) A 6.3.8. 1) allitds azonnal kovetkezik a 6.3.6. tételbdl.
2) Gyakorlatban a reciprocitdstételt a kovetkezOképpen hasznaljuk:

(p) B (% , ha p=1 (mod4) vagy q=1 (mod 4)
q _ g), ha p=q=(=1) (mod4) '
6.3.10. példa. Szamitsuk ki a (38) Legendre-szimbélumot a fenti tétel segitségével:

)-C5)-B)E-3)-6)-6)-3)6)
~(3)--6) () G-

tehat 3 x € Z gy, hogy x*> = 58 (mod 97).

6.76. feladat. 1) Szdmitsuk ki a (%) Legendre szimbd6lumot.

2) Szamitsuk ki a (135 ) Legendre-szimbdlumot.
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A kovetkez6kben bibizonyitjuk a A 6.3.8. 2) és 3) éllitasokat.

6.3.11. lemma (Gauss). Legyen a € Z és p 1 a egy primszam.

(a> — (=1 L%[ZS‘}_
P

Bizonyitas. Jeloljik p; := %1 Tekintstik az 1a,2a,...,pja szorzatokat. Ekkor

ia =¢iry  (mod p),

ahol ¢; € {1,—1}, 1 <1y < p; (e47; az abszolit értékben vett legkisebb maradék). Akkor rq,...,7,, pdronként
kiilonb6z6 szamok, és a maradékos osztas tétele szerint
ia 1
1 , ha ? 5
f= ia 1°
—], ha ? > 5

Tovabbd, minden x € R esetén x = [x] + {x}, tehat 2x = 2[x] + 2{x}. Innen
[2x] = 2[x] + [2{x]].
Ezt alkalmazzuk x = %—re; kovetkezik, hogy

i Zsi E 2 uTi
Sl Bl

(_] )N,

ahol p = [{e; | g = —1}|. Osszeszorozva a 1a,2aq, ..., p;a szdmokat, kapjuk, hogy

(tUMTam%tW’WML a7 = (=) (mod p),

tehét

b1

() = (-1)* (modp) = (-1)= %]

1 . |

6.77. feladat. Alkalmazva a Gauss-lemmat, szamitsuk ki a (%), (%), (%) és (%) Legendre-szimbdlumokat.

6.3.12. lemma. Feltételezziik, hogy a € Z, 2{ a, p { a. Ekkor

(a> — (-1 = [%}’ (2) — (4)”251 ‘
p p

Bizonyitas. Alkalmazva a Gauss-lemmat, kapjuk, hogy

(3)-52)-(5)-0) (59 - (%)

Y [teseh] (2t +i] bl
i=1 — (_])i:1 * — (_])i:1

o]

1 P1

JenE

o

Z % p2 -1
R

N

= (1)

pc—1 . .
Ha a =1, akkor (%) =(=1)"% ,és {ﬂ} = {%} =0, mert i=p; = % < p. Minden a paratlan szam esetén

(217&) - (%) (%) - (—1)1)287] (%) . Innen kovetkezik, hogy (%) = (_1)121[%]. -

A reciprocitastétel bizonyitasa.
Jeloljiikk pp := %, q7 == qT_], és igazoljuk, hogy (%) (%) = (=1)P"9" | Legyen

M:={(qi,pi) [T <i<p;, 1< <@} SN XN,
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tehdt M| =p1qq. Vegyiik észre, hogy qi # pj (valéban, ha qi=pj = q|pj = q|j). Legyen
My :={(ai,pj) e M| qi >pj},  Mz:={(qi,pj) € M| qi <pj}.
Kovetkezik, hogy M = M1 U M3, My N M, = &, tehdt p1qr = [Mq| 4+ [M2].

Rogzitsiik i-t. Akkor létezik [%} db. j € N szm tigy, hogy 1 <j < 9t Mivel 1 <1< py, 9 < § =

P . q1 .
[qg‘} <qr = %, tehdt [Mq] = Y [%} . Szimmetria okokbdl, [M;| = >~ [%} .

i= i=1
Felhasznalva a 6.3.12. lemmat, kovetkezik, hogy

1 q

(q) — (f])i§1 [%] — (71)\M1|, <z> — (7])121 [%] _ (71)\7\/[2‘ ,

(q) (P) _ (_”\MlHle\ _ (_])\Ml _ (_])Pﬂh ) -
P q

6.78. feladat. Hatdrozzuk meg a p primszamokat gy, hogy a kvadratikus maradék modulo p, ahol:
Na=-2; 2)a=32)a=-3; 3)a=7, 4)a=5 5 a=15 6)a=6; 7)a=10.

Tekintsiik a kévetkez6 altalanos feladatot. Adott a € Z. Hatarozzuk meg p-t ugy, hogy ( ) = 1. A kovetkezd

a
p
tétel valaszt ad erre a kérdésre, amikor a = q primszam.

6.3.13. tétel. Legyenek p,q pdratlan primszamok.
1) Ha q =1 (mod 4), akkor q kvadratikus maradék modulo p &< p =1 (mod q), ahol (%) =1, (0<r<

q).
2) Ha q = —1 (mod 4), akkor q kvadratikus maradék modulo p &= p = £b? (mod 4q), ahol b pdratlan,

q1b.

Bizonyitas. 1) Feltételezziik, hogy ¢ =1 (mod 4). Akkor (%) = (%), tehat (%) = (%) , ahol T =p (mod q).
Innen (%) =1 (g) =1.

hap =1 (mod 4)

2) Feltételezziik, hogy @ = —1 (mod 4). Akkor (%) =(-n"T (E) - (% p,> h 1 (mod 4)
_ ap=-—1 (mo .

,,&=,, Feltételezziik, hogy p = +b? (mod 4q), ahol b paratlan, q 1 b.
A ,+7 esetben p = b? = 1 (mod 4) (mert b paratlan) = % péaros. Innen p = b? (mod q) = (%) =

b2\ _ ‘ _
(T) =1, Teh4t (%) =1.
A ,—" esetben p = —b? = —1 (mod 4) = % pératlan. Mivel p = —b? (mod q), kovetkezik, hogy

(0)-()- (G-

Tehat (g) — (=1)-(=1)
,,=—" Feltételezziik

1

p=1 (mod4)
p=0b? (mod q), ahol qtb, b pératlan.

(Feltételezhetjiik, hogy b pédratlan, mert ha b dros, legyen b :=b + q.)

A fenti rendszer <= p = b? (mod 4q), mert (4,q) =1, és b2 =1 (mod 4).
—1
2. eset Legyen (—1)"7 = —1 és (g) — —1. Ekkor
=—1 (mod 4)
=—b? (mod q),

mert (*sz) = (i) . (bq—z) = —1. (Feltételezhetjiik, hogy b pératlan, mert ha b pdros, legyen b:=b+ q.)
)

q
A fenti rendszer &= p = —b? (mod 4q), mert (4,q) =1, és valéban —b? = —1 (mod 4). m
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6.3.14. példa. 1) Legyen q =5 =1 (mod 4). Ttt (£1)> =1 (mod 5), (£2)2 = 1 (mod 5), tehat (g) =1 =
p = =1 (mod 5).
2) Legyen q =3 = —1 (mod 4). Itt (:H)2 =1, b =41, tehat (%) =1 p==41 (mod 12).

3) Legyen ¢ =7 = —1 (mod 4). Itt 12 =1, 32 = 9,52 = 25 = —3 (mod 28), tehat (%) =1 p= =1 vagy
p =49 vagy p = &3 (mod 28).

6.3.15. példa. Végtelen sok 4k + 1 alaku primszdm létezik.
Valéban, feltételezziik, hogy p1,...,pr az Osszes 4k + 1 alakd primszéam. Legyen

N := (2p; ...pr)z—H.

Az aritmetika alaptételébdl kovetkezik, hogy létezik olyan p # 2 prim, amelyre p | N, azaz
(2p1...p)* = (=1) (mod p).
Innen (%) =1=p=4k+1 alaki = p € {p1,...,pr} ellentmondds, mert pi f N, Vi=1,...,r

6.79. feladat. 1) Igazoljuk, hogy végtelen sok 8k — 1 alaki primszam létezik.
2) Igazoljuk, hogy végtelen sok 6k + 1 alakii primszam létezik. (Utmutatés: legyen N = (2p7...p.)2 +3.)

A fenti dllitasok partikuléris esetei a kovetkezo tételnek, amelynek bizonyitdsa sokkal bonyolultabb médszereket
igényel.

6.3.16. tétel (Dirichlet). Ha a,b € Z, (a,b) =1, akkor végtelen sok ak + b alaki primszdm létezik.

6.80. feladat. Feltételezziik, hogy p =3 (mod 4), p > 3 primszdm, és feltételezziik, hogy q = 2p+1 is primszdam.
Igazoljuk, hogy 2P — 1 nem primszam.

6.81. feladat. Legyen p > 2 prim és g € Z. Igazoljuk, hogy:
a) g primitiv gy6k modulo p < g% = —1 (mod p);
b) ha g primitiv gyok modulo p, akkor g kvadratikus nemmaradék modulo p.

6.82. feladat. 1) Legyen p =4q + 1 alaku prim, ahol q is prim. Igazoljuk, hogy 2 primitiv gyck modulo p.
2) Legyenek p =3 (mod 8) és q = 5= ! primek. Igazoljuk, hogy 2 primitiv gyék modulo p.
3) Legyenek p, q primek, p = 2q + 1, q = 3 (mod 4). Igazoljuk, hogy —2 primitiv gyok modulo p.
4) Igazoljuk, hogy ha p = 2™ + 1 Fermat-féle primszam, akkor 3 primitiv gyok modulo p. Altaléban, ha
p = 2" 4 1 alaki prim, akkor minden kvadratikus nemmaradék modulo p primitiv gyok modulo p. (Megjegyzés:
n = 2% alaki.)

6.3.4. A Jakobi-szimbdélum

Az (7> Legendre-szimbdélum kiszamitésa a reciprocitéstétel segitségével igényli az a faktorizalasat. Most a célunk

a Legendre szimbdlum meghatérozésa faktorizalas nélkiil.

6.3.17. definicié. Legyen b € N, paratlan, b # 1, b = p;...p:, ahol py,...,pr nem feltétlentl kiillonbozé
primszamok. Legyen a € Z. Ekkor az a per b Jakobi-szimbdélum a Legendre-szimbélumok szorzata:

®-G)-6)
b pi/) \pr/)
6.3.18. megjegyzés. 1) Ha b primszam, akkor a Jacobi-szimb6lum megeggyezik a Legendre-szimbélummal.

2) (f5) = (3)-(5) = (=1)- (=) =1

15 3 5 :

Most hatédrozzuk meg a kvadratikus maradékokat modulo 15: (£1)? =1, (£2)? = 4, (£3)2 = 9 = —6,
(£4)? =1, (£5)? = -5, (£6)? = 6, (i7)2 = 4. Kovetkezik, hogy 2 kvadratikus nemmaradék modulo 15, annak
ellenére, hogy (%) =1.

3) Ha a kvadratikus maradék modulo b, akkor a kvadratikus maradék modulo p;, ahol p; | b, tehét (p%) =

1, vi=1,...,r. Innen (%) =1, azaz ha (%) —1, akkor a kvadratikus nem maradék modulo b.
6.3.19. tétel. 1) a; = a; (mod b) = (%) = (%)
2) (cuaz)_( ?2 ar,az € Z.

3) (5% ) = ( ) (& ) by, by € N* paratlanok.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az értelmezést és a Legendre szimbdlumok tulajdonsigait. m
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6.3.20. lemma. Legyenek rq,...,Tn € Z pdratlan szdmok.
1) Z?:] Tiz—1 = r1~...-2rn—1 (mod 2)
2 2 2
2) 2?11 Ti;1 = 1"14...-81"“71 (mod 2)

Bizonyitas. Indukcié n szerint. A részleteket az olvasora bizzuk. m

6.3.21. tétel. Legyenek a,b € N*, a,b > 1, a,b pdratlan szdmok.
_ 1, hab=1 (mod 4
) () == = - ( )
-1, hab=-1 (mod4)
b—1 1, hab==+1 (mod 8
2) (3)=(-1"% = B ( )
—1, hab==3 (mod 8)
h)_(*1)0771.b771_ 1, ha a=1 (mod 4) vagy b=1 (mod 4)
al 1=1, haa=b=-1 (mod4) '

Bizonyitas. A részleteket az olvaséra bizzuk. m
6.3.22. példa. Szamitsuk ki a kovetkez6 Legendre szimbdélumot:
101y _(131Y _(30Y _(2\(15) __(15\ 101y _
131/ \101) \101) \101 101) 101) 15 )
6.83. feladat. Szamitsuk ki a kovetkezé Legendre szimbolumokat:
215). 25 . 753). 48 . 514
a) (32); D) (5er)i o (&) D) o (3ass)-

6.84. feladat. Legyen D € N paratlan és négyzetmentes szam.

()= () - () -

1) Igazoljuk, hogy 3 b € N tigy, hogy (b,D) =1, és (Z) =—1.

2) Tgazoljuk, hogy 3 scu(zo) (5)=0,¢6s |[{aecU(Zp)|(S)=1}= e(D

3) Legyenek ai,...,dem) (o) € Z, tigy, hogy (ai, D 1, (%) =1. Igazoljuk, hogy (%) =1 &= 3i 1gy, hogy
p = a; (mod D).

4) Hatédrozzuk meg azokat a p primszdmokat, amelyekre (%1) =1.

6.85. feladat. Ha p, q primek, a < 0, b = q (mod 4a), p 1 a, akkor (9) = (%)

6.86. feladat. Igazoljuk, hogy (%) - ( ) - ( ) ( ) (p%s)

2) Kovetkeztesiik, hogy (%) = 21 Ezz - i; EEZ? gi

6.87. feladat. Feltételezziik, hogy a € N* és p prim, p 1 a. Igazoljuk, hogy (%) = (pf4a) .

6.3.23. tétel. Legyen a € Z, a nem teljes négyzet. Végtelen sok primszdm létezik, amelyre ( ) =—1.

a
P

[N}

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a négyzetmentes, mert ha a = g?a’, akkor (%) = (%) (%) = (%) .
Legyen a = 2°q7 ...(dm, ahol q; paronként kiilonb6z6 paratlan primszamok, e =0 vagy e = 1.

I eset: n>1.
Legyenek eq,...,e, kilonboz6 pédratlan primszdmok dgy, hogy q; ¢ {er,...,e:}. Legyen s € Z ugy, hogy

(q%) = —1. Legyen b € Z megoldésa a kovetkezd kongruenciarendszernek:
x=1 (modei), 1i=1,...,r
X = (mod 8)
X = (mod q¢), i=1,...,n—1
x=s (mod qn)

(Partikuldrisan b pdratlan, mert b = 1 (mod 8).) Legyen b = p;...pn a b felbontdsa primtényezékre. Mivel
b =1 (mod 8) kovetkezik, hogy (%) =1¢és —‘ #) . Kovetkezik, hogy

G)=(6) )51 (0) - @5 @) - @) - GR) @)

VRS
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Mésfelol —1 = (&) = (a)(pi) Tehat Ji € {1,...,n} tey, hogy (p&) = 1. Mivel ¢ t b, i =1,...,m,

b

kovetkezik, hogy p; ¢ {2,pe11 Se..,er).

II. eset: n=0, a=2.

Legyenek eq, ..., e, primek gy, hogy 2,3 € {e1,...,e,} és (ezf) =—1,i=1,...,r. Legyen b =8¢y ...e, + 3.
Tehat 24b, 31 b, extb, Vi=1,...,1.

Legyen b = py...pm a b felbontdsa primtényezskre. Mivel b = 3 (mod 8), kovetkezik, hogy (£) = —1.
Misfelsl -1 = (3) = () .- (&)-

Tehat 31 tgy, hogy (é) = —1. Végiil vegyiik észre, hogy p; € {2,3,e1,...,e,}. W

6.4. Kvadratikus egészek

6.4.1. Kvadratikus egészek

6.4.1. definicié. Egy a komplex szdmot algebrai egésznek nevezzik, ha a minimdlpolinomja egész egyiitthatos
polinom.

6.4.2. tétel. A raciondlis egészek halmaza egyeld az egész szamok halmazdval.

Bizonyitas. Legyen a € Q feltételezziik, hogy 3f € Z[X] igy, hogy f(a) = 0. Igazoljuk, hogy a € Z. Valéban,
legyen a = Tt irreducibilis tort, és legyen f = YioaX €ZX], as=1, s>1. Akkor

fla)=0 = an®+amn® '+ 4a_m* 'n+am® =0, = n|asm®.
Mivel (n,m) = 1, kovetkezik, hogy n|as =1,tehat n=1,ésa € Z. m
6.4.3. definicié. Legyen K/Q egy testbovités. Ha [K: Q] = 2 akkor K-t kvadratikus testnek nevezziik.

6.4.4. definicié. Legyen d € Z. Azt mondjuk, hogy d négyzetmentes, ha d # 0,1 és Vp primszam esetén
p?td, azaz d € {—1,42, 43,45 46,...}.

6.4.5. tétel. Legyen Q < K < C, [K:Q] =2. Akkor 3d € Z négyzetmentes szdm gy, hogy K = Q(v/d).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy K/Q véges bbvités, charQ = 0 = K/Q szepardbilis = I € K primitiv elem ugy,
hogy K = Q(«). Legyen mg,« € Q[X] az o minimalpolinomja:

_ —a++va?—4b

mge =X’ +aX+beQ(Vd) = « 5

Az a? —4b szdm, nem teljes négyzet mert « ¢ Q. Kovetkezik, hogy o« = r + sv/d, ahol r,s € Q, s # 0 és d
négyzetmentes. Azonnal beldthaté, hogy Q(«) = Q(r 4 sv/d) = Q(vd). m

6.4.6. definicié. Legyen o € K = Q(v/d).
a) Azt mondjuk, hogy « € Q kvadratikus egész, ha mg « € Z[X].
b) Feltételezziik, hogy
me,« =X?+ax+b, «a¢Q,

ahol az mg,« gydkei o, . Ertelmezés szerint, Tr(x) + & = —a az « nyoma és N(x) = a& = b az a norma4ja.
Akkor o kvadratikus egész & Tr(a), N(«) € Z.

Jeloljiik a kvadratikus egészek halmazdt Agx-val: Ax = {a € K | « kvadratikus egész}. Ha & = x +yv/d € K,
akkor Tr(a) = 2x és N(a) = x? — dy?.

6.4.7. tétel. Legyen K = Q(v/d) egy kvadratikus test és Ax az egészek halmaza.
1) Ha d =2 (mod 4) vagy d =3 (mod 4) akkor {1,V/d} bdzis Z felett Ax-ban, azaz

Ax :Z[\/a]:{a—l—b\/al a,bez}.

2) Hao d =1 (mod 4) akkor {1 , %} bazis 7. felett Ax-ban, azaz

— {a—l—b] +2\/E | a,bGZ} > ZIVdl.

1++vd

Ax =Z 7
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Bizonyitas. Legyen « = x +yv/d € Q(v/d), y # 0. Akkor
aeAx & Tr(a), N(a) € Z & 2x, x*> —y?d € Z.

Kovetkezik, hogy (2x)? — (2y)?d € 47Z.
Igazoljuk, hogy 2y € 47Z. Valéban, feltételezziik, hogy y ¢ Z Ekkor 2y = =

t,
Innen ds? = p?t?w, ahol w € Z, tehat p? | d ellentmondds, tehat 2y € Z.
Legyen 2x =u, 2y =v. Akkor « € Ax & u,v € Z, u> —dv?> =0 (mod 4).
Ha d =2 (mod 4) vagy d = 3 (mod 4) akkor u? —v?d =0 (mod 4) & u,v parosak, azaz x,y € Z. Tehat ha
d =2 (mod 4) vagy d =3 (mod 4), akkor « = x +yv/d € Z[V/d].
Ha d =1 (mod 4) akkor u?> —v?d =0 (mod 4) & u,v parosak vagy u,v paratlanok, azaz

ahol p prim, s,t € Z, p t s.

Ax = {% + %\/a | u,v € Z azonos parossiguiiak}.

Tehat ha d = 1 (mod 4) akkor « = x 4+ yv/d ahol x,y € Z, vagy cx:x—l—y%, aholx =5, y=3éuvei
paratlanok. m

6.88. feladat. Legyen K = Q( 77+F) A fenti jelolésekkel, hatarozzuk meg d-t és Ag-t.
6.89. feladat. Igazoljuk, hogy Ak részgylirtije C-nek (tehat Ak integritdstartomany).

A kovetkezd lemmak bizonyitasat is az olvaséra bizzuk.
6.4.8. lemma. Legyen K = Q(V/d) egy kvadratikus test és Ax az egészek halmaza.

1) A norma teljesen multiplikativ figguény, azaz N(af) = N(a)N(pB), Va,fp € Ax.

2) o invertdlhaté Ax-ban & IN(a)| = 1.
3) Ha IN(a)| =p primszam, akkor « irreducibilis Ax-ban.

Bizonyitas. 1) Legyen « = a + bv/d és B = e + fv/d. Elészor, igazoljuk, hogy «f = &p. Valéban,

oaf = (a+bVd)(e+fVd) = ae + bfd + (af + be)Vd = ae + bfd — (af + be)Vd
&P = (a —bVd)(e —fVd) = ae + bfd — (af + be)Vd

Innen N(aB) = afaf = &P = xxBPp = N(x)N(B) m

6.4.9. lemma (invertalhaté elemek imagindrius esetben). Legyen d < 0.
1) U(Ak) ={1,—1}, ha d 75 —1,—
2) Ha d = —1, akkor U(Z[ )—{1 i—1,—i}.
3) Ha d = —3, akkor U(Z[”%f N ={1,e,€e% €3 e* €%}, ahol e = ”‘f = cos 2F + isin 2%,

6.4.2. Primszamok felbontasa Ag-ban

6.4.10. lemma. Legyen K = Q(V/d) egy kvadratikus test és A = Ax az egészek gytiriije.
1) Ha p primszdm, akkor vagy p irreduciblis A-ban, vagy p = w72, ahol 1,72 € Ak irreducibilisek.
2) p irreducibilis A-ban & A/Ap test.
3)px~ 7'[1 1, ahol 11 = Tty irreducibilisek A-ban & A/Ap izomorf két test szorzatdval.
4) p 2 ahol 7 irreducibilis A-ban & AJAp-ban létezik nemnulla nilpotens elem.

6.4.11. tétel. Legyen p > 2 egy primszdm. Legyen K = Q(v/d) és A := Ax. Ekkor:
1) p ~ mymy, ahol 1y = 1y drreducibilisek A-ban & (%) =1.
2) p irreducibilis A-ban & (%) =—1.
3) p ~ n?, ahol 7 irreducibilis A-ban & p | d.
Bizonyitas. Be fogjuk bizonyitani mindkét esetben, hogy A/pA ~ Z[v/d]/pZ[Vd]. Igazoljuk, hogy a Z[v/d] —

A — A/Ap Gsszetett kanonikus morfizmus sziirjektiv és a magja Z[Vd] N Ap.
Valéban, ha d =1 (mod 4), és ha a,b € Z és b paratlan, akkor

1 +2\/3) (st (b+p)1 +2ﬁ) _ 1 +2\/E,

(a+Db

és b + p péros, tehdt x = a + (b +p)-H2% ”\F € Z[Vdl, vagyis a —I—b”z\/a =x (mod Ap), ahol x € Z[v/d]. Tehét a
morfizmus sziirjektiv.
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Igazoljuk, hogy Z[v/dl N Ap = pZ[V/d]; valéban evidens, hogy pZ[\/a] C z[\/&] és forditva, a + byvd =
p(a’—i—b’%) e ZIVdINAp, ahol a, b, a’, b’ e Z=a=pa’+p- & ésb=p- ; ahol p pératlan, tehit b’
paros innen a’ + b’ 1+2\f.

Az 1. izomorfizmustételbdl kapjuk, hogy Z[v/d]/pZ[Vd] ~ A/Ap.

Masfelél a

¢:ZIX| = ZIVd],  olf) = f(Vd)

morfizmus sziirjektiv, és Ker ¢ = (X2 — d)Z[X]. Valéban a (X?* — d)Z[X] C Ker ¢ bennfoglalis evidens, és
forditva, ha f € Ker ¢, akkor f(v/d) = 0 tehat, mivel X? — d az v/d minimélpolinomja Q felett, kovetkezik, hogy
f = (X? —d)g, ahol g € Q[X]. Mivel f € Z[X], kivetkezik, hogy g € Z[X], tehit f € (X2 — d)Z[x].
Tehat Z[X]/(X? — d) ~ Z[Vd]. Koévetkezik, hogy
A/Ap = ZIVA/pZIVA] =~ (ZIX]/(X* — 4))/p(ZX]/(X* - d)) =
= (ZIX)/(X* = a)/PZIX] + (X* — A)ZX)/(X* - d)) =
~ Z[X1/(p,X* — d) = (ZXI/pZX))/((p,X* — d)/pZIX]) =
~ 7, [X]/(X* = d),
ahol d a d osztéalya modulo p. A fenti izomorfizmus sorozatban a Z[X]/pZ[X] ~ Z/pZ[X] kanonikus izomorfizmust
hasznaltuk, ami kévetkezik a
ZIX] = Zp[X], ao+ a1 X+ +amXT = ao+a X+ +amX™
sziirjektiv morfizmusbol. B
Ha X? —d € Z, [X] irreducibilis Z, [X]-ben, akkor Z,[X]/(X? —d) test, tehat A/Ap is test, vagyis p irreducibilis
A-ban (mivel Ap maximélis idedl).
HaX?—-de Zy[X] nem irreducibilis Zy [X]-ben, akkor két lehetSség 4ll fenn:
(i) X2—d=hth; € Zy[X] kiilénboz6 elséfoku fépolinomok Zy, [X]-b6l; ebben az esetben, mivel (hy,hy) =1,
alkalmazzuk a kinai maradék tételt:
A/Ap ~ Zp[X]/(hiha) ~ Z,[X]/(h1) x Zp[X]/(h2)
Tovabbd hy = X —a; € Zp[X], 1 = 1,2, és Zp[X]/(X — a3) ~ Z,,. Tehdt ebben az esetben kapjuk, hogy
A/Ap ~ Zy X Ly, vagyis p felbonthaté A-ban.
(i) X? — a_: h?, ahol h = X — @ € F, [X], vagyis X*> —d = X? —2aX + (_12;_ mivel p # 2, kévetkezik, hogy a = 0,
vagyis d = —a?-bél kovetkezik, hogy p | d, és forditva, p | d = X2 —d = X2.
Tehét p | d & X? —d =h?, ahol h € Z,[X]) & X? —d = X? & A/Ap tartalmaz nemnula nilpotens elemet
(mivel a Z,[X]/(X?) gyfirtiben az X 4 /(X?) elem nem nulla és (X + /(X?))? = 0).

Ha tovdbba p nem osztja d-t, akkor a fentebb emlitetteknek megfelelden kapjuk, hogy: p felbonthatd A-
ban & A/Ap izomorf két test szorzatdaval & X? —d = (X+ a)(X+b), ahola #b & a+b =0, ab = —d,
62

=d& (5)=1

P

Vegiil kizardssal marad, hogy p irreducibilis A-ban & p td és (%) =—1. m

6.4.12. tétel. Legyen p = 2. Az el6z6 tétel jeloléseit alkalmazva
1)2~m? &= d=2 (mod 4), d=3 (mod 4).
2) 2 drreducibilis A-ban &< d =5 (mod 8).
3) 2 =mymy, ahol Ty » Tty irreducibilis elemek A-ban < d =1 (mod 8).

Bizonyitds. Ha d =2 (mod 4) vagy d =3 (mod 4), akkor A = Z[/d] és tehat
A2A = ZIVA/2ZIVd] = Z,[X]/(X* — ),

az el6z6 tétel bizonyitdsa szerint. Ha d =0 vagy d = 1, X2 —d = X? vagy X?> —d = (X — 1)2, tehat A/2A-nak
nemnulla, nilpotens elemei vannak (mivel A/2A ~ Z,[X]/(h?), ahol h € Z,[X] egy elséfoki polinom és h + (h?)
nemnulla elem, melynek négyzete 0-val egyenld).

Ha d =1 (mod 4), akkor A = Z[15/4] és mitébb Z[154] ~ Z[X] /(X2 — X — &1), mivel X2 —X— &1 ¢ Z[X]
1+ﬁ

az minimélpolinomja Q felett. Tehat

A/2A ~ (ZIX]/(X? =X —a))/2(ZIX]/(X?> =X —a)) =
= (ZIXI/(X? =X —a))/(X? =X — a)Z[X] + 2ZX]/(X* =X —a) ~
~ZIX|/(X? =X —a,2) ~
~ (ZIX1/2ZIX))/((X* = X — a,2)/2Z[X]) ~
~7Z,[X]/ (X* =X —a),

2



6.4. Kvadratikus egészek 221

ahol a az a egész szam osztalya modulo 2. B
Ha a =1 (mod 2), vagyis d =5 (mod 8), akkor X? — X — 1 irreducibilis Z,[X]-en (mert nincs gydke Z-ben),
vagyis A/2A test, és akkor 2 irreducibilis A-ban. B
Ha a =0 (mod 2), vagyis d = 1 (mod 8), akkor X? — X — a = X(X — 1) vagyis
A/2A = Zy[Xl/(X(X = 1)) = Z[X]/(X) x Za[X]/(X = 1) =~ Z3 x Z;

vagyis 2 felbonthaté A-ban. m

6.4.3. Euklideszi gytlrik
Legyen K = Q(v/d) és A := Ax és N: A — Z, n(z) = |zZ| az euklideszi norma.
6.4.13. lemma. (A,N) euklideszi gyiiri & (V)z € Q(v/d) (3)q € Z[Vd] gy, hogy N(z—q) < 1.

Bizonyitas. Legyen z = a/b € K, ahol a,b € A, b # 0. Létezik q,r € A gy, hogy a = bq + r, N(r) < N(b).
Ekkor N(z —q) = N(r/b) = N(r)/N(b) < 1.

Forditva, legyen a,b € A, b # 0. Legyen z = a/b. Akkor létezik q € A gy, hogy N(z — q) < 1. Legyen
T:=a—bq, tehat a =bq + r; akkor N(r) = N(a —bq) = N(b(a/b—q)) = N(b)N(z—q) < N(b). =

Immaginarius euklidészi kvadratikus testek

6.4.14. tétel. Legyen d < 0. Ekkor (A, N) euklidészi akkor és csak akkor, ha d € {—1,—2,—-3,—7,—11}.

Bizonyitas. Az elébbi lemma szerint olyan Q(v/d) testeket kell taldlnunk melyekre adott z = x +yv/d € Q(v/d)
esetén létezik q € A tgy hogy N(z — q) < 1. Két esetet kiilonboztetiink meg;:

Legyen d = 2 (mod 4) vagy d = 3 (mod 4), és feltételezziik, hogy A euklidészi a norméra nézve. Ha z =
x+yvd € Q(vd), létezik g = a+bv/d € Z[Vd] dgy hogy N(z—q) = (x—a)?—d(y—b)? < 1. Legyen x =y = 3;
kapjuk, hogy

1 1 1 2 1 2
— — < | - — — R 1
+-m <2 a) d<2 b) <1,

ahol m = —d. Innen m + 1 < 4, azaz m < 3 tehat d > —3. Kovetkeztetésképpen, a d = 2 (mod 4) vagy d = 3
(mod 4) esetben, ha A = Z[v/d] euklidészi, akkor d = —1 vagy d = —2.

Forditva, ha d = —1 vagy d = —2 akkor legyenek a és b az adott x és y raciondlis szamokhoz legkézelebb es6
egész szdmok. Kapjuk hogy [x — al < % ésly—bl <5 1 tehat ha q = a + bv/d, akkor

1 1 m—H
_ _ < - -
N(z—q) = (x —a)?> —d(y — b)? 1 +m 4 7] <1,

ahol m = —d =1 vagy m = —d = 2. Tehat Z[i] = Z[v/—1] és Z [v—2] euklidészi gylirtik a normdra nézve.
Legyen d = 1 (mod 4), és feltételezziik, hogy A =

z:x—l—y\/ae(@(\/a)eseténlétezikq:a—l— (1++4d) EZ[ +Vd

b\* b\*
N(z—q)—(x—a—2> —d(y—z) < 1.
Legyenx:yf% kapjuk, hogy
11 1 b\’ 1 b\*
—+-—m<|(-—a—= _ -
6 T6m (4 a4 z) d<4 2) <1

_|_
ahol m = —d (mert 1 —4a—2b #0és1—2b #0). Tehat m+ 1 < 16, vagyis m < 15. Mivel d =1 (mod 4),
kapjuk hogy m = 3 (mod 4) azaz m = 3 vagy m = 7 vagy m = 11. Ezért ha d = 1 (mod 4) és Z [%}

} euklidészi a norméra nézve. Ekkor barmely

|_|

, melyre

euklidészi a norméra nézve, akkor d = —3 vagy d = —7 vagy d = —11.
Forditva, legyen d = —3 vagy d = —7 vagy d = —11. Ha, x,y € Q adottak, akkor meghatarozhatjuk az
a,b € Z szamokat gy hogy |2y — b| < % és ’x — 5 — a‘ 27 azaz b a 2y-hoz legkozelebb levo egesz szam, és az

igy meghatarozott b esetén a lesz az x — %—h(’)’z legkozelebb lev$ egész szam. Legyen q = a+ & F(1+ vd). Kapjuk,
hogy

N(z—q):N(x—a—bJr\/a(y—b))=<x—a—§>2—d(y—z)zg

S Adm 411 15
S T T TR T

ahol m = —d. Teh4t Z [ +\/—3} , Z [Hzﬂ} és Z [” Y ] euklidészi gytirik a normira nézve. m
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Valos euklidészi kvadratikus testek

Ha d > 0 akkor a az euklideszi kvadratikus testek meghatarozasa sokkal nehezebb. A pontos valaszat a kdvetkezd
tétel adja meg:

6.4.15. tétel (Chatland—Davenport, 1950; Barnes—Swinnerton-Dyer, 1952). Legyen d > 0. Fkkor A
euklidészi a normdra vonatkozéan akkor és csak akkor, ha d € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73}.

Példa olyan féidedlgytiriire, amely nem euklideszi gytiri

s

A kovetkezOkben bebizonyitjuk azt, hogy a Z kvadratikus egészek gyliriije egy féidealgytirii.

6.4.16. lemma. Legyen A a K = Q(iV/d) kvadratikus egészek gyiirije. Feltételezzik, hogy barmely x,y € A nem

nulla elemek esetén, ha N(x) > N(y), akkor y | x vagy létezik z,w € A gy, hogy 0 < N(xz —yw) < N(y).
Akkor A féidedlgytiri.

Bizonyitas. Legyen I # 0 A-nak egy idedlja, és legyen y € A 1gy, hogy N(y) = min{N(t) | t € I\ {0}}. Legyen

x € I\ {0}; barmely z,w € A esetén xz—yw € I | tehdt xz —yw = 0 vagy N(xz —yw) > N(y). Kovetkezik, hogy

y | x, tehdt x € Ay barmely x € I esetén, vagyis I = Ay, ami azt mutatja, hogy A féidedlgyfiiri. m

6.4.17. tétel. A Z [le] féidealgyiiri, de nem euklideszi gyiri.

Bizonyitas. A 6.4.14. tételbdl kovetkezik, hogy Z {M} nem euklideszi gytliri. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk,

4

hogy Z f6idealgytiri, meg kell vizsgdlnunk, hogy teljesiti-e az el6z6 lemma feltételeit.

Legyen x,y € Z [%} \ {0} gy, hogy y £ x. Ekkor 0 < N(xz—yw) < N(y) & 0 < N(X -z—w) < 1.
Jelsljiik

x a+bci\/ﬁ € QUVTI),

v

ahol a,b,c € Z, (a,b,c) = 1, ami lehetséges mivel, ha 3 e Z[iv19)], akkor % e Z {Hiﬁ} vagyis y | x, ami
lehetetlen.

Feltételezziik, hogy ¢ > 5. Legyen d,e,f,q,7 € Z 1igy, hogy ae + bd + cf =1,ad —19be =cq + 1 és |r| < 5.
Legyen z := d + eiv/19, w:= q — fiv/19. Akkor

Xzo :(a+bi\/ﬁ)c(d+ei\/ﬁ)_ fiVT9) = — 19be) C(bd—i—ae)i\/ﬁ_q_i_ﬁﬁz
:cq+r+(1c—cf)i\/ﬁ 4+ Fivio = 1\/>

Evidens, hogy lz—w #0és N(iz—w) =N(Z —I—ﬂ) = TZ*%. Ha ¢ = 5, akkor mivel |15, kapjuk, hogy [r| < 2,

r+19< 4+19 419

vagyis 72 + 19 < 23 < ¢?. Ha ¢ > 5, akkor mivel |1| < 5, kapjuk, hogy < 1, mivel ¢? >

Teht, ha ¢ > 5, akkor létezik z,w € Z [‘+1W } gy, hogy 0 < N(X-z—w) < 1. A tovébbiakban a kovetkezc’)’
eseteket kell megvizsgdlni: ¢ =2, ¢ =3 vagy c =4.

(1) Legyen ¢ = 2. Mivel y { x és (a,b,c) = 1, kovetkezik, hogy a és b kiillonboz6 parossdguak (mert
Z [Hiz‘/ﬁ} = {u“’im | u,v € Z azonos parossigi}). Legyen z=1¢éw= M. Evidens, hogy

Z,WEZ[%},% z— w—2#0e50<N( z—w) <z <1,

(2) Legyen ¢ = 3. Akkor (a,b,c) =1, tehat a? + 19b? = a? + 19b? # 0 (mod 3), mert barmely n € Z esetén
n? =0 (mod 3) vagy n? = 1 (mod 3) Legyen z := a — biyv/19 és w := q, ahol a? 4+ 19b% = 3q +r, ahol v = 1
vagy v = 2. Akkor%-sz:& q*T;éOes0<N(f z—w)<1.

(3) Legyen ¢ = 4. Akkor a és b nem egyszerre parosak Abban az esetben, amikor a és b kiilénb6z6
pérosséguak, a? 4 19b2 = a? —b? # 0 (mod 4). Legyen z := a — biv/19 és w := q, ahol a? + 19b% = 4q + r, ahol
0<r<4 Tehdt X z—w=95 g1 £0&0<N(ZE z—w)<]1.

Ha a és b paratlan szamok, akkor a? + 19b? = a? + 3b? # 0 (mod 8), mert biarmely m € Z paratlan
szamra m? = 1 (mod 8). Legyen z := M és w = q, ahol a? +19b%? = 8q+ 1, 0 < r < 8. Ekkor
i-sz—% a=3 #OebO<N(* z—w) <1

y
Kovetkezik, hogy Z {%} teljesiti a 6.4.16. lemma feltételeit, tehat foidedlgytliri. m
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6.5. Diofantikus egyenletek
Ha f € ZIX1,X3,...,Xn] egy n-hatarozatlant polinom és n > 2, akkor
f(x1,%2,...,%Xn) =0 (6.2)

egyenletet diofantikus egyenletnek nevezzik, ha megkoveteljilk, hogy a megoldasok egész vagy raciondlis szamok
legyenek.

Ha f(x1,%2,...,%Xn) = 0 homogén polinom, akkor a (0,0,...,0)-t4l kiilonb6z6 megolddsok a nem trividlis
megoldasok. A homogén esetben a probléma, hogy raciondlis megoldast keressiink egyenértékii azzal, hogy egész
megoldast keressiink (miért?).

A diofantikus egyenleteknek végtelen sok fajtdja van; megoldasukra nincs dltalanos mddszer. A tovabbiakban
az egyszeriibbek koziil néhanyat targyalni fogunk.

6.5.1. Az aix;+ -+ anx, = m els6foki egyenlet

1) Legyen n = 2. Tekintsiik az
ax + by =c,

egyenletet, ahol a,b,c € Z, a # 0, b # 0 adottak, x,y € Z ismeretlenek.

Legyen d = (a,b) . Ha 3 (x,y) megoldés, akkor d | c. Tehdt, ha d { ¢ akkor nincs megoldds.

Feltételezziik, hogy d | c. Legyen a = a’d, b = b’d. Keressiink egy partikuldris megolddst. Ju,v € Z ugy,
hogy d = au+ bv (ezeket kiszdmitjuk az euklideszi algoritmussal). Szorzunk c’-tel: => ¢ = ac’u+ bc’v. Legyen
X0 :=c’u, y:=c'v, tehat (xo,yo) partikularis megoldas.

Keressiik most az altalanos megoldast.

ax+by=ce= ax+by=axo+byo = a(x—xo)+b(y—yo) =0 a’(x —xp) +b’(y —yo) =0.

Feltételezziik, hogy (x,y) € Z megoldis. Kovetkezik, hogy a’ | b’ (y —yo), b’ | a’ (x —xo) De (a’,b’) =1,
tehdt a’ |y — Yo, b’ | x — xo. Kovetkezik, hogy y —yo = a’t, ahol t € Z. Innen a’ (x —xo) + b’a’t = 0, teh4t
x —Xxp = —b’t. Igy a megoldés:

x =%x9 —b't
{ y=yo+a't ’
ahol t € Z. Forditva, evidens, hogy Vt € Z esetén (x = xo — b’t,y = yo + a’t) valéban megoldésa az ax + by = c
egyenletnek.

2) Altaléban, az aixy + azxz + ... + apxn = c diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
(a,...,an) | c.

Valéban, ha az a;x1 + azxz + ...+ anxn = ¢ egyenlet megoldhatd, akkor (aq,...,a,) a bal oldalnak osztdja,
tehat osztdja a jobb oldalnak is. Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ = (ai,..., an)c’. Tudjuk, hogy létezik xi,...,x}
egész szamok melyekre:

/ / /
arx) +axx; + ...+ anx), =(ay,...,an).

Ezt ¢’-tel szorozva kapjuk, hogy:

x1=c¢'x], xa=c¢'%5, ..., xn =c'x].
6.5.1. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az ax + by = ¢ egyenlet ekvivalens az ax = ¢ (mod b) vagy a by =c
(mod a) kongruencidval.
Legyen d = (a,b), akkor a = a;d, b =b1d és c = c1d, ahol (a;,b;) = 1. Ekkor

arx+biy=ci S aix|c; (mod by) & d1 =6

a Zy, maradékosztdly gyliriben. De (a;,b;) =1 = Elﬁf1 amib6l kovetkezik, hogy % = ﬁf](n az egyetlen
megoldas.

6.5.2. példa. Tekintsiik a 18x + 28y = 10 egyenletet. Mivel (18,28) = 2 | 10 kovetkezik, hogy van megoldés.
Tekintsiik a 9x 4+ 14y = 5 egyenletet. Megoldjuk a 9x = 5 (mod 14) kongruenciat, azaz a 9% = 5 egyenletet
Zig-ben. (9,14)=1=>Fu  veZ: %9u+14v =1 Mivel 14=9-14+5,9=5-14+4,5=4-1+1, kapjuk, hogy
u=—3,v=2. Tehdt & = 11 -5 a Zy,4 gyfiriiben, azaz x = 13 (mod 14).
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6.5.3. példa (Az egyenlet megolddsa az eggyutthaték abszolut értékének csokkentésével).
1) Tekintsiik a 25x + 7y = 4 egyenletet. Mivel 25| > |7| = y-t fejezziik ki.

_ 4-—25x  4+43x

y . X xeZ e d+3e=Tz BI<
_4 _3_ _
x:723 :6”7‘33 1=22—1+%€Z(:)z—1:3t(:>z:3t+1
2 175t 2
‘= 1t3+3:7t+1,y=417#:—25t—3, tez.

2) Oldjuk meg a 16x—23y+9z = 15 diofantoszi egyeneletet. Célszerti a legkisebb abszold értékii eggytlitthatéval
rendelkez6 ismeretlent kifejezni:
_15—16x+23

2= TS x4y

6+ 2x + 5y
5 .

9

Az utolsé tagot t-vel jelolve % = t. Innen 2x + ty — 9t = —6. Ebbd] ismét azt az ismeretlent fejezziik ki,

amelynek egyiitthatoja legkisebb abszolut értékii.

—6—5y + 9t —y+t
x:%:—3—2y+4t+ y; .

Az utolsé tagot jeloljik u-val: 7y2+t = u, ahonnan y = t — 2u. Helyettesitsiik ezt vissza x-be, majd ezt az elébb

kapott z-be. Ekkor
x = —3 4 2t + 5u, y=t—2u, z=7—1t—14u, t,Luez

a tekintett diofantoszi egyenlet megolddsa. Hogy ezek az értékek barmely t és u értéke mellett megoldasai a
diofantoszi egyenletnek, arrél behelyettesitéssel gyézédhetiink meg:

16(—3+2t+5u) —23(t —2u) + (7 —t —14u) =254 (32 — 23 — 9)t + (80 + 46 — 126)u = 25.

6.90. feladat. Oldjuk meg:
1) 12x + 31y = 23; 2) 25x — 13y — 7z =4; 3) 6x — 5y + 4z = 8§;
25x—13y+7z=4
) { 7x+4y—2243t=2

6.5.4. megjegyzés. Az ax + by = c egyenlet egy egyenest jelent a sikban. Az egyenlet megoldhatdsiga azt
jelenti geometriailag, hogy atmegy-e az egyenes egész koordindtaju pontokon, azaz Un. racspontokon. Ha az
ax + by = c egyenes atmegy egy racsponton, akkor végtelen sok racsponton megy &t.

6.5.2. Redukcié modulo p
Feltételezziik, hogy az 6.2 egyenletnek van megoldasa Z™-ben. Akkor Vp primszam esetén, az
f(x1,...,xn) =0 (mod p) (6.3)

kongruencidnak is van megoldésa. Tehat ha Jp prim szam ugy, hogy az 6.3-nek nincs megoldésa, akkor 6.2-nek
sincs medoldésa.

6.5.5. példa. Igazoljuk, hogy y? = x3 + 7 egyenletnek nincs egész megoldésa.
I eset: Feltételezziik, hogy x paros megoldds, akkor y> = 3 (mod 4), ami lehetetlen.
1I. eset: Feltételezziik, hogy x paratlan megoldas.

VHl=x+82y2+1=(x+2)06E-2x+4) &y?+1=(x+2)((x—1)*+3)
(x — 1)% + 3 paratlan, 4k — 1 alakd, tehat 3p = —1 (mod 4) gy, hogy p | (x — 1)2 4 3, tehdt y> = —1 (mod p).
Tnnen (%‘) — 1, tehdt p = 1 (mod 4), ellentmondas.

6.91. feladat. Legyen p primszam. Igazoljuk, hogy az x> + py® + p?z3 = 0 egyenletnek az egyetlen megoldésa
(x,y,2z) =(0,0,0).

6.92. feladat. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:

\/x+\/x+...+\/>?z,

(y-darab gyokjel), x,y,z € Z.

6.93. feladat. Oldjuk meg az y? + 31 = x> diofantikus egyenletet.
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6.5.3. A Pithagoraszi szamharmasok

Az x? +y? = z? egyenlet pozitiv, egész megoldésait keressiik. Ezeket a megoldasokat tigy ismerjitk mint Pitha-
goraszi szamharmasok, mely elnevezés onnan ered, hogy a masodfoku diofantikus egyenletek megoldasa az olyan
derékszogl haromszogek keresésével kezd6dott amelyekben az oldalak természetes szamok.

Tegyiik fel, hogy az x, y, z megoldas és legyen d = (x,y), az x és y szamok legnagyobb kozos osztdja. Tehat
d?|z?, azaz d|z és mivel (x,v,z) = ((x,u),2z) = (x,y,z) = d. Szimetria okok miatt (x,y,z) = (x,y) = (y,z) =
(x,z), és

x\ 2 Y\? _ [z\? xy_yz_xz_1
(d) +<d) 7<d) ’ (d’d)i(d’d>7(d’d)7 ’
Az olyan x1, y1, z1 megoldasokat amelyre x1, Y1, z1 paronként relativ primek, az egyenlet primitiv megoldasainak
nevezzik. fgy minden X, Yy, z megoldas dxi, dyy, dzy alakd, ahol x1, yy, z; valamely primitiv megoldas. Forditva,
ha x1, y1, z1 primitiv megoldas, akkor dx;, dy;, dz; szintén megoldas, ha d pozitiv egész. Tehat elég a primitiv
megoldasokat keresni, a tovabbiakban ezekkel foglalkozunk.
Az x és y mindegyike nem lehet péros, de paratlanok sem lehetnek mindketten, mert, ha igy lenne akkor
2 =1 (mod 4) és y> = 1 (mod 4) kongruencidkbol kévetkezne a hamis z> = 2 (mod 4) kongruencia. Mivel x
és y szerepe szimetrikus, feltehetjiik, hogy y paros és x paratlan. Ezzel az eredeti egyenlet a kovetkezd alakban
irhaté:
)2

zZ+x zZ—X _(

2 2 N
thol (50520 1)t (5 22| (351535 =2 8 (35, 579 |55 = 530) = x T 53— &
Z2X — b2, ahol q, b>0vegyuk észre, hogy

v
2

(a,b)=1, a>b>0, x=a’>—b% y=2ab, z=a’+b%

Mivel z paratlan, az a és b ellenkez6 paritasuak.

Forditva, legyenek a és b olyan egészek, amelyekre (a,b) = 1, a és b ellenkezd paritasiak; akkor az x = a®>—b?,
y = 2ab, z = a? +b? vélasztassal kapjuk, hogy x, y, z pozitivak és x? +y? = (a*—b?)?+(2ab)? = (a?+b?%)? = 22,
ahol (x,y) =1 ésy paros. Ezért az x, y, z az egyenlet primitiv megoldédsat adjsk.

Az x* +y* = z* egyenlet és a végtelen leszallds médszere

A végtelen leszédllas mddszer alapgondolata a kovetkezd. Induljunk ki abbdl minden n természetes szamhoz
tartozik egy P(n) allitds. Amenyiben létezik olyan természetes szdm, amelyre P(n) igaz, akkor az ilyen természetes
szdmok kozott van legkisebb. Ha abbdl a feltételezésbdl, hogy n’ a legkisebb természetes szdm, amelyre P(n)
igaz, kovetkeztetni tudunk arra, hogy P(n) egy n’-nel kisebb n” szdmra is igaz, akkor ez az ellentmondds azt
jelenti, hogy a P(n) &llitds minden n-re hamis.

6.5.6. tétel. Az x* +y* =z? diofantikus egyenletnek nincs egész megolddsa xyz # 0, z > 0 esetén.
Pontosabban, az x* +y* = 22 egyenlet egész megolddsai a trividlis x = 0, y,z = +y? és x,y = 0, z + +x?
megolddsok.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy x* + y* = z? egyenletnek van ilyen megoldisa, legyenek ezek x, y, z ahol z
a leheto legkisebb pozitiv egész szam. Ellentmonddsra jutunk, ha megmutatjuk, hogy van olyan, ettol eltérd
megoldds, melyben z ennél is kisebb.

Elészor belatjuk, hogy x,y,z paronként relativ primek. Valéban, ha p osztéja az (x,y), akkor p* | x* +y*#,
igy p* | 22, azaz p? | z és az eredeti egyenletbdl kivetkezik

() (3 -(5)

ellentmond z minimalitdsdnak. Hasonléan (x,z) = (y,z) = 1.

MasfelSl x és y nem lehet egyszerre paratlan mert, ha x és y péaratlan, akkor redukava az egyenletet modulo
4, az z> = 2 (mod 4) kongruencidhoz jutunk, ami lehetetlen. Tehdt, legyen x paros, y paratlan; kovetkezik, hogy
z paratlan.

Egyenletiinket az y* = (z — x?)(z + x?) alakra frjuk. Ha p osztja a z — x? és z + x? egészeket, akkor osztja az
y*, 2z és 2x? egészeket, tehat (z — x%,z +x?) = 1. Azonban az (z — x?)(z + x?) szorzat egy negyedik hatvény,
igy létezik u,v € Z péaratlanok, gy, hogy z — x> = u*, z+x? =v*, (u,v) = 1. Ekkor (v —u?)(v? +u?) = 2x?,

ahol u? +v? = 2 (mod 4), és (v* —u?,v? +u?) = 1. Kovetkezik, hogy létezik a,b € Z tgy, hogy v —u? = a?,

vZ +u? = 2b2. Akkor u,a,v pithagordszi szdmhérmas, tehdt v = r2 4+ s, u = r> — s2, a = 2rs, ahol 1,5 > 0.
Tovabbd v + u? = 2b%? = ¥ +s* = b2, Hau = v = 1, akkor x = 0 ellentmondis, teht u* +v* > u? +v?,

ahonnan z = %(u2 +v4) > %(uz +v2) =b? > b, ami ellentmond a z minimalitdsdnak. m

2
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6.5.7. megjegyzés. Abbdl a ténybdl, hogy az x* + y* = z? egyenletnek nincs pozitiv megoldasa, kovetkezik,
hogy az x* 4+ y* = z* egyenletnek sincs megolddsa. Ez speciélis esete a nagy Fermat-tételnek, amely szerint,
ha n > 2 akkor az x™ +y™ = z" egyenletnek csak trividlis egész megoldasai vannak. Az n = 3 esetet kés6bb
targyaljuk.

6.5.4. A Z[i] Gauss-egészek gyiiriijje. Négyzetszamok Osszege

Legyen d = —1 = 3 (mod 4), tehdt Ax = Z[i] , melyet Gauss-egészek gylirtijének neveziink. Lattuk, hogy Z[i]
euklideszi a norméra nézve, ahol ha o = x + iy, akkor N(«) = x% +y?2. Azt is tudjuk, hogy

A primszdmok felbontdsat mar targyaltuk, de ebben az esetben adunk egy elemi bizonyitést is.

6.5.8. tétel. a) 2 = (1 +1)(1 —1), ahol 1 £1i irreducibilis elemek, és 1+1i~1—1, azaz 2 ~ (1 +1)2.

b) Ha p prim dgy, hogy p = —1 (mod 4), akkor p irreducibilis (prim) Z[i]-ben is.

¢) Ha p prim dgy, hogy p =1 (mod 4), akkor p = n7t, ahol 7, 7 irreducibilis (prim) elemek Z[i]-ben, m ~ 7.

d) Ha m € Z[i] irreducibilis(prim) elem akkor vagy 7@~ 1+1, vagy ©~p = 4k + 3 primszdm Z-ben, vagy létezik
p =4k + 1 alaki primszdm, gy, hogy 7| p.

Bizonyitds. a) 2 = (1 +1)(1 —1), és mivel N(1 £ 1) = 2, kovetkezik, hogy 1 £ i irreducibilis elemek. }—ft =
O40% 14251 pehat 141 =1(1 — 1) és i € U(ZI)).

b) Feltételezziik, hogy p > 2, p = mr. Akkor p?> = N(p) = N(m)N(7t) = N(m)?, tehat N(n) = p. Ha
m=a+bi=p=a?+b% Legyen a=2l,b=2k+1; akkor p =412 +4k? + k+ 1 =1 (mod 4), ellentmondés.

c) Feltételezziik, hogy p =1 (mod 4); akkor —1 kvadratikus maradék modulo p, tehat létezik x € Z gy, hogy
x? = —1 (mod p); kévetkezik, hogy p | 1 +x% = (1 +ix)(1 —ix).

Ha p irreducibilis (prim) Z[i]-ben, akkor p | T4+ix vagy p | 1—ix Z[i]-ben. Teh&t %—H% € Z[i] ami ellentmondas.
Kovetkezik, hogy p felbonthaté, azaz 3m, p € Z[i] tgy, hogy p = mp. Ham = a+bi, b # 0 = p = a? + b2,
Azonnal belathaté, hogy p = 7.

Igazoljuk, hogy 7 ~ 7t. Feltételezziik, hogy 7t ~ 7t, azaz T € U(Z[i]).

e ha Z =1 = 7 =7 ellentmondds;

.ha%:—l =>mn=-—T= a+bi=—a+ bi= a=0 ellentmondas;
ehaZ=i=mn=iT= a+bi=ai+b= a=> ellentmondds;

eha Z =—-i=nm=—-iT= a+bi=—ai—b= a=—b ellentmondis.

d) Mivel Z[i] euklideszi, tehét faktoridlis, akkor, ha 7t irreducibilis (prim) Z[i]-ben, létezik p € Z primszdm
ugy, hogy 7t | p Z[i]-ben. Valéban, mnt = N(7mt) € Z = ©X = p1...Pn, ahol p; € Z primszdm. Mivel 7t prim
Z[i]-ben, kovetkezik, hogy 1étezik 1 gy, hogy 7t | p; Z[i]-ben, és alkalmazzuk az el6z6 pontokat. m

Pithagoraszi szamharmasok

Tekintsitk a x2 + y? = z? egyenletet. Feltételezziik, hogy (x,y,z) megoldés tgy, hogy (x,y) = 1. Feltételezzik,
hogy x, y pédratlanok; kovetkezik, hogy z paratlan. Ekkor Z[i]-ben

2% = (x +1y)(x — iy).

Elészér igazoljuk, hogy z + iy és x — iy relativ primek Z[i]-ben.

Legyen 7t € Z[i] irreducibilis (prim) elem gy, hogy 7t | x + iy és 7t | x —iy. 7w » 1 +1 mert, ha 7w~ 1 + 1 akkor
(1+1i)(1 —i) ~ 7%, azaz 7% | z2 = 2| z* ami ellentmondés. Tehdt 7 osztja 2x-et és 2y-t, és mivel 7T » 1 41,
azaz (,2) = 1 kovetkezik, hogy 7t | x, 71| y. Vesszik a 7 normdjdt, amely nem egyenlé 1-gyel; kovetkezik, hogy
N(7) | x? és N(m) | y2 amely ellentmond annak, hogy (x,y) = 1. Tehét (x +1iy,x —iy) =1 Zl[i]-ben.

Legyen z = um' ... m$s, ahol u € U(Z[i]), a; € N*, m; € Z[i] primek. Mivel (x 4 iy,x —1iy) = 1, kivetkezik,
hogy x + iy = up?, ahol p = a + bi és feltételezhetjiik, hogy u = 1. Ekkor x + iy = a® — b? + 2ab. Tehit létezik
a,b € Z tugy, hogy

x=a?—b%, y=2ab, z=da’+Db’

Forditva egyszerii behejettesitéssel, latjuk, hogy
(a? = b?)? + (2ab)? = (a? + b?)2.

Tehét az x? + y? = z? diofantikus egyenlet megoldésai:
x =k(a? —b?), y=2ab, z=k(a®+b?),

ahol a, b, k egész szamok, a pédros, b pdratlan és (a,b) = 1.
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Fermat tétele
Az alabbi eredmény azonnal kovetkezik a 6.5.8. tételbdl.

6.5.9. kovetkezmény (Fermat). 1) Ha p =2 vagy p =4k + 1 prim, akkor létezik egyetelen a,b € Z gy, hogy
p=a’+ b2
2) Hap =4k + 3 prim, akkor az x* +y? =p egyenletnek nincs megolddsa.

6.5.10. kévetkezmény. Egy 2-nél nagyobb természetes szdm akkor es csak akkor irhatd fel két természetes szam
négyzetdsszegeként, ha az . primtényezdkre valo felbontdsdban minden 4k + 3 alaki primtényezd pdros hatvanyon
szerepel.

Bizonyitas. Legyen
S={xeN|Jda,beN: x =a’+b?}.

Akkor 2 € S (mivel 2 =12 4 12), x? € S barmely z € Z (mivel x* = x? + 0%) és S zart a szorzdsra nézve, mert
(a® +b?)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?.

Legyen n = p{'p3?...pe*, ahol p; € N kiilonb6z6 primszédmok, és a; > 1. Ha a; paros barmely p; = 3 (mod 4)
esetén, akkor mivel py € S minden py = 1 (mod 4) esetén, kapjuk, hogy n € S.

Forditva, ha p =3 (mod 4), p prim, n = p2*'m, ahol s > 0 és m nem oszthaté p-vel, akkor n nem lehet két
szam négyzetosszege. Valéban, ha n = a? + b?, ahol a,b € N, legyen d := (a,b). Ekkor a = da; és b = dby,
(a1,b1) = 1. Legyen af + b7 = ny, tehat n = d’nq = p?s*'m; innen kovetkezik, hogy p | ny (valéban, ha p | d
akkor a d? primtényezSkre valé felbontdsiaban p paros hatvanyon szerepel). Ekkor p nem osztja aj-et és bi-et
mert ez ellentmondana annak, hogy (a;,b;) =1.

Kapjuk, hogy 0 # a1 € Z,, tehét létezik ¢ € Z tgy hogy ajc = by (mod p). Akkor ny = a? + b} =
a?(1+c¢?) =0 (mod p), tehit c* = —1 (mod p), vagyis —1 négyzetes maradék modulo p, ami ellentmond4s. m

A Fermat-tételnek adunk egy masik bizonyitdsat is, melyhez felhasznaljuk a kévetkezd lemmaét.

6.5.11. lemma (Thue). Ha m > 1 egész szdm, (a, m) = 1, akkor léteznek olyan 0 < |x| # [yml, 0 < |y| # [Vml
egész szamok, amelyre ax =y (mod m).

Bizonyitas. Az allitas bizonyitdsa skatulyaelven alapul. Tekintjiik a 0 # x # [/ml, 0 #y # [v/m] szdmokat és
képezziik az Osszes lehetséges ax +y szamot Mivel x és y egyarant [v/m] szamot fut végig, ezért ([\/m+1])2 > m
ax + y alakd szamot kapunk. A skatulyaelv szerint létezik két olyan szdm amely ugyanabban a modulo m
maradékosztalyban van. Legyenek ezek (x1,y1) és az (x2,yz2) szampdrok. Akkor igazak a kovetkezdk:

ax; +y; =axy +yz (mod m), af(x;—x2)=y2—yr (modm).

Az (x1,y1) szdmpédrnak egyik komponense se lehet egyenl6az (x2,y2) szdmpdréval, ugyanis x; = x2-bdl kovetkezik,
hogy y1 = y2 és forditva. Ez nem lehetséges, hiszen, kikotéttiik, hogy a parok kialombozéek. Legyen x1 —x =: x
és y2 —y1 =: y; akkor teljesiil, hogy 0 < |[x| # [Vml, 0 < |y| # [/m], valamint ax =y (mod m). m

A Fermat tétel egy mas bizonyitasa

Legyen p = 4k + 1 alakd primszém. Tudjuk, hogy (%) =1, és legyen a 1gy, hogy a? = —1 (mod p). Ekkor
(a,p) = 1, tehat alkalmazhatjuk a Thue-lemmat. Léteznek a 0 < [x| # [\/p], 0 < [y| # [\/P] szdmok amelyekre
ax = (mod p). Innen kovetkezik a?x? = y? (mod p). Ekkor

¥ +yr=x"+ax? =x*(1+a’)=0 (mod p).

Mivel 0 < x% +y? < 2p, kovetkezik, hogy x> +y2 =p. m

Négy négyzetszam Osszege

1621-ben Bachet megéllapitotta bizonyitas nélkiil, hogy minden pozitiv egész szam felirhaté négy négyzetszam
osszegeként. Ezt 1770-ben Lagrange bizonyitotta, majd 1834-ben Jacobi adott egy egyszerii képletet az GOsszes
ilyen szamra.

6.5.12. lemma. Ha p = 4k + 1 alakid primszdm, akkor létezik olyan x egész szdm, amelyre 1+ x* = mp, ahol
O<m<p.

Bizonyitas. Létezik x € Z tgy, hogy 1+x?> =0 (mod p) és 1 < |x| < %; ekkor

—_1\?2
O<1+x2§1+(pz> <pt=0<m<p. [
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6.5.13. lemma. Ha p > 2 primszdm, akkor léteznek olyan x, y egész szdmok amelyekre 1 +x% +y? = mp, ahol
O<m<p.
Bizonyitas. A bizonyitas a skatulyaelven alapul. Tekintsiik a kovetkezo % szambdl allé halmazokat:

—1 —1
{x2|osljspT}, {—vylwoms%}.

Mindegkben a szamok inkongruensek modulo p. Osszesen van p + 1 szam, amelyiknek kiilon az egyik és kiilon
a masik felérdl tudjuk, hogy modulo p inkongruensek. Mivel a maradékosztdlyok szama szama p, ezért biztos
van olyan az els6 halmazhoz tartozé szam, amelyik kongruens amasodik halmazbeli szammal modulo p azaz, van
az x> = —1 —y? (mod p) kongruencidnak megoldésa, ahol 0 < x < % és0<y< % is teljesiil. Az el6z6
kongruencia alapjan

2
14+ x? +y? =mp, 0<1+x2—|—y2§2(g> <p?,

tehdt T+x> +y?2 =mp,ahol 0<m<p. m

6.5.14. tétel (Lagrange). Bdrmely természetes szdm elbdllithatd négy négyzetszdm dsszegeként.

Bizonyitas. A bizonyitds lényege a kovetkez6 azonossag, ami azt mutatja, hogy ha két szam kiilon-kiilon el6all
négy négyzetszam Osszegeként, akkor szorzatuk is:

(X7 +%3 + x5 +x3) (U7 + Y3 +Y3 +U3) = (x1y1 +x2Y2 +X3U3 + xaya) >+
+ (X1Y2 — X2U1 + X3Us — Xay3)*+ (6.4)
+ (X1Y3 — X3Y1 + XaU2 — X2Ua)*+
+ (X1Ya — X4Y1 + X2U3 — X3Y2)%.
A tételt elegendd primszéamokra igazolni, mivel 1T = 12 + 02 + 0% + 02, és csak a pératlan primekre, mivel

2 =12 +12 + 0% + 0%. Alkalmazhaté a 6.5.13. lemma, amely szerint barmely p > 2 prim esettén van olyan m
pozitiv egész szam, amelyre mp = 12 + x2 + y? + 02, azaz

mp =x% +x3 +x3 +x3; (6.5)

az is teljesiil, hogy x1, x2, X3, x4 koziil nem mindegyik oszthaté p-vel. Legyen mo a lehet6 legkisebb szam,
amelyre (6.5) teljesiil, és igazoljuk, hogy mo = 1.

Tegyiik fel, hogy mo > 1. A 6.5.13. lemma szerint mgy < p. Ha my paros, akkor x% + X% + X% + Xf‘ is paros és
a kovetkez6 lehet6ségek vannak:

e mind a négy szam paros;

e mind a négy szam paratlan;

e kettd paros, ketté paratlan

Az utolsé esetben tegyiik fel, hogy x1, x, parosak, x3, x4 paratlanok. Mind a hdrom esetben az x; + X3,
X1 — X2, X3 + X4, X3 — X4 szdmok péarosak, és igy a (6.5)-bdl kiindulva kapjuk, hogy:

2 2 2 2
e () (2 2 (25255

A jobb oldalon 1év6 négyzetszamok nem mindegyike oszthaté p-vel, hiszen az x1, x2, X3, x4 szdmokrdl feltettiik a
6.5.13. lemma alapjan, hogy nem mindegyike oszthaté p-vel. Ellentmondasra jutottunk azzal a feltevéssel, hogy
mp a legkisebb olyan szdm ami a (6.5)-nak eleget tesz, mert taldltunk egy kisebbet: 5¢-t. Tehat mo nem lehet
paros szam.

Tegyiik fel, hogy mo péaratlan. Ekkor az mo > 1 feltevés miatt mo > 3. Nyilvanvald, hogy x1, X2, X3, X4
szamok nem mindegyike oszthaté me-val, mert m% | mop-bdl kovetkezik, hogy mo | p, ami lehetetlen. Végezziink

euklideszi osztasokat az x1, X2, X3, X4 szdmokon my-val, és maradékként a legkisebb abszolut értékii maradékot
vegylik. Ezeket jelolje y1, Y2, U3, Ya; az osztok hdnyadosait pedig aj, az, az, aq. Akkor:

1
Xi =aimo +Vi, [yil < Mo 1= 1,2,3,4 (6.6)
1
0 <y +V3+y3+ui<4(3mo)? =mg (6.7)

A (6.7) Osszefiggésben az y1, Y2, Y3, Ya négyzeteinek Gsszege szigorian pozitiv, mert a velitk modulo mo kongru-
ens Xj, X2, X3, X4 szdmokrdl megmutattuk, hogy nem lehet mindegyikitk mo-val oszthaté. A (6.5) Gsszefiiggest
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tekintve modulo mo, az x2 +x3 +x3+x3 =0 (mod mo) kongruenciat kapjuk. A (6.6) alapjén x; = y; (mod my),
1=1,2,3,4 és {gy y? +y5 +y3 +y7 =0 (mod mo) kongruencia is kovetkezik. Tehdt

mop =x} +x3 +x3+x%, 3 <mo<p,
és a fentiek alapjan, kdvetkezik, hogy van olyan m;, amelyre
mem; =y +y3+y3+yi, 0<my <mo.

Az utébbi két egyenlOsag szerintn mop és mpm; olyan szamok amelyek el6allnak négy négyzetszam Gsszegeként,
ily médon alkalmazhaté az (6.4) azonossig. Kapjuk, hogy:

mimip =t +t3 +t3 + 3
a megfelel6 ty, ty, t3, t4 szamokkal. Ekkor

4

4 4
tr=) xi=) xilx—amg)=) x{=0 (modmy),
i i1

i=1

és hasonldan a t,, t3, t4 szdmok mindegyike oszthaté mp-val; innen t; = mouy, 1 = 1,2, 3,4, amit behelyettesitunk
az mémm = t% + t% + t% + tﬁ egyenletbe; kapjuk, hogy

mp =u$ +u§ +u§ +uﬁ,
ami ellentmond mg definicigjanak, hisz my < mp. Tehat mp=1. =

6.5.15. megjegyzés. Van olyan természetes szam, amelyik nem dllithaté eld négynél kevesebb négyzetszdm dss-
zegeként. Pelddul: 7 =22 +12 412 +12,

6.94. feladat. Igazoljuk, hogy a 8k+7 alaki természetes szamok nem irhatok fel harom négyzetszam Gsszegeként.

6.5.5. Az Euler-egészek gyfiriije. Az x> +y3 = z® egyenlet

Tekintsiik a K = Q(iv/3) kvadratikus testet. Mivel d = 1 (mod 4), Ax = Z[_Hzi‘/g], ahol w := —1%\@’ tehét
T+w+w?=0. Haz=a+bw € Ax a, b € Z akkor

N(z) =zz = a®> — ab + b>.

Tudjuk, hogy a Z[w] Euler-egészek gyliriije euklideszi a norméra nézve, és az invertdlhaté elemek (egységek)
csoportja

U(Z[w]) = {1 ) —1 y W, —W, wza _wz}'

Val6ban, legyen & = a + bw 1gy, hogy N(x) = (a—&-%b-l- bif) (a—l—_Tb—%‘/g) = (a—%)z—l-% =1,
azaz (2a —b)? +3b% = 4.

eb=0=(20)’=4& (2a) ) =4 a=+1=a=+]I;

eb=1=(2a—-12=1oa=1vagya=0= o= 13 —wzvagyoczq%i‘/g:w;

eb=-1=(2a+1)?=18a=0vagya=—-1=a="1 :—wvagyoc:q%\/g:wz;

e ha |b|] > 2, akkor nincs megoldés.

N
a I

A kévetkez6 tétel is mar ismert, de most adunk egy elemi bizonyitdst ebben a partikularis esetben.

6.5.16. tétel. Legyen p primszdm. Akkor:
1) hap =2 (mod 3) akkor p primszdm (irreducibilis) Ax-ban is.
2) hap =1 (mod 3) akkor p felbonthatd, azaz p = T, ahol 7 prim Ax-ban és Tt = Tt
3) 3=—w?(1—w)?, ahol 1 — w prim Ag-ban, azaz 3 ~ (1 — w)?.
Bizonyitds. 1) Feltételezziik, hogy p nem prim Ag-ban, tehdt p = 7y, ahol N(mr) > 1, N(y) > 1; innen
p2 = N(p) = N(m)N(y) = N(m) = N(y) = p. Legyen m = a + bw, a,b € Z, p = N(n) = a®> — ab + b?,
4p = 4a? —4ab + b? + 3b? = (2a — b)? + 3b?, tehdt p = (2a — b)? (mod 3).
Ha 3 1 p, akkor (%) =1, tehdt p =1 (mod 3)). Kovetkezik, hogy ha p = 2 (mod 3), akkor p prim Ag-ban.
b) Feltételezziik, hogy p =1 (mod 3) és igazoljuk, hogy 1étezik p = mit felbontds. ValGban,

)G -
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tehat —3 kvadratikus maradék modulo p, azaz Ja € Z 1gy, hogy a®> = —3 (mod p)). Kévetkezik, hogy 3b € Z
gy, hogy:
a?+3=pb=pla’+3=pl(a—iv3)(a+iv3)=pl(a+T+2w)(la—1-2w).

a+1 2w

Ha p prim Ag-ban, akkor + — € Ak, ellentmondds, mert p t 2. Kovetkezik, hogy p nem prim, tehdt
P

reducibilis Ax-ban, és ekkor pp: ni7t, ahol 7t, 7 primek (irreducibilisek) Ag-ban.

c)x3—1=(x—1)(x—w)(x—w?) = (x—=1)(T+x+x?) , tehat T+x+x? = (x—w)(x—w?). Legyen x = 1. Akkor
3=(1—-w)(1—w?) = (1+w)(1—w)? = —w?(1—w)?, N(3) = N(—w?)N((1—w)?), 9 = N(1—w)? = N(1—w) = 3,
tehdt 1 — w prim Ag-ban. =

6.95. feladat. A fenti tétel 2) pontja esetén igazoljuk, hogy 7 ~ .

Tekintsiik az x> + y3 = z® diofantikus egyenletet. Euler igazolta, hogy ennek az egyenletnek nincs valédi
(xyz # 0) megoldasa.
Az x3 +y3 = 23 egyenlet helyett tanulmanyozni fogjuk az altaldnosabb

X +y® =uz’

egyenletet, ahol u egy rogzitett egység a Z[w] gyliriben. Legyen
A=1—w.
Lattuk, hogy A irreducibilis Z[w]-ban és A? ~ 3. Ha « € Z[w], akkor irhatjuk egyértelmiien, hogy
o =uA"p,
ahol u € U(Z[w]), A 1B, p »1ésn > 0. Jeldles: ordy o :=n.
6.96. feladat. Ha o« = a + bw € Z[w], akkor « =1 (mod A) vagy « = —1 (mod A) vagy &« =0 (mod A).
6.5.17. tétel. Azx3 +y3 =uzd egyenletnek, ahol u € U(Z[w]), nincs nemtrividlis (x,y,z) megolddsa Zw]-ban.
A tétel bizonyitasa kovetkezni fog az alabbi lemmakbdl.

6.5.18. lemma. Az x> +y> =uz® , u € Z[w] egyenletnek nincs olyan (x,y,z) megolddsa amelyre A { xyz.

Bizonyitds. Mivel A irreducibilis Z[w]-ban kovetkezik, hogy At xyz & A x, Ay, Atz Hax € Zlw], x =1
(mod A)), akkor x> =1 (mod A)*). Valéban, legyen x = 1+ At, ahol t € Z[w]. Akkor

x2—T=(x=1)(x—w)(x—w?) = A(1—w+At)(1—w? +At) = AtA+A)A(T+w) +At) = A3t(1+1)(t—w?).

Mivel w =1 (mod A) és t =1, —1 vagy 0 (mod A), kovetkezik, hogy x> =1 (mod A%).
Feltételezziik, hogy az x> +y> = uz® egyenletnek létezik egy (x,y,z) megoldasa tigy, hogy A { xyz. Ekkor
redukaljuk az egyenletet modulo A*. Kapjuk, hogy 1+ 1 = +u (mod A%), ami lehetetlen. m

6.5.19. lemma. Feltételezziik, hogy létezik x, y, z € Z[w] megolddsa az x> +y> = uz® egyenletnek gy, hogy
Az, (x,y) =1. Akkor A | z.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy (x,y,z) megoldés, A | z, (x,y) = 1. Redukédljuk az egyenletet modulo A* és
vizsgdljuk az eseteket:

+1+1=uz® (mod A*).

1. eset: 0 =uz® (mod A*) = A% |23 = 3ordyz >4 = ordyz > 2, azaz A\? | z.
2. eset: £2 =uz® (mod A*) = A uz® +£2 = A | £2 lehetetlen. m

6.5.20. lemma. Ha x, Yy, z € Zlw] gy, hogy x> +y3 =uz3, (x,y) =1, At xy és ordy z > 2, akkor Fuq, x1, Y,

z1 € Z[w] 1igy, hogy wi € W(Z[w]), A x1y1, ordrzg =ordaz—1 és X3 +y3 = wiz3.

Bizonyitas. Tudjuk, ha ord, o # ordx 3 akkor ordx(« + 3) = min{ord, «, ordy B}. Vegylik észre, hogy

uz® = (x +y)(x + wy) (x + w?y).
Mivel ordy uz® > 6, létezik egy tényezd az egyenlet jobb oldaldn amely oszthaté A%-el. Ha sziikséges helyettesi-
thetjiik y-t wy-nal vagy w?y-nal és feltételezhetjiik, hogy ordx(x +1y) > 2. Mivel ordx (1 — w)y = ordy Ay = 1,
kovetkezik, hogy orda (x+wy) = ordy (x +y—(1—w)y) = 1. Hasonléan ordy (x + w?y) = 1. Tehat ordy (x+wy) =
3ordyz— 2.
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Koényen beldthaté, hogy (x +y,x 4+ wy) = (x + vy, x + w?y) = (x + wy, x + w?y) = A. A Z[w]-beli egyértelmi
felbontas alapjan irhatjuk:

x+y=waAt,  t=3ordaz—2, Atx
x+wy =wp3N, Afp
X+ w?y =uzy?A, Ay,

ahol uq, uz, usz egységek Z[wl-ban és (o, p) = («,v) = (B,y) = 1. Megszorozva az masodik egyenléséget w-val,
a harmadikat w?-el és Gsszeadva, kapjuk:

0 =ur At + wus B3A 4+ w?uzy3A,

0 =u;a®A3emz=1 L wu, B3 4+ w?uzys.

Legyen aA°T4271 =: z; B =: %7,y = y1; akkor x3 +e1y3 = €223, ahol €1, €7 egységek. Redukéljuk az egyenletet
modulo A?; mivel ordy z3 > 2, kapjuk, hogy

+1+e; =0 (mod A\).
Itt €7 = £1 vagy +w vagy +w?; de £1 + w, +£1 + w? koziil egyik sem oszthaté A-tel, ezért e; = +1. Tehat

x? +y? = ez? ahol A {x1,y1, ordyz; =ordyz— 1 és € egység. m

A 6.5.17. tétel bizonyitasa

Legyen (x,y,z) egy megoldds, ahol ordy z minimalis, és (x,y) = 1.

Ha A 1 xyz akkor alkalmazzuk az 6.5.18. lemmét.

Feltételezziik, hogy 3(x,y,z) megoldas tigy, hogy A t xy, A | z. Akkor a 6.5.18. lemmd alapjin A? | z, azaz
ordy z > 2. Alkalmazzuk a 6.5.20. lemma&t: 3Ixq, yi, z1, Wy, ahol ordy z1 < ord, z gy, hogy X? —l—y? =1 113, ami
ellentmond a ord, z minimalitasdval.

Feltételezziik, hogy 3(x,y, z) megoldds gy, hogy A | x, A {yz. Akkor a 6.96. megjegyzés alapjan

+1=u (mod M) = u=+1= (+2)3 + (—y)> = %3,
amely az elébbi eset (Atyz, A[x). m

6.5.6. A Pell-egyenlet
A kovetkezSkben az x* — dy? = +1 egyenleteket targyaljuk.

6.5.21. lemma. Legyen & € R\ Q. Végtelen sok % raciondlis szam létezik ugy, hogy (x,y) =1 és 3 — E,‘ < J—z
Bizonyitas. Tekintsiik a 6vetkez6 intervallumot:
1 1 2 —1
0,1) = [o) U [) U...U [“,1), n>1.
n n’'n n
Tekintsiik a 0,, 2, ..., n szdmokat (n+ 1 darab). A skatulyaelv alapjan 3n >j > k > 0 dgy, hogy
. 1 . . 1
e —{k&M < —, & — &l — k& + [KE]| < —.
n n
Legyen y :=j — k, x := [k€&] — [j€]; akkor
1 X 1 X 1 1
X—y£<<:>—E,‘<, 0<y<né‘—£‘<<2.
n Yy ny Y ny Yy
1
Végiil, igazoljuk, hogy végtelen sok 3 tort létezik. Mivel % €EQééLegQ= 3 — E,‘ # 0. Legyen m > ;
X
-
y

akkor Jx1,yy 1gy, hogy

X
Y

< , O0<yr<m.

M—E‘< ]
Y1

myi

Folytatva ezt az eljarast, kapjuk, hogy végtelen sok megoldéas van: x,y, X1,Y1, ... H®
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6.5.22. lemma. Legyen d > 0 négyzetmentes egész szdm. Akkor IM > 0 gy, hogy |x*> — dy?| < M wégtelen sok
(x,y) szdmpdr esetén.

Bizonyités. Az 6.5.21. lemma szerint, végtelen sok (x,y) szdmpar létezik, gy, hogy (x,y) = 1és [x—yV/d| < %
Ekkor

1
x +yvd| < [x —yvdl +2Vdly| < u +2Vdy,

X2 — dy?| = |(x — Vdy)(x + Vdy)| < %(% +2yVad) = y]—z +2vVd<2Va+1.

Tehat [x2 — dy?| < M, ahol M:=2V/d +1. =m

6.5.23. tétel. Azx?—dy? =1 egyenletnek végtelen sok megolddsa van. Létezik egy (x1,y1) € N* x N* megoldds
gy, hogy minden (x,y) € Z x Z megoldds +(xn,yn) alakid, ahol

Xn FynVdi= (x1 +y1vVad)", nez

Bizonyitas. A 6.5.22. lemma alapjan Im € Z tgy, hogy az x> — dy? = m egyenletnek végtelen sok megoldésa
van, mert (—M, M) N Z véges halmaz. Feltételezziik, hogy (x,y) megoldas, x,y > 0. Mivel csak véges sok
maradékosztaly modulo |m| van, feltételezhetjiik, hogy (x1,y1), (x2,Y2) megoldéasai az x> — dy? = m egyenletnek
ugy, hogy x1 # x2, x1,%x2 > 0, és

X1 =x%x2 (mod m), Yy =vy2 (mod m)).
Legyen & = x7 —y1vd és p =x2 —y2vd = (x; + km) — (y; + lm)v/d. Ekkor

aP =x1(x1 +km) —yi(yr +lm)d + (x1(y1 +m) —yi(x1 + km))vVd =
= (x§ —yid) + mlxk +y1ld) + (x1lm —yr1km)Vad,

azaz afp = m(u+vv/d), ahol u,v € Z. Alkalmazzuk a normét:
N(xB) = N(x)N(B) = m? = N(m)N(u? +vZVd = m? (u? —v*Va),

tehat u? —v2d = 1. Ha v = 0, akkor u = +1, tehat ap = +m és m = 1. Innen « = +p, tehdt x; = x, ami
ellentmondds, tehat o« = B. Tehat létezik (u,v) megolddsa az x? — dy? = 1 egyenletnek tigy, hogy uv # 0, azaz
létezik nemtrivialis megoldas.

Ertelmeziink egy relaciét a pozitiv megoldasok kézott a kovetkezéképpen: az (x,y) megoldds nagyobb mint az
(u,Vv) megoldés (jelolés: (x,y) > (u,v)), ha x +yv/d > u+vv/d R-ben. Legyen « a legkisebb megoldés. Létezik
egy ilyen megoldas mivel (x,y) € N x N; ezt nevezziik alapmegolddsnak.

Legyen B := u+vv/d, u > 0, v > 0 tetszbleges megoldas, és igazoljuk, hogy In € N* tigy, hogy p = a™.
Reductio ad absurdum: mivel & > 1 kovetkezik, hogy (a™)n>1 szigorian ndvekvé sorozat; feltételezziik, hogy
létezik n gy, hogy a™ < B < a™*', tehdt 1 < fa™ < «. Akkor pa~™ := A + By/d > 0. Tovébbbé, (A, B)
megoldds, mivel A2 —B2d = N(B)N(«)~" =1, és mi tébb

A—B\f:¥>0:>/\>0,
A+

BVd

BVd>A—1=B>0.
Tehat (A, B) pozitiv megoldas, és A + Bv/d < « ellentmond azzal, hogy « a legkisebb.

e Ha p = a + by/d megoldés tigy, hogy a >0, b <0, akkor B~ =B = a+ (—b)vd = a™, tehat p = o ™.
e Ha B = a+ byv/d megoldés, a < 0, b > 0, akkor —p = (—a) + (=b)v/d, —a > 0, —b < 0.

e Ha p = a+ byv/d megoldss, a < 0, b < 0, akkor —p = (—a) + (=b)v/d, —a >0, —=b > 0. =

Az x? — dy? = —1 ,,non-Pell” egyenletet hasonlé mddszerekkel lehet targyalni. Ebben az esetben nem mindig
létezik megoldas.

6.97. feladat. 1) Hap = 4k—1 alaki primszam, akkor az x> —py? = —1 diofantikus egyenletnek nincs megoldésa.
2) Feltételezziik, hogy (x7,y7) > (0,0) az x?—dy? = —1 egyenlet legkisebb megoldésa, és legyen x1++\/&y1+ =
(x; +Vdy;)?. Igazoljuk, hogy (x{,y7]) az x* — dy? = 1 egenlet alapmegoldésa.
3) Legyen (x7,y7) az x? — dy? = —1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldasa, és minden n € Z esetén jeldljitk

X+ Vay;, = (x; +Vay;)™

Igazoljuk, hogy az x* — dy? = —1 egyenlet Ssszes megoldésai: +(x,;,yy ), ahol n = 4+1,43 £5, ...
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6.98. feladat. Legyen A a K = Q(+/d) kvradratikus test egészeinek a gyfirtije. Igazoljuk, hogy
U(A) = (Za+) X (UZ)')'
6.5.24. megjegyzés. 1) Az alapmegoldds meghatdrozdsa: a egyenleteket az x* = dy? +1 alakban frjuk, és legyen
y=1,23... amig dy? + 1 teljes négyzet.
Példéul, az x> — 3y? = 1 egyenlet alapmegoldésa (2, 1), és az x> — 2y? = 1 egyenlet alapmegoldisa (3,2).
2) A megoldds dltaldnos alakja: Legyen o = x1 +y1v/d alapmegoldas, tehét x% — dy% =41,% >0,y >0,
és legyen &™ = xn, + ynv/d. Ekkor

o = xn Hyn+1Vd = (41 +y1Vd) (xn + ynVd) = xixn +y1ynd + (xyn + yixa) V.
Kapjuk a kovetkezd lineéaris rekurziérendszert:

Xnt1 =X1%n +Y1ynd  Xnip1 > Xxn
YUn+l =X1Yn + Y1Xn Yn+1 > Yn,

ami visszavezethet6 két msodfoku linéaris rekurzidra, amelyenek a karakterisztikus egyenlete
2 — 21 +x3 — dy? =0.

6.99. feladat. Oldjuk meg az x*> — dy? = +1 egyenleteket, ahol
a) d =5; b) d =6; ¢) d=10; d) d=14 e)d=19; f) d =23.

6.100. feladat. Igazoljuk, hogy a 165x% — 21y? = 19 diofantikus egyenletenek nincs megoldésa.
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