5. FELADATLAP Gorbék és feliiletek elmélete
Feliiletek

1. Adott az ¢ = u+v, y = u—v, z = uv feliilet.
a) Hatdrozzuk meg a feliilet implicit egyenletét!
b) Vizsgéljuk, hogy az M (4,2,3) és N(1,4,-2) pontok a feliileten vannak-e!
2. frjuk fel az aldbbi feliiletek érinté sikjainak és normalisainak az egyenletét:
a)r = ue’,y =ue” Y,z =4uv az M (u = 2,v = 0) pontban;
b)r = u? — 20%,y = w?, 2 = u?v —u az M(u = 1,v = —2) pontban;
c) z =% +y3 az M(1,2,9) pontban;
d) 22 + 9% — 22 = 0 az M (w0, vo, 20) pontban.
3. Igazoljuk, hogy az © = e’ cost,y = e’ sint, z = 2t gorbe rajta van a z = In(z? + y?) feliileten és a
gorbéhez szerkesztett simuldsik egybeesik a feliilet érint6 sikjaval a gérbe barmely pontjaban!
4. Igazoljuk, hogy az zyz = a® feliilet érint6 sikja és a koordindta sikok dltal meghatérozott tetraéder
térfogata nem filigg az érintkezési pont megvalasztasatol!

5. Legyen z = xf (%) egy feliilet. Igazoljuk, hogy a feliilet érintOsikjai atmennek egy rogzitett
ponton!

6. Igazoljuk, hogy az r(u,v) = (u®sin®v,u’cos®v, (a? — u2)3/2) fellilethez tetszéleges pontba
szerkesztett érintosik metszete a koordinatatengelyekkel olyan szakaszokat hatdroz meg, amelyek
négyzeteinek osszege dllandd! Mi az implicit egyenlete ennek a feliiletnek?

7. Igazoljuk, hogy az a pont, amelyben az 22 +y?>+22 = = f (%) feliilet normalisa metszi az zOy sikot
ugyanakkora tdvolsagra van az origdtol, mint attdl a ponttdl, amelyben a normaélist szerkesztettiik
a feliilethez!

8. Hatdrozzuk meg a kovetkezd feliiletek els6 alapforméjat:
a) F(u v) = (acosucosv,asinucosv,asinv (gomb);

,v) = (acosucosv,bsinucosv, csinv (ellipszoid);

r(u,v) (av cosu, businu, cv) (kip);
) =

c)
d) #(u,v) = (acosu,bsinu,v) (elliptikus henger);
e) 7(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinw, bsinv) (térusz);
ﬂ +1 - —1
0 Flu,w) = (§ - 5k e ugt):

g) 7(u,v) = (u,v,uv).
9. Adott az x = ucosv,y = usinv, z = av felillet. Hatdrozzuk meg:

a) az u = %, v = 1 gorbék altal meghatdrozott gorbevonali haromszog keriiletét, teriiletét és
szogeit;

b) az a allandét ugy, hogy a u + v =0 és u — v = 0 gorbék szoge 30° fok legyen;

c)az u =0, u = a, v =0, v=m gorbék dltal hatdrolt feliletrész teriiletét!
10. Legyen r(u,v) = ( ucos v, usin v, ku) feliilet. Hatdrozzuk meg a v = 2lnu gorbe hosszisdgat u
=1és u = 3 kozt!
11. Legyen egy feliilet elsé alapforméja ds? = du? + (u? + a?)dv?. Hatdrozzuk meg az u = av,u =
—av,v = 1 gorbék altal hatarolt felilletrész teriiletét, keriiletét és szogeit!

E: K =a[V2+1+In(v2+1)],A=90°cos B = ‘[ cosC——?.

12. Hatdrozzuk meg azokat a gorbéket az (ucosv,usinv,aln(u + vu? — a?)) feluleten amely a
v = all. gorbével allandé 6 szoget zar be!
13. Hatdrozzuk meg a v = u+ 1 és v = 3 — u gorbék szogét az 7(u,v) = ucos vi + usinvj + u’k
forgasfeliileten! E: cosB = £
14. Legyen c egy gorbe, amelynek egyenlete ¥ = #(u), ahol u a természetes paraméter. Jeloljiik
Ki(u), illetve Ka(u)-val a gorbe gorbiiletét ill. torzidjat. Tovabba az S feliilet legyen az

71(u, ) = 7(u) + aéz(u) cos v + afs(u) sin ¢

egyenlettel megadva, ahol €3(u)a ¢ gorbe fénormélisinak egységvektora, €5(u) a ¢ binormélisdnak
az egységvekora, a = dllandé ugy, hogy aK;(u) < 1 minden u esetén.
(i) Adjuk meg a feliilet elsd alapforméjat!

(i1) Adjuk meg azokat a gorbéket az (S) feliiletrdl, amelyek merdlegesek az u = all. koordindtagorbére!

(iii) Hatdrozzuk meg az u = u; és u = ug kozti felilletrész teriiletét, ha tudjuk, hogy 7(u,p) =
7(u, @ + 27), barmely ¢ esetén!



15. Hatarozzuk meg az © = ucosv, y = usinv, z = %uz forgasi paraboloid koordinatagorbéinek
szogfelezd gorbéit!
16. Adott az r(u,v) = (aucosv,ausinv, bv) csavarfeliilet.

a) Igazoljuk, hogy a koordindtagorbéi merdlegesek egymésral

b) Hatérozzuk meg az v =0, u = 1,v = 0,v = 1 gorbék &ltal hatdrolt feliiletrész teriiletét!
17. Keressiik meg azokat a gorbéket a gdbmbrol, amelyek ugyanazt a szoget zarjak be a merididnkorokkel!
18. Hatdrozzuk meg a sik elsé és masodik alapformajat!

19. Igazoljuk, hogy

a) a gomb esetén az elsé és masodik alapforma megfelel§ egytitthatdi ardnyosak és ez az ardny
allandé.

b) ha egy z = f(z,y) feliilet esetén az elsé és masodik alapforma egyiitthatéinak ardnya allandé,
akkor a feliilet vagy géomb vagy sik!

20. Hatdrozzuk meg az r(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinwv, g(u)) forgésteliilet els6 alapformé&jdt!
21. Szamitsuk ki a kovetkez6 feliiletek masodik fundamentélis formajat!
a) F(u v) = (acosucosv,asinucosv, csinv) (forgasi ellipszoid);
,v) = (acoshucosv, acoshusinv, csinhu) (egypaldsti forgdsi hiperboloid);
,v) = (asinhucos v, sinhusinv, ccoshu) (kétpaldsti forgdsi hiperboloid);

]
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b) 71
c)
d)
e)
f)

7(u,v) = (ucosv,usinv,u?) (forgasi paraboloid);

7= (R cosv, Rsinwv,u) (korhenger);

lu,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + beosv) sinu, bsinv) (térusz);
ahol cosh 7=¢—<" sinh g="=¢—

22. Adott az zyz = o> feliilet.

a) Szdmitsuk ki az mésodik alapforméjét!

b) Hatdrozzuk meg a feliilet umbilikélis pontjait!
23. Hatdrozzuk meg a z = %(aac2 + by?) paraboloid normdl gorbiiletét a (0,0) pontban, a (dx : dy)
irdny mentén!

24. Hatdrozzuk meg a z = axy paraboloid f8gorbiileteit, kozép és dsszgorbiiletét a (0,0,0) pontban!
25. Hatarozzuk meg a teljes és kozépgorbiiletét az alabbi feltiletnek:

z(u,v) = 2(u + v)(u? + v? — 4uv) + 3(u + v)
y(u,v) = 2(u + v)(u? + v? — duw) + 3(u — v)
z(u,v) = 12uv.

26. Hatarozzuk meg az r(u,v) = (u — v, u + v, %uv) feliilet f6irdanyait az v = 1,v = 1 pontban!
27. Igazoljuk, hogy az 2% + y? — 2az = 0 elliptikus paraboloid elliptikus feliilet!

28. Igazoljuk, hogy az 2% — y% + 2az = 0 hiperbolikus paraboloid hiperbolikus feliilet!

29. Igazoljuk, hogy a z = a — \/cny feliilet parabolikus!

30. Hatarozzuk meg az alabbi feltiletek gorbiileti vonalait, asszimptotikus vonalait, a teljes és
Osszgorbiiletét!
a) r(u,v) = (ucosv,usinw, f(u)) (Oz tengelyii forgasfeliilet);
b) (u v) = (ucosv,usinv, av) (csavarfeliilet);
c) r(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosu + Intgy) (pszeuddszféra);
d) 7(u,v) = (ucosv,usinv,u + v);

31. Adott az r(u,v) = (cosv — (u + v) sinw,sinv + (u + v) cosv, u + 2v) feliilet. Szamitsuk ki az
aszimptotikus vonalakhoz rendelt nomalmetszet gorbiiletét!

32. Igazoljuk, hogy a z = Incosz — In cos y feliilet minimalfeliilet!

33. Hatarozzuk meg azon forgasfeliileteket, amelyek
a) minimélfeliletek;
b) teljes gorbiiletiik pozitiv dllandd;
c) teljes gorbiiletiik negativ dllandé.



34. Adott az y = z2,z = 0 parabola. Igazoljuk, hogy a parabola Oz tengely koriili forgatdsaval
nyert feliilet esetén a fégorbiileti sugarak aranya allandd!

35. Titeica feliiletnek neveziink egy olyan feliiletet, amely esetén d%::illandé a fellilet minden
pontjdban. K a feliilet teljes gorbiiletét jeloli a feliilet egy M pontjaban és d pedig az origd tavolsagat
az M pontba szerkesztett érint6 siktol. Igazoljuk, hogy az alabbi felilletek mind Titeica feliiletek!

a) ryz = a’;
b) (z% +y?)z = a¥;
c)(z? —y?)z = a®.

36. Adott az r(u,v) = (ucosv+sin® v, usinv— 1 sin2v—v, p(u, v)). Hatdrozzuk meg a ¢ fiiggvényt
ugy, hogy a feliilet koordinatagorbéi legyenek egymasra merélegesek!

37. Hatdrozzuk meg a z = f(x,y) feliilet asszimptotikus vonalait! Alkalmazds:
a) z=a (% + %),

b) z = 22%y.

38. Hatarozzuk meg az aldbbi feliiletek asszimptotikus vonalait:
2
a‘) T(ua U) = (U2 + ’U,US + UU,U4 + QUTU)7
b) r(u,v) = (a(1 + ctgu) cosv, a(l + cos u), L8L),

? sinwv




