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1. Feladatlap - VEKTORALGEBRA

Miiveletek vektorokkal

. Adott egy ABCD tetraéder. Hatdrozzuk meg az aldbbi Gsszegeket:

a)zﬁ—&-ﬁ—i—ﬁ;
b)ﬁ—l—@—i—m;
¢) AB + BC + DA + CD.

. Adott az ABCD tetraéder. Igazoljuk, hogy AD + B? — BD + AC, Igaz ez az Osszefliggés

barmely négy pontra a térbol?

I%yen O az ABCDEF szabalyos hatszog kozéppontja. Hatdrozzuk meg az 0—121, O?, O?’ és

OD vektorokat az O? = p és OF = q vektorok fliggvényében!

Legyen ABC egy tetszéleges haromszog és M a BC oldal felez6pontja. Mutassuk ki, hogy
-— 1
Legyen ABC egy tetszdleges haromszog és M egy pont a BC egyenesen gy, hogy BM = km ,

A kA
ahol k € R. Igazoljuk, hogy m = 1—:—7k

Legyenek F és I az ABC D négyszog atldinak felezGpontjai. Igazoljuk, hogy
1 1
EF = §(E+@) - i(ﬂﬂ(ﬁ%).

Legyenek E és F' az ABCD négyszog AB és CD oldalainak a felez&pontjai. Igazoljuk, hogy
EF = 1(AD + B?), majd innen vezessiik a trapéz kézépvonaldnak tételét!

Adott egy C1C2C3C1C5Cp szabélyos hatszog. Igazoljuk, hogy

C1Cy + C1C3 4 C1Cy + C1C5 + C1Cg = 3CCy!

Egy ABC haromszogben megszerkesztjitk az AD szogfelez6t és az AE magassagot. Hatarozzuk
meg az AD és ﬁ vektorokat az E = C és ﬁ = b vektorok valamint az ABC haromszog
|BC| = a,|AC| = b, |AB| = ¢ oldalainak figgvényében.

Adott egy ABCD trapéz, amelynek az AB nagyalapja k-szor nagyobb (k > 1) mint a CD
kisalap. Legyenek M és N az alapok felezOpontjai. Bontsuk fel az 1@ , M 1(7 és B? vektorokat
az AB = d és AD = b vektorok segitségével.

Legyen AlBlchla AQBQCQDQ két paralelogramma a térben és 1437 Bg, 03, D3 az AlAQ,
By By, C1C5 és D1 Dy szakaszok felezépontjai. Mutassuk ki, hogy A3 BsC3 D3 paralelogrammal

Legyen O, A, B, C, D &t pont a térben. Mutassuk ki, hogy ABCD akkor és csakis akkor
paralelogramma, ha OA + O? = O? + @

Egy O kozépponti kérberg)z AB és CD egymasra mer6leges hirok az M pontban metszik
egymast. Igazoljuk, hogy OA + O? + O? + O’ﬁ =20M.

Legyen ABC egy tetszéleges hdromszog és G az ABC haromszog sulypontja. Tekintve egy
tetszoleges O pontot a térben mutassuk ki, hogy
1
a) 0G = 3 (Wi—FO?—FO?);
—

b) GA+GB+GC=T.
Legyen A;B1Cy, A3 BoCy két nem azonos sikban fekvé haromszog és Gy, Go a stlypontjaik.
Igazoljuk, hogy A1 Ay + B1Bs + C1Cy = 3G1Gs.
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Legyen ABC' egy héromszog, H a magassagpont, O a haromszog koré irt kor 6zéppontja és
A’ az A-nak dtmérésen ellentett pontja. Mutassuk ki, hogy

a) ﬁ§+ﬁ8=ﬁ;

b) HA+ HB + HC = 2HO;
c) m+0@+0?:O_H>;
d) I—T‘l—&-fﬁ—l—]ﬁ:fﬂﬁ;
)

e) a H,G, O pontok kollinedrisak (Euler féle egyenes) és 2@ = ﬁ@

Legyen A1A5...A, az O kozéppontu korbe irt szabdlyos n oldalu sokszog. Igazoljuk, hogy
n

OA, = 0.

=1

(Euler kér) Az ABC haromszoégben legyen O a haromszog koréirt kor kozéppontja, H a ma-
gassdgok metszéspontja és A’, B', C', A”, B”, C", F a BC, CA, AB, HA, HB, HC és OH
szakaszok felezOpontjai. Mutassuk ki, hogy az A’, B', C', A”, B”, C" pontok az F kozéppontt
koron helyezkednek el. (Vektoridlis médszerrel!)

Legyen O az ABC'D konvex négyszog atldinak metszéspontja. Az OAB,OBC,0CD és OAD
héromszogek silypontjat rendre G, H,I illetve K jeloli. Igazoljuk, hogy GHIK paralelo-
grammal/

Adott az ABCD paralelogramma, Va@glint a P,Q, R és S pontok, amelyeket az 1@ = kﬁ ,
Bﬁ = kB? , CT}% = k‘@ és lﬁ = kDA egyenléségek hatdroznak meg (k € R*).

a) Készitsiink rajzot k = —1 esetén!
b) Igazoljuk, hogy PQRS paralelogramma (Vk € R*)!
Az ABCD konvex négyszogben legyen G a BC' D haromszog silypontja és H az AC'D haromszog

magassagpontja. Bizonyitsuk be, hogy az ABGH négyszog akkor és csak akkor paralelo-
gramma, ha G egybeesik az AC'D héromszog koré irt kor kdzéppontjaval.

Az ABC hiromszog sikjaban adottak a D és E pontok ugy, hogy E = 21@ + ﬁ és

EE = %B? Igazoljuk, hogy az A, D és E pontok egy egyenesen helyezkednek el!

Bizonyitsuk be, hogy ha A, B,C, D, E, F' egy hatszog egyms utani oldalfelezési pontjai, akkor
az AB, CD és EF szakaszokkal haromszog szerkeszthetd!

Igazoljuk, hogy egy haromszog oldalfelezbivel haromszog szerkeszthetd!

Egy ABC haromszog szogfelezbivel akkor és csakis akkor szerkesztheté haromszog, ha az ABC
héromszog egyenl6 oldald!

Adott két tetszbleges haromszog: ABC és A1 B1C:. Legyen AAs = A1 By, BBy = B1C] és
CCy = C1A;. Bizonyitsuk be, hogy az ABC és As BoCs hiaromszognek kozos stlypontjuk van!
Az ABC héromszog oldalain vegyiik fel az A; € (BC), By € (CA) és C; € (AB) pontokat,

ugy hogy ezek a pontok a szakaszt ugyanolyan ardnyban osszék. Legyen {As} = BBy N CCY,
{B2} =CC1NAA; és {Ca} = AA; N BB;. Mutassuk ki, hogy:

a) Az ABC és Ay B2Cs hdromszogek stlypontja egybeesik.
T I
b) Az AAs, BBy, CCs lehetnek egy hdromszog oldalai.

Adott az ABCDE 6tszog és P € [DE). Jeloljiik rendre G1,G2,G3,Gy-el az ADE, APB, ABC,
APC haromszogek silypontjait. Mutassuk ki, hogy G1G2G3G4 paralelogramma akkor és csak
akkor ha P a [DE] szakasz felezpontja.

Legyen ABC D egy tetszOlegesen rogzitett négyszog a sikban és M egy véltozd pont. Mutassuk
ki, hogy az MZ + MB + MC + MD vektor athalad egy rogzitett ponton!

Az A1 BC; és A BoCs haromszogek koré irt korok kézéppontjai legyenek Oy és Oz, az orto-
centrumok pedig H;y és Hs. Igazoljuk, hogy az A; B1Cy és As BoCs haromszogeknek akkor és
csakis akkor ugyanaz a sulypontjuk, ha HiHs + 20,05 = 0. (Orszagos olimpidsz, 2011, IX.
osztaly)
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Egyenes vektoriilis egyenlete

Legyen O, A B harom nem kollinedris pont és C' egy tetszOleges pont a térben. Bevezetve

az OA ="d, O b O? =7 jeloléseket, mutassuk ki, hogy annak sziikséges és elégéges
feltétele, hogy:

i) C € (OAB) < 3Im,n € R, 1gy, hogy @ =md + n?;
ii) C € AB< Im,n € R, m+n =1 14gy, hogy 7 =md+ n? (az AB egyenes vektoriglis
egyenlete);
ees , — — —
iii) C € [AB] & 3Im,n € [0,1], m+n = 1, ugy, hogy @ = m'd + nb (az [AB] szakasz
vektoridlis egyenlete).

Legyen O, A, B, C négy nem kollinedris po_n;c és D egy pont a térben. gy, hogy az A, B,C, D
pontok nem koplanarisak. Bevezetve az OA = E}, OB =b,0C = 7, OD = d jeloléseket,
mutassuk ki, hogy

_>
i) D € (ABC) < 3Im,n,p € R, m+n+p =1 ugy, hogy7:m7+nb +p7C;

ﬁ
ii) D € int(ABCA) < Im,n,p € (0,1), m+n+ p = 1 ugy, hogy 7 =md+nb +p7c.
Ebben az esetben
_Tpep _Tacp ~_ Tapp

b 9 p - .
TaBc Tapc Tapc

Legyen O, A, B,C,D &t pont a térben tugy, hogy az A, B,C,D pontok nem koplanarisak.
Annak szukseges és elégséges feltétele, hogy egy E pont benne legyen az ABC’D tetraéder

belsejében az hogy &= mad+nb+ pCc+ qd alaku legyen, ahol OA O? = b O? g
@— , OF = esm,mp,qe(0,1),m+n—|—p+q—1. Ekkor
_ Vescp _— Veacp _ Veasp _ Veapc
Vapep' Vapep' Vasep' VaBep

Legyen A1 A A3A, egy tetraéder és O egy tetszleges pont a térben.
a) Igazoljuk, hogy a szemkozti élek felezépontjai dltal meghatérozott egyenesek osszefutéak
egy G pontban!

b) Igazoljuk, hogy a csticsokat a szemkozti oldallapok stilypontjaival Gsszekotd egyenesek
szintén a G pontban futnak Gssze!

¢) Milyen ardnyban osztja a G pont a csicsokat a szemkozti oldallapok stlypontjaival
Osszekot6 szakaszokat?

d) Tgazoljuk, hogy GA; + GAs + GAs + GAy = 01

e) Igazoljuk, hogy OA; + OAy + OA3 + OA, = 40?!

—
E_gy}ABC’h_éu;omszég AB és AC oldalain felvessziik a C’ és B’ pontokat gy, hogy AC' = A\C'B,

AB" = uB'C. A BB’ és CC’ egyenesek metszik egymést egy M pontban. Legyen O egy
H

tetszOleges pont a térben és bevezetjiik a kdvetkezo jeloléseket: A A =0A,rg = Tc =
= . . TA+ AT+ u7c
ryr = OM. Ekkor igazoljuk, hogy ?M = .

1+A+p

Felhasznalva a 35. feladat jeloléseit igazoljuk, hogy
— Ta+Tp+ 7o

a) rg = 3 , ahol G a haromszog sulypontja;

TA+bT g+ T
b) ﬁ _ara + pter C, ahol I a haromszogbe irt kor kézéppontja;

a+b+c

tgAT A +tgBT g+ tgCT
c) 77} -9 ;;:4'_ +gthj—3’|——t|—gCg’ C, ahol H a haromszog magassagpontja;

in2A47 in2B7 in 207
d) S = Sm2A T At s B+ s C, O a haromszog koré irt kor kézéppontja.

sin2A + sin 2B + sin 2C

(Pappusz tétele) Legyen d és d’ két metsz6 egyenes és A, B,C € d, A', B',C" € d’ tetsz&leges
pontok. Feltételezve, hogy 1étznek az {M} = AB'NA'B, {N} = AC'nA'C és {P} = BC'NB'C
metszéspontok, mutassuk ki, hogy az M, N, P pontok kollinearisak.

3
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(Gauss-Newton tétele) Legyen d;, i = 1,4 négy egyenes a sikban tigy, hogy barmelyik harom

koziiliik nem metszi egymast egy pontban. Ha A;j-val jeloljiik a d; és dj, egyenesek metszéspontjait,

és M, N, P-vel az A15A34, A14As3, A13A2, szakaszok felezépontjait, akkor mutassuk ki, hogy
az M, N, P pontok kollinedrisak. Mésképp fogalmazva a feladat: Az ABCD négyszog oldalait
meghosszabbitva legyen E az AB és C'D, mig F' a BC és AD egyenesek metszéspontja. Iga-
zoljuk, hogy az AC, BD, EF szakaszok felezépontjai kollinedrisak.

Az ABCD paralelogramméban AB = 4, BC' = 2 és BD = 3. Legyen G az ABD hédromszog
sulypontja, I a BCD héaromszogbe irt kor kozéppontja és M a BC oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontja. Bizonyitsuk be, hogy G, I, M kollinedris pontok!

Az ABCD paraleolgramma oldalain felvessziik az E € [BC] és F € [C'D] pontokat. Az
ABEFD 6tszog oldalainak felezépontjai K, L, M, N és O (K € [AB]|, L € [BE], M € [EF],
N € [FD] és O € [DA]). Bizonyitsuk be, hogy AM,OL és KN &sszefuté egyenesek!

Legyen ABCD egy paralelogramma és legyenek az M € (AB), N € (BC), P € (D_C’}) illetve

Q € (AD) pontok az oldalakon tgy, hogy Mﬁ +Q? = 1@ Igazoljuk, hogy PN +QM = D
(Megyei olimpidsz, 2011, IX. osztély)

Legyen ABCD egy paralelogramma és O a paralelogramma egy bels6 pontja. Az O pon-
ton keresztiil parhuzamosokat hiizunk a paralelogramma oldalaival. Az AB oldallal hizott
parhuzamos egyenes metszi az AB illetve C'D oldalakat E illetve F' pontban valamint az AD
oldallal hiizott parhuzamos metszi az AD ill. BC' oldalakat G illetve H pontokban. Ha tudjuk
hogy % AE =k, ﬁg =m, k+m # 1, k,m € (0,1), akkor igazoljuk, hogy az AC, EH és GF
egyenesek Osszefutéak!

Vektorok szorzatai

—
Adottak az OA = (4,-2,—4) O? 2,4, 3) vektorok. Hatdrozzuk meg az OACB paralelo-
gramma atléinak hosszat és kozrezart szoguket'

Adottak az 1@(1, B? (2,1,2) @ 2) vektorok. Igazoljuk, hogy ABCD négyzet!

Hatarozzuk meg az @ = 2m + 7 és b = 1 — 2ii vektorokra epitett paralelogramma 4tléinak
hosszdt, ahol az m és 77 vektorok hossza 1 és a kozrezart szogiik mértéke 60°.

Hatarozzuk meg az @ = 2m + 47 és b = 17 — it vektorok sz6gét, ahol az m és 7 egysgvektorok
és a kozrezart szogilkk mértéke 120°.

Az ABCD négyzet A csucspontjat dsszekotjiik a [BC] oldal M felezépontjaval és a [DC] oldal
N felezépontjival. Szamitsuk ki az MAN szog mértékét (vektoridlisan!).

Legyen ABCDA'B'C’'D’ egy kocka és N a CDD’'C’lap kozéppontja, M pedig az A’B'C'D’
lap kozéppontja. Szamitsuk ki:

a) az AC és AD’ hajlasszogének mértékét;
b) az AN és AM hajldsszogének mértékét.

Legyen ABC' egy hiaromszog és O egy pont a térben. Mutassuk ki, hogy

OA-BC+0OB-CA+0C-AB =0.

I%yen ABC egy derekszogu haromszog és az AB &tfogd hossza c. Szamitsuk ki az S =

m—f—B?' ﬁ—i—CA C@ Osszeget:

Legyen ABC' egy haromszog és M a BC oldal felez6pontja. Mutassuk ki, hogy

a) 4AM? = BC2 + 4AB - AC ;

) 4AM? = 2AB* + 2AC? — BC? .

Legyen ABCD egy téglalap és M egy pont a térben. Mutassuk ki, hogy:

a) MA-MC = MB - MD;

b) MA? + MC? = MB? + MD?.
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— —
b merSlegesen a b — @ vektorra. Mutassuk ki, hogy a_Lb akkor

R -2

Mutassuk ki vektoridlisan, hogy egy hdromszog magassigai egy pontban metszik egymést!

Adotta T = (1= \)@ + A

%
és csakis akkor, ha ||| - H b H =

Az ABCD tetraéderben AB1 CD, AD 1 BC. Mutassuk ki, hogy:

a) ACLBD;

b) AB? + CD? = AC? + BD? = BC? + AD?;

¢) a tetraéder magassdgai egy pontban metszik egymadst.

Legyen ABC egy hiromszog és D, E€AB, F, GeBC, H, I€ AC gy, hogy a megfelel6 oldalakat
harom egyenld részre osszak. Az ED, FG, HI szakaszokra mint oldalakra megszerkesztjiik az

EDR, FGS, HTI egyenlo oldali haromszogeket. Mutassuk ki, hogy az RST haromszog egyenld
oldalu.

Hatarozzuk meg a A € R valds szdmot gy, hogy a p'= i42j+ Mk és 7 = 3i + j vektorok altal
kozrezéart szog 45°-os legyen!

Hatarozzuk meg azt a p’ vektort, amely merdleges az a = 3+ 25+ 2k és b = 187 — 22; — 5k
vektorokra, hossza 14 és az Oy tengellyel tompaszoget zar be!

Egy p vektor kollinedris az @(6, —8,—15/2) vektorral és tompaszoget zar be az Oz tengellyel.
Hatérozzuk meg a p komponenseit, ha ||p]| = 50.

Adottak az @(3,—1,—2) és b(1,2, —1) vektorok. Szamitsuk ki az alabbi vektorokat:

G x b, (23 + b) x b, (2@ + b) x (2@ — b).

Hatarozzuk meg az E (6,0,2) és 1@ (1.5,2,1) vektorokra épitett paralelogramma parhuzamos
oldalai kozti tavolsagokat!

Adottak az A(1,2,0), B(3,0,-3) és C(5,2,6) pontok. Hatdrozzuk meg az ABC héromszog
tertiletét!

Adottak az @(2, —3,1), b(—3,1,2) és &(1, 2, 3) vektorok. Hatarozzuk meg az (@xb) x &és @x (bx
¢) vektorokat. Milyen kovetkeztetést tudunk levonni a vektoridlis szorzat asszociativitdsdval
kapcsolatosan?

_>
Adottak az @(1,0,3)és a b (2,1, —1) vektorok. Adjunk meg egy vektort, amely merdleges az

L . ‘oz
d és b vektorokra és hosszuséga 2.

— —
Legyen az (@ + b) x (d — b ) kifejezés. Szamitsuk ki az értékét és értelmezziik mértanilag.

_>

Mikor all fenn az (@ x ?) x ¢ = ﬁ egyenl6ség?

(Gibbs-képlet) Mutassuk ki, hogy:
a) @ x (b x?)=(a- )b —(T-0)¢;
b) (@ x B)x@=(T-)b —(b-2)a.

Tekintsiik a VABC szabélyos héromoldahig}jlét, melyben AB BC’ AC =aésVA =
= VC = b (b>a). Mutassuk ki, hogy (VA x ﬁ) X VC = _“ *AB.

Igazoljuk az alabbi azonossagokat:
— XD
a) tg(?, b)= %3

— —

_>
b) (@ x b)2=Ta2b2—(d b)? (Lagrange-féle azonossig).

— — =
Legyen ? b, ¢ harom nem kollinedris vektor. Ha B? = E), CA= b, 1@ = 7, akkor
1gazoljuk h(gy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy létezzen az ABC hiaromszog az,

hogy: @ b = b X @ = ¢ x d. Innen vezessiik le a szinusz tételt.
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(Stindiszné tétel) Legyen az [ABCD] tetraéder. Igazoljuk, hogy azon kifele irdnyulé vek-
torok Osszege, amelyek merdlegesek a tetraéder lapjaira, és nagysaguk rendre a megfelel6 lap
tertiletével egyenld, a zérus vektor.

Adott harom vektor: 7] = OA 7‘2 = O? r3 = O? Igazoljuk, hogy az ﬁ =71 XT3 +73 x
rg + Tg X r_f vektor meréleges az (ABC) sikra.

Igazoljuk, hogy az A(1,2,—1), B(0,1,5) C(—1,2,1) és D(2,1,3) pontok egy sikban vannak!

Hatérozzuk meg azon tertraéder térfogatat, amelynek csicsai A(2, —1,1), B(5,5,4), C(3,2,-1)
és D(4,1,3)!

Egy ABCD tetraéder esetén A(2,1,-1), B(3,0,1), C(2,—1,3). Hatdrozzuk meg a D csics
koordinétait, tudva, hogy a tetraéder térfogata 5 és a D csics az Oy tengelyen helyezkedik el.

Adottak az @(8,4, 1), 5(2, 2,1) és (1, 1,1) vektorok. Hatdrozzuk meg azt az egységnyi hosszisigi
d vektort, amelyik az a és IZ vektorokkal ugyanakkora szoget zdr be, merdleges a ¢ vektorra,
valamint az {@,b,c} és {@,b,d} rendszerekrdl tudjuk, hogy azonos irdnyitdstiak (mindkettd
jobb- vagy mindkettd balsodrasi).
Mutassuk ki, hogy ha @ x b + b xC+7¢ = O akkor az a b ¢ vektorok koplanarisak.
Mutassuk ki, hogy ha (7 X U,V X W, E? X 7) = 0 akkor U, ¥, W koplandrisak.
Ellenérizziik az aldbbi 0sszefiiggéseket:
- _ -
) (@xb) (Cxd)=(a-2)b-d)—(a d)(b -?)
- = - -
b) (@ x B)x(Txd)=(2,2, )b —(v,2,d)a = (@, b,d)¢ — (2,0, 2)d.
Az A_B)C }Ei)romszéjgben lesﬁgenek_)A’ i’) o ) 8 H%ssag)k talppontjai. Bevezetve a B? =
ad,CA=, AB = T, AA" = h 4, BB = hy,,CC" = h jeldléscket mutassuk ki, hogy:
- -
a) b X @ =hexd
- _
b) ho=L5a x (b x2);
c) aQﬁa + bQﬁb + 6276 - 0.
%
Adottak az @, b, ¢ nem koplandris vektorok. Mutassuk ki, hogy
_)
(@-0,6 -7, 2—d)=0.

Adott az A, B,C, D pontok egy O kdzépponti kéron. Ha létezik x,y € R* pontok amelyekre
—
|04 + yOB|| = |z0B + yOC|| = ||zOC + yOD|| = |[x0D + yOA]|,
akkor mutassuk ki, hogy ABC D négyzet.

Azt mondjuk, hogy A halmaz rendelkezik az (S) tulajdonsiggal ha (V) € A esetén léteznek
az U, W € A vektorok, amelyekre o # Wés U =T+

a) Mutassuk ki, hogy minden n > 6 esetén létezik n nem nulla vektor, amelyek rendelkeznek
(S) tulajdonsiggal.
b) Mutassuk ki, hogy minden (S) tulajdonsigi halmaznak van legaldbb 6 eleme.
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