Sikok és egyenesek 2. FELADATLAP

1.

10.

. Igazoljuk, hogy két parhuzamos egyenes kozotti d tavolsdg kiszamithato a d = 5=

. frjuk fel annak a siknak az egyenletét kiilonb6z6 formékban, amely atmegy az A(2,3,1),
6 =

[rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy az My(1,2,—1) ponton és
a) az M(3,4,0) ponton;

-

b) parhuzamos a d(2, —1,5) vektorral;
c¢) merdleges a 2z — y + 3z — 10 = 0 sikra;

20 —y+324+1=0

1.
Brtdy—z—7=0 CBYREEE

d) parhuzamos az e:{

e) parhuzamos az Oz tengellyel.

. Hatérozzuk meg az A(1,2,3), B(—2,1,4) pontokon dtmend egyenesnek a koordindta-

sikokkal valé metszéspontjait. E:(0, %, 13—0), (—5,0,5),(10,5,0).

. Adottak az w1 : x +4y+22—1=0,2x —y — 2z +4 =0, ugzﬂi:i: z=2

egyenesek. Hatarozzuk meg:

a)Annak feltételét, hogy az uj és ug metsz6 egyenesek legyenek.

b)Az egyenesek merélegességének feltételét.

c) Az a) és b) feltételek mellett hatdrozzuk meg a metszéspont koordinatait.

d) A P»(2,—4,2) € ug pont u;-re vonatkoztatott szimmetrikusidnak koordindtait.

. Az Oxyz derékszogii koordinédta-rendszerhez viszonyitva adottak az A(1, 2, 3), B(3, 4, 2)

és C(2,0,1) pontok. Igazoljuk, hogy ezek a pontok lehetnek egy kocka csicspontjai
és hatarozzuk meg a tobbi csucspont koordinatait.

E: D(4,2,0), F1(2,3,—2), F1(1,5,0), G1(—1,3,1), H1(0,1, —1),
E5(6,1,2), F5(5,3,4), G2(3,1,5), Ha(4, -1, 3).

. Tgazoljuk, hogy a térben elhelyezked6 Pi(x;,y;, z), (i = 1,2,3) pontok akkor és csak

akkor kollinedrisok, ha Z3=%1 — ¥37U1 _ 23721
T2—T1 Yy2—y1 22—21

Osszefiiggés segitségével, ahol e két egyenes egy-egy pontjat 6sszekapcsold tetszdleges

vektor, @ pedig az adott egyenesekkel parhuzamos vektor. Alkalmazds: a két parhuzamos

egyenes legyen u; : 71 = yT_l =2l ésup =Y =2 E: —@21

Legyenek A(—1,1,1),B(2,3,—1),C(5,2,0) az AB alapu egyenld szaru trapéz csics-
pontjai. Hatdrozzuk meg a D, negyedik csticspont koordindtait.
: 4 20 54
E- D(ﬁ, _T?7 T?).

B(—4,2,-5), C(0,1,0) pontokon. E: —11x + 6y + 10z — 0.

. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy az My(1,—2,3) ponton és

parhuzamos a o1(1, —1,0), ¥a(—3,2,4) vektorokkal. E:de+4y+2+1=0

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az Ox, Oy, Oz koordindtatengelyeket az
A, B, C pontokban metszi, ahol A(—1,0,0)B(0,3,0),C(0,0,—2).

E: 6z —-2y+32+6=0.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy a P(7,—5,2) ponton és a ko-
ordinatatengelyeken ugyanakkora pozitiv szakaszokat hataroz meg. E: z+4+y+2—4 =
0.

Irjuk fel annak a sfknak az egyenletét, amely d&tmegy az A(2, —1,3) ponton és parhuzamos
a2z + 4y — z + 5 = 0 sikkal. E:2x4+4y—2+3=0
frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely

a) atmegy az M;(1,—1,3) és M(1,2,4) pontokon és merdleges a 2x —3y+2+1=0
sikra;

, , J x=2y+32=0 )
b) dtmegy a P(—1,2,6) ponton és tartalmazza a d.{ % 4+ 2 —3—0 egyenest;
. , N J 22 +32=0
c) atmegy az A(1,1,-2) ponton és meréleges a d.{ t—ytr—1=0 egyenesre.

E: a) 62 +2y —6z+14=0;b) 25z + 2y + 102 —39 =0;¢) 3x +y — 2z — 8 = 0.

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P; : 2o +y — 2 — 2 = 0,
Pr:x—3y+2+1=0, P3: 2+ y+ z— 3 =0 sikok metszéspontjan és parhuzamos a
Py:x+1y+ 2z =0 sikkal.

Ez+y+2:2—4=0.

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(2,-1,3) és B(4,5,—3) pontok &ltal
meghatdrozott szakasz felezémeroleges sikja. E:xz+4+3y—32—-9=0.

2r4+y—2—-2=0

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a d:{ -3yt z+1=0

egyenest és
a) dtmegy az origén;
b) parhuzamos az Oy tengellyel. E:a)dz —5y+2=0;b) Tz —22 —5=0.

Igazoljuk, hogy az a paralelepipedon, amelynek nempéarhuzamos oldallapjai a 2z +1y —
2246=0,2x —2y+2+8=0¢és x+ 2y + 2z + 10 = 0 sikokban vannak, derékszog.

Az Ozxyz derékszogl koordinata-rendszerben adottak az A(«,0,1), B(—«,0,1),
C(0,8,-1), D(0,—f,—1) pontok.

a)frjuk fel az ABCD tetraéder lapjainak és magassagainak egyenleteit.
b) Hatarozzuk meg annak feltételét, hogy ez a tetraéder szabélyos legyen.

¢) Ezen utébbi esetben hatdrozzuk meg egy lap teriiletét. E: b)a, 8 = +/2, ¢) 2V/3.

Adottak a Py(zo,y0,20) pont és a d; : L35 = LU = 2250 (j = 1,2) egyenesek.

[ mq n;
Hatarozzuk meg az adott egyenesekre tamaszkodo és adott ponton athaladé egyenes

egyenleteit. Alkalmazds: adottak a Py(1,1,1) pont és a d : % ytl _ 2zl )letve
dy : 3x — 2y = 0,2 — 2z = 0 egyenesek.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Legyen m a di : IO;‘E’ = ? = 22l és dy 0 = ny2 = Ztlegyenesek 4ltal

meghatdrozott sik, 7' pedig az origén és a P’(2,0,—1) pontokon athaladé 3z —y —
z 4+ 4 = 0 sikra merdleges sik.

a) Hatdrozzuk meg a 7 és 7’ sfkok hajldsszogét.

b) Igazoljuk, hogy a P’ pont és a dy, da egyenesek metszéspontjéabdl a 7’ sikra bocsatott
merdleges altal meghatdrozott 7" sik dtmegy az origén.

E: a) 60°; b) 7" :x — 5y +22=0.

Hatdrozzuk meg annak feltételét, hogy az u; : *7% = y;fzh = 52, (i = 1,2,3)

egyenesek parhuzamosok legyenek ugyanazzal a sikkal.

Igazoljuk, hogy egy tetraéder oldaléleinek felezOpontjain athaladé és a szemkozti élekre
merd6leges sikok egy pontban taldlkoznak.

frjuk fel azon u egyenes egyenleteit, amely dthalad a 7 : 3x + 2y + z = 0 siknak a
d:z—2y+z+2=0,x4+y— z—3 =0 egyenessel valé6 metszéspontjat, a m sikban

) . " L x=3/5 _ y=1/5 _ z+11/5
taldlhaté és merdleges a d egyenesre. E: == ="—F-=—"—F~.

Adottak a P(0,0,1), Q(1,2,0) pontok és az u : 2z —y—2—-3=0,3x =2y —5 =10
egyenes.

a) Hatdrozzuk meg a @) ponton és a P-bdl u-ra bocsatott merélegesen athaladé 7 sik
egyenletét.

b) Hatdrozzuk meg az u és P(Q egyenesek kozos merdlegesének egyenleteit, valamint

a két egyenes kozotti minimalis tavolsagot.

Adottak ady :x+y—2=0,242=0,dy:z+2—1=0,y — 3 =0 egyenesek. Az uq
egyenes athalad a P;(1,1,1) ponton és merdleges a d; egyenesre, mig az us egyenes a
P5(1,0,0) ponton halad at és parhuzamos dg-vel. Hatdrozzuk meg:

a) Az uj és ug egyenesek kozos merdlegesének egyenleteit.

b) Az u; és ug egyenesek kozotti tdvolsagot. a)z=1,2=0;b)d=
Adott a 7 : 6z — 7Ty — 4z — 9 = 0 sik valamint a d; : Q”T*Q:_if: Z53 és dy : ”“"T”:
%110 = Z'é'g egyenesek.

a) Hatdrozzuk meg a dj és dy egyenesek ds kozos merdlegesének egyenleteit és a két
egyenes kozotti tavolsagot.

b) Hatdrozzuk meg az origdébdl a d = A; Ay egyenesre bocsétott u merdleges egyenes
egyenleteit valamint az origénak a d-t6l mért tdvolsagat, ahol A; = 7 Nd;(i = 1,2).

¢) Széamitsuk ki az A1 Ay A3 hdromszog teriiletét, ha Az = 7 N ds.
Era)dz: 20 +4y+2+1=0,0—-3y+32+4=0,d= \/%; b) V2.

Hatdrozzuk meg a Py(zo, %0, 20) ponton dthaladé és a d: *=% = YU — 2221 egye-

nesre merdleges egyenes egyenleteit. Alkalmazés: hatarozzuk meg a Py(—1,2,3) pon-
ton athaladé d: “%2 = ny4 = 7 egyenesre merdleges egyenest.

E: z+1 _ y—2 _ 2-3
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

a9 _ Y8 _ 2-3 4 . e —y—2—10=0 .
Adott ady; : x —3 = 3 = “1 €S d2'{3x+y—z—12:0 egyenes. Igazoljuk,

hogy a két egyenes egy sikban van és irjuk fel ennek a siknak az egyenletét.
E:Tx—y—2-10=0

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a d; : 252 = ¥4 — 2=2

2 1 -1
4h = yT_2 = 21 egyenessel. E:x —2y—11=0.

egyenest és parhuzamos a ds :

Tekintsiik az A(a,0,0), B(0,5,0), C(0,0,7) pontokat gy, hogy é—i—%—&—% = 1. Mutassuk
ki, hogy az ABC sik dtmegy egy rogzitett ponton.

Egy ortonormélt koordinatarendszerben adottak az M;(2,1,—1) és Ma(—3,0,2) pon-
tok.

a) Hatarozzuk meg az M; és My pontokon dtmend siksor egyenletét.

b) Hatarozzuk meg a siksor azon P sikjit, amely meréleges az xOy sikra.

c¢) Hatarozzuk meg a siksor azon sikjat, amely merdleges a P sikra. E: b)
rz—5y+3=0
Irjuk fel a d : { gi B 35122_612 g 0 s do + 251 = ?;1 = 2=2 egyenesek 4ltal

meghatarozott sik egyenletét és szamitsuk ki a d; és a ds egyenesek kozti tavolsagot.

. —_9—0 _6_

E:x+2y+22-9=0, NoTE

Igazoljuk, hogy az x = —3t,y =2+3t,z=1¢éazx =14+5s,y =1+4+13s,2 =1+ 10s

egyenesek metszik egymadst és hatdrozzuk meg a metszéspont koordinatait! E:
(1,1,1).

Az m paraméter milyen értékére a d : x = —14+3t,y = 2+mt, z = —3 — 2t egyenesnek

nincs k6zos pontja a 7w : x + 3y + 3z — 2 = 0 sikkal? E:m=1.

Az a és d paraméterek milyen értékeire helyezkedik el a d : I:,);Q = yTH = 2:23 egyenes

am:ar+y—2z+d =0 sikban. E:a=-2,d=11.

3z —-2y+2+3=0

Az a és ¢ paraméterek milyen értékeire merdleges a d : { Ao —3y+4z+1=0

egyenes a 7 : ax + 8y + cz + 2 = 0 sikral E:a=5c=1.
Hatarozzuk meg a dy : IT_l = yTH =z és ds : "””TH =¥ = Zgl egyenesek kozos u

merolegesét és tavolsagat. E:wu:bx+ 18y —292+34=0,y—32+1=0,d = 25@

frjuk fel a P(1,—1,1) ponton dtmené és az x —y+2—-1=0,2x+y+2+1=10
sikokra merdéleges sik egyenletét. E: 2x4+y+32=0.

Irjuk fel azon sik egyenletét, amely dtmegy a Py (1,1,1), P»(2,2,2) pontokon és merdleges
az x +y — z = 0 sikra. E:ox—y=0.

Irjuk fel az M;(-3,2,5) pontbdl a dx +y — 3z + 13 =0, — 2y + z — 11 = 0 sikokra
bocsatott merdlegesek altal meghatarozott siknak az egyenletét. E:
5 + Ty + 9z — 44 = 0.



41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

Tanulmanyozzuk az a: x+y—22=3,8:x—y—z=—1,v:3x+ 3y — 62 = 5 sikok
kolcsonos helyzetét.

Szamitsuk ki az M (3,1, —1) pontnak az « : 22z + 4y — 20z — 45 = 0 siktdl vald
tavolsagat. E: %
Hatarozzuk meg az o : x — 2y — 22+ 7=0¢és a 3 : 2x — 4y — 4z + 17 = 0 parhuzamos
sikok kozti tavolsagot! E: %

Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos a 20 —2y—2—6 =0
sikkal és 7 egységnyi tdvolsdgra van ettdl a siktol!

E:2x—-2y—2+15=0,22z -2y — 2z — 27 =0.

Hatdrozzuk meg a P(—5,4,1) pontnak az d : z +3 = £ = 2:32 egyenesre es§ P’

vetiiletét, majd a P pontnak a d egyenesre vonatkozé P” szimmetrikusat!
E: P/ (-2,3,3), P"(3,2,-2).

Hatarozzuk meg a P(5,2,1) pontnak az x + y — 2z = —5 sikra esd vetiiletét!
. 10 1 13
E:A(F 5 %)
Hatarozzuk meg a (4, —5,4) pont szimmetrikusét arra a sikra nézve, amely tartal-

mazza a
z+y+2—-3=0

dy :
z—y+z—-1=0

r+2=0
egyeneseket! E: Q'(-2,7,-2).
Hatarozzuk meg a d egyenes vetiiletét a 7 sikra, ahol

d:{ Thy+tz+3=0 ésm:3x+2y—2z—2=0.

20 — 3y —2=10

L2 _ y=1 _ 246
E: 49 T 32 T 212

Hatarozzuk mega d: x+2y —2—1=0,2 —1 =0 egyenesnek am: z+y+ 2 =10
sikra es6 merdleges vetiiletének egyenletét. E: ‘rtll/ 3 = y+01/ 3 = Zﬁf /3,

Hatarozzuk meg a d : mgil = y—;s = 7 egyenesnek a 7 : x — y + 2z — 1 = 0 sikra es6
meréleges vetiiletének egyenleteit. E: $+11 /6 — y_113/ 6 = z—05/ 3

Hatérozzuk meg a d egyenes 7 sik szerinti d’ szimmetrikusét, ahol

r—1 y+1

d:
2 3

:iéSW:$+2y+z+3:0.

z—5/9 5/3 z+2/9
E:ﬂ'ﬁd:{A},A(%,—g,—%),d’: 1/ :y+3/ = +2/.

Hatarozzuk meg az My(3, —2,1) pont tdvolsagat d : fol = y_—f = 253 egyenestol!




53.

54.

55.

56.

o7.

58.

99.
60.

61.

62.

63.

frjuk fel a 20 4+y—3z =5 ésax+3y+2z+1 = 0 sikok altal meghatarozott lapszogek

szogfelezo sikjainak egyenletét. Erx—-2y—52—-6=0,3x+4y—2—-4=0
Szamitsuk ki az a: 2z +3y+22+1 =0 6és B : 3z + 2y — z = 6 sikok hajlasszogének
mértékét. E: 60°
Szamitsuk ki az Oy sik és az My Ms egyenes dltal alkotott szog mértékét, ha M (1,2, 3)
és Mo(—2,1,4). E: sin f=-L

V11

Az A1 As A3 Ay tetraéder csicspontjai Aq(4,4,1), A2(2,—2,5), A3(0,7,—3), A4(1,9,3).

Szamitsuk ki annak a szognek a mértékét, amelyet az A, csucspont az AjAsAs

haromszog sulypontja dltal meghatarozott egyenes az (A1 AgAs) sikkal alkot. E: sin
__12

=205

Hatéarozzuk meg két Gsszefutd egyenes altal meghatarozott szogek szogfelezd egyene-

seinek egyenleteit.

Alkalmazas: a két adott egyenes dy : 3x —y—2+2=0,2x —y+ 2z —6 =0 és do:
z+3 _ y+5 _ 2 E:gy -2l —y=2 _ 2=3 Lzl y=2 23
© — 7T T3 S e e R S A I

Az Oz, Oy és Oz tengelyeken felvessziik az A, B és C pontokat ugy, hogy teljesiiljon
% Osszefliggés. Igazoljuk, hogy az ABC sik athalad egy rogzitett
ponton, és hatarozzuk meg ennek a pontnak a mértani helyét, amikor az a értéke
valtozik.

1 2 3
az 54t o T oc =

Keressiik meg annak feltételét, hogy négy sik athaladjon egy kozos ponton.

Hatarozzuk meg az a €l kocka valamely élének tavolsagat egy olyan testatlotol, amel-
lyel nincsen ko6zos pontja. E:av/2/2.

Adottak ad; : 2x+y—11=0,2—24+3=06ésdy : 4o —19y+83 =0,11y+42—79 =0
egyenesek.

a) Igazoljuk, hogy az adott egyenesek rendelkeznek egy Py kzos ponttal és merdlegesek
egymasra.

b) frjuk fel a két egyenes dltal meghatarozott sik egyenletét és igazoljuk, hogy ez nem
meroleges az O Py egyenesre.

E: Py(3,5,6).

Adottam:z4+y+2+1=0stkésad:y—2+1=0,2+ 2z =0 egyenes.

a) Igazoljuk, hogy az egyenes a sikban fekszik.

b) frjuk fel a megadott sikra, az egyenes mentén merclegesen emelt sik egyenletét.

c) frjuk fel a 7 sik d egyenesre merdleges egyeneseinek egyenleteit.
E:b)y—2z+1=0,¢) 2z =20,y —yo=—2+ 20.

frjuk fel annak a stknak az egyenletét, amely merdleges a z = 0 sikra és tartalmazza az

A(1,—1,1) pontbél a d : z = 0,y — z + 1 = 0 egyenesre bocsatott merdleges egyenest.

E:x+2y+1=0.



64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

frjuk fel a 3x —y+4z—12 = 0 sikbdl a koordinatasikok altal kimetszett haromszog Oz
tengelyen fekve csticsahoz tartozo magassaga tartéegyenesének egyenleteit és szamitsuk
ki a magassag hosszat.

E = :g:zfii 3V 65
* —6 2 59 5

Adottak az uq : IT_l = %1 = % és ug : xTH = y—zl = 7 egyenesek.

a) Hatdrozzuk meg a A értékét gy, hogy a két egyenes metsse egymaést.

b) Ha 7 a fenti metsz6 egyenesek sikja, hatdrozzuk meg az A(1,2,0) pontnak a 7
szerinti szimmetrikusat.

¢) Hatdrozzuk meg az A pontnak az u; és uy egyenesekre esé merdleges vetiiletein
athaladé egyenes egyenleteit.

: _ 5. 8 19 28\. _oy=2 _ z-1
E: a) A= 19 b) A/(*ﬁvﬁa ﬁ)a C) % - 3163 - ZT
frjukfelaza:—l—y—z—l:0,x—y+z+1:0és 2 —y+2—-1=0,z24+y—2+1=0
egyeneseket metsz6 és az x + y + z = 0 sikkal parhuzamos egyenesek egyenleteit.
E:Z = ¥ — ztA
0 -1

1

e=3 — yt2 — 21 eovenesek. Hatérozzuk

Adottak az uy @ £52 = Y2 = 221 gg gy ¢ T3 = UE .

meg
a) az uy és uy egyenesek dltal meghatarozott szogek szogfelezbinek egyenleteit.
b) az A(2,3,1) pontnak az u; és uy egyenesekre esé A; és As meréleges vetiileteit.

c) a PyA1As hiromszog teriiletét, ahol Py az uj és ug egyenesek metszéspontja.

[y

Adottak az u; : fol = % =Zfésuy:x=1t+2,y=2t—1,2=1+1 egyenesek.
Hatarozzuk meg

a) az uy és uy egyenesek kozotti tavolsagot;

b) az u; és uy egyenesek altal meghatarozott sik egyenletét.

E: a) %,b)x—z—lzo.

A 7 stk Ax + By + Cz + D = 0 egyenletében szereplé minden egyiitthaté nullatol
kiilonboz6. Igazoljuk, hogy ez a sik athalad hét nyolcadon a koordindta-sikok altal
meghatarozott nyolcadok koziil.

Hatarozzunk meg egy olyan pontot az Oz tengelyen, amely egyenl6 tavolsagra fekszik
am 122 +9y — 202 — 19 =0 és my : 162 — 12y + 152 — 9 = 0 sikoktdl.

E: 41(0,0,—%), A2(0,0,-2/7).

Hatarozzuk meg egy tetraéder térfogatdt, ha oldallapjainak egyenletei z+y+2—1 =0,
r—y—1=0,2—2—-1=062—-2=0.

E: 6.

frjuk fel azon egyenes egyenleteit, amely az x + 3y — 2z — 2 = 0 sikban fekszik, az
x =y = z egyenesre tdmaszkodik és merdleges a 4 — y — z — 3 = 0 sikra.
R oz=1 y—1 _ 2—1

T —4 1 1 -




73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

81.

82.

—_

Irjuk fel azon egyenes egyenleteit, amely athalad az A(-1, 0, 1) pont § = ¥ = %5

egyenes szerinti A’ szimmetrikusén és meréleges a 2z —y — 2z — 1 = 0 sikra.

E: A'(3,-1,1).

[\

Hatarozzuk meg a Py(—2,0,0) pontnak az x = y = z egyenesre esd vetiiletén athaladé
ésady:rz—y—1=0,y—2z—2=0valamint dy : 2e —y = 0,x — 2 —1 = 0 egyenesekre
tamaszkodd egyenes egyenleteit.

Hatarozzuk meg azon egyenes egyenleteit, amely dthalad az A(2,—1,0) pont = — 2y +

z = 0 sik szerinti A’ szimmetrikusdn, parhuzamos a 2z + y + 3z — 1 = 0 sikkal és

merdleges az T = yTH = { egyenesre.

E: x—2/3 _ y=5/3 _ 244/3
=5 1 3 -

Adottak a dy : T = %3 = ZJ§2 és ds : xT_?’ = %1 = % egyenesek.
a) Milyen feltételek mellett metszi egymast a két egyenes.

b) Hatdrozzuk meg annak feltételét, hogy a két metszé egyenes merdleges is legyen
egymasra.

c)Hatédrozzuk meg a metszéspont koordinétdit.

E:a)dl+m—2n=0,l#%#2 b)l=n,c) (3 -2,—3).
Adott a P(1,—1,0) pont és a d: x —z —3 =0,y + 2z + 3 = 0 egyenes.
a) frjuk fel az origdén és a P-bél d-re bocsdtott merdlegesen athaladoé sik egyenletét.
b) Hatdrozzuk meg a d és OP egyenesek kozos merélegesének egyenleteit.

E:a)z4+y+2=0,b)z—-3=y+3==z

frjuk fel azon sikok &dltalanos egyenletét, amelyeknek az x =0,y =0ész+y—1=0
egyenletli stkok &ltal meghatarozott hasdbbal valé metszete egy szabdlyos haromszog.

Exz4+y+2z+m=0r+y—2+n=0m,neR.
Igazoljuk, hogy az origdn athaladd egyenes egyenletei felirhaték az alabbi alakban:

T Y z

sinfcosp  sinfsing  cosf

Adottak az Oz, Oy és Oz tengelyeken elhelyezked6 A, B és C pontok. Igazoljuk,
hogy ha az AB egyenes athalad egy P rogzitett ponton és a BC egyenes a rogzitett
P, ponton, akkor az AC egyenes is athalad egy rogzitett P3 ponton, és a Pj, Ps, P3
pontok kollinedrisok.

Igazoljuk, hogy egy derékszog vetiilete valamely sikra akkor és csak akkor lesz derékszog,
ha a sz0g egyik szdra parhuzamos a sikkal a mésik pedig nem meréleges ra.

Ha egy tetraéderben két szembefekvo élpar élei merolegesek egymasra, igazoljuk, hogy:
a) A harmadik élpar élei is merdlegesek egymasra.

b) A tetraéder magassdgai egy pontban taldlkoznak.

c¢) A szembefekvé élek kozos merdlegesei a magassdgok metszéspontjaban futnak ossze.
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d) A szembefekvd élek felezGpontjait Osszekot6 szakaszok kongruensek.
e) Az oldallapokra azok silypontjaiban emelt merdlegesek 6sszefuté egyenesek.

f) A szembefekvo élek négyzetosszege allando.

Igazoljuk, hogy egy tetszéleges tetraéderben:

a) A cstucspontokat a szembefekvé lapok sulypontjaival Osszekotd, valamint a szem-
befekv élek felezdépontjait 6sszekotd egyenesek Osszefutok.

b) Az egyes lapok belsé szogfelezéin keresztiil az illeté lapra emelt merdleges sikok
rendelkeznek egy koz0s egyenessel.

¢) Valamely lap belsé szogfelez6jén keresztiil a lapra emelt mer6leges sik és a szomszédos
két lap kiils6 szogfelezojén keresztiil az illeté lapokra emelt merdleges sikok ugyancsak
rendelkeznek egy koz0s egyenessel.

d) Az élek felezémeréleges sikjai rendelkeznek egy kozos ponttal.
Legyen ABCDA'B'C'D’ egy kocka, amelynek élhosszisdga AB = a. Tekintjik az
M € (AB), N € (AD) és P € (AA') gy, hogy AM = o, AN = 3 és AP = ~.

Igazoljuk, hogy az ABCDA’'B'C’' D’ kockéba irt gomb akkor és csakis akkor érinti az
(M N P) sikot, ha fennéll a kovetkez6 Gsszefiigges:

2a87 B
aB + By +ya — /a2B2 + 3242 + 4202

Egy VABCD szabélyos gula alapjanak az élhosszisdga AB = BC =CD = DA =a
ésa VA =VB =VC = VD = av2. A VA M felezépontjan keresztiil sz-
erkesztiink egy a V' élre merdleges sikot, amely meghataroz egy sikmetszetet a
guldban. Hatdrozzuk meg a sikmetszet keriiletét, teriiletét, valamint a sikmetszet
altal meghatarozott két test térfogatanak ardanyat.

Legyen ABCDA'B'C'D’ egy AB = a élhosszisagi kocka, M és P a BC illetve
AA’ élek felezépontjai, O a kocka kozéppontja, O' az A’B'C’'D’ als6 lap kozéppontja,
S pedig az OO’ felez6pontja. Hatdrozzuk meg az (M PS) sik éltal meghatarozott
stkmetszetet a kockdaban és ennek a teriiletét.

Legyen ABCDA'B'C'D’ egy a élhossziisdgu kocka, M és P a BC illetve AA’ élek
felezOpontjai,0" az A’B'C'D’ als6 lap kozéppontja. Hatdrozzuk meg az (M PO') sik
altal meghatarozott sikmetszetet a kockaban és ennek a teriiletét, keriiletét.

Legyen ABCDA'B'C'D’ egy a élhosszusagi kocka. A [CD, [C'B és [CC' félegyeneseken
felvessziik az X, Y, Z pontokat ugy, hogy CX =a+a, CY =a+ 3, CZ = a+ -, ahol
a, 8,7 € RY. Igazoljuk, hogy

i) az (XY Z) sik akkor és csakis akkor metszi hatszogben a kockat, ha af, v, ya €
(0, a%);

ii) ha M NPQRS az el6bbi alpontban meghatarozott hatszog, akkor az M@Q, NR, PS
atlok akkor és csakis akkor Osszefutéak, ha

a® = a(aB + By + 1) + 2a5y.



