DIDACTICA MATHEMATICA, Vol. 31(2013), N° 1, pp. 6369

TEOREMA, PRIVIRE DINSPRE INFORMATICA. EXEMPLIFICARI
CU GRAFE HAMILTONIENE

Teodor Toadere

Abstract. We present some generalities on propositions and on the special case
of theorems. Then we consider several theorems related to Hamiltonian graphs,
emphasizing the relation between them and the importance of clearly under-
standing the hypothesis and the conclusion in order to give their proofs.

1. TEOREMA

Cum este deja cunoscut, teorema este un obiect (identificat printr-un sub-
stantiv, valoarea sa putand fi o constanta sau avand valoarea unui identifi-
cator) si in acelagi timp o unealta, instrument de lucru (identificat printr-un
verb, actiune sau algoritm de tip functie sau procedura). Sub acest nume este
intalnita frecvent in matematica, dar apare si in alte domenii ale gtiintelor cu
denumiri diferite ca: lege, principiu, regula, formuld, etc. Multimea teoreme-
lor este o submultime a multimii propozitiilor adevarate. Aceasta submultime
(teoremele) este cunoscuta de catre oameni partial si in mod diferit, in functie
de nivelul de instruire gi gradul de specializare al fiecarei persoane. Asgadar,
multimea teoremelor are gi un grad de subiectivism si difera de la persoana
la persoana. Pentru a deveni teorema, o propozitie trebuie mai intai formu-
lata si cel putin o datd demonstrata (conform domeniului stiintific in care se
enunta teoretic sau experimental) ca fiind adevarata, apoi ea se va utiliza ca
instrument de lucru pentru dezvoltarea respectivului domeniu al stiintei.

Privind dinspre informatica, domeniul teoriei limbajelor formale, propozitia
este 0 expresie cu propozitii sau o secventa (cuvant) de caractere terminale
(mai lungd sau mai scurta) care se obtine din axioma gramaticii respectand
regulile de derivare. Daca in limbile vorbite exista termeni diferiti pentru di-
ferite tipuri de secvente ca: propozitie simpla, fraza, paragraf, capitol, volum,
roman, etc., in teoria limbajelor formale toate acestea se includ in multimea
propozitiilor. Cunoscand ca in multimea propozitiilor cu ajutorul operato-
rilor (operatiilor): si, sau, not (negatia), implicatia (=), echivalenta (&),
din una sau doua propozitii date se construiegte o altd (noud) propozitie si
ca Intr-o expresie cu propozitii pot aparea mai multi operatori, exista ordine
de prioritate in efectuarea operatiilor, sau ordinea de efectuare a operatiilor
se precizeaza cu ajutorul parantezelor, vom da o definitie recursiva pentru
notiunea de propozitie.
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Prin propozitie intelegem fie o propozitie simpla, fie o expresie cu propozitii.
Dintre propozitii unele pot fi adevarate, altele false, altele nedecidabile, sau
alte tipuri in functie si de tipul logicii in care se lucreaza. Fara a intra prea
adanc sau in detalii ale logicii consideram ca buna (acceptabild) urmatoarea
definitie. Dintre propozitiile pentru care exista cel putin o demonstratie ca
sunt adevarate, cele care au ca ultima operatie implicatia (=) sau echivalenta
(&), alese in mod subiectiv, unele formeaza multimea teoremelor. Asadar,
multimea teoremelor este mai mare sau mai mica si in functie de persoana
care face referire la aceasta. Incadrarea sau recunoasterea unor propozitii
adevarate ca fiind teoreme este deci subiectiva. De asemenea, subiectiva este
si catalogarea unor propozitii adevarate ca fiind: teoreme, leme, proprietati,
observatii, corolare sau consecinte. De obicei, teoremele au un grad mai ridi-
cat de generalitate si aplicabilitate, lemele se utilizeaza la demonstrarea unor
teoreme si de regula se dau in vecinatatea demonstratiilor acelor teoreme, iar
corolarele se obtin ca si cazuri particulare din teoreme, in timp ce observatiile
si consecintele sunt propozitii al caror caracter de adevar se demonstreaza mai
usor.

Avand o teorema “P1 = P2” despre P1 se spune ca este ipoteza teoremei, in
timp ce P2 este concluzia teoremei; in alti termeni se spune ca P1 este cerinta
teoremei iar P2 este afirmatia teoremei. Teoremele sunt, aga cum s-a spus,
propozitii demonstrate (cel putin de catre autorul lor) ca fiind adevarate. Dar,
ele fiind i instrument de lucru (privite din informatica sunt verbe, algoritmi,
proceduri sau functii) ele functioneaza (se pot cita, se pot folosi) doar une-
ori. Pentru a putea folosi (cita) o teorema trebuie demonstrat, mai intai, ca
cerinta (ipoteza) acelei teoreme are loc (este adevarata) in contextul in care
vrem si o utilizam. Adica, in sens informatic, preconditiile acelei functii sunt
indeplinite (variabilele de intrare au valori corespunzatoare). Deci, inainte de
a folosi o teorema trebuie s demonstram ca ea functioneaza. Sa observam
ca teoremele sunt intotdeauna adevarate, dar functioneaza uneori (doar daca
este indeplinita cerinta, adica ipoteza lor).

Referitor la o teorema de forma “P1 = P2” se mai spune si ca P1 este
suficienta pentru P2 si cd P2 este necesara pentru P1. Adica, vorbind din
punct de vedere cantitativ (al informatiei, resursei sau energiei din propozitii)
se spune ca in P1 este mai mult decat in P2 si ca P1 nu poate avea loc fara
ca Inainte (sau in acelasi timp) sa aiba loc P2.

Despre doua teoreme de tipul “P1 = P2” si “P3 = P2”, uneori se spune ca
prima este mai tare decat a doua (sau ca a doua este mai slaba decat prima)
daca cerinta P1 este “mai tare”, adica este indeplinita de mai putine obiecte
decat cerinta P3, care este “mai slaba” si deci indeplinita de mai multe obiecte.
Altfel spus, cantitatea de informatie (resursa, energie) din P1 este mai multa
decat cea din P3, si in ambele este cel putin cat in P2. AplicaAnd monotonia
se poate exprima si altfel: “ce se poate obtine din putin (teorema P3 = P2)
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se poate obtine gi din mult (teorema P1 = P2)”. insé, propozitia “P1 = P3”
poate fi falsa.

Daca teorema este de forma “P1 < P2”, adica au loc simultan teoremele “P1
= P2” si “P2 < P2”, atunci fiecare dintre propozitiile P1 si P2 este necesara
si suficienta pentru cealalta, sau cele doua sunt echivalente - adica presupun
(contin) aceeasi cantitate de informatie (resursa, energie). Deci, daca una din
ele devine adevarata, in acelasi timp devine adevarata si cealalta.

2. EXEMPLIFICARI CU GRAFE HAMILTONIENE

Asa cum se stie, graful este un obiect abstract cu ajutorul caruia se pot
modela sisteme i se pot rezolva anumite probleme in (pe, sau legate de) aceste
sisteme. Prin graf intelegem o pereche (X, U) notata G de doua multimi, X
o multime oarecare de obiecte eterogene sau omogene, iar U o multime de
perechi de elemente din X. In functie de cum sunt elementele in perechile din
U, adica ordonate (de tip aranjament) sau neordonate (de tip combinare sau
submultime cu 2 elemente), grafele se numesc orientate, respectiv neorientate.
Elementele lui X se vor numi varfuri ale grafului GG, dar pentru ca nu ne
intereseaza natura lor, dacad n := | X|, multimea X a varfurilor se considera
a fi primele n numere naturale sau X = 1,...,n, iar n este ordinul grafului G.
Elementele lui U se numesc arce (pentru grafele orientate), respectiv muchii
(pentru grafele neorientate); arcul u € U se mai noteaza u = (4, j) sau u = ij
cand dorim sa precizdm extremitatea initiala (i) si extremitatea finala (j) a
arcului u, respectiv extremitatile muchiei u. Deducem ca arcul (i, j) este diferit
de arcul (j,1), in timp ce muchia (i, j) este aceeasi cu muchia (j,4). Cardinalul
multimii U, notat de regula cu m se numeste dimensiunea lui G. Varfurile
i gl j sunt extremitati ale muchiei (7, 7), iar pentru arcul (i,j) varful i este
extremitatea initiald iar varful j este extremitatea terminald a sa. Muchia
u = (i, ) este incidenta varfurilor i si j, respectiv arcul u = (4, j) este incident
spre interior lui j si incident spre exterior lui ¢. Gradul varfului 4, notat
g(7), este numarul de arce, respectiv muchii (dupa cum graful este orientat
sau neorientat) pentru care acel varf este extremitate. Unele notiuni, desi
diferit definite pentru cele doua tipuri de grafe, se pot considera similare,
cum ar fi drumul cu lantul, sau circuitul cu ciclul. Drum (lant) este orice
succesiune de varfuri ale grafului dat cu proprietatea ca oricare doua varfuri
consecutive ale succesiunii In ordinea din succesiune este sau formeaza un arc
(respectiv o muchie) a grafului. Precizam c& intr-un drum (lant) un varf sau
un arc (muchie) poate sa apara, adica sa fie utilizat, de mai multe ori. Circuit
(ciclu) sunt acele drumuri (lanturi) ale grafului care au proprietatea ca ultimul
varf gi primul varf al lor coincid, sau intre aceste varfuri in aceasta ordine
exista un arc (respectiv muchie). Precizam ca, deoarece ordinea varfurilor in
definirea arcelor conteaza, un drum poate fi precizat ca o singurad succesiune
de varfuri, de la extremitatea initiala a drumului la cea finala. Muchia (i, j)
fiind aceeasi cu muchia (j,7), un lant poate fi precizat in doua moduri de
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la una dintre extremitatile sale spre cealalta. Deci, un acelasi circuit poate
fi precizat incepand cu oricare dintre varfurile sale si respectand apoi sensul
arcelor, iar fiecare ciclu in numéar dublu de moduri decat circuitul similar,
deoarece se poate urma oricare dintre sensuri (cel trigonometric sau cel al
acelor de ceasornic). Drumurile (lanturile), deci si circuitele (ciclurile), pot
avea unele proprietati numite elementare, simple, euleriene sau hamiltoniene.
A fi hamiltonian inseamna ca obiectul respectiv (drum, lant, circuit sau ciclu)
foloseste (trece prin) toate varfurile grafului si o singura data. Grafele sunt
hamiltoniene daca au (contin) cel putin un ciclu hamiltonian. Un graf orientat
G are sau nu proprietatea de a fi hamiltonian daca graful neorientat G’ (obtinut
din G prin inlocuirea fiecarui arc (4, j) al sdu cu muchia (i, j)) este hamiltonian,
respectiv nu este hamiltonian.

TEOREMA 1. Daca G este graful complet de ordin n , (graful neorientat cu
n varfurt st numar mazim de muchii, adicd
n(n —1
o021
sau fiecare pereche, combinare sau submulfime cu 2 varfuri ale grafului este
muchie) atunci acest graf are cicluri hamiltoniene.

Aceastd teoremé are ca ipotezd un numar natural n > 2 gi unicul graf
complet cu n varfuri (cel in care toate perechile de varfuri sunt muchii), iar in
concluzia ei se afirma ca numarul ciclurilor hamiltoniene este (n — 1)!/2 (prin
urmare toate grafele complete cu 7 > 2 sunt hamiltoniene).

Demonstratia teoremei se poate face prin a determina numarul ciclurilor
hamiltoniene ale acestui graf. In graful complet orice permutare a celor n
varfuri este un ciclu hamiltonian. Se observa ca un acelasi ciclu (permutare
circulara) se poate desfagura in 2n permutari. Deoarece se incepe prezentarea
cu oricare dintre varfurile ciclului si apoi se poate parcurge pe unul dintre cele
doua sensuri (trigonometric sau al acelor de ceasornic) deducem ca numarul
ciclurilor hamiltoniene este

n!  (n—1)!
2n 2

Sa observam ca aceasta teorema putea fi formulata ca problema in care sa
se ceara a determina numarul ciclurilor hamiltoniene pentru un graf complet
de ordin n dat.

Deoarece fiecare ciclu hamiltonian are exact n muchii, cel putin grafele care
au numarul de muchii mai mic decat numarul de varfuri (m < n), sau care
au varfuri izolate (de grad 0), sau care nu sunt conexe nu sunt hamiltoniene.
Folosind si teorema deducem ca pentru fiecare n > 2 atat multimea grafelor
hamiltoniene cat si cea a grafelor nehamiltoniene este nevida. Se pune, deci,
problema daca un graf G este sau nu hamiltonian doar pentru grafe conexe
care nu au varfuri izolate si m > n.
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TEOREMA 2. Daca G = (X,U) este un graf de ordin n > 3 $i pentru orice
pereche de varfuri neadiacente p,q € X are loc

9(p) +9(q) > n,

atunci G este hamiltonian [Ore60).

Cerinta (ipoteza) teoremei este ca suma gradelor sa fie destul de mare pen-
tru fiecare pereche de varfuri neadiacente ale grafului G. Deci, cate perechi
de varfuri nu sunt adiacente tot atatea conditii trebuie indeplinite pentru a
functiona teorema 2. Afirmatia (concluzia) acestei teoreme este ca fiecare
dintre grafele care indeplinesc aceste conditii este hamiltonian.

Demonstratia acestei teoreme se poate face cu metoda reducerii la absurd.
De aceea ea se face pentru grafele ce indeplinesc cerinta teoremei si in plus sunt
saturate. Prin graf saturat in multimea grafelor nehamiltoniene intelegem acel
graf care are grade maxime ale varfurilor sale. Adica, daca fiecare pereche de
varfuri care nu este muchie in graf ar deveni muchie, noul graf ar fi hamiltonian.
Alegéand o singura pereche de varfuri ¢, j neadiacente (toate fiind relativ egale
in sensul ca graful G+ij este hamiltonian) se demonstreaza ca g(i)+g(j) < n,
ceea ce constituie o contradictie.

Presupunerea ca G este saturat nu restrange generalitatea, deoarece daca in
submultimea grafelor ce indeplinesc conditiile teoremei si in plus sunt saturate
(au varfurile cu grade mari) s-a gasit o pereche de varfuri cu suma gradelor
< n (destul de mica pentru a fi contradictie), cu atat mai mult i dacad G nu
ar fi saturat, avand varfuri cu grade mai mici, s-ar gasi un contraexemplu.
Bazandu-ne pe demonstratie si pe aceasta observatie vom formula teorema 3
cu cerinta mai slaba decat a teoremei 2. Deci, teorema 3 este mai tare decat
teorema 2 (pentru ca numarul grafelor care sunt hamiltoniene indeplinind
cerinta teoremei 3 este mai mare decat cel al grafelor care indeplinesc cerinta
teoremei 2).

TEOREMA 3. Daca G = (X,U) este un graf de ordin n > 3 si existd o
pereche de varfuri neadiacente p,q € X pentru care

gp) +9(q) =n

st G + pq este hamiltonian, atunci G este hamiltonian.
De fapt forma cunoscuta in literatura gi care contine teorema 3 este:

TEOREMA 3'. Dacd G = (X,U) este un graf de ordin n > 3 si existd o
pereche de varfuri neadiacente p,q € X pentru care
9(p) +9(q) = n,
atunci G este hamiltonian dacd st numai dacd G + pqg este hamiltonian
[BLW76].

Implicatia introdusa in teorema 3’ in plus fata de teorema 3 este banala (un
graf hamiltonian raméane hamiltonian si dupa ce i se adauga o muchie).
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TEOREMA 4. Daca G = (X,U) este un graf de ordin n > 3 si g(i) > n/2,
pentru orice i € X atunci G este hamiltonian [Dir52).

Pentru demonstratia acestei teoreme se poate folosi teorema 2, desi ea s-a
formulat mai tarziu, si demonstratia este imediata. Deci, teorema 2 poate fi
considerata a fi lema pentru teorema 4.

TEOREMA 5. Se da un graf G = (X,U) de ordin n > 3, cu
X=1..,n si 0<g(1l)<---<g(n).
Graful G contine un ciclu hamiltonian dacd existenfa unui varf k cu
g(k) <k < n/2
implica
gn—k)>n—k
(teorema lui Chvdtal).

Pentru aceasta teorema cerinta este data atat inaintea afirmatiei ei, cat si
dupa. Se cere sa demonstram cia G este un graf hamiltonian in ipoteza ca
are loc implicatia precizata. Implicatia fiind in ipoteza, ea trebuie sa aiba loc
pentru toate valorile lui k£ pentru care

g(k) <k <n/2,

deci pentru orice valoare a lui k (varf k). Precizam de asemenea ca daca nu
exista nici un varf k pentru care

g(k) <k <n/2,

atunci G este hamiltonian.

Demonstratia teoremei se poate face tot cu metoda reducerii la absurd si
cu presupunerea ca graful G este saturat, ca la teorema 2 (a lui Ore) si chiar
preluand o parte din acea demonstratie. O idee interesantd a demonstratiei
este faptul ca valoarea aleasa pentru varful (variabila) k necesara constructiei
unei contradictii pentru implicatia din teorema este gradul unui varf al grafu-
lui.

Demonstratiile teoremelor se afla si in lucrarile [Toa02] sau [Tom81].
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