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NUMERE PITAGORICE

Tleana Stanciu, Emil Stanciu si loan Stanciu

Abstract. In the present paper our intention is to define the Pythagorean num-
bers and to solve the corresponding equation.
Several problem suitable in the class are also given.

1. INTRODUCERE
Ecuatia de gradul II
(1) a? +y? =27

unde z,y,z sunt numere Intregi este numita ecuatia lui Pitagora. Cautam
toate solutiile acestei ecuatii, vom exclude solutiile banale in care cel putin o
necunoscuta este zero si ne vom restrange la solutiile naturale.

Definitia 1. Dacd numerele x,y, z satisfac ecuatia lui Pitagora spunem cd
ele sunt numere pitagorice sau ca ele formeazd un triunghi pitagoreic.

Definitia 2. O solutie a ecuatiei lui Pitagora se numeste solutie primitiva
daca x,y, z sunt numere naturale si relativ prime intre ele.

Lema 1. Solutiile ecuatiei lui Pitagora sunt de forma

(2) r=du,y=dv, z=dw

unde (u,v,w) este o solufie primitiva a ecuatiei lui Pitagora iar d este un
numdar natural arbitrar.

Demonstratie: Daca (u,v,w) este o solutie primitiva a ecuatiei (1) , atunci
u? +v? = w?, care, multiplicat cu d? conduce la faptul ci (2) este solutie
pentru (1).

Reciproc dacid x,y, z este o solutie in numere naturale pentru (2) atunci
punand (z,y, z) = d, avem = = du, y = dv, z = dw, cu u® + v? = w?, ceea ce
arata ca u,v,w este o solutie primitiva pentru (1).

Deci pentru a gasi toate solutiile ecuatiei (1) este suficient sa gasim solutiile
primitive ale ei.

Lema 2. Daca x,y, z este o solutie primitiva a ecuatiei (1), atunci x §i y
sunt de paritati diferite si z este numar impar.

Demonstratie. Daca x si y ar fi amandoua pare atunci si z ar fi par, ceea ce
implica (z,y, z) > 1 contrar cu presupunerea ca , ¥, z este o solutie primitiva
a ecuatiei (1).
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Daca z si y ar i amandoua impare atunci z trbuie sa fie numar par. Patratul
unui numar impar este de forma Mg + 1 deci 22 + 4% = Mg + 2, iar 22 = Mg,
contradictie.

Teorema. Solutiile primitive ale ecuatiei lui Pitagora sunt date de formu-
lele:

r=m?—n?% y=2mn, z=m?+n?
unde m, n sunt numere naturale relativ prime intre ele, de paritafi diferite
cu m>n.

Demonstratie. Fie x,y, z solutie primitiva pentru ecuatia (1).

Putem scrie 4% = 22 — 22 = (z — z)(2 + z).

Numarul y fiind par conchidem ca z — x si z + x sunt numere pare. Deci
z4+x =2as z—x = 2b, unde a si b sunt numere naturale. De aici z = a+b si
x = a—b. Numerele a si b sunt prime intre ele. Daca presupunem ca (a,b) = d
avem a = du, b = dv cu (u,v) = 1. Deci y? = d?(u? — v?), care ne arata ca y
se divide prin d, ceea ce e imposibil deoarece x, ¥, z e o solutie primitiva.

Cum y este par luand y = 2¢, ¢ numar natural, obtinem ¢? = ab. Cum
(a,b) = 1 rezulta cd a = m?, b =n?, cu (m,n) = 1 si m > n. Acum obtinem:

z=m?—-n%y=2mn,z=m?+n%cu (m,n)=1,m>n

Reciproc sa ardatam ca daca x,y, z sunt generate de formulele din teorema
sa aratam ca ele constituie o solutie primitiva pentru ecuatia (1)
Egalitatea evidenta

(m2 . ’I’L2)2 + (an)Q _ (m2 + TL2)2
ne arata ca x,y, z sunt solutii pentru (1).
Sa mai aratam ca (z,y,z) = 1. Presupunem ca (z,y,z) =d cu d > 1. Din
z = m? 4+ n? impar rezultd ci d este impar. Din z + 2z = 2m? §i z — z = 2n?
urmeaza ca m si n se divid cu d, ceea ce e in contradictie cu (m,n) = 1.

Aceasta contradictie implicd cd d = 1. Deci z,y, 2 din teorema genereaza
toate solutiile primitive pentru ecuatia lui Pitagora.

Observatie. Toate solutiile ecuatier lui Pitagora sunt date de

= (m?—n?t, y=2mnt, z=(m*+n?)}t
2. APLICATII

Aplcatia 1.

Rezolvati ecuatia x> —l—p2 = 22 unde x si z sunt numere naturale, iar p este
un numar natural prim.

Solutie. Avem (z —z)(z+z) = p?, de unde z —z = 1 §i z +x = p2. De aici

_p’=1 _ _ p’4l

=55, 2= 5.

Aplcatia 2.

Sa se rezolve ecuatia
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unde x este numar natural iar p si q sunt numere naturale prime.
Solutie.

pP=¢-2"=(q—=)(¢+x).

Deoarece p este prim rezulta

2 2
_p=1 o pitl
de unde z = 55— si ¢ = “5—.

Aplcatia 3.

Sd se rezolve ecuatia p* + ¢*> = s? unde p, q, s sunt numere naturale prime.

Solutie. Un numar e par Fie p = 2. Avem 4+¢? = s% de unde (s—p)(s+p) =
4

Avem s —qg=1si s+ g =4. De aici ¢ = % gis = % care nu sunt numere
naturale. Deci ecuatia nu are solutii.

Aplicatia 4.

Sd se rezolve ecuatia: x4 (1 — )% = y? unde x si y sunt numere intregi.

Solutie. 1. Fie x = m?—n?, 1—x = 2mnsiy = m?>+n?. Deaiciz = 1—2mn
deci m? —n? =1 —2mn de unde m? —n? =1 — 2mn sau (m +n)? — 2n? =1,
adica (m +n)? — 1 =2n2 de unde (m +n —1)(m +n+1) = 2n2.

a)n=1

Obtinem m(m + 2) = 2. Nu avem solutii.

b)n>1

Avemm+n—-1=2sim+n+1=n> Obtinemn?=4sin=2 m=1
saun=-—2,m=2>5. Avem x1 = £3, y; = £5, x5 = £21, yo = £29.

II. x = 2mn, 1 — x = m? — n%. Se rezolvi ca in cazul precedent.

Ecuatia are un numar finit de solutii.

Aplicatia 5.

Sd se rezolve ecuatia x* +y?> = (y + 1)2, unde x,y sunt numere intregi.

Solutie. x% = (y + 1)2 —y? =2y + 1. Ecuatia are o infinitate de solutii.

Aplicatia 6.

Sd se rezolve ecuatia x° + k*" = 22, unde x,z, k,n sunt numere naturale.

Solutie. Scriem (z — ) (x + z) = k?™. Atunci (z — 2) (z + ) = k%?, cu
a+b=2nsia<b Deciz—z=£ksiz+ 2 = kb Rezolvind sistemul se
obtine x = kbgka siy= WTICG

Aplicatia 7.

Determinati numerele pitagorice in progresie aritmeticd.

Solutie. In ecuatia 22 +y2 =22 ludsmz =b—r,y=bsiz=b+r, cub
si 7 numere naturale. Obtinem (b — 7)? + b2 = (b+r)?, de unde b = 4r, deci
x=3r,y=4r, z = 5r.

Aplicatia 8.

Rezolvati ecuatia: w—lg +

1
2

i Z%, unde x,y, z sunt numere naturale nenule.
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Solutie. Ecuatia este echivalents cu 22 +y? = (%)2 Aceasta arata ca daca
(7,9, ) este o solutie in numere naturale, atunci z divide pe zy si 22 + 32 este
patrat perfect. Deci 2? + 92 =t?sit = 2. Fied = (2,9,2), * = ad, y = bd,
z = cd, cu (a,b,c) = 1. Deci a® + b?> = ¢? cu a, b, c prime intre ele, doua cate
doua si z = a—lc’d. Obtinem c& ¢ divide pe d, adica d = kc.

Prin urmare, z = ad = kac, y = bd = kbc, z = kab, t = cd = kc®. Dar
solutiile ecuatiei a? 4+ b? = ¢? sunt x = m? — n?, y = 2mn, z = m? + n?. De
unde solutiile ecuatiei initiale sunt: = = k(m?* —n*), y = 2kmn(m? 4 n?),
z = 2kmn(m? — n?)

Aplicatia 9.

Sa se demonstreze cd mulfimea numerelor prime e infinitd.

Solutie. Folosim un triplet (z,y,z) de numere naturale pitagorice.

Presupunem ca exista cel mai mare numaéar prim, fie el pg si notam apoi cu
m produsul acestor numere prime gi fie n = 1. Atunci (m,n) =1, m > n si
aceste numere sunt de paritati diferite. Rezulta cd m si n genereaza un triplet
pitagoric (z = 2mn, y = m? — n?, z = m? + n?). Daci suma x + y este un
numar prim, urmeaza ca:

x+y:2mn+m27n2:2-(2.3-...-pk)+(2~3-...-pk)Z—l>pi,

adica x + y este un numar prim mai mare decat py.

Daca numarul x+1y este un numar compus, acesta trebuie sa aiba un divizor
mai mare decat py.

Aceasta ultima presupunere se obtine din faptul ca orice numar prim g <
pr divide pe m si deci divide pe z. Daca ¢|x +y ,rezulta ca qly, lucru ce
contrazice faptul ca (z,y) = 1. Deci presupunerea ca pj este cel mai mare
numar prim este falsa.

Aplicatia 10.

Sa se arate ca ecuatia s(z%) + s(y?) = s(22) are o infinitate de solutii. Am
notat prin s(a) suma cifrelor numarului a.

Solutie. Pentru z = 10n — 1 avem 22 = 999....99800....01 unde cifra este
9 este de n — 1 ori iar cifra 0 de n — 1 ori deci s(x?) = 9n.

Alegem x =10n— 1, y=10m—1giz=10m+n—1

Problema

Rezolvati ecuatia: ax?® + bx + ¢ =0 unde a,b, c sunt numere pitagorice.
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