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O TEOREMA DE MEDIE SI UNELE APLICATII

Ovidiu T. Pop si Dan Barbosu

Abstract. In aceasti notd se demonstreazi o teorems de medie ce generalizeaza
teoremele de medie stabilite de D. Pompeiu, T. Boggio, M. Ivan si O. T. Pop.

1. INTRODUCERE

Reamintim pentru inceput teoremele ce urmeaza a fi generalizate.

TEOREMA 1. (D. Pompeiu, 1946) Fie f : [a,b] — R o functie cu pro-
prietatile:

a) f este continud pe [a,b];

b) f este derivabila pe ]a,b[;

¢) 0 ¢ [a,b].
Atunci exista ¢ €)a, b] astfel incat

af(b) —bf(a
1) SO _ 10) — ef'(c).
a—b

TEOREMA 2. (T. Boggio, 1947) Fie f,g : [a,b] — R functii cu proprietatile:

a) f,g sunt continue pe |a,b|;

b) f,g sunt derivabile pe |a,b|;

c) g(x) #0, (V) z € [a,b];

d) g'(z) # 0, (V) €a, b].

Atunci ezista c €]a, b| astfel ca

9(a)f(b) —g(b)f(a) _
g(a) —g(b)

TEOREMA 3. (M. Ivan, 1970) Fie f : [a,b] = R o functie cu proprietatile:
a) f este continud pe [a,b];

b) f este derivabila pe ]a,b[;

c) f'(z) #0, (V)z €la, b;

d) f(a) # f(D).

Atunci ezista c €|a, b| astfel incat:

5 af(b) =bfa) __ f(0

o) = fl@ T e

(2)




48 Ovidiu T. Pop si Dan Barbosu 2

TEOREMA 4. (O. T. Pop, 2005) Fie f : [a,b] — R o functie cu proprietatile
a) f este continua pe [a, b];
b) f este derivabila pe |a,b[;
c) f'(z) #0, (V)z €]a, b].
Consideram punctele A(a, f(a)), B(b, f(b)). Daca punctul M(«, 3) satisface
conditiile M € AB si M ¢ [AB], atunci exista c €]a, b[ astfel ca:

(4) o (f/(C) o f(a) _f(b)> — a’f(b) _bf(a’) _ (f(C) —Cf,(C))

a—b a—b
St
L | e ()
O e To—iw | T e @\ )
a—2b
2. REZULTATUL PRINCIPAL
TEOREMA 5. Fie f,g: [a,b] = R functii cu proprietatile:
(1) f,g sunt continue pe [a,b];
(1i) f,g sunt derivabile pe |a,b[;
(i11) g'(z) # 0, (V) z €la, b]
st fie a € R cu proprietatea
(v) a < a sau b < a.
Atunci exista ¢ €)a, b] astfel incat:
gla) —g®) f'(c) fla)— f(b)
8 (TR g - T
_af(b) —bf(a) g9(c) . bg(a) — ag(b) f'(c)
- (- g ) S TG

Demonstratie. Din (ii7) rezulta ca g(a) # g(b) si g este strict monotona.
Aratam ca are loc relatia:

a—b bg(a) — ag(b)

(7) S Y < (Daelal]
iﬁ (i )ezti Tzi;tszrzzizare, atunci g(ac)":g(b) > 0 gi cum g(a) < g(z) <
el =300
S e LA = = LU =)

de unde, dupa efectuarea calculelor, se obtine (7). Daca g este strict de-
screscatoare, relatia (7) se demonstreaza analog.
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Consideram functiile u, v : [a,b] — R definite prin

) @) |
a : b o) + bg(a) :ag(b) W
g(a) —g(b) g(a) —g(b)
1
v(x) = a : b o) + bg(a) :ag(b) W
g(a) —g(b) g(a) —g(b)

E usor de verificat ca functiile u, v satisfac conditiile teoremei lui Cauchy pe
[a,b]. Aplicand atunci teorema lui Cauchy functiilor u,v rezulta ca exista
¢ €la, b], astfel incat

u(a) —u(b) _ v'(c)

()  v'(e)’

relatie echivalenta cu

a—a b—a«

, a—b bg(a)—ag(b)_ e a—-b .
:'f“*<g«w—gaog“)+ o)~ g
a—b ’
e
din care se obtine relatia (6). O

OBSERVATIA 1. Punctul intermediar ¢ din Teorema 5 depinde de para-
metrul a.

In cele ce urmeaza, vom prezenta cateva aplicatii in conditiile
Teoremei 5.

APLICATIA 1. Daca g(x) = x, obtinem relatia (4) din Teorema 4 (vezi si
[5]), iar pentru g(z) = z si @ = 0, obtinem Teorema lui D. Pompeiu, [4].
bg(a) — ag(b)

g(a) —g(b)

APLICATIA 2. Daca a = , atunci obtinem Teorema lui T.

Boggio, [1].

bg(a) — ag(b)
g(a) —g(b)

APLICATIA 3. Daca f(z) =x si a =
M. Ivan, [2].
APLICATIA 4. Daca g(a) = f(a) si g(b) = f(b), egalitatea (6) devine

f@)=f(®) | af®)=bf@)\ () [ \_9) wr o
©  (FE ) (g 1) =g o re

, obtinem Teorema lui
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APLICATIA 5. Daca a = 0, f'(z) # 0, (V) z €]a,b] si 0 ¢]a,b], atunci
obtinem

(9)

(1]
2]
3]

National College ”Mihai Eminescu’

af(bi:l;f(a) o f(C) ag(bi:l;g(a) —g(C)

f'(c) g'(0)
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