
1. Funçtii cu proprietatea lui Darboux

P 0.1 Se d¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f (x) =

(
cos (1=x) ; dac¼a x 2 R n f0g
0; dac¼a x = 0:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f are proprietatea lui Darboux pe R:
b) S¼a se arate c¼a funçtia f nu este continu¼a în punctul x = 0:

Rezolvare. a) Fie a; b 2 R cu a < b şi �e  2 R situat strict între
f (a) şi f (b) : S¼a ar¼at¼am c¼a exist¼a cel pu̧tin un punct c 2]a; b[ astfel
încât f (c) = :
a1) Dac¼a b < 0; atunci ]a; b[�]�1; 0[: Cum funçtia f este continu¼a

pe intervalul pe ]�1; 0[ deci pe ]a; b[; în baza teoremei valorilor inter-
mediare ( ), deducem c¼a exist¼a un punct c 2]a; b[ astfel încât f (c) = :
a2) Dac¼a a > 0; atunci ]a; b[�]0;+1[: Cum funçtia f este continu¼a

pe intervalul pe ]0;+1[ deci pe ]a; b[; în baza teoremei valorilor inter-
mediare ( ), deducem c¼a exist¼a un punct c 2]a; b[ astfel încât f (c) = :
a3) Fie a < 0 < b şi s¼a presupunem c¼a f (a) < f (b) : Consider¼am

şirurile (an) şi (bn) cu

an = (2n� + �)
�1 ; bn = (2n�)

�1 ; oricare ar � n 2 N�:
Evident 0 < an < bn; oricare ar �n 2 N� şi lim

n!1
an = lim

n!1
bn; de unde

rezult¼a c¼a exist¼a un num¼ar natural p astfel încât 0 < ap < bp < b:
Pe alt¼a parte, avem

�1 = f (ap) � f (a) <  < f (b) � f (bp) = 1:
Cum funçtia f este continu¼a pe ]0;+1[; deci pe ]ap; bp[�]0;+1[; în
baza teoremei valorilor intermediare, deducem c¼a exist¼a un punct c 2
]ap; bp[�]0; b[�]a; b[ astfel încât f (c) = :

b) Fie (xn) şirul cu termenul general xn = (2n�)
�1 2 Rnf0g; oricare

ar � n 2 N�: Avem lim
n!1

xn = 0 şi lim
n!1

f (xn) = 1 6= 0 = f (0) ; deci f
nu este continu¼a în x = 0:

P 0.2 Se d¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f (x) =

�
sin (1=x) ; dac¼a x > 0
1; dac¼a x � 0:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f are proprietatea lui Darboux pe R:
b) S¼a se arate c¼a funçtia f nu este continu¼a în punctul x = 0:.

P 0.3 Se d¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin
1
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f (x) =

(
sin (1=x) ; dac¼a x > 0

a; dac¼a x � 0:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f are proprietatea lui Darboux pe R,
oricare ar � a 2 [�1; 1]:
b) S¼a se arate c¼a funçtia f nu este continu¼a în punctul x = 0:

P 0.4 Se da funçtia f : R! R de�nit¼a prin

f (x) =

(
(1=x) sin (1=x) ; dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f are proprietatea lui Darboux pe R:
b) S¼a se arate c¼a funçtia f nu este continu¼a în punctul x = 0:

P 0.5 Fie a 2 R [ f�1g, b 2 R[f+1g cu a < b şi �e f; g :]a; b[! R
dou¼a funçtii continue pe ]a; b[: S¼a se arate c¼a dac¼a funçtiile f şi g sunt
diferite, atunci funçtia h :]a; b[! R

h(x) =

(
f(x); dac¼a x 2]a; b[\Q
g(x); dac¼a x 2]a; b[\(R nQ)

nu are proprietatea lui Darboux pe ]a; b[:

Rezolvare. Din faptul c¼a funçtiile f şi g sunt diferite, deducem c¼a
exist¼a un punct x0 2]a; b[ astfel ca f (x0) 6= g (x0) : S¼a presupunem
pentru �xarea ideilor c¼a f (x0) < g (x0) :
Cum funçtia f este continu¼a în punctul x0 rezult¼a c¼a pentru " =

(g (x0)� f (x0)) =2 > 0; exist¼a un num¼ar real �f > 0 astfel încât pentru
orice x 2]x0 � �f ; x0 + �f [\]a; b[ avem f (x) 2]f (x0)� "; f (x0) + "[; de
unde deducem c¼a

f (x) < (f (x0) + g (x0)) =2 oricare ar � x 2]x0 � �f ; x0 + �f [\]a; b[:
Pe de alt¼a parte, funçtia g �ind continu¼a în punctul x0; rezult¼a c¼a

exist¼a un num¼ar real �g > 0 astfel încât pentru orice x 2]x0 � �g; x0 +
�g[\]a; b[ avem g (x) 2]g (x0)� "; g (x0) + "[; de unde deducem c¼a

g (x) > (f (x0) + g (x0)) =2 oricare ar � x 2]x0 � �g; x0 + �g[\]a; b[:
Fie � = minf�f ; �gg: Din cele de mai sus rezult¼a
(1)
f (x) < (f (x0) + g (x0) =2) < g (x) oricare ar � x 2]x0��; x0+�[\]a; b[:
Fie x1 2]a; b[\]x0 � �; x0[\Q şi x2 2]a; b[\]x0; x0 + �[\(R nQ): Evi-

dent x1 < x2:Din de�ni̧tia funçtiei h şi (1) ob̧tinem c¼a h (x1) = f (x1) <
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(f (x0) + g (x0)) =2 < g (x2) = h (x2) : Vom ar¼ata, folosind metoda re-
ducerii la absurd, c¼a pentru

 = (f (x0) + g (x0)) =2 2]h (x1) ; h (x2) [
nu exist¼a nici un punct c 2]x1; x2[ astfel încât f (c) = : Intr-adev¼ar,
dac¼a un astfel de punct c 2]x1; x2[ ar exista, atunci am ob̧tine:

i) dac¼a c 2 Q; atunci  = h (c) = f (c) < ;
iar
ii) dac¼a c 2 R nQ; atunci  = h (c) = g (c) > :
Aşadar funçtia h nu are proprietatea lui Darboux pe ]a; b[:

P 0.6 Fie a > 0 şi f : [�a; a] ! [�a; a] o funçtie continu¼a. S¼a se
arate c¼a exist¼a cel pu̧tin un punct b 2 [�a; a] astfel încât f(b) = b şi
cel pu̧tin un punct c 2 [�a; a] astfel încât f(c) = �c.
Rezolvare. Fie g : [�a; a]! R funçtia de�nit¼a prin g(x) = f(x) � x,
oricare ar � x 2 [�a; a]. Evident, funçtia g este continu¼a şi

g(�a)g(a) = (f(�a) + a)(f(a)� a) � 0;
atunci, în baza teoremei /, exist¼a cel pu̧tin un punct b 2 [�a; a], astfel
încât g(b) = 0, de unde deducem c¼a f(b) = b.
Pentru a ar¼ata c¼a exist¼a un punct c 2 [�a; a] astfel încât f(c) = �c,

se procedeaz¼a ca mai sus, considerând acum funçtia h : [�a; a]! R
de�nit¼a prin h(x) = f(x) + x, oricare ar � x 2 [�a; a].

P 0.7 Fie f : R!]�1; 1[, g : R!]1;+1[ dou¼a funçtii continue. S¼a
se arate c¼a, dac¼a exist¼a a, b 2]0;+1[ cu a < b şi f(a) = a, g(b) = b,
atunci exist¼a cel pu̧tin un punct c 2]a; b[ astfel încât f(c)g(c) = c.

P 0.8 Fie f : R!] �1; 1[, g : R!]1;+1[ şi h : R!]0;+1[ trei
funçtii continue. S¼a se arate c¼a, dac¼a exist¼a a, b 2]0;+1[ cu a < b
şi f(a) = h(a), g(b) = h(b), atunci exist¼a cel pu̧tin un punct c 2]a; b[
astfel încât f(c)g(c) = h(c).

P 0.9 S¼a se arate c¼a pentru orice funçtie f : R! R continu¼a şi
m¼arginit¼a pe R, exist¼a cel pu̧tin un punct c 2 R astfel încât f(c) = c.

P 0.10 Fie f , g : [a; b]! R funçtii continue astfel încât g(a) < f(a) şi
f(b) < g(b). Atunci exist¼a cel pu̧tin un punct c 2]a; b[ cu proprietatea
c¼a f(c) = g(c).

P 0.11 Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a astfel încât a � f(a) şi
f(b) � b. Atunci exist¼a cel pu̧tin un punct c 2 [a; b] cu proprietatea c¼a
f(c) = c.
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P 0.12 Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a astfel încât f(a) = f(b) şi
�e c = (a+ b)=2. Atunci exist¼a cel pu̧tin un punct d 2 [0; (b� a)=2] cu
proprietatea c¼a f(a+ d) = f(c+ d).

P 0.13 Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a cu proprietatea c¼a f(a) =
f(b). Dac¼a pentru orice x 2]a; b[ avem f(x) 6= f(a), atunci oricare ar �
c 2]0; b�a[ exist¼a x1, x2 2 [a; b] astfel încât x2�x1 = c şi f(x1) = f(x2).

P 0.14 Fie a, b 2 R cu a < 0 < b şi f : [a; b]![a; b] o funçtie continu¼a.
S¼a se arate ca exist¼a cel pu̧tin un punct c 2 [a; b] cu proprietatea c¼a
cf(c) = ab.

P 0.15 Fie a, b 2 R cu a < b şi �e f :]a; b[! R o funçtie continu¼a. S¼a
se arate c¼a dac¼a exist¼a f(a+0) şi f(b� 0) şi au semne contrare, atunci
exist¼a cel pu̧tin un punct c 2]a; b[ astfel încât f(c) = 0.

P 0.16 Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a astfel încât f(a) = f(b).
Dac¼a m = infff(x) : x 2 [a; b]g şi M = supff(x) : x 2 [a; b]g, atunci
funçtia f ia orice valoare din intervalul ]m;M [ cel pu̧tin de dou¼a ori.

P 0.17 Fie f : [0; 1] ! [0; 1] [ [2; 3] o funçtie continu¼a astfel încât
f(1=2) = 0. S¼a se arate c¼a:
a) funçtia f nu este surjectiv¼a;
b) funçtia f nu este strict cresc¼atoare;
c) funçtia f nu este injectiv¼a.

P 0.18 S¼a se arate c¼a dac¼a f : [0;+1[! R este o funçtie continu¼a şi
lim
x!1

f(x) = 0, atunci funçtia f este m¼arginit¼a pe [0;+1[.

P 0.19 S¼a se arate c¼a, dac¼a f : R! R este o funçtie continu¼a şi exist¼a
limitele lim

x!�1
f(x) şi lim

x!1
f(x) şi sunt numere reale, atunci funçtia f

este m¼arginit¼a pe R.

P 0.20 Ar¼ata̧ti c¼a ecua̧tia 2x(x2 + 1) � 3 = 0, are o singur¼a solu̧tie
real¼a, care este situat¼a în intervalul ]0; 1[.

P 0.21 Ar¼ata̧ti c¼a ecua̧tia x + ln x = 0, are o singur¼a solu̧tie real¼a,
care este situat¼a în intervalul ]1=e; 1[.

P 0.22 Ar¼ata̧ti c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin f(x) = x5� 3x+1,
oricare ar � x 2 R, se anuleaz¼a cel pu̧tin o dat¼a în intervalul ]1; 2[.

P 0.23 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R de�nit¼a prin f(x) = x2x� 1,
oricare ar � x 2 R, se anuleaz¼a cel pu̧tin o dat¼a în intervalul ]0; 1[.
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P 0.24 Stabili̧ti num¼arul solu̧tiilor reale ale ecua̧tiei:
a) x3 + 3x+ 1 = 0; b) x3 � 3x+ 1 = 0:

P 0.25 S¼a se arate c¼a ecua̧tia

x sinn x� 1 = 0 (n 2 N� este �xat),
are exact o solu̧tie în intervalul ]0; �=2[.

P 0.26 Ar¼ata̧ti c¼a, dac¼a x1 este o solu̧tie a ecua̧tiei ax2 + bx + c = 0
şi x2 este o solu̧tie a ecua̧tiei �ax2 + bx+ c = 0, atunci ecua̧tia

(a=2)x2 + bx+ c = 0

are o solu̧tie situat¼a între x1 şi x2.

2. Funçtii uniform continue

P 0.27 S¼a se arate c¼a funçtia f :]0; 1[! R de�nit¼a prin f(x) = x2,
oricare ar � x 2]0; 1[, este uniform continu¼a pe ]0; 1[.

Rezolvare. Fie x, u 2]0; 1[; atunci x+ u 2]0; 2[ şi deci
jf(x)� f(u)j = jx+ uj jx� uj � 2 jx� uj .

De aici deducem c¼a, pentru �ecare " > 0 exist¼a � = "=2 > 0 cu
proprietatea c¼a oricare ar � x, u 2]0; 1[ cu jx� uj < � s¼a avem

jf(x)� f(u)j � 2 jx� uj < 2� = ".

Aşadar, funçtia f este uniform continu¼a pe ]0; 1[.

P 0.28 S¼a se arate c¼a funçtia f : R! R, de�nit¼a prin f(x) = x2,
oricare ar � x 2 R, nu este uniform continu¼a pe R.

Rezolvare. Presupunem, prin absurd, c¼a funçtia f este uniform con-
tinu¼a pe R şi �e " > 0 �xat. Atunci exist¼a � > 0 astfel încât, oricare
ar f în x, u 2 R cu jx� uj < �", s¼a avem jf(x)� f(u)j < ".
Fie x = 2"=� şi u = x+ �=2. Evident, x, u 2 R, jx� uj = �=2 < �,

jx+ uj = 4"=� + �=2 > 4"=� şi
jf(x)� f(u)j = jx� uj jx+ uj = � jx+ uj =2 >

> (�=2)(4"=�) = 2" > ";

ceea ce contrazice jf(x)� f(u)j < ".
Aşadar, funçtia f nu este uniform continu¼a pe R.
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P 0.29 Fie D o submuļtime nevid¼a a muļtimii R şi f : D! R. S¼a
se arate c¼a funçtia f este uniform continu¼a pe D dac¼a şi numai dac¼a
oricare ar �şirurile (xn) şi (un) cu elemente dinD astfel încât lim

n!1
(xn�

un) = 0 s¼a avem lim
n!1

(f(xn)� f(un)) = 0.

P 0.30 Studiȩti uniform continuitatea urm¼atoarelor funçtii pe muļtimea
lor de de�ni̧tie:

a) f :]0; 1[! R de�nit¼a prin f(x) = lnx, oricare ar � x 2]0; 1[;
b) f :]1=2; 1[! R de�nit¼a prin f(x) = lnx, oricare ar � x 2]1=2; 1[;
c) f : R! R de�nit¼a prin f(x) = sin x2, oricare ar � x 2 R;
d) f : R! R de�nit¼a prin f(x) = x cosx2, oricare ar � x 2 R;
e) f :]0; �[! R de�nit¼a prin f(x) = sin(1=x), oricare ar � x 2]0; �[;
f) f :]0; 1[! R de�nit¼a prin f(x) = exp (x) cos(1=x), oricare ar �

x 2]0; 1[;
g) f : [0;+1[! R de�nit¼a prin f (x) =

p
x; oricare ar � x 2

[0;+1[:


