1. Functii cu proprietatea lui Darboux

P 0.1 Se da functia f : R — R definita prin

cos(1l/x), dacidz e R\ {0}

flx) = y
0, daca x = 0.

a) S& se arate ca functia f are proprietatea lui Darboux pe R.

b) Sa se arate cd functia f nu este continud in punctul z = 0.

Rezolvare. a) Fie a,b € R cu a < b si fie v € R situat strict intre
f(a) st f(b). Sa aratdm cd existd cel putin un punct ¢ €la, b astfel
incat f(c) =17.

ay) Dacd b < 0, atunci |a, b[C] — 0o, 0. Cum functia f este continua
pe intervalul pe | — 0o, 0] deci pe |a, b[, in baza teoremei valorilor inter-
mediare ( ), deducem c& exista un punct ¢ €|a, b astfel incat f (c) = ~.

ay) Dacd a > 0, atunci |a, b[C]0, +00[. Cum functia f este continud
pe intervalul pe |0, +oo[ deci pe |a, b], in baza teoremei valorilor inter-
mediare (), deducem ca exista un punct ¢ €]a, b] astfel incat f (c) = .

az) Fie a < 0 < b gi s8 presupunem ca f (a) < f(b). Consideram
sirurile (a,) si (b,) cu

an = 2nr+7)"", b, = (2n7)"", oricare ar fi n € N*.

Evident 0 < a,, < b, oricare ar fin € N* i lim a, = lim b,, de unde

n—oo n—oo

rezulta ca exista un numar natural p astfel incat 0 < a, < b, <b.
Pe alta parte, avem

—1=f(ap) < fla) <y <f)<[f(b)=1
Cum functia f este continud pe |0,4o00[, deci pe |a,, b,[C]0, +o0], in
baza teoremei valorilor intermediare, deducem ca exista un punct ¢ €
lay, b,[C]0, b[C]a, b] astfel incat f(c) = 7.
b) Fie (z,,) sirul cu termenul general x,, = (2n7)~" € R\ {0}, oricare
ar fin € N*. Avem lim z, =0 lim f(x,) =1%#0= f(0), deci f

n—oo n—oo

nu este continua in x = 0. m

P 0.2 Se da functia f : R — R definita prin
sin(1/x), dacax >0
fio = {00

1, daca z < 0.

a) Sa se arate ca functia f are proprietatea lui Darboux pe R.
b) Sa se arate cd functia f nu este continua in punctul z = 0..

P 0.3 Se da functia f : R — R definita prin
1



F ) = { sin (1/z), dacad x>0

a, daca z < 0.

a) Sa se arate ca functia f are proprietatea lui Darboux pe R,
oricare ar fi a € [—1,1].
b) Sa se arate cd functia f nu este continud in punctul z = 0.

P 0.4 Se da functia f : R — R definita prin

{ (1/x)sin (1/z), dacdx #0

0, daca z = 0.

f(x) =

a) S& se arate ca functia f are proprietatea lui Darboux pe R.
b) Sa se arate cd functia f nu este continua in punctul z = 0.

P 0.5 Fiea e RU{—o0},be RU{+0o0} cua < bsifie f,g:]a, b[— R
doud functii continue pe |a, b[. S& se arate ca dacd functiile f gi g sunt
diferite, atunci functia h :]a, b|— R

W) = f(z), dacd z €la,b[NQ
g(x), dacad z €la,b[N(R\ Q)

nu are proprietatea lui Darboux pe |a, b|.

Rezolvare. Din faptul ca functiile f si g sunt diferite, deducem ca
existd un punct zo €la,b| astfel ca f(x9) # g(xo). S& presupunem
pentru fixarea ideilor ca f (xg) < g (z) -

Cum functia f este continua in punctul zy rezulta ca pentru ¢ =
(g (o) — f(x0)) /2 > 0, existd un numar real 6; > 0 astfel incat pentru
orice & €]xg — 0y, xo + d¢[N]a, b] avem f (x) €]f (xo) — &, f (xo) + ¢, de
unde deducem ca

f(x) < (f(x0) + g (x0)) /2 oricare ar fi x €]xg — ¢, ko + I¢[N]a, b[.
Pe de alta parte, functia ¢ fiind continua in punctul zg, rezulta ca
existd un numdr real J, > 0 astfel incat pentru orice x €|xzg — dy, o +
dg[N]a, b[ avem g (x) €]g (xo) — €, 9 (x0) + €[, de unde deducem ca
g () > (f (xo) + g (x0)) /2 oricare ar fi x €|zg — &4, 2o + I4[N]a, b].
Fie § = min{dy,d,}. Din cele de mai sus rezulta
(1)
f(z) < (f(xo) +9g(x0)/2) < g(x) oricare ar fi  €]xo—7, xo+0[N]a, b].
Fie z1 €]a,b|N]|zo — 0, 2o[NQ si x2 €]a, b[N]xg, zo + I[N(R\ Q). Evi-
dent x; < x9. Din definitia functiei h gi (1) obtinem ca h (z1) = f (z1) <
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(f (o) + g (x0)) /2 < g (x2) = h(x2). Vom arita, folosind metoda re-
ducerii la absurd, ca pentru

7= (f(20) + 9(20)) /2 €] (1) , h (22) |

nu exista nici un punct ¢ €]z, x| astfel incat f(c) = ~. Intr-adevar,
dacd un astfel de punct ¢ €]z, x| ar exista, atunci am obtine:

i) dacd ¢ € Q, atunci v = h (c) = f (c) <,
iar

i1) daca ¢ € R\ Q, atunci v = h(c) = g (c) > 7.

Asadar functia h nu are proprietatea lui Darboux pe |a, b[. m

P 0.6 Fiea > 0si f:[—a,a] — [—a,a] o functie continud. S& se
arate ca exista cel putin un punct b € [—a,a] astfel incat f(b) = b si
cel putin un punct ¢ € [—a, a] astfel incat f(c) = —c.

Rezolvare. Fie g : [—a,a]— R functia definita prin g(z) = f(z) — =,
oricare ar fi * € [—a,a]. Evident, functia g este continu si

9(=a)g(a) = (f(=a) + a)(f(a) —a) < O;
atunci, in baza teoremei /, exista cel putin un punct b € [—a, al, astfel
incat g(b) = 0, de unde deducem ci f(b) = b.
Pentru a ardta ca existda un punct ¢ € [—a, a] astfel incat f(c) = —c,
se procedeazd ca mai sus, considerand acum functia h : [—a,a]— R
definitd prin h(z) = f(z) + z, oricare ar fi z € [—a,a]. m

P 0.7 Fie f: R =] — 00, 1], g : R —]1, +00o[ doud functii continue. Sa
se arate cd, dacd existd a, b €]0,4+o00[ cua < bsi f(a) = a, g(b) = b,
atunci existd cel putin un punct ¢ €]a, b[ astfel incat f(c)g(c) = c.

P 0.8 Fie f: R —] —o00,1], g : R —]1,400[ si h : R —]0, +o0[ trei
functii continue. S& se arate cd, dacd existd a, b €]0,+oo[ cu a < b
si f(a) = h(a), g(b) = h(b), atunci exista cel putin un punct ¢ €la, b|
astfel incat f(c)g(c) = h(c).

P 0.9 §Sa se arate ca pentru orice functie f : R — R continua si
marginitd pe R, exista cel putin un punct ¢ € R astfel incat f(c) = c.

P 0.10 Fie f, g : [a,b]— R functii continue astfel incat g(a) < f(a) si
f(b) < g(b). Atunci exista cel putin un punct ¢ €la, b| cu proprietatea

.11 Fie f : [a,b]— R o functie continui astfel incat a < f(a) si
< b. Atunci exista cel putin un punct ¢ € [a, b] cu proprietatea c&
=c
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P 0.12 Fie f : [a,b]— R o functie continud astfel incat f(a) = f(b) si
fie ¢ = (a4 b)/2. Atunci exista cel putin un punct d € [0, (b —a)/2| cu
proprietatea ca f(a+d) = f(c+d).

P 0.13 Fie f : [a,b]— R o functie continua cu proprietatea ci f(a) =
f(b). Daca pentru orice = €]a, b| avem f(x) # f(a), atunci oricare ar fi
c €]0,b—al existd 1, x2 € [a, b] astfel incat xo—x; = c i f(z1) = f(22).

P 0.14 Fiea,beRcua<0<bsi f: [a,b—][a,b] o functie continua.
S& se arate ca existd cel putin un punct ¢ € [a,b] cu proprietatea ca

cf(c) = ab.

P 0.15 Fiea, b€ R cua < bsifie f :]a,b[— R o functie continus. Sa
se arate ca dacd existd f(a+0) si f(b—0) si au semne contrare, atunci
existd cel putin un punct ¢ €a, b| astfel incat f(c) = 0.

P 0.16 Fie f : [a,b]— R o functie continug astfel incat f(a) = f(b).
Daca m = inf{f(z) : © € [a,b]} si M = sup{f(z) : = € [a,b]}, atunci
functia f ia orice valoare din intervalul |m, M| cel putin de doud ori.

P 0.17 Fie f :[0,1] — [0,1] U [2,3] o functie continud astfel incat
f(1/2) = 0. S& se arate ca:

a) functia f nu este surjectivi;

b) functia f nu este strict crescatoare;

c) functia f nu este injectiva.

P 0.18 S4 se arate ca dacd f : [0, +00[— R este o functie continua si
lim f(x) = 0, atunci functia f este marginita pe [0, 4+o00].

Tr—00

P 0.19 Sa se arate ca, daca f : R — R este o functie continua si exista
limitele lim f(x) si lim f(z) si sunt numere reale, atunci functia f
r——00 r—00

este marginita pe R.

P 0.20 Aritati cd ecuatia 2%(z% + 1) — 3 = 0, are o singura solutie
reald, care este situatd in intervalul |0, 1].

P 0.21 Aratati ca ecuatia x 4+ Inx = 0, are o singura solutie reala,
care este situatd in intervalul ]1/e, 1].

P 0.22 Aritati cd functia f : R — R definitd prin f(z) = 2° — 3z +1,
oricare ar fi x € R, se anuleaza cel putin o data in intervalul |1, 2[.

P 0.23 S4 se arate ca functia f : R — R definitd prin f(z) = 22* — 1,
oricare ar fi x € R, se anuleazi cel putin o data in intervalul |0, 1].
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P 0.24 Stabiliti numarul solutiilor reale ale ecuatiei:
a) ¥*+3rx+1=0; b) 2°—-3zx+1=0.
P 0.25 Sa se arate ca ecuatia
zsin"z —1=0 (n € N" este fixat),
are exact o solutie in intervalul |0, 7/2[.
P 0.26 Aritati ci, dacd ; este o solutie a ecuatiei az? + bz +c¢ =0
si o este o solutie a ecuatiei —ax? + bz + ¢ = 0, atunci ecuatia
(a/2)2* +bx+c=0

are o solutie situata intre z si x».

2. Functii uniform continue

P 0.27 S& se arate c& functia f :]0,1[— R definitd prin f(z) = 27,
oricare ar fi x €]0, 1], este uniform continua pe |0, 1].
Rezolvare. Fie z, u €]0, 1[; atunci = 4+ u €]0, 2[ si deci

[f (@) = f(u)] = |& +ul |z —u| < 2]z —ul.

De aici deducem ca, pentru fiecare ¢ > 0 existd § = ¢/2 > 0 cu
proprietatea ca oricare ar fi x, u €]0,1[ cu | — u| < 0 s& avem

lf(z) — f(u)] <2|x —u| <2§ =e.

Asadar, functia f este uniform continud pe |0, 1[. m

P 0.28 Si se arate ci functia f : R — R, definitd prin f(z) = 22,
oricare ar fi z € R, nu este uniform continua pe R.

Rezolvare. Presupunem, prin absurd, ca functia f este uniform con-
tinua pe R si fie € > 0 fixat. Atunci exista 6 > 0 astfel incat, oricare
ar finz, u € Rcu |x —u| <9, sd avem |f(z) — f(u)] <e.

Fiex =2¢/6 siu=x+6/2. Evident, x, u € R, |z —u| =§/2 < J,
|z 4+u| =4e/0+ /2 > 4e /6 si

[f(x) = fu)] = o —ul |x +u] = |z +ul /2>
> (6/2)(4e/§) = 2e > ¢,

ceea ce contrazice |f(z) — f(u)| < e.
Asadar, functia f nu este uniform continud pe R. m
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P 0.29 Fie D o submultime nevida a multimii R si f : D— R. Sa
se arate ca functia f este uniform continua pe D daca si numai daca
oricare ar fi girurile (z,) si (u,) cu elemente din D astfel incat lim (x,—

un) = 0 sd avem nh_)nolo(f(xn) — f(u,)) =0. o
P 0.30 Studieti uniform continuitatea urmatoarelor functii pe multimea
lor de definitie:
a) f:]0,1[— R definitd prin f(z) = Inz, oricare ar fi = €]0, 1;
f:]1/2,1[— R definita prin f(z) = Inx, oricare ar fi x €]1/2,1];
f: R — R definita prin f(z) = sin2?, oricare ar fi r € R;

b
c
d

 — ~—

f: R — R definitd prin f(z) = z cos 22, oricare ar fi x € R;
f:]0, 7[— R definita prin f(z) = sin(1/x), oricare ar fi = €]0, x|;

f :]0,1[— R definita prin f(z) = exp (x) cos(1/z), oricare ar fi
1[;

f :]0,400[— R definitd prin f(z) = +/x, oricare ar fi z €

k
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