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Facultatea de Matematică şi Informatică
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1.8 Identităţi şi algebre universale obţinute ca multialgebre factor . . . . . . . . 57
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Introducere

Primii paşi ı̂n teoria multialgebrelor (numite şi hiperstructuri sau multistructuri) au fost

făcuţi ı̂n anii 1930. Mai exact, prima lucrare ı̂n domeniu aparţine matematicianului francez

F. Marty care, ı̂n cadrul celui de-al VIII-lea Congres al matematicienilor din ţările scan-

dinave (1934), a prezentat o generalizare a noţiunii de grup pe care a numit-o hipergrup,

precum şi câteva proprietăţi legate de aceasta. Încă din articolele imediat următoare ale

lui Marty avea să se ı̂ntrevadă faptul că aceste obiecte pot fi folosite cu succes ca instru-

mente ı̂n alte teorii din domeniul matematicii. Câteva dintre legăturile hiperstructurilor cu

alte arii ale matematicii, cu care ne-am ı̂ntâlnit pe parcursul redactării acestei teze, ar fi

cele privitoare la studiul fracţiilor raţionale (Marty: [49]), al mulţimilor ordonate (Benado:

[1], [2], Călugareanu şi Leoreanu: [8]), al tablelor caracterelor grupurilor finite (Roth: [72],

[74], McMullen şi Price: [51]), al relaţiilor binare (Rosenberg: [71], Corsini: [11], Corsini

şi Leoreanu: [14]), al mulţimilor fuzzy (Corsini şi Leoreanu: [12], [15], Leoreanu: [44]) şi

al tipurilor abstracte de date (Walicki şi Meldal: [89]). Menţionăm, de asemenea, că tabla

Cayley slabă, care este utilizată de Johnson, Mattarei şi Sehgal ı̂n [37] pentru determinarea

1 şi 2-caracterelor unui grup finit, este un exemplu de cvasihipergrup cu unitate (deşi au-

torii nu specifică aceasta). Imaginea asupra legăturilor dintre multialgebre şi alte domenii

de cercetare este completată de cartea [16] aparţinând lui P. Corsini şi V. Leoreanu.

Primele multialgebre studiate sunt hipergrupoizii, semihipergrupurile şi hipergrupurile.

Apar ulterior şi rezultate privind alte hiperstructuri cum ar fi hiperinelele, hipermodulele,

multilaticile. Menţionăm că o contribuţie majoră la studiul multilaticilor a avut matema-

ticianul român Mihail Benado. De o importanţă deosebită ı̂n teoria multialgebrelor sunt

articolele lui Grätzer ([27]) şi Pickett ([67]). Aceştia privesc multialgebrele ca particularizări

ale sistemelor relaţionale ce generalizează noţiunea de algebră universală şi, prin rezultatele
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obţinute, plasează multialgebrele ı̂n imediata vecinătate a algebrelor universale. Mărturie

ı̂n acest sens stau şi o parte din proprietăţile stabilite de noi, care extind unele rezultate

cunoscute pentru algebre universale. Pe direcţia trasată de Grätzer şi Pickett se ı̂ncadrează

şi lucrările [36] (Höft şi Howard), [33], [34] (Hansoul), [75] (Schweigert), [90] (Walicki şi

BiaÃlasik) şi, mai recent, [4] (Breaz şi Pelea), [59], [60], [61] (Pelea). Este de notat faptul

că ı̂n articolele menţionate ale lui Hansoul, Walicki şi BiaÃlasik noţiunea de multioperaţie

nu comportă faptul că imaginile acesteia sunt mulţimi nevide. Multialgebrele ı̂nzestrate cu

astfel de multioperaţii sunt mai apropiate de sisteme relaţionale decât de algebre universale,

iar pentru ele nu mai funcţionează teorema de reprezentare dată de Grätzer ı̂n [27].

Ca şi ı̂n alte teorii, ı̂n teoria multialgebrelor este de o importanţă deosebită obţinerea

de obiecte noi pornind de la obiecte date. În acest context se ı̂nscriu şi construcţiile de

multialgebre. Cele mai simple sunt formarea de submultialgebre şi de multialgebre cât

(sau factor), acestea din urmă fiind mult studiate ı̂ncă de la ı̂nceputurile acestei teorii.

De altfel, acest lucru era de aşteptat deoarece apariţia noţiunii de hipergrup se datorează

factorizării unui grup după relaţia de echivalenţă la stânga determinată de un subgrup, iar

mai apoi George Grätzer a demonstrat că orice multialgebră se obţine factorizând convenabil

o algebră universală după o relaţie de echivalenţă. Cercetările noastre se ı̂nscriu ı̂ntr-un

cadru ı̂n care există deja rezultate privind produsele directe şi subdirecte de multialgebre,

precum şi proprietăţi referitoare la limite directe de sisteme directe şi limite inverse de

sisteme inverse de hiperstructuri particulare.

Dintre construcţiile studiate ı̂n această teză amintim submultialgebrele şi, ı̂n special,

submultialgebra generată de o submulţime, multialgebrele factor, produsele directe, limitele

directe de sisteme directe şi limitele inverse de sisteme inverse de multialgebre. Avantajele

pe care le prezintă rezultatele pe care le obţinem aici constau nu doar ı̂n caracterul lor

de generalitate ci şi ı̂n faptul că anumite proprietăţi existente ı̂n literatură pot fi obţinute

destul de uşor ca şi consecinţe ale rezultatelor noastre.

Lucrarea este structurată pe două capitole. Capitolul ı̂ntâi are opt paragrafe, iar al doilea

are şase. Primul capitol se deschide cu un paragraf introductiv care prezintă noţiunea de

multialgebră şi câteva multialgebre particulare care intervin, cel mai adesea ca exemple, pe

parcursul lucrării. Menţionăm că pentru o multialgebră, mulţimea suport este notată cu

litere mari ale alfabetului latin (A, B, . . . ), iar multialgebra, cu corespondentul lor ı̂n scriere
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gotică (A, B, . . . ). Pe alocuri, vom neglija această convenţie, fără a crea astfel confuzie (ca

de exemplu ı̂n paragraful 1.3). Pornind de la o multialgebră A, Pickett introduce ı̂n [67]

o structură de algebră universală P∗(A) pe mulţimea P ∗(A) a părţilor nevide ale mulţimii

A. În paragraful secund al capitolului ı̂ntâi amintim cum se definesc funcţiile algebrice şi

polinoamele unei algebre universale, precum şi modul ı̂n care acestea din urmă se obţin

din simbolurile polinomiale. Discuţia este plasată ı̂n P∗(A), ceea ce permite introducerea

unor funcţii algebrice particulare care ı̂şi dovedesc utilitatea ı̂n paragrafele 1.6 şi 1.8. Al

treilea paragraf este dedicat submultialgebrelor unei multialgebre. Contribuţia originală

ı̂n acest paragraf constă ı̂n caracterizarea submultialgebrei generate de o submulţime ı̂ntr-

o multialgebră (Teorema 1.3.13). Pickett a constatat că dată fiind o submulţime B a

mulţimii suport A a unei multialgebre A, B este o submultialgebră a multialgebrei A dacă

şi numai dacă P ∗(B) este o subalgebră pentru algebra P∗(A). Pornind de la acest fapt,

deducem câteva corolare (1.3.5 şi 1.3.6) care permit scrierea submultialgebrei generate de

o submulţime X a unei multialgebre A ca reuniune a tuturor imaginilor de submulţimi cu

un element ale lui X prin polinoame ale algebrei P∗(A) (Teorema 1.3.13).

Există mai multe generalizări ale noţiunii de omomorfism pentru multialgebre. Noi

utilizăm doar două dintre acestea, una numită chiar omomorfism (care provine din con-

siderarea multialgebrelor ca sisteme relaţionale) şi una numită omomorfism ideal (a cărei

definiţie este analogă celei de la algebre universale). Am preluat de la Pickett ([67]) faptul

că omomorfismele ideale de multialgebre determină şi sunt determinate de o clasă specială

de relaţii de echivalenţă ce se definesc pe multialgebre, şi anume echivalenţele ideale. În

acelaşi articol al lui Pickett este menţionată o conexiune ı̂ntre omomorfismele ideale de

multialgebre şi anumite omomorfisme ale algebrelor de submulţimi nevide corespunzătoare.

Fie folosind această conexiune, fie pe cale directă, am stabilit ı̂n paragraful 1.4 legături ale

omomorfismelor dintre două multialgebre A, B cu polinoamele algebrelor universale P∗(A),

P∗(B). Astfel, am arătat ı̂n Propoziţia 1.4.9 şi Corolarul 1.4.14 că pentru aceste polinoame

şi pentru omomorfismele prezente aici au loc proprietăţi asemănătoare cu cele cunoscute

pentru algebre universale. Am arătat, de asemenea, că echivalenţele ideale ale unei multial-

gebre A sunt strâns legate de anumite congruenţe ale algebrei P∗(A) (Teorema 1.4.5), ceea

ce permite o caracterizare a echivalenţelor ideale ale unei multialgebre (Propoziţia 1.4.7).

Rezultatele originale din paragrafele 1.3 şi 1.4 au fost obţinute ı̂mpreună cu Simion Breaz
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şi au fost publicate ı̂n [4].

Unul dintre cele mai importante rezultate referitoare la multialgebre este teorema de

caracterizare a lui George Grätzer ([27]). Aceasta face din studiul multialgebrelor o extin-

dere naturală a teoriei algebrelor universale. În acest context de naturalitate se ı̂nscriu şi

ultimele paragrafe ale primului capitol din teză. Una din problemele lansate de Grätzer ı̂n

[27] este următoarea: Ce sunt multialgebrele factor ale unui grup, ale unui grup abelian,

ale unei latici, ale unui inel etc.? Caracterizaţi acestea cu un sistem potrivit de axiome.

Se observă că aceste algebre universale particulare sunt date prin identităţi, ceea ce ne-a

determinat să ne ı̂ndreptăm atenţia asupra a ceea ce se ı̂ntâmplă cu identităţile unei alge-

bre ı̂n urma factorizării după o relaţie de echivalenţă. Urmărind definiţiile hiperstructurilor

din lucrările lui P. Corsini ([10]) şi T. Vougiouklis ([85], [86], [87], [88]) — unele dintre

ele prezentate şi ı̂n primul paragraf al acestei lucrări — se constată necesitatea adaptării

la multistructuri a noţiunii de identitate ı̂ntâlnită la algebre universale. Introducem astfel

două tipuri de identităţi la multialgebre: identităţi (tari) şi identităţi slabe. Un răspuns la

prima parte a problemei lui Grätzer rezultă imediat prin stabilirea faptului că identităţile

unei algebre universale conduc, ı̂n general, la identităţi slabe pe multialgebra cât. Atât

identităţile algebrei, cât şi echivalenţa ı̂n raport cu care factorizăm pot face ca identităţile

pe care le obţinem pe multialgebra factor să fie tari. De exemplu, identităţile care definesc

comutativitatea unei multioperaţii se păstrează ı̂n formă tare şi ı̂n multialgebra factor. O

serie de observaţii şi exemple care justifică aceste afirmaţii fac subiectul paragrafului 1.5.

Este cunoscut faptul că prin factorizarea unei algebre universale după o congruenţă ce

include o relaţie se obţine o algebră universală ı̂n care oricare două elemente care sunt ı̂n

relaţia dată determină aceeaşi clasă. Studiul nostru evoluează ı̂nspre a arăta că factorizarea

unei algebre universale după o relaţie de echivalenţă — care a dus la apariţia multialgebrelor

— poate fi privită ca un ,,pas intermediar” al unei astfel de factorizări. Aceasta conduce la

studiul unor echivalenţe (ideale) care au proprietatea că multialgebrele factor determinate

de ele sunt algebre universale. Astfel de echivalenţe apar ı̂n literatura de specialitate ı̂ncă

ı̂n primele articole referitoare la hipergrupuri, cum ar fi cele ale lui Dresher, Ore ([19])

şi Ore, Eaton ([22]). O serie importantă de lucrări legate de astfel de echivalenţe ale

hipergrupoizilor, semihipergrupurilor, hipergrupurilor, hiperinelelor şi altor multistructuri

particulare apar după anul 1990 şi converg spre studiul celei mai mici echivalenţe de acest tip.
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În Propoziţia 1.6.1 am dat o caracterizare a echivalenţelor unei multialgebre A pentru care

multialgebra cât este o algebră universală, iar ı̂n Teorema 1.6.13 am determinat cea mai mică

echivalenţă α∗A pe A cu această proprietate. Aplicând Teorema 1.6.13 la semihipergrupuri,

hipergrupuri şi hiperinele, obţinem relaţia fundamentală a acestor hiperstructuri (studiată,

de exemplu, ı̂n lucrările lui Corsini ([10]), Freni ([25]), Guţan ([31]), Vougiouklis ([83])).

Datorită acestui fapt, am numit relaţia α∗A, relaţie fundamentală şi ı̂n cazul multialgebrei A.

Algebra universală cât determinată de aceasta am numit-o algebra fundamentală. Folosind

Teorema 1.6.18 ı̂n care am arătat că orice omomorfism ı̂ntre două multialgebre induce un

omomorfism ı̂ntre algebrele fundamentale corespunzătoare, am definit un functor covariant

de la categoria multialgebrelor de un tip dat la categoria algebrelor universale de acelaşi tip

(Observaţia 1.6.21).

O ı̂ntrebare care apare ı̂n mod firesc este ce se ı̂ntâmplă cu identităţile (tari sau slabe)

ale unei multialgebre ı̂n urma factorizării cu relaţia fundamentală. Răspunsul ı̂l dăm ı̂n

Propoziţia 1.7.1 ı̂n care stabilim că acestea devin identităţi ale algebrei universale astfel

obţinute. Se constată uşor că o identitate a algebrei fundamentale nu este necesar să provină

dintr-o identitate, nici chiar slabă, a multialgebrei de la care plecăm. Totuşi, modelul oferit

de semihipergrupurile şi hipergrupurile complete, ne conduce la construcţia unei clase de

multialgebre — multialgebrele complete — care au proprietatea că orice identitate a algebrei

fundamentale este verificată, măcar ı̂n formă slabă, pe multialgebra de la care pornim — a

se vedea demonstraţia Propoziţiei 1.7.6 şi Propoziţia 1.7.11.

În ultimul paragraf din primul capitol determinăm cea mai mică echivalenţă pentru

care multialgebra factor este o algebră universală care verifică o identitate dată (Teorema

1.8.3). Aplicând această teoremă la (semi)hipergrupuri şi la identitatea care exprimă co-

mutativitatea hiperprodusului, se obţine relaţia introdusă de Freni ı̂n [26] cu scopul de a

obţine o caracterizare a (sub)hipergrupului derivat al unui hipergrup. Noi am demonstrat

că multialgebra rezultată dintr-o algebră universală B prin factorizare după o echivalenţă

ρ, conduce, prin factorizare după relaţia introdusă de noi, la aceeaşi algebră care s-ar obţine

ca algebra cât a algebrei universale B ı̂n raport cu cea mai mică congruenţă ce conţine atât

echivalenţa ρ cât şi perechile de elementele din B pe care identitatea cu care lucrăm le

face egale (Teorema 1.8.9). Folosind Teorema 1.8.9 am realizat o conexiune ı̂ntre subgrupul

derivat al unui grup şi subhipergrupul derivat al hipergrupului său factor determinat de



10

echivalenţa la stânga asociată unui subgrup (Exemplul 1.8.10).

Rezultatele din paragrafele 1.5, 1.6, 1.7, 1.8 sunt originale şi au fost publicate, acceptate

spre publicare sau trimise spre publicare. Astfel, rezultatul principal al paragrafului 1.6

(Teorema 1.6.13) l-am publicat ı̂n [59], finalul paragrafului 1.6 şi pagragraful 1.7 ı̂şi aşteptă

publicarea ı̂n [62], iar paragrafele 1.5 şi 1.8 alcătuiesc o lucrare elaborată ı̂mpreună cu

domnul profesor Ioan Purdea, aflată ı̂ncă ı̂n fază de preprint ([66]).

În capitolul al doilea studiem proprietăţi legate de produse directe, limite directe de

sisteme directe şi limite inverse de sisteme inverse de multialgebre. Toate aceste construcţii

sunt generalizări ale celor cunoscute de la algebre universale şi au un caracter de naturalitate

care provine din faptul că se obţin obiecte ale categoriei multialgebrelor corespunzătoare

construcţiilor similare din teoria categoriilor. Menţionăm că rezultate legate de construcţii

de multialgebre cu aspect categorial au fost obţinute de Walicki şi BiaÃlasik ı̂n lucrarea [90].

În [90] se arată că multialgebrele, ı̂mpreună cu omomorfismele, formează o categorie cu

produse finite, cu egalizatori, cu coproduse finite, cu coegalizatori, deci cu limite şi colim-

ite finite. Întrucât construcţia egalizatorilor şi a coproduselor foloseşte din plin faptul că

imaginea unei multioperaţii poate să fie vidă, devine incertă posibilitatea de a prelua aceste

proprietăţi pentru categorii ale căror obiecte sunt multialgebre caracterizate de teorema lui

Grätzer. Ca exemplu ı̂n acest sens, subliniem faptul că multialgebrele de tip τ = (nγ)γ<o(τ)

formează o subcategorie ı̂n categoria sistemelor relaţionale de tip (nγ +1)γ<o(τ) care nu este

ı̂nchisă la limite inverse.

Capitolul secund este o colecţie de rezultate care ne aparţin. Primul paragraf cuprinde

o serie de proprietăţi ale produsului direct al unei familii de multialgebre, majoritatea

publicate ı̂n articolul [61]. Walicki şi BiaÃlasik au demonstrat ı̂n [90] că pentru două mul-

tialgebre, produsul direct este produsul ı̂n sens categorial. Fără modificări consistente ı̂n

demonstraţie, proprietatea se demonstrează şi pentru o familie oarecare de multialgebre

(Propoziţia 2.1.1). Am arătat că pe produsul direct se păstrează identităţile pe care le

verifică multialgebrele de la care pornim (Propoziţiile 2.1.3 şi 2.1.4) şi că produsul direct al

unei familii de multialgebre complete este o multialgebră completă (Propoziţia 2.1.7).

Un alt aspect pe care ı̂l urmărim pentru fiecare din construcţiile realizate este dacă

şi când functorul obţinut prin factorizare după relaţia fundamentală comută cu acestea.
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Paragraful 2.2 prezintă rezultatele din lucrarea noastră [63] care a fost acceptată spre pub-

licare de Italian Journal of Pure and Applied Mathematics. În Exemplul 2.2.1 arătăm că

functorul introdus ı̂n paragraful 1.6 nu comută, ı̂n general, cu produsele de multialgebre.

Am stabilit, totuşi, ı̂ntr-un caz mai restrâns, o condiţie necesară şi suficientă pentru ca

algebra fundamentală a produsului direct al unei familii de multialgebre să fie izomorfă cu

produsul direct al algebrelor fundamentale corespunzătoare (Propoziţia 2.2.2). Condiţia din

Propoziţia 2.2.2 este destul de complicată dar ea ne conduce la o condiţie suficientă (Coro-

larul 2.2.3) care ne ajută să stabilim când este verificată proprietatea de mai sus pentru

hipergrupuri şi pentru multialgebre complete (Teoremele 2.2.9 şi 2.2.12).

În paragraful 2.3 am realizat construcţia limitei directe a unui sistem direct A de mul-

tialgebre. Am considerat că sistemul direct A este constituit peste o mulţime ordonată

dirijată superior (I,≤) şi am arătat că anumite proprietăţi ale mulţimii ordonate (I,≤)

simplifică realizarea acestei construcţii (Propoziţia 2.3.8 şi Teorema 2.3.10). Am demon-

strat, de asemenea, că o clasă de multialgebre ı̂nchisă la imagini izomorfe este ı̂nchisă la

formarea de limite directe de sisteme directe arbitrare dacă şi numai dacă este ı̂nchisă la

formarea de limite directe de sisteme directe bine ordonate (Teorema 2.3.12). Considerând

ı̂ntr-un sistem direct de multialgebre că toate omomorfismele sunt ideale rezultă imediat

faptul că dacă multialgebrele noastre sunt algebre atunci ceea ce se obţine este construcţia

omonimă de la algebre universale. În acest caz, din rezultatele menţionate anterior se obţin

Lema 7, Teorema 2 şi Teorema 4 din [29, §21]. O parte din proprietăţile stabilite de Romeo

ı̂n [70] şi de Leoreanu ı̂n [40] şi [46] pot fi obţinute folosind Propoziţia 2.3.8 şi Propoziţiile

2.3.14, 2.3.16, care afirmă că limita directă a unui sistem direct de multialgebre pe care este

satisfăcută o identitate dată, tare sau slabă, verifică această identitate. Folosind Teorema

2.4.1, ı̂n care arătăm că functorul F determinat de factorizarea după relaţia fundamentală

este un adjunct la stânga pentru functorul de incluziune, am dedus că F comută cu limitele

directe de sisteme directe de multialgebre (Corolarul 2.4.2).

Ultima construcţie pe care o dăm ı̂n această teză este cea a limitelor inverse de sisteme

inverse de multialgebre. La ı̂nceputul paragrafului 2.5 demostrăm că limita inversă a unui

sistem invers de multialgebre de tip τ = (nγ)γ<o(τ) ı̂n categoria sistemelor relaţionale de

tip τ ′ = (nγ + 1)γ<o(τ) nu este ı̂ntotdeauna o multialgebră (Exemplul 2.5.6). Am stabilit o

serie de proprietăţi analoge cu cele de la limite directe (Propoziţia 2.5.14, Teorema 2.5.16
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şi Teorema 2.5.17). O componentă importantă a acestor rezultate constă ı̂n stabilirea de

condiţii ı̂n care limita inversă a unui sistem invers de multialgebre este o multialgebră. Fie

K o clasă de multialgebre de tip τ ı̂nchisă la imagini izomorfe. În Teorema 2.5.17 am stabilit

o condiţie necesară şi suficientă pentru ca limita inversă a unui sistem invers de multialgebre

din K să fie o multialgebră din K. În paragraful 2.6 studiem comutativitatea functorului F

determinat de relaţia fundamentală cu limitele inverse de sisteme inverse. Acest functor nu

comută, ı̂n general, cu limitele inverse (Exemplul 2.6.2). Pornind de la Propoziţia 2.5.14 şi

Teorema 2.5.16 am demonstrat ı̂n ultimul paragraf Propoziţiile 2.6.3 şi 2.6.4 care prezintă,

ı̂n anumite cazuri, condiţii necesare şi suficiente pentru ca algebra fundamentală a limitei

inverse a unui sistem invers de multialgebre să fie limita inversă a sistemului invers format cu

algebrele fundamentale corespunzătoare. Am considerat functorul F definit pe subcategorii

de multialgebre ca cele din Teorema 2.5.17 şi am stabilit cu ajutorul Propoziţiilor 2.6.3 şi

2.6.4 o condiţie necesară şi suficientă pentru ca acest functor să comute cu limitele inverse

de familii inverse (Teorema 2.6.5).

Sentimente de adâncă recunoştinţă se ı̂ndreaptă spre familia mea, care a dat dovadă de

nemăsurată răbdare şi ı̂nţelegere pe parcursul redactării acestei teze. Doresc să mulţumesc

domnului profesor Ioan Purdea, pentru discuţiile şi observaţiile care au dus la realizarea ei.

De asemenea, mulţumesc domnului profesor Nicolae Both pentru atenta citire a manuscrisu-

lui şi pentru sugestiile sale şi bunului meu prieten Simion Breaz pentru dialogurile matem-

atice care se fac simţite şi ı̂n rândurile acestei lucrări. Gândurile mele bune se ı̂ndreaptă

şi spre profesorii mei Grigore Călugăreanu, Rodica Covaci, Andrei Mărcuş precum şi spre

colegii mei Septimiu Crivei, Christian Săcărea, Ciprian Modoi, Csaba Szanto, Iluska Bonta,

Camelia Dicu, pentru atmosfera caldă din cadrul catedrei de algebră şi pentru sfaturile pe

care mi le-au oferit cu generozitate.

Cosmin Pelea

Cluj–Napoca,

Septembrie 2003.



Capitolul 1

Multialgebre. Submultialgebre.

Multialgebre factor

Acest capitol este dedicat submultialgebrelor şi multialgebrelor factor ale unei multialge-

bre. Primele patru paragrafe au rolul de a ne introduce ı̂n cadrul ı̂n care se desfăşoară

discuţia ı̂n lucrarea de faţă. În această parte din teză, aportul nostru constă ı̂n conexiunile

realizate ı̂ntre submultialgebrele şi omomorfismele de multialgebre şi polinoamele algebrelor

părţilor nevide ale multialgebrelor cu care lucrăm. Folosind aceste legături, ı̂n Teorema

1.3.13 am descris submultialgebra unei multialgebre A generată de o submulţime cu aju-

torul polinoamelor algebrei P∗(A). În cazul algebrelor universale aceasta ne conduce la o

caracterizare binecunoscută a subalgebrei generate. Rezultatele noastre cuprinse ı̂n aceste

paragrafe au fost publicate ı̂n lucrarea [4], elaborată ı̂n colaborare cu Simion Breaz.

Paragrafele care urmează se referă ı̂n cea mai mare parte a lor la factorizări ale multialge-

brelor după relaţii de echivalenţă. Aproape toate proprietăţile cuprinse ı̂n aceste paragrafe

sunt originale. Din paragraful 1.6 amintim Propoziţia 1.6.1 ı̂n care dăm o caracterizare

a acelor echivalenţe pentru care multialgebra factor este o algebră universală, şi Teorema

1.6.13 care descrie, pentru o multialgebră dată, cea mai mică relaţie de acest fel (numită

relaţia fundamentală). Menţionăm că Teorema 1.6.13 am publicat-o ı̂n lucrarea [59].

În finalul paragrafului 1.6 am demonstrat că factorizarea ı̂n raport cu relaţia fundamen-

tală are un caracter functorial (Teorema 1.6.18 şi Corolarele 1.6.19 şi 1.6.20). Paragraful 1.7

13
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ı̂ncepe cu Propoziţia 1.7.1 ı̂n care am arătat că pe algebra cât obţinută factorizând o mul-

tialgebră A ı̂n raport cu relaţia sa fundamentală (numită algebră fundamentală) se menţin

identităţile pe care multialgebra A le verifică, chiar şi numai ı̂n formă slabă. De asemenea

am demonstrat, ı̂n Propoziţia 1.7.6, că ı̂ntre toate multialgebrele cu aceeaşi mulţime suport

şi aceeaşi algebră fundamentală găsim multialgebre care verifică (măcar ı̂n formă slabă)

toate identităţile valabile pentru algebra fundamentală. Demonstraţia acestei propoziţii

ne conduce spre o clasă de multialgebre, caracterizate prin Propoziţiile 1.7.11 şi 1.7.20,

pe care le-am numit complete deoarece, particularizate la cazul semihipergrupurilor sau la

cel al grupurilor, dau chiar semihipergrupurile, respectiv hipergrupurile complete. Aceste

rezultate sunt cuprinse ı̂n lucrarea [62].

În paragraful 1.8 am caracterizat cea mai mică relaţie de echivalenţă pe o multialgebră

pentru care multialgebra factor este o algebră ce verifică o identitate dată q = r (Teo-

rema 1.8.3). Am notat această relaţie cu α∗qr. Fie B o algebră universală, ρ o relaţie de

echivalenţă pe B şi fie θ(ρqr) cea mai mică congruenţă pe B care conţine pe ρ şi relaţia

{(q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)) | b0, . . . , bn−1 ∈ B}. Rezultatul principal al paragrafului

1.8 (şi chiar al primului capitol) este Teorema 1.8.9 ı̂n care am arătat că algebrele uni-

versale (B/ρ)/α∗qr şi B/θ(ρqr) sunt izomorfe. În felul acesta, se confirmă, ı̂ncă o dată,

faptul că studiul multialgebrelor este o extindere naturală a teoriei algebrelor universale.

Aceste rezultate sunt cuprinse ı̂ntr-un preprint realizat ı̂n colaborare cu domnul profesor

Ioan Purdea ([66]).

1.1 Multialgebre. Definiţii. Cazuri particulare

Fie A o mulţime. Notăm cu P ∗(A) mulţimea submulţimilor nevide ale mulţimii A.

Definiţia 1.1.1. Fie n un număr natural. Se numeşte multioperaţie pe A de aritate n (sau

multioperaţie n-ară pe A) o funcţie An → P ∗(A).

Observaţia 1.1.1. Se observă că o multioperaţie nulară pe A pune ı̂n evidenţă o submulţime

nevidă a mulţimii A, ceea ce ı̂nseamnă că există multioperaţii nulare pe A dacă şi numai

dacă A este nevidă.

Fie τ = (nγ)γ<o(τ) = (n0, n1, . . . , nγ , . . .) un şir de numere naturale indexat după

mulţimea de ordinale {γ | γ < o(τ)} şi fie, pentru fiecare γ < o(τ), câte un simbol fγ
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de multioperaţie nγ-ară.

Definiţia 1.1.2. O multialgebră de tip τ , A = (A, (fγ)γ<o(τ)), constă dintr-o mulţime

A şi o familie de multioperaţii (fγ)γ<o(τ) = (f0, f1, . . . , fγ , . . .) ı̂n care fiecare fγ este o

multioperaţie nγ-ară având simbolul fγ . Mulţimea A se numeşte mulţime suport a multial-

gebrei A.

Observaţia 1.1.2. Dacă multialgebra A are multioperaţii nulare atunci mulţimea suport A

este nevidă.

Desigur, identificând o mulţime cu un element cu elementul pe care ı̂l conţine putem

privi operaţiile pe o mulţime ca multioperaţii. Astfel, rezultă că algebrele universale sunt

cazuri particulare de multialgebre.

Exemplul 1.1.3. [47] Fie (G, ·) un grup, H un subgrup al său şi fie G/H = {xH | x ∈ G}
mulţimea claselor de echivalenţă la stânga determinate de H. Egalitatea xH · yH = (xy)H

defineşte o operaţie pe G/H dacă şi numai dacă mulţimea {zH | z = x′y′, x′ ∈ xH, y′ ∈
yH} are un singur element, iar aceasta se ı̂ntâmplă exact atunci când H este un subgrup

normal al lui G. Cu alte cuvinte,

xH · yH = {zH | z = x′y′, x′ ∈ xH, y′ ∈ yH}

defineşte, ı̂n general, o multioperaţie binară pe G/H, deci organizează pe G/H ca o multi-

algebră de tip τ = (2).

Prezentăm in continuare câteva multialgebre particulare care vor apărea pe parcurs:

Hipergrupoid. O multialgebră (H, ◦) cu o multioperaţie binară se numeşte hipergrupoid.

Dacă a, b ∈ H, imaginea a ◦ b a perechii (a, b) prin multioperaţia ◦ se numeşte hiperprodus.

Uneori vom folosi substantivul hiperprodus pentru a denumi multioperaţia binară dintr-un

hipergrupoid. Dacă A,B ⊆ H atunci

A ◦B =
⋃
{a ◦ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Semihipergrup. Un hipergrupoid (H, ◦) pentru care multioperaţia ◦ este asociativă, adică

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c oricare ar fi a, b, c ∈ H,

se numeşte semihipergrup. Dacă a1, . . . , an ∈ H, vom numi submulţimea nevidă a1 ◦ · · · ◦an

a lui H, hiperprodus cu n factori.
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Înlocuind mai sus asociativitatea lui ◦ cu condiţia

a ◦ (b ◦ c) ∩ (a ◦ b) ◦ c 6= ∅ oricare ar fi a, b, c ∈ H,

numită asociativitate slabă, se obţine definiţia noţiunii de Hv-semigrup.

Hipergrup. Fie H o mulţime nevidă. Un semihipergrup (H, ◦) pentru care

(1.1.1) a ◦H = H ◦ a = H oricare ar fi a ∈ H,

se numeşte hipergrup. Un Hv-semigrup care satisface condiţia (1.1.1) se numeşte Hv-grup.

Multialgebra din Exemplul 1.1.3 este un hipergrup.

Se observă că (1.1.1) face ca egalităţile

(1.1.2) a/b = {x ∈ H | a ∈ x ◦ b}, b\a = {x ∈ H | a ∈ b ◦ x}

să definească două multioperaţii binare pe H. Astfel, hipergrupurile şi Hv-grupurile pot

fi privite ca multialgebre (H, ◦, /, \) de tip τ = (2, 2, 2). Să notăm, de asemenea, că dacă

H este o mulţime nevidă şi (H, ◦, /, \) este o multialgebră de tip τ = (2, 2, 2) pentru care

multioperaţia ◦ este asociativă (slab asociativă) şi pentru care multioperaţiile / şi \ se obţin

din ◦ prin (1.1.2) atunci (H, ◦) este un hipergrup (Hv-grup).

Hipergrup canonic. O mulţime nevidă H ı̂nzestrată cu o multioperaţie binară + : H ×
H → P ∗(H) se numeşte hipergrup canonic dacă:

(i) + este asociativă;

(ii) + este comutativă: a + b = b + a, pentru orice a, b ∈ H;

(iii) există 0 ∈ H astfel ı̂ncât 0 + a = a, pentru orice a ∈ H;

(iv) pentru orice a ∈ H, există −a ∈ H care verifică următoarea proprietate de reversibi-

litate: dacă b, c ∈ H astfel ı̂ncât c ∈ a + b atunci b ∈ (−a) + c.

Menţionăm că multialgebra astfel obţinută este un hipergrup. Notăm, de asemenea, că 0

este unic cu proprietatea din enunţ, că 0 ∈ a+(−a), iar −a este unic cu această proprietate,

aşadar hipergrupurile canonice pot fi privite ca multialgebre (H, +, /, \, 0,−) cu +, /, \
multioperaţii binare, 0 operaţie nulară şi −, operaţie unară.
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Hiperinel (̂ın sens general). Un hiperinel ı̂n sens general este o multialgebră (R, +, ·)
care verifică următoarele: (R, +) este un hipergrup, (R, ·) este un semihipergrup şi pentru

orice a, b, c ∈ R au loc incluziunile

a · (b + c) ⊆ a · b + a · c, (b + c) · a ⊆ b · a + c · a.

Dacă / şi \ sunt multioperaţiile ce se definesc pentru hipergrupul (R, +) prin egalităţile

(1.1.2) atunci hiperinelul R poate fi privit ca o multialgebră (R, +, /, \, ·) de tip (2, 2, 2, 2),

cu +, · multioperaţii asociative ce verifică incluziunile de mai sus.

Hiperinel Krasner. Un hiperinel Krasner (A,+, ·, 0) constă ı̂ntr-o mulţime A, ı̂nzestrată

cu două multioperaţii binare +, · care verifică următoarele proprietăţi:

i) (A,+) este un hipergrup canonic cu elementul nul 0;

ii) (A, ·) este un semigrup;

iii) 0 · a = a · 0 = 0, oricare ar fi a ∈ A;

iv) operaţia · este distributivă faţă de multioperaţia +, adică pentru orice a, b, c ∈ R

avem a · (b + c) = a · b + a · c, (b + c) · a = b · a + c · a.

Astfel un hiperinel Krasner poate fi privit ca o multialgebră (A, +, /, \, 0,−, ·) cu +, /, \
multioperaţii binare şi 0,−, · operaţii cu arităţile respectiv 0, 1, 2.

Se constată uşor că semigrupurile sunt cazuri particulare de semihipergrupuri, grupurile,

cazuri particulare de hipergrupuri, grupurile abeliene, de hipergrupuri canonice, iar inelele

sunt cazuri particulare de hiperinele.

Să observăm, ı̂n ı̂ncheierea acestui paragraf, că fiecare dintre multioperaţiile fγ (γ <

o(τ)) ale unei multialgebre de tip τ poate fi privită ca o relaţie nγ + 1-ară rγ astfel:

(1.1.3) (a0, . . . , anγ−1, anγ ) ∈ rγ ⇔ anγ ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1).

Astfel, multialgebrele sunt sisteme relaţionale particulare, mai generale decât algebrele uni-

versale.
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1.2 Algebra părţilor nevide ale unei multialgebre

O multialgebră A = (A, (fγ)γ<o(τ)) de tip τ determină o structură de algebră universală de

tip τ pe P ∗(A) cu operaţiile definite prin:

(1.2.1) fγ(A0, . . . , Anγ−1) =
⋃
{fγ(a0, . . . , anγ−1) | ai ∈ Ai, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}},

pentru orice γ < o(τ) şi A0, . . . , Anγ−1 ∈ P ∗(A). Notăm această algebră cu P∗(A) şi o vom

numi ı̂n continuare algebra (universală a) părţilor nevide ale multialgebrei A.

Observaţia 1.2.1. Să notăm că dacă Ai, Bi (i ∈ {0, . . . , nγ − 1}) sunt submulţimi nevide ale

mulţimii A cu proprietatea că Ai ⊆ Bi atunci fγ(A0, . . . , Anγ−1) ⊆ fγ(B0, . . . , Bnγ−1).

Fie n un număr natural şi fie algebra universală P∗(A) = (P ∗(A), (fγ)γ<o(τ)). Funcţiile

algebrice n-are ale algebrei P∗(A) sunt acele şi numai acele funcţii care se obţin aplicând

de un număr finit de ori următorii paşi:

(i) pentru orice B ∈ P ∗(A) funcţia cn
B : P ∗(A)n → P ∗(A), cn

B(X0, . . . , Xn−1) = B este

funcţie algebrică n-ară pe P∗(A);

(ii) pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 1} funcţia en
i : P ∗(A)n → P ∗(A), en

i (X0, . . . , Xn−1) = Xi

este funcţie algebrică n-ară pe P∗(A);

(iii) dacă γ < o(τ) şi p0, . . . , pnγ−1 sunt funcţii algebrice n-are ale algebrei P∗(A) atunci

funcţia fγ(p0, . . . , pnγ−1) : P ∗(A)n → P ∗(A) definită prin

fγ(p0, . . . , pnγ−1)(X0, . . . , Xn−1) = fγ(p0(X0, . . . , Xn−1), . . . , pnγ−1(X0, . . . , Xn−1))

este, de asemenea, funcţie algebrică n-ară pe P∗(A).

Notăm cu P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)) mulţimea funcţiilor algebrice n-are ale algebrei P∗(A). Se observă

că (iii) organizează mulţimea P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)) ca o algebră universală de tip τ ,

P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)) = (P (n)
P ∗(A)(P

∗(A)), (fγ)γ<o(τ)).

Observaţia 1.2.2. Dacă n ∈ N, p ∈ P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)), iar submulţimile nevide A0, . . . , An−1 şi

B0, . . . , Bn−1 ale mulţimii A sunt astfel ı̂ncât A0 ⊆ B0, . . . , An−1 ⊆ Bn−1 atunci

p(A0, . . . , An−1) ⊆ p(B0, . . . , Bn−1).
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Într-adevăr, dacă există B ∈ P ∗(A) astfel ı̂ncât p = cn
B atunci incluziunea de mai sus

se scrie B ⊆ B şi este, ı̂n mod trivial, adevărată. Dacă există i ∈ {1, . . . , n − 1} astfel ca

p = en
i atunci incluziunea de mai sus devine Ai ⊆ Bi şi este adevărată conform ipotezei ı̂n

care lucrăm. Presupunând că afirmaţia din enunţ este verificată pentru funcţiile algebrice

p0, . . . , pnγ−1 ∈ P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)) şi că p = fγ(p0, . . . , pnγ−1), folosind Observaţia 1.2.1 avem

p(A0, . . . , An−1) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(A0, . . . , An−1)

= fγ(p0(A0, . . . , An−1), . . . , pnγ−1(A0, . . . , An−1))

⊆ fγ(p0(B0, . . . , Bn−1), . . . , pnγ−1(B0, . . . , Bn−1))

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(B0, . . . , Bn−1)

= p(B0, . . . , Bn−1).

În algebra P
(n)
P ∗(A)(P

∗(A)) considerăm subalgebra P(n)(P∗(A)) generată de funcţiile en
i ,

i ∈ {0, . . . , n− 1}. Algebra

P(n)(P∗(A)) = (P (n)(P∗(A)), (fγ)γ<o(τ))

se numeşte algebra polinoamelor n-are ale algebrei P∗(A). Elementele mulţimii P (n)(P∗(A))

se numesc polinoame n-are pe P∗(A). Rezultă imediat că polinoamele n-are pe P∗(A) sunt

acele şi numai acele funcţii P ∗(A)n → P ∗(A) care se obţin aplicând (ii) şi (iii) de mai sus de

un număr finit de ori. Menţionăm că algebra P(0)(P∗(A)) există dacă şi numai dacă ı̂ntre

multioperaţiile multialgebrei A există multioperaţii nulare.

Notăm, pentru orice a ∈ A, funcţia algebrică cn
{a} cu cn

a şi cu

P
(n)
A (P∗(A)) = (P (n)

A (P∗(A)), (fγ)γ<o(τ))

subalgebra algebrei funcţiilor algebrice n-are pe P∗(A) generată de submulţimea

{cn
a | a ∈ A} ∪ {en

i | i ∈ {0, . . . , n− 1}}.

Cu alte cuvinte, elementele mulţimii P
(n)
A (P∗(A)) sunt acele şi numai acele funcţii P ∗(A)n →

P ∗(A) care se obţin aplicând de un număr finit de ori următorii paşi:

(i’) pentru orice a ∈ A, funcţia cn
a este element al mulţimii P

(n)
A (P∗(A));

(ii’) pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 1} funcţia en
i , este element al mulţimii P

(n)
A (P∗(A));
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(iii’) dacă γ < o(τ) şi p0, . . . , pnγ−1 sunt elemente ale mulţimii P
(n)
A (P∗(A)) atunci funcţia

fγ(p0, . . . , pnγ−1) : P ∗(A)n → P ∗(A) definită ca ı̂n (iii) este, de asemenea, element al

mulţimii P
(n)
A (P∗(A)).

Observaţia 1.2.3. E clar că, pentru o multialgebră A, P (n)(P∗(A)) este o subalgebră a

algebrei P
(n)
A (P∗(A)).

Observaţia 1.2.4. Dacă A este o algebră universală şi P(n)
A (A) este algebra funcţiilor algebrice

n-are ale algebrei A atunci pentru orice funcţie algebrică p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) corespondenţa

An → A, (a0, . . . , an−1) 7→ p(a0, . . . , an−1)

defineşte o funcţie algebrică din P
(n)
A (A) (adică o funcţie algebrică n-ară pe A). Mai mult,

orice funcţie algebrică din P
(n)
A (A) se obţine astfel dintr-o funcţie algebrică din P

(n)
A (P∗(A)).

Funcţiile algebrice unare din P
(1)
A (P∗(A)) vor constitui instrumente deosebit de utile ı̂n

acest capitol. Este bine să notăm următorul fapt:

Observaţia 1.2.5. Dacă f ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi p ∈ P

(n)
A (P∗(A)) atunci f ◦ p ∈ P

(n)
A (P∗(A)).

Într-adevăr, f ◦ p : P ∗(A)n → P ∗(A) şi avem:

(i) dacă există a ∈ A astfel ca f = c1
a şi X0, . . . , Xn−1 ∈ P ∗(A) atunci

(f ◦ p)(X0, . . . , Xn−1) = c1
a(p(X0, . . . , Xn−1)) = a = cn

a(X0, . . . , Xn−1),

de unde rezultă f ◦ p = cn
a ∈ P

(n)
A (P∗(A));

(ii) dacă f = e1
0 şi X0, . . . , Xn−1 ∈ P ∗(A) atunci

(f ◦ p)(X0, . . . , Xn−1) = e1
0(p(X0, . . . , Xn−1)) = p(X0, . . . , Xn−1),

adică f ◦ p = p;

(iii) dacă γ < o(τ) şi pentru f0, . . . , fnγ−1 ∈ P
(1)
A (P∗(A)) s-a demonstrat că

f0 ◦ p = p0 ∈ P
(n)
A (P∗(A)), . . . , fnγ−1 ◦ p = pnγ−1 ∈ P

(n)
A (P∗(A))

atunci pentru f = fγ(f0, . . . , fnγ−1) avem

(f ◦ p)(X0, . . . , Xn−1) = f(p(X0, . . . , Xn−1)) = fγ(f0, . . . , fnγ−1)(p(X0, . . . , Xn−1))

= fγ(f0(p(X0, . . . , Xn−1)), . . . , fnγ−1(p(X0, . . . , Xn−1)))

= fγ(p0(X0, . . . , Xn−1), . . . , pnγ−1(X0, . . . , Xn−1))

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(X0, . . . , Xn−1),
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aşadar f ◦ p = fγ(p0, . . . , pnγ−1) ∈ P
(n)
A (P∗(A)).

Fie n ∈ N. Pornind de la familia de simboluri de operaţii (fγ)γ<o(τ) şi de la simbolurile

x0, . . . ,xn−1 se construieşte algebra simbolurilor polinomiale n-are.

Definiţia 1.2.1. Simbolurile polinomiale n-are sunt acele şi numai acele şiruri de simboluri

care se obţin aplicând de un număr finit de ori următorii paşi:

(a) x0, . . . ,xn−1 sunt simboluri polinomiale n-are;

(b) dacă luăm un ordinal γ < o(τ) şi p0, . . . ,pnγ−1 simboluri polinomiale n-are atunci

fγ(p0, . . . ,pnγ−1) este, de asemenea, un simbol polinomial n-ar.

Notăm cu P(n)(τ) mulţimea simbolurilor polinomiale n-are. Se observă că pentru orice

γ < o(τ) egalitatea

fγ(p0, . . . ,pnγ−1) = fγ(p0, . . . ,pnγ−1)

defineşte o operaţie nγ-ară pe mulţimea P(n)(τ). Astfel, se obţine algebra P(n)(τ) a sim-

bolurilor polinomiale n-are. Algebra P(0)(τ) există dacă şi numai dacă există γ < o(τ) astfel

ı̂ncât fγ să fie simbol al unei multioperaţii nulare.

Menţionăm că terminologia folosită aici, ca şi cea mai mare parte a notaţiilor, este

preluată din [29] deoarece ea permite o traducere mai bună ı̂n limba română. În cărţi

mai recente de algebre universale (ca, de exemplu, [6]) noţiunea de simbol polinomial (̂ın

limba engleză ,,polynomial symbol”) apare (tot ı̂n limba engleză) sub denumirea ,,term”,

iar noţiunea de polinom (,,polynomial”) sub numele ,,term function”. Termenul ,,funcţie

algebrică” este ı̂nlocuit ı̂n [6] de ,,funcţie polinomială”. Definiţia prezentată anterior pentru

funcţii algebrice este cea inspirată din [6]. Amintim că ı̂n [29] introducerea funcţiilor alge-

brice se face pornind de la polinoame. Astfel, o funcţie algebrică de aritate n− k se obţine

prin fixarea ı̂ntr-un polinom n-ar a k variabile prin elemente din algebra universală peste

care lucrăm, in cazul nostru P∗(A).

Definiţia 1.2.2. Polinomul n-ar al algebrei P∗(A) asociat unui (indus de un) simbol poli-

nomial n-ar se defineşte astfel:

(1) pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 1} simbolul polinomial xi induce polinomul en
i ;
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(2) dacă luăm un ordinal γ < o(τ) şi simbolurile polinomiale p0, . . . ,pnγ−1 induc, respec-

tiv, polinoamele p0, . . . , pnγ−1 atunci simbolul polinomial fγ(p0, . . . ,pnγ−1) induce

polinomul fγ(p0, . . . , pnγ−1).

Observaţia 1.2.6. [29, Corolarul 8.1] Orice polinom n-ar p al algebrei P∗(A) este indus de

un simbol polinomial n-ar p.

Notaţie. Polinomul indus de simbolul polinomial p pe algebra P∗(A) va fi notat cu p (sau

cu (p)P∗(A) atunci când e necesar).

Din Definiţia 1.2.2 şi Observaţia 1.2.6 se obţin următoarele observaţii:

Observaţia 1.2.7. [29, Corolarul 8.2] Pentru orice n ∈ N, orice polinom p ∈ P (n)(P∗(A)) şi

orice m ∈ N, m ≥ n există un polinom q ∈ P (m)(P∗(A)) cu proprietatea că

p(A0, . . . , An−1) = q(A0, . . . , Am−1)

pentru orice A0, . . . , Am−1 ∈ P ∗(A).

Observaţia 1.2.8. Pentru orice n ∈ N, orice polinom p ∈ P (n)(P∗(A)) şi orice permutare σ

a mulţimii {0, . . . , n− 1} există un polinom q ∈ P (n)(P∗(A)) cu proprietatea că

p(A0, . . . , An−1) = q(Aσ(0), . . . , Aσ(n−1))

pentru orice A0, . . . , An−1 ∈ P ∗(A).

Fie A o multialgebră şi fie P∗(A) algebra părţilor sale nevide. O submulţime nevidă

C ⊆ A se numeşte constantă algebrică pentru P∗(A) dacă există p ∈ P(0)(τ) astfel ı̂ncât

C = (p)P∗(A).

1.3 Laticea submultialgebrelor. Submultialgebra generată

Definiţia 1.3.1. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi fie B ⊆ A. Vom spune că B este

o submultialgebră a multialgebrei A dacă pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice elemente

b0, . . . , bnγ−1 ∈ B, fγ(b0, . . . , bnγ−1) ⊆ B.

Observaţia 1.3.1. Dacă B este o submultialgebră a multialgebrei A = (A, (fγ)γ<o(τ)) atunci,

pentru orice γ < o(τ), multioperaţia fγ : Anγ → P ∗(A) induce o multioperaţie fγ |Bnγ :

Bnγ → P ∗(B). Mulţimea B ı̂mpreună cu multioperaţiile fγ |Bnγ formează o multialgebră B

de tip τ .
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Notaţii. Notăm cu S(A) mulţimea submultialgebrelor multialgebrei A, iar pentru o sub-

multialgebră B, o multioperaţie fγ |Bnγ a multialgebrei B se va nota tot cu fγ .

Exemplul 1.3.2. Fie (H, ◦) un hipergrupoid. S ⊆ H este un subhipergrupoid al lui H dacă

S este o submultialgebră pentru (H, ◦), adică pentru orice a, b ∈ S avem a ◦ b ∈ S. Un

subhipergrupoid al unui semihipergrup se numeşte subsemihipergrup.

Observaţia 1.3.3. Dacă H este un hipergrup şi S ⊆ H este o mulţime nevidă, atunci S se

numeşte subhipergrup dacă S este un subsemihipergrup ı̂n semihipergrupul (H, ◦) (adică

S ◦ S ⊆ S) şi a ◦ S = S ◦ a = S, pentru orice a ∈ S. Un subhipergrup S al lui H este

ı̂nchis la dreapta (stânga) dacă pentru a ∈ H, b, c ∈ S, din c ∈ b ◦ a (c ∈ a ◦ b) rezultă

a ∈ S. Un subhipergrup este ı̂nchis dacă este ı̂nchis şi la stânga şi la dreapta. Astfel, dacă

privim hipergrupul H ca pe o multialgebră (H, ◦, /, \) atunci submultialgebrele care au ca

suport submulţimi nevide sunt chiar subhipergrupurile ı̂nchise. Menţionăm că mulţimea

S(H, ◦, /, \) a submultialgebrelor multialgebrei (H, ◦, /, \) se obţine reunind la mulţimea

subhipergrupurilor ı̂nchise ale lui H mulţimea formată din mulţimea vidă.

Teorema 1.3.4. [67, Teorema 3] Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră de tip τ şi fie

B ⊆ A. O condiţie necesară şi suficientă pentru ca P ∗(B) să fie o subalgebră ı̂n P∗(A) este

ca B să fie o submultialgebră ı̂n A.

Corolarul 1.3.5. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră de tip τ , B o submultialgebră a

lui A, n ∈ N şi p ∈ P (n)(P∗(A)). Dacă B0, . . . , Bn−1 sunt submulţimi nevide ale lui B

atunci p(B0, . . . , Bn−1) ⊆ B.

Corolarul 1.3.6. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră de tip τ , B o submultialgebră a

lui A, n ∈ N şi p ∈ P (n)(P∗(A)). Dacă b0, . . . , bn−1 ∈ B atunci p(b0, . . . , bn−1) ⊆ B.

În [33, Lema 1] este prezentat următorul rezultat (chiar ı̂ntr-un caz mai general cores-

punzător unei multialgebre ı̂n care multioperaţiile nu sunt neapărat finitare):

Lema 1.3.7. Mulţimea S(A) formează un sistem de ı̂nchidere algebric pe A.

Corolarul 1.3.8. S(A) = (S(A),⊆) este o latice algebrică.

Corolarul 1.3.9. Dacă X ⊆ A, atunci 〈X〉 =
⋂{B ∈ S(A) | X ⊆ B} este o submultial-

gebră a multialgebrei A.



24

Definiţia 1.3.2. Submultialgebra 〈X〉 a multialgebrei A se numeşte submultialgebra gene-

rată de submulţimea X.

Observaţia 1.3.10. B ∈ S(A) dacă şi numai dacă 〈B〉 = B.

Observaţia 1.3.11. 〈∅〉 = ∅ dacă şi numai dacă A nu are multioperaţii nulare.

Observaţia 1.3.12. Dacă A are multioperaţii nulare şi A0 este reuniunea mulţimilor puse ı̂n

evidenţă de acestea, atunci ∅ 6= 〈∅〉 = 〈A0〉 este cea mai mică submultialgebră din (S(A),⊆).

În continuare vom prezenta forma submultialgebrei unei multialgebre A generată de o

submulţime X ⊆ A.

Teorema 1.3.13. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră de tip τ , X ⊆ A. Atunci a ∈ 〈X〉
dacă şi numai dacă există n ∈ N, p ∈ P (n)(P∗(A)) şi x0, . . . , xn−1 ∈ X astfel ı̂ncât

a ∈ p(x0, . . . , xn−1).

Demonstraţie. Notăm

M =
⋃
{p(x0, . . . , xn−1) | n ∈ N, p ∈ P (n)(P∗(A)), x0, . . . , xn−1 ∈ X}.

Oricare ar fi x ∈ X avem x = e1
0(x), deci x ∈ M şi astfel X ⊆ M . De asemenea, ţinând

cont de Corolarul 1.3.6, avem faptul că M ⊆ 〈X〉.
Să arătăm acum că M ∈ S(A). Fie γ < o(τ) şi c0, . . . , cnγ−1 ∈ M . Aceasta ı̂nseamnă

că există mi ∈ N, pi ∈ P (mi)(P∗(A)), xi
0, . . . , x

i
mi−1 ∈ X, i ∈ {0, . . . , nγ − 1} astfel ı̂ncât

ci ∈ pi(xi
0, . . . , x

i
mi−1) pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Fie m = m0 + · · · + mnγ−1 şi

fie y0, . . . , ym−1 ∈ X elementele x0
0, . . . , x

0
m0−1, . . . , x

nγ−1
0 , . . . , x

nγ−1
mnγ−1−1, respectiv. Folosind

Observaţiile 1.2.7 şi 1.2.8 deducem că există polinoamele q0, . . . , qnγ−1 ∈ P (m)(P∗(A)) astfel

ı̂ncât pi(xi
0, . . . , x

i
mi−1) = qi(y0, . . . , ym−1) pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Aşadar, pentru

orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}, ci ∈ qi(y0, . . . , ym−1)şi avem:

fγ(c0, . . . , cnγ−1) ⊆ fγ(q0(y0, . . . , ym−1), . . . , qnγ−1(y0, . . . , ym−1)) =

= fγ(q0, . . . , qnγ−1)(y0, . . . , ym−1),

iar cum fγ(q0, . . . , qnγ−1) ∈ P (m)(P∗(A)) şi y0, . . . , ym−1 ∈ X rezultă că

fγ(c0, . . . , cnγ−1) ⊆ M,

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia teoremei.
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Observaţia 1.3.14. Dacă A are multioperaţii nulare, atunci 〈∅〉 = 〈A0〉 este reuniunea

mulţimilor ce sunt constante algebrice pentru P∗(A).

1.4 Omomorfisme de multialgebre

Având ı̂n vedere definiţia noţiunii de multialgebră, generalizarea noţiunii de omomorfism

ı̂ntâlnită la algebre universale se poate face ı̂n mai multe moduri. Poate cel mai natural

mod de a defini un omomorfism ar fi cel care se obţine privind multialgebrele ca sisteme

relaţionale.

Definiţia 1.4.1. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) şi B = (B, (fγ)γ<o(τ)) două multialgebre de acelaşi

tip τ . O funcţie h : A → B se numeşte omomorfism ı̂ntre multialgebrele A şi B dacă pentru

orice γ < o(τ) şi pentru orice elemente a0, . . . , anγ−1 ∈ A avem

(1.4.1) h(fγ(a0, . . . , anγ−1)) ⊆ fγ(h(a0), . . . , h(anγ−1)).

Cu alte cuvinte această definiţie exprimă faptul că h este un omomorfism ı̂ntre sistemele

relaţionale care se obţin din multialgebrele A şi B aşa cum s-a văzut la sfârşitul primului

paragraf.

Se va constata că, adesea, omomorfismele cu care lucrăm sunt omomorfisme pentru

care ı̂n relaţia (1.4.1) avem egalitate. Preluând terminologia din [67], vom numi un astfel

de omomorfism, omomorfism ideal. Precizăm că, spre deosebire de [67], nu vom cere ı̂n

definiţie, surjectivitatea omomorfismului ideal. Omomorfismele ideale sunt numite ı̂n [75]

omomorfisme relaţionale – termen pe care nu ı̂l vom folosi pentru a nu crea confuzie cu

noţiunea de omomorfism ı̂ntre sisteme relaţionale – iar ı̂n [90], omomorfisme strânse (,,tight

homomorphisms”).

Observaţia 1.4.1. Orice omomorfism de multialgebre cu codomeniul algebră universală este

un omomorfism ideal.

Exemplul 1.4.2. O aplicaţie h : H → H ′ ı̂ntre doi hipergrupoizi (H, ◦) şi (H ′, ◦) este omo-

morfism dacă pentru orice a, b ∈ H avem h(a ◦ b) ⊆ h(a) ◦ h(b). Un omomorfism de hiper-

grupoizi este ideal dacă pentru orice a, b ∈ H avem h(a ◦ b) = h(a) ◦ h(b). Un omomorfism

ideal de hipergrupoizi se mai numeşte omomorfism bun (vezi [10, Definiţia 14]).
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Observaţia 1.4.3. Dacă H şi H ′ sunt hipergrupuri şi le privim ca multialgebre cu trei

multioperaţii binare atunci un omomorfism ı̂ntre hipergrupoizii (H, ◦) şi (H ′, ◦) este un

omomorfism ı̂ntre multialgebrele (H, ◦, /, \) şi (H ′, ◦, /, \). Un omomorfism ideal h ı̂ntre cele

două multialgebre este un omomorfism bun cu proprietatea că h(a/b) = h(a)/h(b), h(a\b) =

h(a)\h(b), pentru orice a, b ∈ H. Un astfel de omomorfism de hipergrupuri se numeşte omo-

morfism foarte bun (vezi [10, Definiţia 21]).

Definiţia 1.4.2. Fie A şi B două multialgebre de acelaşi tip. O funcţie bijectivă h : A → B

cu proprietatea că h şi h−1 sunt omomorfisme ı̂ntre multialgebrele A şi B se numeşte

izomorfism.

Observaţia 1.4.4. Un omomorfism bijectiv de multialgebre este izomorfism dacă şi numai

dacă este omomorfism ideal.

Într-adevăr, dacă h : A → B este un izomorfism ı̂ntre multialgebrele A şi B atunci pentru

orice γ < o(τ) şi orice elemente a0, . . . , anγ−1 ∈ A luăm b0 = h(a0), . . . , bnγ−1 = h(anγ−1),

iar din h−1(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) ⊆ fγ(h−1(b0), . . . , h−1(bnγ−1)) rezultă, prin aplicarea lui h,

incluziunea fγ(h(a0), . . . , h(anγ−1)) ⊆ h(fγ(a0, . . . , anγ−1)), aşadar h este ideal. Reciproc,

dacă h este un omomorfism ideal bijectiv, atunci, pentru orice elemente b0, . . . , bnγ−1 ∈
B există a0, . . . , anγ−1 ∈ A astfel ı̂ncât b0 = h(a0), . . . , bnγ−1 = h(anγ−1), iar din fap-

tul că fγ(h(a0), . . . , h(anγ−1)) ⊆ h(fγ(a0, . . . , anγ−1)) deducem, prin aplicarea lui h−1, că

h−1(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) ⊆ fγ(a0, . . . , anγ−1) = fγ(h−1(b0), . . . , h−1(bnγ−1)), deci şi h−1 este

omomorfism.

Definiţia 1.4.3. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi fie ρ o relaţie de echivalenţă pe

A. Relaţia ρ se numeşte echivalenţă ideală pe A dacă pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice

elemente xi, yi ∈ A cu proprietatea că xiρyi pentru toţi i ∈ {0, . . . , nγ − 1} avem

a ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) ⇒ ∃b ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1) astfel ı̂ncât aρb.

Să considerăm A o mulţime şi P ∗(A) mulţimea părţilor sale nevide. Fie ρ o relaţie de

echivalenţă pe A şi să considerăm relaţia ρ definită pe P ∗(A) astfel:

AρB ⇔ ∀a ∈ A, ∃b ∈ B astfel ı̂ncât aρb şi ∀b ∈ B, ∃a ∈ A astfel ı̂ncât aρb.

Se observă imediat că ρ este o echivalenţă pe P ∗(A).
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Teorema 1.4.5. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi ρ o relaţie de echivalenţă pe

A. Relaţia ρ este echivalenţă ideală pe multialgebra A dacă şi numai dacă relaţia ρ este

congruenţă pe algebra P∗(A).

Demonstraţie. Fie ρ o echivalenţă ideală pe A. Să considerăm γ < o(τ) şi Xi, Yi ⊆ A

nevide (i ∈ {0, . . . , nγ − 1}) astfel ı̂ncât XiρYi pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Atunci

pentru orice a ∈ fγ(X0, . . . , Xnγ−1), există x0 ∈ X0, . . . , xnγ−1 ∈ Xnγ−1 astfel ı̂ncât a ∈
fγ(x0, . . . , xnγ−1). Conform cu definiţia lui ρ avem că există y0 ∈ Y0, . . . , ynγ−1 ∈ Ynγ−1

astfel ı̂ncât xiρyi, pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Dar ρ este ideală, rezultă că există

b ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1) ⊆ fγ(Y0, . . . , Ynγ−1)

astfel ı̂ncât aρb. Analog se arată că pentru orice element b ∈ fγ(Y0, . . . , Ynγ−1) există

a ∈ fγ(X0, . . . , Xnγ−1) astfel ı̂ncât aρb. Avem, deci,

fγ(X0, . . . , Xnγ−1)ρfγ(Y0, . . . , Ynγ−1)

şi astfel am demonstrat că ρ este o relaţie de congruenţă pe P∗(A).

Reciproc, considerăm γ < o(τ) şi xi, yi ∈ A (i ∈ {0, . . . , nγ−1}) astfel ı̂ncât xiρyi pentru

orice i ∈ {0, . . . , nγ−1}. Atunci, evident {xi}ρ{yi} pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ−1}, iar cum

ρ este o congruenţă pe P∗(A), rezultă că

fγ({x0}, . . . , {xnγ−1})ρfγ({y0}, . . . , {ynγ−1}).

Deducem de aici că pentru orice a ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) există b ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1) astfel

ı̂ncât aρb, deci ρ este echivalenţă ideală pe A.

Corolarul 1.4.6. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră, ρ o echivalenţă ideală pe A,

n ∈ N şi p ∈ P (n)(P∗(A)). Dacă submulţimile nevide Xi, Yi ⊆ A au proprietatea că Xi ρ Yi

(i ∈ {0, . . . , n− 1}) atunci

p(X0, . . . , Xn−1)ρp(Y0, . . . , Yn−1).

Propoziţia 1.4.7. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi fie ρ o relaţie de echivalenţă

pe A. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) ρ este o echivalenţă ideală pe A;
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(b) pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice elemente xi, yi ∈ A cu proprietatea că xiρyi

pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1} avem

fγ(x0, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, . . . , ynγ−1);

(c) pentru orice γ < o(τ), orice elemente a, b, xi ∈ A (i ∈ {0, . . . , nγ − 1}) cu proprietatea

că aρb avem

fγ(x0, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xnγ−1)ρfγ(x0, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xnγ−1)

pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}.

(d) pentru orice n ∈ N, orice p ∈ P (n)(P∗(A)) şi orice elemente xi, yi ∈ A cu xiρyi

(i ∈ {0, . . . , n− 1}) avem

p(x0, . . . , xn−1)ρp(y0, . . . , yn−1).

Demonstraţie. Implicaţia (a)⇒(d) se obţine din Corolarul 1.4.6. Sunt evidente implicaţiile

(d)⇒(c) şi (b)⇒(a) (cea din urmă a fost surprinsă şi ı̂n demonstraţia Teoremei 1.4.5).

(c)⇒(b) Dacă γ < o(τ) şi xi, yi ∈ A, i ∈ {0, . . . , nγ − 1} sunt ca ı̂n ipoteza de la (b)

atunci aplicând (c) avem succesiv:

fγ(x0, x1, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, x1, . . . , xnγ−1)

fγ(y0, x1, x2, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, y1, x2, . . . , xnγ−1)

...

fγ(y0, . . . , ynγ−1, xnγ−1)ρfγ(y0, . . . , ynγ−1, ynγ−1),

iar faptul că ρ este tranzitivă ne duce la concluzia dorită.

Exemplul 1.4.8. Fie (H, ◦) un hipergrupoid. O echivalenţă ρ a mulţimii H este echivalenţă

ideală pentru (H, ◦) dacă şi numai dacă pentru orice a, b, x ∈ H pentru care aρb avem

a ◦ xρb ◦ x şi x ◦ aρx ◦ b. O astfel de echivalenţă a unui hipergrupoid se numeşte echivalenţă

regulată (vezi [10, Definiţia 8]).
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Propoziţia 1.4.9. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) şi B = (B, (fγ)γ<o(τ)) două multialgebre de

acelaşi tip τ , h : A → B un omomorfism, n ∈ N şi p ∈ P(n)(τ). Atunci pentru orice

elemente a0, . . . , an−1 ∈ A avem

h(p(a0, . . . , an−1)) ⊆ p(h(a0), . . . , h(an−1)).

Demonstraţie. Vom face o inducţie după paşii de construcţie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Dacă p = xi (i ∈ {0, . . . , n− 1}) atunci

h(p(a0, . . . , an−1)) = h(en
i (a0, . . . , an−1)) = h(ai)

= en
i (h(a0), . . . , h(an−1))

= p(h(a0), . . . , h(an−1)).

Pasul 2. Presupunând afirmaţia verificată pentru p0, . . . ,pnγ−1 ∈ P(n)(τ) şi considerând

p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1) avem:

h(p(a0, . . . , an−1)) = h(fγ(p0, . . . , pnγ−1)(a0, . . . , an−1))

= h(fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1)))

= h(
⋃
{fγ(b0, . . . , bnγ−1) | bi ∈ pi(a0, . . . , an−1), i ∈ {0, . . . , nγ − 1}})

=
⋃
{h(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) | bi ∈ pi(a0, . . . , an−1), i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}

⊆
⋃
{fγ(h(b0), . . . , h(bnγ−1))) | bi ∈ pi(a0, . . . , an−1), i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}.

Dar, pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}, din bi ∈ pi(a0, . . . , an−1) rezultă că

h(bi) ∈ h(pi(a0, . . . , an−1)) ⊆ pi(h(a0), . . . , h(an−1))).

Astfel,

h(p(a0, . . . , an−1)) ⊆ fγ(p0(h(a0), . . . , h(an−1)), . . . , pnγ−1(h(a0), . . . , h(an−1)))

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(h(a0), . . . , h(an−1))

= p(h(a0), . . . , h(an−1))

ceea ce finalizează demonstraţia.
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Remarcăm că pentru o multialgebră dată A şi o echivalenţă ρ pe A egalităţile:

fγ(ρ〈a0〉, . . . , ρ〈anγ−1〉) = {ρ〈b〉 | b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1), aiρbi, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}},

fiind independente de alegerea reprezentanţilor a0, . . . , anγ−1, definesc multioperaţii pe A/ρ,

deci ı̂nzestrează mulţimea A/ρ a claselor de echivalenţă ρ〈a〉 ale elementelor a ∈ A, cu o

structură de multialgebră A/ρ, pe care o numim multialgebra cât sau factor determinată de

ρ. Proiecţia canonică πρ : A → A/ρ, πρ(a) = ρ〈a〉 este un omomofism de multialgebre.

Un caz particular important al acestei construcţii se obţine atunci când A este o al-

gebră universală. Diferite proprietăţi ale multialgebrei cât astfel obţinute vor fi studiate ı̂n

paragraful 1.5. Dacă, ı̂n plus, relaţia ρ este o congruenţă pe A atunci multialgebra factor

obţinută este chiar algebra factor (cât) A/ρ.

Aplicând Propoziţia 1.4.9 pentru proiecţia canonică πρ : A → A/ρ avem:

(1.4.2) {ρ〈a〉 | a ∈ (p)P∗(A)(a0, . . . , an−1)} ⊆ (p)P∗(A/ρ)(ρ〈a0〉, . . . , ρ〈an−1〉)

pentru orice n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) şi a0, . . . , an−1 ∈ A.

Observaţia 1.4.10. Incluziunea (1.4.2) se menţine dacă ı̂nlocuim polinoamele n-are (p)P∗(A)

şi (p)P∗(A/ρ) cu funcţiile algebrice n-are p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi, respectiv, p′ ∈ P

(n)
A/ρ(P

∗(A/ρ)),

unde funcţia algebrică p′ care corespunde lui p este definită după cum urmează:

(i) dacă p = cn
a atunci p′ = cn

ρ〈a〉;

(ii) dacă p = en
i = (xi)P∗(A) atunci p′ = en

i = (xi)P∗(A/ρ);

(iii) dacă p = fγ(p0, . . . , pnγ−1) şi funcţiile care corespund la p0, . . . , pnγ−1 ∈ P
(n)
A (P∗(A))

sunt, respectiv, p′0, . . . , p
′
nγ−1 ∈ P

(n)
A/ρ(P

∗(A/ρ)) atunci p′ = fγ(p′0, . . . , p
′
nγ−1).

Cum funcţia algebrică p′ este obţinută parcurgând aceiaşi paşi ca ı̂n construcţia lui p, cu

modificări importante doar la pasul (i), vom scrie p ı̂n loc de p′ şi ı̂n consecinţă avem:

(1.4.3) {ρ〈a〉 | a ∈ p(a0, . . . , an−1)} ⊆ p(ρ〈a0〉, . . . , ρ〈an−1〉).

Un alt motiv al folosirii termenului de omomorfism ideal pentru acele omomorfisme

pentru care ı̂n (1.4.1) avem egalitate este legătura acestora cu echivalenţele ideale:
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Teorema 1.4.11. [67, Teorema 1] Fie A o multialgebră de tip τ . Dacă ρ o echivalenţă

ideală pe A atunci aplicaţia naturală πρ : A → A/ρ este un omomorfism ideal. Reciproc,

dacă h : A → B un omomorfism ideal ı̂ntre multialgebrele A şi B de acelaşi tip atunci

relaţia ρh = {(x, y) ∈ A × A | h(x) = h(y)} este o echivalenţă ideală pe A. Mai mult,

aplicaţia h(a) 7→ πρh
(a) este un izomorfism ı̂ntre multialgebrele h(A) şi A/ρh.

Considerăm un omomorfism ideal h ı̂ntre două multialgebre A şi B de acelaşi tip precum

şi algebrele P∗(A) şi P∗(B). Omomorfismul h induce aplicaţia h∗ : P ∗(A) → P ∗(B) definită

prin h∗(X) = h(X) = {h(x) | x ∈ X} pentru orice submulţime nevidă X a mulţimii A.

Teorema 1.4.12. [67, Teorema 2] Aplicaţia h∗ este un omomorfism ı̂ntre algebrele univer-

sale P∗(A) şi P∗(B) dacă şi numai dacă h este omomorfism ideal ı̂ntre A şi B.

Corolarul 1.4.13. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) şi B = (B, (fγ)γ<o(τ)) două multialgebre de

acelaşi tip τ , h : A → B un omomorfism ideal, n ∈ N şi p ∈ P(n)(τ). Pentru orice

submulţimi nevide A0, . . . , An−1 ⊆ A avem

h(p(A0, . . . , An−1)) = p(h(A0), . . . , h(An−1)).

Corolarul 1.4.14. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) şi B = (B, (fγ)γ<o(τ)) două multialgebre de

acelaşi tip τ , h : A → B un omomorfism ideal, n ∈ N şi p ∈ P(n)(τ). Pentru orice elemente

a0, . . . , an−1 ∈ A avem

h(p(a0, . . . , an−1)) = p(h(a0), . . . , h(an−1)).

Observaţia 1.4.15. Se observă uşor că multialgebrele de acelaşi tip τ , ı̂mpreună cu omo-

morfismele de multialgebre şi compunerea uzuală a funcţiilor formează o categorie. Notăm

această categorie cu Malg(τ). Categoria algebrelor universale de tip τ , notată aici Alg(τ),

este, evident, o subcategorie ı̂n Malg(τ). Tot o subcategorie a categoriei Malg(τ) se obţine

considerând ca obiecte multialgebrele de tip τ , dar ca morfisme, doar omomorfismele ideale

de multialgebre. Menţionăm că Alg(τ) este o subcategorie plină a acestor categorii de

multialgebre.

Dacă luăm ca obiecte hipergrupurile şi ca morfisme omomorfismele de hipergrupuri

obţinem o categorie pe care o notăm HG. Privim hipergrupurile ca multialgebre cu trei

multioperaţii binare ca ı̂n primul paragraf al acestui capitol, şi obţinem ca mai sus o subca-

tegorie a categoriei HG care are ca morfisme omomorfismele foarte bune de hipergrupuri.
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În categoria astfel obţinută considerăm subcategoria care are ca obiecte hipergrupurile ca-

nonice (şi ca morfisme omomorfismele foarte bune de hipergrupuri canonice). Obţinem

astfel o categorie exactă (vezi [58]).

Observaţia 1.4.16. Remarcăm următorul fapt: corespondenţele A 7→ P∗(A) şi h 7→ h∗
definesc un functor covariant ı̂ntre categoria multialgebrelor de tip τ ı̂n care morfismele

sunt omomorfismele ideale şi categoria Alg(τ).

1.5 Multialgebre factor ale algebrelor universale. O teoremă

de caracterizare pentru multialgebre

Să amintim ı̂n deschiderea acestui paragraf o teoremă de caracterizare pentru multialgebre,

rezultat care aparţine lui George Grätzer. Grätzer porneşte de la faptul că cea mai simplă

cale de a construi multialgebre este de a imita procedura descrisă ı̂n Exemplul 1.1.3, anume,

dacă B = (B, (fγ)γ<o(τ)) este o algebră universală şi ρ este o echivalenţă pe B atunci pe

mulţimea B/ρ a claselor de echivalenţă ρ〈b〉 ale elementelor b ∈ B se defineşte pentru orice

γ < o(τ):

fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉) = {ρ〈c〉 | c = fγ(c0, . . . , cnγ−1), ci ∈ ρ〈bi〉, i = 0, . . . , nγ − 1}.

Se obţine o multialgebră B/ρ = (B/ρ, (fγ)γ<o(τ)). O astfel de multialgebră se numeşte

multialgebră concretă. Se observă că multialgebra B/ρ este algebră universală dacă şi

numai dacă ρ este o congruenţă pe algebra universală B.

Teorema 1.5.1. [27, Teoremă] Orice multialgebră este concretă.

Fie A o multialgebră de tip τ şi q, r ∈ P(n)(τ). Ca şi ı̂n cazul algebrelor universale, vom

spune că identitatea n-ară (sau identitatea n-ară tare) q = r este satisfăcută pe multialgebra

A dacă pentru orice a0, . . . , an−1 ∈ A,

q(a0, . . . , an−1) = r(a0, . . . , an−1).

Vom spune că identitatea slabă (notaţia se vrea cât mai sugestivă posibil) q∩ r 6= ∅ este

satisfăcută pe multialgebra A dacă pentru orice a0, . . . , an−1 ∈ A,

q(a0, . . . , an−1) ∩ r(a0, . . . , an−1) 6= ∅.
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Fie K o clasă de multialgebre de acelaşi tip τ şi q, r ∈ P(n)(τ). Vom spune că identitatea

q = r (sau q∩ r 6= ∅) este satisfăcută ı̂n clasa K dacă este satisfăcută pe orice multialgebră

din K.

Numeroase clase de multialgebre pot fi privite ca şi subclase ale unor clase de multial-

gebre (de acelaşi tip) care au proprietatea că satisfac anumite identităţi (tari sau/şi slabe).

Exemplul 1.5.2. Semihipergrupurile sunt multialgebre cu o multioperaţie binară care satisfac

identitatea

(1.5.1) (x0 ◦ x1) ◦ x2 = x0 ◦ (x1 ◦ x2).

Hv-semigrupurile se obţin analog, ı̂nlocuind (1.5.1) cu

(1.5.1′) (x0 ◦ x1) ◦ x2 ∩ x0 ◦ (x1 ◦ x2) 6= ∅.

Observaţia 1.5.3. Fie H o mulţime nevidă şi ◦ o multioperaţie binară pe H. O condiţie

necesară şi suficientă pentru ca (H, ◦) să fie hipergrup este existenţa a două multioperaţii

binare / şi \ pe H astfel ı̂ncât multialgebra (H, ◦, /, \) să verifice (1.5.1) şi următoarele

identităţi slabe:

(1.5.2) x1 ∩ x0 ◦ (x0\x1) 6= ∅, x1 ∩ (x1/x0) ◦ x0 6= ∅,

(1.5.3) x1 ∩ x0\(x0 ◦ x1) 6= ∅, x1 ∩ (x1 ◦ x0)/x0 6= ∅.

Necesitatea se justifică luând multioperaţiile / şi \ date de egalităţile (1.1.2). Dacă sunt

satisfăcute identităţile (1.5.2) atunci (1.1.1) are loc, ceea ce asigură suficienţa condiţiei de

mai sus. De notat că ı̂ntr-o multialgebră (H, ◦, /, \) care verifică identităţile (1.5.1), (1.5.2)

şi (1.5.3) nu este necesar ca multioperaţiile /, \ să fie legate de ◦ prin (1.1.2). Un exemplu

trivial ı̂n acest sens ı̂l constituie situaţia ı̂n care (H, ◦) este un grup cu cel puţin două

elemente, deci un hipergrup, iar multioperaţiile /, \ : H × H → P ∗(H) sunt definite prin

a/b = a\b = H, oricare ar fi a, b ∈ H. Cum pentru orice a, b ∈ H mulţimile

{x ∈ H | a ∈ x ◦ b} = {x ∈ H | a = x ◦ b} şi {x ∈ H | a ∈ b ◦ x} = {x ∈ H | a = b ◦ x}

au câte un singur element, ele vor fi diferite de H.
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Cu alte cuvinte, asociind unui hipergrup (H, ◦) multialgebra (H, ◦, /, \) cu multioperaţiile

/, \ date de (1.1.2) obţinem o funcţie injectivă (care nu e bijectivă) de la clasa hiper-

grupurilor la clasa multialgebrelor de tip τ = (2, 2, 2) ce satisfac identităţile (1.5.1), (1.5.2)

şi (1.5.3). Acest fapt ne permite să identificăm hipergrupurile cu acele multialgebre cu trei

multioperaţii binare ◦, /, \ care au mulţimea suport nevidă, verifică (1.5.1) şi, ı̂n plus, au

proprietatea că multioperaţiile /, \ se obţin din multioperaţia ◦ prin egalităţile (1.1.2). O

discuţie similară se poate face referitor la Hv-grupuri dacă ı̂nlocuim (1.5.1) cu (1.5.1′).

Observaţia 1.5.4. Să considerăm subcategoria categoriei Malg((2, 2, 2)) ce se obţine luând

ca şi obiecte acele multialgebre cu trei multioperaţii binare ◦, /, \ care au mulţimea suport

nevidă, verifică identitatea (1.5.1) şi au proprietatea că /, \ se obţin din ◦ prin (1.1.2).

Observaţiile 1.4.3 şi 1.5.3 ne permit să definim un izomorfism ı̂ntre HG şi această subcate-

gorie. Pentru acest izomorfism, funcţia obiect asociază unui hipergrup (H, ◦) multialgebra

(H, ◦, /, \) ca ı̂n paragraful 1.1, iar funcţia morfism e dată de corespondenţa h 7→ h.

Exemplul 1.5.5. Folosind identificările din observaţiile anterioare, putem privi un hipergrup

canonic ca o multialgebră (H, +, /, \, 0,−) de tip (2, 2, 2, 0, 1) cu proprietatea că (H,+, /, \)
este hipergrup şi care verifică următoarele identităţi:

x0 + x1 = x1 + x0, x0 + 0 = x0, x0/x1 = −(x1/x0).

Exemplul 1.5.6. Un hiperinel Krasner poate fi privit ca o multialgebră (H, +, /, \, 0,−, ·) de

tip τ = (2, 2, 2, 0, 1, 2) cu · operaţie binară, care, pe lânga faptul că (H, +, /, \, 0) este un

hipergrup canonic, verifică identităţile semigrupului multiplicativ şi identităţile

x0 · 0 = 0, 0 · x0 = 0, x0 · (x1 + x2) = x0 · x1 + x0 · x2, (x1 + x2) · x0 = x1 · x0 + x2 · x0.

Observaţia 1.5.7. Fie B o algebră universală, ρ o echivalenţă pe B şi B/ρ multialgebra cât.

Considerăm p ca ı̂n Observaţia 1.4.10 şi b0, . . . , bn−1 ∈ B. Atunci

(1.5.4) p(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bn−1〉) ⊇ {ρ〈c〉 | c = p(c0, . . . , cn−1), biρci, i ∈ {0, . . . , n− 1}}.

Observaţia 1.5.8. Este imediat faptul că dacă n ∈ N, q, r ∈ P(n)(τ) şi identitatea q = r

este satisfăcută pe B atunci pentru orice b0, . . . , bn−1 ∈ B clasa modulo ρ a elementului

q(b0, . . . , bn−1) = r(b0, . . . , bn−1)
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este ı̂n q(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bn−1〉) ∩ r(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bn−1〉) de unde rezultă că identitatea slabă

q ∩ r 6= ∅

este satisfăcută pe B/ρ.

În cele urmează vom da un exemplu care va arăta că, ı̂n general, incluziunea (1.5.4)

nu este egalitate. De asemenea, vom vedea că identitatea slabă stabilită anterior pe B/ρ

nu este, ı̂n general, tare. Acest fapt este de aşteptat dacă există i ∈ {0, . . . , n − 1} pentru

care q = xi şi r ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}}, dar, după cum arată exemplul care

urmează, aceasta nu este singura situaţie ı̂n care o identitate pe B devine identitate slabă

pe B/ρ.

Exemplul 1.5.9. Fie (Z5,+) grupul aditiv al claselor de resturi modulo 5 şi fie pe Z5 relaţia

de echivalenţă ρ = ({0, 1} × {0, 1}) ∪ ({2} × {2}) ∪ ({3, 4} × {3, 4}). Avem ρ〈0〉 = ρ〈1〉 =

{0, 1}, ρ〈2〉 = {2} şi ρ〈3〉 = ρ〈4〉 = {3, 4}. Ca mai sus, obţinem un hipergrupoid pe

Z5/ρ = {{0, 1}, {2}, {3, 4}} cu tabla

+ {0, 1} {2} {3, 4}
{0, 1} {0, 1}, {2} {2}, {3, 4} {0, 1}, {3, 4}
{2} {2}, {3, 4} {3, 4} {0, 1}
{3, 4} {0, 1}, {3, 4} {0, 1} {0, 1}, {2}, {3, 4}

Incluziunea (1.5.4) nu e ı̂ntotdeauna egalitate deoarece

(ρ〈2〉+ ρ〈2〉) + ρ〈3〉 = ρ〈3〉+ ρ〈3〉 = {ρ〈0〉, ρ〈2〉, ρ〈3〉} şi

{ρ〈c〉 | c = (b0 + b1) + b2, b0 = b1 = 2, b2 ∈ {3, 4}} = {ρ〈c〉 | c ∈ {2, 3}} = {ρ〈2〉, ρ〈3〉}.

De asemenea, avem

ρ〈2〉+ (ρ〈2〉+ ρ〈3〉) = ρ〈2〉+ ρ〈0〉 = {ρ〈2〉, ρ〈3〉}

aşadar asociativitatea are loc doar ı̂n manieră slabă pentru (Z5/ρ,+).

Totuşi, unele identităţi, cum ar fi cele care caracterizează comutativitatea unei operaţii

ı̂ntr-o algebră, au loc ı̂n formă tare şi pe multialgebra obţinută ı̂n urma factorizării algebrei

după o relaţie de echivalenţă.
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Exemplul 1.5.10. Fie B o algebră universală de tip τ , γ < o(τ) şi σ o permutare a mulţimii

{0, . . . , nγ − 1}. Presupunem că pe multialgebra B este satisfăcută identitatea

fγ(x0, . . . ,xnγ−1) = fγ(xσ(0), . . . ,xσ(nγ−1)).

Fie b0, . . . , bnγ−1 ∈ B arbitrare. Dacă ρ〈c〉 ∈ fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉) atunci există

c0, . . . , cnγ−1 ∈ B cu b0ρc0, . . . , bnγ−1ρcnγ−1 astfel ı̂ncât c = fγ(c0, . . . , cnγ−1). Dar atunci

avem bσ(0)ρcσ(0), . . . , bσ(nγ−1)ρcσ(nγ−1) şi

fγ(c0, . . . , cnγ−1) = fγ(cσ(0), . . . , cσ(nγ−1))

aşadar ρ〈c〉 ∈ fγ(ρ〈bσ(0)〉, . . . , ρ〈bσ(nγ−1)〉). Dacă ρ〈c〉 ∈ fγ(ρ〈bσ(0)〉, . . . , ρ〈bσ(nγ−1)〉) atunci

există c0, . . . , cnγ−1 ∈ B cu bσ(0)ρc0, . . . , bσ(nγ−1)ρcnγ−1 astfel ı̂ncât c = fγ(c0, . . . , cnγ−1).

Dar b0ρcσ−1(0), . . . , bnγ−1ρcσ−1(nγ−1) iar cum

fγ(cσ−1(0), . . . , cσ−1(nγ−1)) = fγ(c0, . . . , cnγ−1)

avem ρ〈c〉 ∈ fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉). Rezultă că pentru orice b0, . . . , bnγ−1 ∈ B avem

fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉) = fγ(ρ〈bσ(0)〉, . . . , ρ〈bσ(nγ−1)〉),

deci identitatea fγ(x0, . . . ,xnγ−1) = fγ(xσ(0), . . . ,xσ(nγ−1)) este satisfăcută pe B/ρ.

Să vedem ce putem spune despre multialgebrele factor ale semigrupurilor, grupurilor,

grupurilor abeliene şi inelelor.

Cazul semigrupurilor

Fie (S, ·) un semigrup şi ρ o relaţie de echivalenţă pe S. Conform cu Observaţia 1.5.8

hipergrupoidul (S/ρ, ·) verifică asociativitatea ı̂n manieră slabă deci este un Hv-semigrup.

Cazul grupurilor

Fie (G, ·) un grup şi ρ o relaţie de echivalenţă pe G. Existenţa şi unicitatea soluţiei pentru

fiecare din ecuaţiile a = xb şi a = by ne permite să definim pe G operaţiile /, \ prin

a/b = {x ∈ G | a = xb}, b\a = {y ∈ G | a = by}.
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Astfel, identificăm grupul G cu o algebră universală (G, ·, /, \) (cu G 6= ∅) care verifică

următoarele identităţi

(1.5.5) (x0 · x1) · x2 = x0 · (x1 · x2),

(1.5.6) x1 = x0 · (x0\x1), x1 = (x1/x0) · x0, x1 = x0\(x0 · x1), x1 = (x1 · x0)/x0.

Obţinem pe G/ρ o multialgebră (G/ρ, ·, /, \) pe care sunt satifăcute identităţile de mai sus

ı̂n forma lor slabă. Rezultă că (G/ρ, ·) este un Hv-semigrup pentru care

ρ〈a〉 ·G/ρ = G/ρ = G/ρ · ρ〈a〉, pentru orice a ∈ G

adică un Hv-grup. Dar pentru un Hv-grup nu este necesară existenţa unui element unitate.

În cazul nostru clasa ρ〈1〉 ∈ G/ρ a elementului unitate 1 ∈ G satisface condiţia

ρ〈a〉 ∈ ρ〈a〉 · ρ〈1〉 ∩ ρ〈a〉 · ρ〈1〉, pentru orice a ∈ G,

deci ρ〈1〉 este un element unitate ı̂n G/ρ. Mai mult, orice clasă ρ〈a〉 ∈ G/ρ are un invers

deoarece, considerând inversul a−1 al lui a ı̂n G, avem:

ρ〈1〉 ∈ ρ〈a−1〉 · ρ〈a〉 ∩ ρ〈a〉 · ρ〈a−1〉.

Dacă grupul G este abelian atunci Hv-grupul G/ρ este comutativ (vezi Exemplul 1.5.10).

Cazul inelelor

O hiperstructură (R, +, ·) se numeşte Hv-inel dacă (R, +) este un Hv-grup, (R, ·) este un

Hv-semigrup şi pentru orice a, b, c ∈ R avem

a(b + c) ∩ (ab + ac) 6= ∅ şi (b + c)a ∩ (ba + ca) 6= ∅.

E uşor de observat că multialgebra factor a unui inel este un Hv-inel (cu prima multioperaţie

comutativă).

Observaţia 1.5.11. Multialgebra factor a unei latici nu este, ı̂n general, o multilatice deoarece

absorbţia (care apare ca o identitate ı̂n definiţia unei multilatici — vezi [1, 2.1, Lema 4] sau

[32]) nu este satisfăcută decât ı̂n formă slabă ı̂n multialgebra factor.
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Exemplul 1.5.12. Fie laticea (N,∧,∨), unde N = {0, 1, 2, . . .} este mulţimea numerelor na-

turale, a∧b = (a, b) este cel mai mare divizor comun al numerelor a şi b, iar a∨b = [a, b] este

cel mai mic multiplu comun pentru a şi b. Notăm cu P mulţimea {2, 3, 5, . . .} a numerelor

prime şi considerăm relaţia ρ = P × P ∪ {(a, a) | a ∈ N \ P}. Evident, ρ este o echivalenţă

pe N şi avem

ρ〈2〉 ∈ ρ〈2〉 ∨ (ρ〈2〉 ∧ ρ〈6〉) = ρ〈2〉 ∨ {ρ〈1〉, ρ〈2〉} = {ρ〈2〉} ∪ {ρ〈pq〉 | p, q ∈ P, p 6= q},

deci absorbţia este verificată doar ı̂n formă slabă.

Desigur, faptul că o identitate a unei algebre este verificată ı̂n formă tare sau slabă

pe o multialgebra cât depinde şi de relaţia de echivalenţă după care se face factorizarea.

Factorizarea unei algebre universale după o relaţie de congruenţă conduce la o multialgebră

(algebră universală) care verifică identităţile din algebra iniţială ı̂n forma tare. Acesta nu

este, ı̂nsă, singurul exemplu ı̂n acest sens.

Exemplul 1.5.13. Să privim un grup finit G ca o algebră universală (G, ·, 1), să considerăm

o relaţie de echivalenţă ρ pe G şi identitatea 1 · x0 = x0.

Dacă relaţia ρ = ∼ este relaţia de conjugare pe G atunci multioperaţia

ρ〈x〉 · ρ〈y〉 = {ρ〈z〉 | z = x′y′, x ∼ x′, y ∼ y′}

face din G/ρ un hipergrup canonic (vezi [72]). Prin urmare, multioperaţia nulară din G/ρ

corespunzătoare operaţiei nulare 1 din G pune ı̂n evidenţă pe ρ〈1〉 şi este operaţie ı̂n G/ρ.

Este evident faptul că identitatea de mai sus este satisfăcută pe (G/ρ, ·, ρ〈1〉) ı̂n formă tare.

Nu la fel se ı̂ntâmplă (cel puţin nu ı̂ntotdeauna) când factorizăm grupul G ca ı̂n Exemplul

1.1.3. Să considerăm grupul simetric S3 pe care ı̂l privim ca pe o algebră universală cu două

operaţii (S3, ◦, (1)) şi să considerăm echivalenţa la stânga determinată de subgrupul H

generat de transpoziţia (1, 2). În hipergrupul cât S3/H avem

H ◦ ((1, 3) ◦H) = {σ ◦H | σ = σ1 ◦ σ2, σ1 ∈ {(1), (1, 2)}, σ2 ∈ {(1, 3), (1, 3) ◦ (1, 2)}}.

Efectuând calculele se obţine H ◦ ((1, 3) ◦H) = {(1, 3) ◦H, (2, 3) ◦H}, de unde rezultă că

identitatea 1 · x0 = x0 nu este verificată ı̂n forma sa tare pe (S3/H, ◦,H).
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1.6 O clasă de echivalenţe ideale. Relaţia fundamentală a

unei multialgebre

În acest paragraf obiectul nostru de lucru ı̂l vor constitui acele relaţii de echivalenţă pe o

multialgebră pentru care multialgebra factor obţinută este o algebră universală. Reamintim

că dacă A este o multialgebră şi ρ este o relaţie de echivalenţă pe A atunci multioperaţiile

din multialgebra cât A/ρ = (A/ρ, (fγ)γ<o(τ)) sunt date de egalităţile:

fγ(ρ〈a0〉, . . . , ρ〈anγ−1〉) = {ρ〈b〉 | b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1), aiρbi, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}.

Fie A o mulţime şi P ∗(A) mulţimea părţilor sale nevide. Fie ρ o relaţie de echivalenţă

pe A şi să considerăm relaţia ρ definită pe P ∗(A) astfel:

AρB ⇔ aρb, oricare ar fi a ∈ A, b ∈ B,

adică AρB dacă şi numai dacă A × B ⊆ ρ. Remarcăm că ρ este simetrică, tranzitivă, dar

nu este, ı̂n general, reflexivă (de exemplu, dacă δA este relaţia de egalitate pe A şi |A| ≥ 2,

atunci δA nu este reflexivă).

Propoziţia 1.6.1. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi fie ρ o relaţie de echivalenţă

pe A. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(a) A/ρ este o algebră universală;

(b) pentru orice γ < o(τ) şi orice elemente a, b, xi ∈ A (i ∈ {0, . . . , nγ−1}) cu proprietatea

că aρb avem

fγ(x0, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xnγ−1)ρfγ(x0, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xnγ−1)

pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1};

(c) pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice elemente xi, yi ∈ A cu proprietatea că xiρyi

pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1} avem

fγ(x0, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, . . . , ynγ−1);

(d) pentru orice n ∈ N, orice p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi orice xi, yi ∈ A cu proprietatea că xiρyi

pentru toţi i ∈ {0, . . . , n− 1}, avem

p(x0, . . . , xn−1)ρp(y0, . . . , yn−1).
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Demonstraţie. (a)⇒(b) Considerăm a, b ∈ A cu aρb,

x ∈ fγ(x0, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xnγ−1) şi y ∈ fγ(x0, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xnγ−1).

Folosind definiţia multioperaţiilor din multiagebra factor şi faptul că pentru orice γ < o(τ),

fγ este o operaţie ı̂n A/ρ, rezultă că xρy. Aşadar,

fγ(x0, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xnγ−1) ρ fγ(x0, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xnγ−1),

pentru toţi i ∈ {0, . . . , nγ − 1}.
(b)⇒(c) Dacă γ < o(τ) şi elementele xi, yi ∈ A sunt astfel ca xiρyi pentru orice i ∈

{0, . . . , nγ − 1} atunci, aplicând succesiv (b) avem

fγ(x0, x1, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, x1, . . . , xnγ−1),

fγ(y0, x1, x2, . . . , xnγ−1)ρfγ(y0, y1, x2, . . . , xnγ−1),

...

fγ(y0, . . . , ynγ−2, xnγ−1)ρfγ(y0, . . . , ynγ−2, ynγ−1).

Tranzitivitatea lui ρ ı̂ncheie demonstraţia acestei implicaţii.

(c)⇒(a) Din definiţia multioperaţiilor din A/ρ şi (c) deducem că pentru orice γ < o(τ)

şi orice x0, . . . , xnγ−1 ∈ A, submulţimea nevidă fγ(ρ〈x0〉, . . . , ρ〈xnγ−1〉) a mulţimii A/ρ

conţine o singură clasă, deci fγ este o operaţie.

(d)⇒(c) Este evident.

(c)⇒(d) Demonstăm această implicaţie prin inducţie după paşii de construcţie a unei

funcţii algebrice n-are.

Dacă există a ∈ A astfel ca p = cn
a atunci reflexivitatea lui ρ face condiţia de la (d)

adevărată. Dacă p = en
i , cu i ∈ {0, . . . , n− 1} atunci

p(x0, . . . , xn−1) = en
i (x0, . . . , xn−1) = xi, p(y0, . . . , yn−1) = en

i (y0, . . . , yn−1) = yi,

iar xiρyi ne conduce la p(x0, . . . , xn−1)ρp(y0, . . . , yn−1).

Presupunem că afirmaţia are loc pentru funcţiile algebrice p0, . . . , pnγ−1 ∈ P
(n)
A (P∗(A))

şi considerăm p = fγ(p0, . . . , pnγ−1) (cu γ < o(τ)). Pentru orice

x ∈ p(x0, . . . , xn−1) = fγ(p0(x0, . . . , xn−1), . . . , pnγ−1(x0, . . . , xn−1)) şi

y ∈ p(y0, . . . , yn−1) = fγ(p0(y0, . . . , yn−1), . . . , pnγ−1(y0, . . . , yn−1))



41

există ai ∈ pi(x0, . . . , xn−1) şi bi ∈ pi(y0, . . . , yn−1), i ∈ {0, . . . , nγ − 1}, astfel ı̂ncât

x ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1), y ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1).

Conform ipotezei inducţiei, avem aiρbi pentru toţi i ∈ {0, . . . , nγ − 1}, ceea ce, folosind (c),

ne conduce la fγ(a0, . . . , anγ−1)ρfγ(b0, . . . , bnγ−1), de unde avem xρy.

Se observă imediat că orice echivalenţă ρ pe A pentru care multialgebra A/ρ este algebră

universală este o echivalenţă ideală.

Corolarul 1.6.2. Dacă ρ este o echivalenţă pe A astfel ı̂ncât A/ρ este o algebră universală

atunci pentru orice n ∈ N, p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi a0, . . . , an−1 ∈ A avem x, y ∈ p(a0, . . . , an−1)

implică xρy.

Observaţia 1.6.3. Dacă relaţia de echivalenţă ρ satisface una din condiţiile echivalente din

Propoziţia 1.6.1 atunci operaţiile din algebra obţinută prin factorizare sunt definite astfel:

pentru γ < o(τ), a0, . . . , anγ−1 ∈ A şi b ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1)

fγ(ρ〈a0〉, . . . , ρ〈anγ−1〉) = ρ〈b〉.

Exemplul 1.6.4. Fie (H, ◦) un hipergrupoid. O relaţie de echivalenţă ρ pe H are proprietatea

că (H/ρ, ◦) este un grupoid dacă şi numai dacă pentru orice a, b, x ∈ H pentru care aρb

avem a ◦ xρb ◦ x şi x ◦ aρx ◦ b. O astfel de echivalenţă se numeşte echivalenţă tare regulată

(vezi [10, Definiţia 8]).

Observaţia 1.6.5. Fie (H, ◦) un hipergrupoid şi fie ρ o echivalenţă tare regulată pe H.

Dacă (H, ◦) este un semihipergrup atunci (H/ρ, ◦) este un semigrup, iar dacă (H, ◦) este

un hipergrup atunci (H/ρ, ◦) este un grup ([10, Teorema 31]). Mai mult, dacă (H, ◦)
este un hipergrup şi ı̂l privim ca pe o multialgebră (H, ◦, /, \) ca ı̂n paragraful 1.1, atunci

multioperaţiile binare / şi \ devin pe H/ρ chiar operaţiile binare care asociază la o pereche

oarecare (ρ〈a〉, ρ〈b〉) ∈ H/ρ×H/ρ soluţia (unică) din H/ρ a ecuaţiei ρ〈a〉 = x◦ρ〈b〉, respectiv

a ecuaţiei ρ〈a〉 = ρ〈b〉 ◦ x.

Într-adevăr, dacă a, b ∈ H atunci ρ〈a〉/ρ〈b〉 = {ρ〈c〉 | c ∈ a′/b′, aρa′, bρb′}, de unde

rezultă că pentru x ∈ ρ〈a〉/ρ〈b〉 există a′, b′, c ∈ H astfel ı̂ncât ρ〈a〉 = ρ〈a′〉, ρ〈b〉 = ρ〈b′〉,
x = ρ〈c〉 şi a′ ∈ c ◦ b′. Atunci ρ〈a〉 = ρ〈a′〉 = ρ〈c〉 ◦ ρ〈b′〉 = x ◦ ρ〈b〉. Cum (H/ρ, ◦) este grup,

deducem că pentru orice a, b ∈ H mulţimea ρ〈a〉/ρ〈b〉 are un singur element x care verifică

egalitatea ρ〈a〉 = x ◦ ρ〈b〉. Analog se procedează pentru \.
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Notaţie. Notăm cu Eua(A) mulţimea echivalenţelor ρ ale multialgebrei A pentru care mul-

tialgebra cât A/ρ este o algebră universală.

Observaţia 1.6.6. Mulţimea Eua(A) este nevidă, deoarece A×A ∈ Eua(A).

Propoziţia 1.6.7. Mulţimea Eua(A) formează un sistem de ı̂nchidere algebric pe A×A.

Demonstraţie. Arătăm că mulţimea Eua(A) este ı̂nchisă la intersecţii arbitrare şi la reuniuni

de submulţimi nevide (ordonate cu incluziunea) dirijate superior.

Să considerăm o mulţime {ρi | i ∈ I} de relaţii din Eua(A), γ < o(τ) şi xj , yj ∈ A

(j ∈ {0, . . . , nγ − 1}).
Dacă (xj , yj) ∈

⋂
i∈I ρi pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1} atunci xjρiyj pentru orice i ∈ I

şi orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1}, deci pentru orice i ∈ I avem

fγ(x0, . . . , xnγ−1)ρifγ(y0, . . . , ynγ−1).

Aşadar, xρiy oricare ar fi i ∈ I, x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) şi y ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1). Înseamnă

că (x, y) ∈ ⋂
i∈I ρi pentru orice x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) şi y ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1) ceea ce este

echivalent cu faptul că

(fγ(x0, . . . , xnγ−1), fγ(y0, . . . , ynγ−1)) ∈
⋂

i∈I

ρi.

Astfel am demonstrat că
⋂

i∈I ρi ∈ Eua(A).

Dacă (xj , yj) ∈ ⋃
i∈I ρi pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1} atunci pentru fiecare j ∈

{0, . . . , nγ − 1} există ij ∈ I astfel ı̂ncât (xj , yj) ∈ ρij . Considerând că mulţimea ordo-

nată ({ρi | i ∈ I},⊆) este dirijată şi I 6= ∅ obţinem un element m ∈ I cu proprietatea că

ρij ⊆ ρm pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1}. În consecinţă, avem

fγ(x0, . . . , xnγ−1)ρmfγ(y0, . . . , ynγ−1).

Astfel, (x, y) ∈ ρm ⊆ ⋃
i∈I ρi pentru orice x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) şi y ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1)

ceea ce ı̂nseamnă că

(fγ(x0, . . . , xnγ−1), fγ(y0, . . . , ynγ−1)) ∈
⋃

i∈I

ρi.

Deci
⋃

i∈I ρi ∈ Eua(A).
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Corolarul 1.6.8. Mulţimea ordonată (Eua(A),⊆) este o latice algebrică.

Corolarul 1.6.9. Dacă R ⊆ A×A atunci cea mai mică echivalenţă pe A ce include pe R

şi care are proprietatea că multialgebra factor este o algebră universală este relaţia

α(R) =
⋂
{ρ ∈ Eua(A) | R ⊆ ρ}.

Se observă că dacă multialgebra A nu este o algebră universală atunci A/δA nu este o

algebră universală, deci cel mai mic element din Eua(A) nu este δA.

Definiţia 1.6.1. Fie A o multialgebră. Cea mai mică echivalenţă din Eua(A) se numeşte

relaţia fundamentală a multialgebrei A.

Fie αA relaţia definită pe mulţimea suport A a multialgebrei A de tip τ astfel: pentru

x, y ∈ A, xαAy dacă şi numai dacă există n ∈ N, funcţia algebrică p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi

elementele a0, . . . , an−1 ∈ A astfel ı̂ncât x, y ∈ p(a0, . . . , an−1).

Observaţia 1.6.10. Oricare ar fi n ∈ N, funcţia algebrică p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi elementele

a0, . . . , an−1 ∈ A există m ∈ N, un polinom p′ ∈ P (m)(P∗(A)) şi elementele b0, . . . , bm−1 ∈ A

astfel ı̂ncât p(a0, . . . , an−1) = p′(b0, . . . , bm−1).

Dacă există a ∈ A astfel ca p = cn
a atunci putem considera m = n + 1, p′ = en+1

n , b0 =

a0, . . . , bn−1 = an−1 şi bn = a. Dacă p = en
i atunci putem lua m = n, p′ = p şi bi = ai

pentru orice i ∈ {0, . . . , n−1}. Să presupunem afirmaţia adevărată pentru funcţiile algebrice

p0, . . . , pnγ−1 ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi fie p = fγ(p0, . . . , pnγ−1). Dacă a0, . . . , an−1 ∈ A atunci

pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1} există mj ∈ N, p′′j ∈ P (mj)(P∗(A)) şi bj
0, . . . , b

j
mj−1 ∈ A

astfel ı̂ncât pj(a0, . . . , an−1) = p′′j (b
j
0, . . . , b

j
mj−1). Fie m = m0 + · · · + mnγ−1. Folosind

Observaţiile 1.2.7 şi 1.2.8 rezultă că pentru fiecare j ∈ {0, . . . , nγ − 1} şi fiecare polinom

p′′j există un polinom p′j ∈ P (m)(P∗(A)) cu proprietatea că pentru orice submulţimi nevide

A0, . . . , Am−1 ⊆ A avem:

p′0(A0, . . . , Am−1) = p′′j (A0, . . . , Am0−1),

p′1(A0, . . . , Am−1) = p′′j (Am0 , . . . , Am0+m1−1),

...

p′nγ−1(A0, . . . , Am−1) = p′′nγ−1(Am0+···+mnγ−2 , . . . , Am0+···+mnγ−2+mnγ−1−1).
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Considerăm p′ = fγ(p′0, . . . , p
′
nγ−1) şi elementele b0, . . . , bm−1 ca fiind, respectiv, elementele

b0
0,. . .,b

0
m0−1,. . .,b

nγ−1
0 ,. . .,bnγ−1

mnγ−1−1 şi avem:

p(a0, . . . , an−1) = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1))

= fγ(p′′0(b
0
0, . . . , b

0
m0−1), . . . , p

′′
nγ−1(b

nγ−1
0 , . . . , b

nγ−1
mnγ−1−1))

= fγ(p′0(b0, . . . , bm−1), . . . , p′nγ−1(b0, . . . , bm−1))

= fγ(p′0, . . . , p
′
nγ−1)(b0, . . . , bm−1)

= p′(b0, . . . , bm−1).

Observaţia 1.6.11. Din observaţia anterioară deducem că pentru x, y ∈ A, xαAy dacă şi

numai dacă există n ∈ N, polinomul p ∈ P (n)(P∗(A)) şi elementele a0, . . . , an−1 ∈ A astfel

ı̂ncât x, y ∈ p(a0, . . . , an−1).

Relaţia αA este simetrică, reflexivă (orice a ∈ A este un element al lui c1
a(a) = e1

0(a)),

dar nu este, ı̂n general, tranzitivă.

Exemplul 1.6.12. Pentru a ilustra afirmaţia de mai sus vom folosi [10, Observaţia 82]. Să

considerăm semihipergrupul (H, ◦) dat de tabla de mai jos:

◦ a b c d

a b, c b, d b, d b, d

b b, d b, d b, d b, d

c b, d b, d b, d b, d

d b, d b, d b, d b, d

Este evident că perechile (c, b) şi (b, d) sunt ı̂n relaţia definită ca mai sus pentru semihiper-

grupul (H, ◦), dar singurul hiperprodus cu cel puţin doi factori care conţine pe c este a ◦ a

şi acesta nu-l conţine pe d.

Închiderea tranzitivă α∗A a relaţiei αA este cea mai mică relaţie de echivalenţă pe A care

include pe αA (vezi [3, 2.8]).

Teorema 1.6.13. Relaţia α∗A este relaţia fundamentală a multialgebrei A.

Demonstraţie. A. Dacă f ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi a, b ∈ A verifică aα∗Ab atunci f(a)α∗Af(b).



45

Conform definiţiei relaţiei α∗A rezultă că există m ∈ N∗ şi z0, . . . , zm ∈ A astfel ı̂ncât

a = z0αAz1αA . . . αAzm = b. Considerăm j ∈ {0, . . . , m− 1}. Cum zjαAzj+1, există nj ∈ N,

pj ∈ P
(nj)
A (P∗(A)) şi a0, . . . , anj−1 ∈ A astfel ı̂ncât

zj , zj+1 ∈ pj(a0, . . . , anj−1).

Conform Observaţiei 1.2.5 compunerea p′j = f ◦ pj aparţine mulţimii P
(n)
A (P∗(A)). Din

f(zj), f(zj+1) ⊆ f(pj(a0, . . . , anj−1)) = p′j(a0, . . . , anj−1)

deducem că orice două elemente, unul din f(zj) şi unul din f(zj+1), sunt ı̂n relaţia αA,

aşadar f(zj)α∗Af(zj+1). Deoarece aceasta se ı̂ntâmplă pentru orice j ∈ {0, . . . , m − 1} şi

relaţia α∗A este tranzitivă, rezultă că f(a) = f(z0)α∗Af(zm) = f(b).

B. Multialgebra factor A/α∗A este o algebră universală.

Fie γ < o(τ) şi elementele arbitrare a, b, x0, . . . , xnγ−1 ∈ A astfel ca aα∗qrb. Aplicând A

pentru funcţiile algebrice unare (din P
(1)
A (P∗(A)))

fγ(e1
0, c

1
x1

, . . . , c1
xnγ−1

), fγ(c1
x0

, e1
0, c

1
x2

, . . . , c1
xnγ−1

), . . . , fγ(c1
x0

, . . . , c1
xnγ−2

, e1
0)

rezultă că α∗A verifică (b) din Propoziţia 1.6.1, aşadar A/α∗A este o algebră universală.

C. Dacă ρ ∈ Eua(A) atunci α∗A ⊆ ρ.

Dacă xαAy atunci există n ∈ N, p ∈ P
(n)
A (P∗(A)) şi a0, . . . , an−1 ∈ A astfel ca x, y ∈

p(a0, . . . , an−1) şi Corolarul 1.6.2 ne conduce la xρy. De aici obţinem incluziunea αA ⊆ ρ.

Considerând ı̂nchiderile tranzitive ale celor două relaţii obţinem incluziunea vizată.

Definiţia 1.6.2. Fie A o multialgebră şi α∗A relaţia sa fundamentală. Algebra universală

A/α∗A se numeşte algebra fundamentală a multialgebrei A.

Observaţia 1.6.14. Proiecţia canonică ϕA a unei multialgebre A ı̂n algebra sa fundamentală

A/α∗A este un omomorfism ideal.

Exemplul 1.6.15. Fie (H, ◦) un hipergrupoid. În [10, Definiţia 11] este prezentată relaţia β∗

după cum urmează. Se notează cu G(H) grupoidul părţilor lui H (adică ceea ce noi notăm

cu P∗(H, ◦)), cu L(A) grupoidul generat liber de A şi cu g funcţia definită de la L(H) la

G(H) prin g(h) = {h} dacă h ∈ H şi g(γ) = g(γ1)◦g(γ2) dacă γ, γ1, γ2 ∈ L(H) cu γ = γ1γ2.

Relaţia β∗ este ı̂nchiderea tranzitivă a relaţiei β =
⋃

n∈N∗ βn cu β1 = δH şi

xβny ⇔ ∃a1, . . . , an ∈ H, ∃γ ∈ L({a1, . . . , an}) : x, y ∈ g(γ).
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Se constată cu uşurinţă că imaginile g(γ) ale funcţiei g sunt imagini de polinoame din

G(H) aplicate la mulţimi cu un element, aşadar aceasta este chiar relaţia fundamentală

a hipergrupoidului (H, ◦). Dacă multioperaţia ◦ este asociativă, relaţia fundamentală a

semihipergrupului (H, ◦) este ı̂nchiderea tranzitivă β∗ a relaţiei β =
⋃

n∈N∗ βn unde

xβny ⇔ ∃a1, . . . , an ∈ H : x, y ∈ a1 ◦ · · · ◦ an.

Exemplul 1.6.16. Dacă (H, ◦) este un hipergrup şi ρ este o echivalenţă tare regulată pe H

atunci H/ρ este un grup (vezi [10, Teorema 31]). Cea mai mică echivalenţă pe H pentru

care hipergrupoidul factor este un semigrup este ı̂nchiderea tranzitivă β∗ a relaţiei

β =
⋃
{a1 ◦ · · · ◦ an × a1 ◦ · · · ◦ an | a1, . . . , an ∈ H, n ∈ N∗}.

Cum această relaţie este tare regulată, semigrupul obţinut prin factorizare este un grup

(vezi [10, Teorema 31]). Înseamnă că cea mai mică relaţie pe hipergrupul (H, ◦, /, \) pentru

care obţinem ı̂n urma factorizării un grup este inclusă ı̂n β∗. Dar

β =
⋃
{p(a1, . . . , an)× p(a1, . . . , an) | p ∈ P (n)(P∗(H, ◦)), a1, . . . , an ∈ H, n ∈ N∗}

⊆
⋃
{p(a1, . . . , an)× p(a1, . . . , an) | p ∈ P (n)(P∗(H, ◦, /, \)), a1, . . . , an ∈ H, n ∈ N∗},

rezultă că β∗ este cea mai mică echivalenţă pe multialgebra (H, ◦, /, \) pentru care multial-

gebra factor este o algebră universală. Faptul că multioperaţiile / şi \ devin operaţii binare

care asociază la o pereche oarecare (β∗〈a〉, β∗〈b〉) ∈ H/β∗ ×H/β∗ soluţia (unică) din H/β∗

a ecuaţiei β∗〈a〉 = x◦β∗〈b〉, respectiv a ecuaţiei β∗〈a〉 = β∗〈b〉◦x (vezi Exemplul 1.6.5) face

ca algebra obţinută să fie un grup. Oricum, ceea ce este interesant şi extrem de util ı̂n cazul

hipergrupurilor este că relaţia fundamentală poate fi obţinută considerând ı̂n caracterizarea

dată de Teorema 1.6.13 doar acele funcţii algebrice (sau polinoamele) p care se obţin cu

ajutorul multioperaţiei ◦ (cu alte cuvinte, ı̂n definiţia lui β nu e necesar să folosim funcţiile

algebrice (sau polinoamele) ı̂n construcţia cărora intervin multioperaţiile / şi \). Mai mult,

pentru hipergrupuri relaţia β este tranzitivă, deci β∗ = β.

Exemplul 1.6.17. Fie (R, +, ·) un hiperinel ı̂n sens general şi fie (P ∗(R),+, ·) algebra părţilor

sale nevide. Aceasta este o algebră universală cu două operaţii binare definite astfel:

A + B =
⋃
{a + b | a ∈ A, b ∈ B}, A ·B =

⋃
{a · b | a ∈ A, b ∈ B}.
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Evident, cele două operaţii definite mai sus sunt asociative; mai mult,

A · (B + C) =
⋃
{a · (b + c) | a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}

⊆
⋃
{a · b + a · c | a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}

⊆ A ·B + A · C

şi analog (B + C) ·A ⊆ B ·A + C ·A.

Conform consideraţiilor de mai sus, imaginile polinoamelor algebrei (P ∗(R), +, ·) sunt

sume de produse de submulţimi nevide ale lui R sau sunt incluse ı̂n polinoame de această

formă. Aşadar, relaţia fundamentală a hiperinelului R este ı̂nchiderea tranzitivă γ∗ a relaţiei

γ din [83, Definiţia 1]:

xγy ⇔ ∃l, kj ∈ N∗, ∃aij ∈ R, j ∈ {0, . . . , l−1}, i ∈ {0, . . . , kj−1} : x, y ∈
l−1∑

j=0




kj−1∏

i=0

aij


 .

Teorema 1.6.18. Fie A, B multialgebre de tip τ şi A = A/α∗A, respectiv B = B/α∗B alge-

brele lor fundamentale. Dacă h : A → B este un omomorfism de multialgebre, atunci există

un unic omomorfism de algebre universale h : A → B astfel ı̂ncât următoarea diagramă este

comutativă:

(1.6.1)
A

h //

ϕA

²²

B

ϕB

²²
A

h // B

.

Demonstraţie. Presupunem că există un omomorfism h cu proprietatea din enunţ. Din

comutativitatea diagramei (1.6.1) rezultă

(1.6.2) h(α∗A〈a〉) = α∗B〈h(a)〉

pentru orice α∗A〈a〉 ∈ A. Deducem unicitatea lui h.

Arătăm că omomorfismul h există. Egalitatea (1.6.2) defineşte o funcţie h : A → B.

Într-adevăr, fie x, y ∈ A astfel ı̂ncât xα∗Ay. Aceasta ı̂nseamnă că există m ∈ N∗ şi

x = x0, x1, . . . , xm = y ∈ A

astfel ı̂ncât xiαAxi+1 pentru orice i ∈ {0, . . . , m−1}. Astfel, pentru orice i ∈ {0, . . . , m−1},
există ki ∈ N, pi ∈ P (ki)(P∗(A)) şi ai

0, . . . , a
i
ki−1 ∈ A pentru care

xi, xi+1 ∈ pi(ai
0, . . . , a

i
ki−1).
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Rezultă, folosind Propoziţia 1.4.9, că

h(xi), h(xi+1) ∈ pi(h(ai
0), . . . , h(ai

ki−1)).

Aşadar, h(xi)αBh(xi+1) pentru orice i ∈ {0, . . . , m− 1}, de unde deducem că

h(x) = h(x0)α∗Bh(xm) = h(y).

Vom verifica acum că h este un omomorfism: dacă γ < o(τ), a0, . . . , anγ−1 ∈ A şi

a ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1) atunci

h(fγ(α∗A〈a0〉, . . . , α∗A〈anγ−1〉)) = h(α∗A〈a〉) = α∗B〈h(a)〉.

Cum h este omomorfism, avem h(a) ∈ fγ(h(a0), . . . , h(anγ−1)) şi astfel

α∗B〈h(a)〉 = fγ(α∗B〈h(a0)〉, . . . , α∗B〈h(anγ−1)〉) = fγ(h(α∗A〈a0〉), . . . , h(α∗A〈anγ−1〉))

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia teoremei.

Corolarul 1.6.19. Dacă A este o multialgebră atunci 1A = 1A.

Corolarul 1.6.20. Dacă A, B, C sunt multialgebre de acelaşi tip τ şi h : A → B, g : B →
C sunt omomorfisme, atunci g ◦ h = g ◦ h.

Observaţia 1.6.21. Din corolarele de mai sus rezultă că factorizarea după relaţia fundamen-

tală determină un functor covariant F : Malg(τ) −→ Alg(τ). Acest functor este definit

astfel: pentru orice multialgebră A de tip τ, F (A) = A şi pentru orice omomorfism h ı̂ntre

multialgebrele A şi B (de tip τ), F (h) = h unde h este omomorfismul din diagrama (1.6.1).

Notaţii. Vom folosi ı̂n continuare notaţiile din Teorema 1.6.18. Astfel, pentru o multialgebră

A = (A, (fγ)γ<o(τ)) vom nota cu A algebra fundamentală şi cu ϕA proiecţia canonică a

multialgebrei A pe A. Vom renunţa la indice ı̂n notaţia α∗A atunci când aceasta nu crează

confuzie. Menţionăm că ∗ semifică faptul că este vorba despre ı̂nchiderea tranzitivă a relaţiei

α = αA definită anterior. De asemenea, notăm cu a clasa α∗〈a〉 = ϕA(a) a unui element

a ∈ A ı̂n raport cu relaţia α∗A.
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1.7 Identităţi pe multialgebre. Multialgebre complete

Să analizăm ce se ı̂ntâmplă cu identităţile unei multialgebre ı̂n urma factorizării după relaţia

fundamentală.

Propoziţia 1.7.1. Fie A o multialgebră, n ∈ N, şi q, r ∈ P(n)(τ). Dacă pe multialgebra A

avem q ∩ r 6= ∅ atunci pe algebra A are loc identitatea q = r.

Demonstraţie. Din Observaţia 1.6.14 şi Corolarul 1.4.14 avem

(1.7.1) ϕA(p(a0, . . . , an−1)) = p(a0, . . . , an−1),

oricare ar fi n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) şi a0, . . . , an−1 ∈ A.

Fie a0, . . . , an−1 ∈ A. Cum identitatea slabă q ∩ r 6= ∅ este verificată pe A, avem

q(a0, . . . , an−1) ∩ r(a0, . . . , an−1) 6= ∅,

pentru orice a0, . . . , an−1 ∈ A. Rezultă că există a ∈ q(a0, . . . , an−1) ∩ r(a0, . . . , an−1). Din

(1.7.1) deducem

q(a0, . . . , an−1) = a = r(a0, . . . , an−1),

şi demonstraţia este ı̂ncheiată.

Cum orice identitate tare este verificată şi ı̂n manieră slabă, avem:

Corolarul 1.7.2. Fie A o multialgebră, n ∈ N, şi q, r ∈ P(n)(τ). Dacă identitatea q = r

este satisfăcută pe multialgebra A atunci q = r este satisfăcută şi pe algebra A.

Observaţia 1.7.3. Se observă că ı̂n demonstraţia Propoziţiei 1.7.1 s-a folosit doar faptul că

α∗ ∈ Eua(A) ceea ce ar permite formularea unui rezultat asemănător pentru orice relaţie

din Eua(A). Cu alte cuvinte, pentru o multialgebră A de tip τ , o relaţie ρ ∈ Eua(A) şi

două simboluri polinomiale n-are q, r avem: dacă cel puţin una din identităţile q = r sau

q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută pe multialgebra A atunci identitatea q = r este satisfăcută pe

algebra A/ρ.

Corolarul 1.7.4. Fie K o clasă de multialgebre şi fie K clasa algebrelor fundamentale ale

algebrelor din K. Dacă identitatea q ∩ r 6= ∅ (sau q = r) este satisfăcută ı̂n K, atunci

identitatea q = r este satisfăcută ı̂n K.
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Observaţia 1.7.5. Cum orice hipergrup poate fi privit ca o multialgebră de tip (2, 2, 2) care

verifică identităţile (1.5.1), (1.5.2) şi (1.5.3), deducem (şi de aici) că algebra obţinută prin

factorizarea unui hipergrup după o echivalenţă tare regulată verifică identităţile (1.5.5) şi

(1.5.6), deci este un grup. În particular, algebra fundamentală a unui hipergrup este un

grup. De asemenea, se deduce că algebra fundamentală a unui hiperinel cu prima operaţie

comutativă sau slab comutativă este un inel ş.a.m.d. În consecinţă putem defini, ca ı̂n

Observaţia 1.6.21, un functor covariant F de la categoria HG a hipergrupurilor la categoria

Grp a grupurilor.

În general, reciproca afirmaţiei din Propoziţia 1.7.1 nu este valabilă. Un exemplu ı̂n

acest sens ı̂l constituie cazul ı̂n care multialgebra A are mai mult de un element iar relaţia

sa fundamentală este relaţia totală A×A, dar aceasta nu este singura situaţie. Totuşi, ı̂ntre

multialgebrele care au aceeaşi algebră fundamentală, presupunând că aceasta are cel puţin

două elemente, se găsesc multialgebre care verifică identităţile din algebra fundamentală,

unele din ele ı̂n forma slabă, unele ı̂n forma tare.

Propoziţia 1.7.6. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră şi fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) algebra

sa fundamentală. Dacă |A| 6= 1, n ∈ N, q, r ∈ P(n)(τ) şi q = r este satisfăcută pe A atunci

pe A există o structură de multialgebră A′ (de tip τ) cu multioperaţiile f ′γ , γ < o(τ), astfel

ı̂ncât A′ = A şi q ∩ r 6= ∅ este verificată pe A′.

Demonstraţie. Dacă A = ∅ atunci A = ∅ şi proprietatea are loc ı̂n mod trivial. Să pre-

supunem, deci, că |A| > 1. Definim pentru orice γ < o(τ) şi orice a0, . . . , anγ−1 ∈ A,

(1.7.2) f ′γ(a0, . . . , anγ−1) = {a ∈ A | a = fγ(a0, . . . , anγ−1)},

şi arătăm că multialgebra A′ = (A, (f ′γ)γ<o(τ)) satisface condiţiile din enunţ.

A. Vom demonstra prin inducţie după paşii de construcţie a unui simbol polinomial n-ar

că oricare ar fi n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) şi a0, . . . , an−1 ∈ A avem:

(1.7.3) p(a0, . . . , an−1) ⊆ p′(a0, . . . , an−1),

unde p′ = (p)P∗(A′).

Dacă există i ∈ {0, . . . , n − 1} astfel ca p = xi atunci incluziunea de mai sus este

adevărată, cei doi membrii fiind egali cu mulţimea {ai}.



51

Presupunem incluziunea demonstrată pentru simbolurile p0, . . . ,pnγ−1 şi considerăm

p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1). Avem

p(a0, . . . , an−1) = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1))

⊆ fγ(p′0(a0, . . . , an−1), . . . , p′nγ−1(a0, . . . , an−1)).

Observăm din definiţia operaţiilor din algebra fundamentală a multialgebrei A că pentru

orice γ < o(τ) şi orice a0, . . . , anγ−1 ∈ A

(1.7.4) fγ(a0, . . . , anγ−1) ⊆ f ′γ(a0, . . . , anγ−1).

rezultă că mulţimea fγ(p′0(a0, . . . , an−1), . . . , p′nγ−1(a0, . . . , an−1)) este inclusă ı̂n

f ′γ(p′0(a0, . . . , an−1), . . . , p′nγ−1(a0, . . . , an−1)) = f ′γ(p′0, . . . , p
′
nγ−1)(a0, . . . , an−1)

= p′(a0, . . . , an−1).

B. Dacă n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) şi a0, . . . , an−1 ∈ A atunci

p′(a0, . . . , an−1) ⊆ {a ∈ A | a = p(a0, . . . , an−1)}.

Dacă există i ∈ {0, . . . , n − 1} astfel ca p = xi atunci incluziunea de mai sus devine

{ai} ⊆ ai şi este, evident, adevărată.

Presupunem incluziunea demonstrată pentru simbolurile p0, . . . ,pnγ−1 şi considerăm

p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1). Avem

p′(a0, . . . , an−1) = f ′γ(p′0(a0, . . . , an−1), . . . , p′nγ−1(a0, . . . , an−1))

=
⋃
{f ′γ(a0, . . . , anγ−1) | aj ∈ p′j(a0, . . . , an−1), j ∈ {0, . . . , nγ − 1}}

⊆ {a | a ∈ f ′γ(a0, . . . , anγ−1), aj = pj(a0, . . . , an−1), j ∈ {0, . . . , nγ − 1}}
= {a | a = fγ(a0, . . . , anγ−1), aj = pj(a0, . . . , an−1), j ∈ {0, . . . , nγ − 1}}
= {a ∈ A | a = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1))}
= {a ∈ A | a = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(a0, . . . , an−1) = p(a0, . . . , an−1)}.

C. Dacă n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n− 1}} şi a0, . . . , an−1 ∈ A atunci

(1.7.5) p′(a0, . . . , an−1) = {a ∈ A | a = p(a0, . . . , an−1)}.



52

Din (1.7.2) deducem că imaginea oricărei multioperaţii din multialgebra A′ este o clasă

din A. Dacă p ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}} atunci există γ < o(τ) şi simbolurile

polinomiale n-are p0, . . . ,pnγ−1 astfel ca p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1), ceea ce arată că

p′(a0, . . . , an−1) = f ′γ(p′0(a0, . . . , an−1), . . . , p′nγ−1(a0, . . . , an−1))

este o reuniune de clase din A. Membrul drept din egalitatea (1.7.5) este o clasă din A

(vezi (1.7.1) şi definiţia relaţiei fundamentale a multialgebrei A). Toate acestea ı̂mpreună

cu incluziunea stabilită la B ne conduc la egalitatea dorită.

D. Relaţia fundamentală α∗A′ a multialgebrei A′ este egală cu α∗A.

Avem xαA′y dacă şi numai dacă există n ∈ N, p ∈ P(n)(τ), şi a0, . . . , an−1 ∈ A astfel

ı̂ncât x, y ∈ p′(a0, . . . , an−1). Dacă există i ∈ {0, . . . , n−1} astfel ca p = xi atunci x = y deci

xαAy iar dacă nu există i ∈ {0, . . . , n−1} astfel ca p = xi, atunci x, y ∈ p′(a0, . . . , an−1) ⊆ A

implică xα∗Ay, deoarece x şi y sunt ı̂n aceeaşi clasă din A. Este clar acum că α∗A′ ⊆ α∗A.

Incluziunea inversă se obţine astfel: xαAy implică existenţa unui număr natural n ∈ N,

unui simbol polinomial p ∈ P(n)(τ) şi a elementelor a0, . . . , an−1 ∈ A cu proprietatea că

x, y ∈ p(a0, . . . , an−1); folosind (1.7.3) avem x, y ∈ p′(a0, . . . , an−1) şi astfel xαA′y.

E. Algebrele universale A′ şi A sunt egale.

Într-adevăr, dacă γ < o(τ) şi a, a0, . . . , anγ−1 ∈ A cu a ∈ f ′γ(a0, . . . , anγ−1) atunci

f ′γ(a0, . . . , anγ−1) = a.

Dar fγ(a0, . . . , anγ−1) ⊆ f ′γ(a0, . . . , anγ−1), de unde deducem

f ′γ(a0, . . . , anγ−1) = fγ(a0, . . . , anγ−1).

F. Dacă q = r este satisfăcută pe A atunci q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută pe A′.

Fie a0, . . . , an−1 ∈ A. Considerăm n ∈ N şi q, r ∈ P(n)(τ) cu proprietatea că identitatea

q = r este verificată pe A. Atunci q(a0, . . . , an−1) = r(a0, . . . , an−1).

Dacă q = xi, r = xj atunci i = j şi proprietatea are loc ı̂n mod trivial (altfel, din

|A| > 1, rezultă că există x, y ∈ A astfel ı̂ncât x 6= y şi considerând ı̂n egalitatea de mai sus

ai = x şi aj = y obţinem o contradicţie).

Dacă q = xi şi r ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}} atunci ai = r(a0, . . . , an−1) ne

conduce, conform (1.7.5), la ai ∈ r′(a0, . . . , an−1) şi A′ verifică identitatea xi ∩ r 6= ∅.
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Dacă atât q cât şi r sunt din P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n− 1}} atunci din

q(a0, . . . , an−1) = r(a0, . . . , an−1)

deducem, folosind din nou (1.7.5),

q′(a0, . . . , an−1) = r′(a0, . . . , an−1)

şi demonstraţia este completă.

Observaţia 1.7.7. Utilizând aceleaşi notaţii ca mai sus, dacă n ∈ N, q, r ∈ P(n)(τ) \ {xi |
i ∈ {0, . . . , n− 1}} şi q = r pe A atunci q = r pe A′.

Observaţia 1.7.8. Multialgebra A′ poate fi definită chiar dacă |A| = 1. În acest caz, definiţia

multioperaţiei f ′γ (γ < o(τ)) este dată de egalitatea f ′γ(a0, . . . , anγ−1) = A pentru orice

a0, . . . , anγ−1 ∈ A. Să notăm, ı̂nsă, că identităţile xi = xj cu i 6= j sunt satisfăcute pe A,

dar nu sunt satisfăcute pe A′ decât dacă |A| = 1. În ceea ce priveşte identităţile q = r, cu

q sau r din P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}}, ele sunt verificate şi pe A′, măcar ı̂n forma

slabă.

Observaţia 1.7.9. Între multialgebrele cu suportul A şi algebra fundamentală A, multial-

gebra A′ are multioperaţiile ,,cele mai mari” ı̂n sensul că pentru orice multialgebră A′′ =

(A, (f ′′γ )γ<o(τ)) pentru care A′′ = A, avem f ′′γ (a0, . . . , anγ−1) ⊆ f ′γ(a0, . . . , anγ−1) pentru

orice γ < o(τ) şi orice a0, . . . , anγ−1 ∈ A.

Observaţia 1.7.10. Clasele din A sunt de forma {a} sau f ′γ(a0, . . . , anγ−1).

Proprietăţile multialgebrei A′ sugerează construcţia unei clase de multialgebre care face

obiectul următoarei propoziţii:

Propoziţia 1.7.11. Fie A = (A, (fγ)γ<o(τ)) o multialgebră de tip τ . Următoarele afirmaţii

sunt echivalente:

(i) oricare ar fi γ < o(τ) şi a0, . . . , anγ−1 ∈ A,

a ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1) ⇒ a = fγ(a0, . . . , anγ−1);

(ii) oricare ar fi n ∈ N, q, r ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}} şi oricare ar fi

a0, . . . , an−1, b0, . . . , bn−1 ∈ A,

q(a0, . . . , an−1) ∩ r(b0, . . . , bn−1) 6= ∅ ⇒ q(a0, . . . , an−1) = r(b0, . . . , bn−1).
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Demonstraţie. (i)⇒(ii) Fie n ∈ N, p ∈ P(n)(τ)\{xi | i ∈ {0, . . . , n−1}} şi a0, . . . , an−1 ∈ A.

Avem

(1.7.6) a ∈ p(a0, . . . , an−1) ⇔ a = p(a0, . . . , an−1).

Într-adevăr, din definiţia relaţiei fundamentale a multialgebrei A rezultă că dacă a ∈
p(a0, . . . , an−1) atunci p(a0, . . . , an−1) ⊆ a, iar ı̂n condiţiile impuse de (i), p(a0, . . . , an−1)

este o reuniune de clase din A. Aşadar (1.7.6) are loc, ceea ce conduce la (ii).

(ii)⇒(i) Considerăm γ < o(τ), a0, . . . , anγ−1 ∈ A, a ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1) şi b ∈ A cu aα∗b

(adică b ∈ a). Rezultă că există n ∈ N, x0, . . . , xn ∈ A astfel ı̂ncât

a = x0αx1α . . . αxn−1αxn = b,

adică pentru orice i ∈ {0, . . . , n−1} există ni ∈ N, pi ∈ P(ni)(τ) şi ai
0, . . . , a

i
ni−1 ∈ A pentru

care

xi, xi+1 ∈ pi(ai
0, . . . , a

i
ni−1).

Putem considera că orice elemente consecutive din şirul x0, . . . , xn sunt diferite, de unde

rezultă că nici un pi nu e egal cu nici un xj (j < max{ni | i ∈ {0, . . . , n − 1}}). Folosind

aceasta, din

pi(ai
0, . . . , a

i
ni−1) ∩ pi+1(ai+1

0 , . . . , ai+1
ni+1−1) 6= ∅

(intersecţia aceasta conţinând pe xi+1) deducem

pi(ai
0, . . . , a

i
ni−1) = pi+1(ai+1

0 , . . . , ai+1
ni+1−1)

pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 2}, ceea ce implică b ∈ p0(a0
0, . . . , a

0
n0−1). Dar

a ∈ p0(a0
0, . . . , a

0
n0−1) ∩ fγ(a0, . . . , anγ−1),

de unde rezultă

p0(a0
0, . . . , a

0
n0−1) = fγ(a0, . . . , anγ−1)

şi astfel b ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1).

Observaţia 1.7.12. Se ştie că pentru m,n ∈ N cu m ≥ n orice imagine de polinom n-ar este

imagine a unui polinom m-ar, aşadar ı̂n condiţia (ii) din propoziţia de mai sus q şi r nu

este necesar să fie considerate de aceeaşi aritate.
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Exemplul 1.7.13. Pentru un semihipergrup (H, ◦), condiţia (ii) din propoziţia de mai sus se

scrie astfel: oricare ar fi m,n ∈ N, cu m,n ≥ 2 şi oricare ar fi a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ H,

a1 ◦ · · · ◦ am ∩ b1 ◦ · · · ◦ bn 6= ∅ ⇒ a1 ◦ · · · ◦ am = b1 ◦ · · · ◦ bn.

Această condiţie defineşte semihipergrupul (H, ◦) ca fiind complet (vezi [10, Definiţia 137]).

Rezultă că o multialgebră A care verifică condiţiile echivalente (i) şi (ii) din Propoziţia

1.7.11 generalizează noţiunea de semihipergrup complet, ceea ce sugerează:

Definiţia 1.7.1. O multialgebră A care verifică condiţiile echivalente din Propoziţia 1.7.11

se numeşte multialgebră completă.

Observaţia 1.7.14. În [10] hipergrupurile complete sunt definite ca fiind acele semihiper-

grupuri complete care sunt hipergrupuri. Dar oricare ar fi a şi b două elemente dintr-un

hipergrup complet (H, ◦) există b′ ∈ H astfel ı̂ncât a/b = a ◦ b′ şi b\a = b′ ◦ a (vezi [10,

Teorema 146]), ceea permite ca ı̂n caracterizarea completitudinii la hipergrupuri să nu fie

necesară considerarea explicită a multioperaţiilor / şi \.
Observaţia 1.7.15. Pentru o multialgebră completă A de tip τ avem: dacă p ∈ P(n)(τ)\{xi |
i ∈ {0, . . . , n− 1}} atunci există γ < o(τ) cu proprietatea că pentru orice a0, . . . , an−1 ∈ A,

există b0, . . . , bnγ−1 ∈ A astfel ı̂ncât

p(a0, . . . , an−1) = fγ(b0, . . . , bnγ−1).

Într-adevăr, dacă A = ∅ egalitatea de mai sus are loc ı̂n mod trivial. Să presupunem,

deci, că A 6= ∅. Dacă p ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}} atunci există γ < o(τ) şi

p0, . . . ,pnγ−1 ∈ P(n)(τ) astfel ı̂ncât p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1). Cum pentru orice elemente

a0, . . . , an−1 ∈ A, p(a0, . . . , an−1) 6= ∅, rezultă că există

a ∈ p(a0, . . . , an−1) = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1)).

Deducem că există b0 ∈ p0(a0, . . . , an−1), . . . , bnγ−1 ∈ pnγ−1(a0, . . . , an−1) pentru care avem

a ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1), iar cum a ∈ p(a0, . . . , an−1)∩fγ(b0, . . . , bnγ−1) avem, conform condiţiei

(ii) din Propoziţia 1.7.11, egalitatea p(a0, . . . , an−1) = fγ(b0, . . . , bnγ−1).

Observaţia 1.7.16. Pentru o multialgebră completă A clasele din A au forma {a} sau

fγ(a0, . . . , anγ−1) cu a, a0, . . . , anγ−1 ∈ A şi γ < o(τ). Evident, cele două situaţii nu se
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exclud una pe cealaltă, cel mai clar exemplu ı̂n acest sens fiind cazul ı̂n care A este o

algebră universală.

Observaţia 1.7.17. Multialgebra A′ din demonstraţia Propoziţiei 1.7.6 este completă.

Observaţia 1.7.18. Pentru orice multialgebră completă A relaţia αA este tranzitivă şi, ı̂n

consecinţă, are loc egalitatea αA = α∗A.

Într-adevăr, dacă xαAy şi yαAz atunci există m,n ∈ N, q ∈ P(m)(τ), r ∈ P(n)(τ) şi

elementele a0, . . . , am−1, b0, . . . , bn−1 ∈ A astfel ı̂ncât

x, y ∈ q(a0, . . . , am−1) şi y, z ∈ r(b0, . . . , bn−1).

În cazul ı̂n care q = xi sau r = xj cu i ∈ {0, . . . ,m − 1}, j ∈ {0, . . . , n − 1} este evident

faptul că xαAz. În caz contrar, din y ∈ q(a0, . . . , am−1) ∩ r(b0, . . . , bn−1) deducem că

q(a0, . . . , am−1) ∩ r(b0, . . . , bn−1) 6= ∅ iar, cum multialgebra A este completă, avem

q(a0, . . . , am−1) = r(b0, . . . , bn−1)

ceea ce conduce din nou la xαAz.

Observaţia 1.7.19. Multialgebrele complete de tip τ formează o subcategorie plină a cate-

goriei Malg(τ) pe care o notăm CMalg(τ).

Propoziţia 1.7.20. Fie A o multialgebră de tip τ. Multialgebra A este completă dacă şi

numai dacă există o algebră universală de tip τ , B = (B, (fγ)γ<o(τ)), şi o partiţie {Ab |
b ∈ B} a lui A astfel ı̂ncât pentru orice γ < o(τ) şi orice a0, . . . , anγ−1 ∈ A, cu ai ∈ Abi ,

i ∈ {0, . . . , nγ − 1}, avem

fγ(a0, . . . , anγ−1) = Afγ(b0,...,bnγ−1).

Demonstraţie. Dacă multialgebra A este completă atunci luăm B = A şi Ab = ϕ−1
A (b)

pentru orice b ∈ B. Oricare ar fi γ < o(τ) şi a0, . . . , anγ−1 ∈ A, există b0, . . . , bnγ−1 ∈ B,

unic determinate, astfel ı̂ncât ai ∈ Abi (i.e. ϕA(ai) = bi) pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}.
Din Propoziţia 1.7.11 avem fγ(a0, . . . , anγ−1) = ϕ−1

A (a), pentru orice a ∈ fγ(a0, . . . , anγ−1).

Aşadar

a = ϕA(a) = ϕA(fγ(a0, . . . , anγ−1)) = fγ(ϕA(a0), . . . , ϕA(anγ−1)) = fγ(b0, . . . , bnγ−1),
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de unde deducem fγ(a0, . . . , anγ−1) = ϕ−1
A (fγ(b0, . . . , bnγ−1)) = Afγ(b0,...,bnγ−1).

Reciproc, să observăm, ı̂n primul rând, că oricare ar fi n ∈ N, p ∈ P(n)(τ), a0, . . . , an−1 ∈
A şi b0, . . . , bn−1 ∈ B cu proprietatea că ai ∈ Abi pentru orice i ∈ {0, . . . , n− 1} atunci

(1.7.7) p(a0, . . . , an−1) ⊆ Ap(b0,...,bn−1).

Într-adevăr, dacă există i ∈ {0, . . . , n − 1} astfel ca p = xi atunci incluziunea de mai sus

devine {ai} ⊆ Abi şi este adevărată, iar dacă presupunem incluziunea adevărată pentru

simbolurile p0, . . . ,pnγ−1 şi luăm p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1) atunci

p(a0, . . . , an−1) = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1))

⊆ fγ(Ap0(b0,...,bn−1), . . . , Apnγ−1(b0,...,bn−1))

= Afγ(p0(b0,...,bn−1),...,pnγ−1(b0,...,bn−1))

= Ap(b0,...,bn−1).

Dacă, ı̂n plus, p ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n − 1}} atunci există γ < o(τ) şi simbolurile

polinomiale n-are p0, . . . ,pnγ−1 astfel ca p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1); astfel

p(a0, . . . , an−1) = fγ(p0(a0, . . . , an−1), . . . , pnγ−1(a0, . . . , an−1))

este o reuniune de mulţimi Ab şi ţinând seama de (1.7.7) avem

p(a0, . . . , an−1) = Ap(b0,...,bn−1).

Finalizarea demonstraţiei se face prin aplicarea condiţiei (ii) din Propoziţia 1.7.11.

Observaţia 1.7.21. Putem construi ca mai sus multialgebre A cu algebra fundamentală

izomorfă cu B considerând ı̂n familia (Ab | b ∈ B), |Ab| = 1 pentru orice b ∈ B care nu

poate fi scris sub forma b = fγ(b0, . . . , bnγ−1), cu γ < o(τ) şi b0, . . . , bnγ−1 ∈ B. Neluând

ı̂n considerare această condiţie, obţinem, prin metoda sugerată de propoziţia anterioară, o

multialgebră completă a cărei algebră fundamentală conţine pe B ca subalgebră.

1.8 Identităţi şi algebre universale obţinute ca multialgebre

factor

Am văzut ı̂n paragraful anterior că dacă A este o multialgebră şi ρ ∈ Eua(A) atunci orice

identitate verificată pe A, ı̂n formă tare sau slabă, este verificată şi pe algebra A/ρ.
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Observaţia 1.8.1. Chiar dacă o identitate q ∩ r 6= ∅ nu e satisfăcută pe A putem obţine

o multialgebră cât a multialgebrei A care este o algebră universală ce satisface identitatea

q = r dacă factorizăm pe A după o relaţie din Eua(A) care include relaţia

Rqr = {(x, y) ∈ A×A | x ∈ q(a0, . . . , an−1), y ∈ r(a0, . . . , an−1), a0, . . . , an−1 ∈ A}.

Mai mult, fiecare relaţie din Eua(A) care dă ı̂n urma factorizării o algebră care verifică

identitatea q = r trebuie să conţină relaţia Rqr. Deci cea mai mică relaţie din Eua(A)

pentru care multialgebra factor este o algebră ce verifică identitatea q = r este relaţia

α(Rqr) =
⋂
{ρ ∈ Eua(A) | Rqr ⊆ ρ}.

Notaţie. În cele ce urmează, vom nota α(Rqr) cu α∗qr.

Observaţia 1.8.2. Este imediat faptul că pentru relaţia fundamentală α∗ a multialgebrei A

avem α∗ = α(∅) = α(δA) = α∗x0x0
şi α∗ ⊆ α∗qr pentru orice simboluri polinomiale q, r.

În continuare vom caracteriza relaţia α∗qr cu ajutorul funcţiilor algebrice din P
(1)
A (P∗(A)).

Din Observaţia 1.2.5 deducem că compunerea a două funcţii algebrice din P
(1)
A (P∗(A)) este

tot o funcţie algebrică din P
(1)
A (P∗(A)).

Teorema 1.8.3. Relaţia α∗qr este ı̂nchiderea tranzitivă a relaţiei αqr ⊆ A×A definită prin

xαqry dacă şi numai dacă există p ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi a0, . . . , an−1 ∈ A astfel ı̂ncât

x ∈ p(q(a0, . . . , an−1)), y ∈ p(r(a0, . . . , an−1)) sau

y ∈ p(q(a0, . . . , an−1)), x ∈ p(r(a0, . . . , an−1)).

Demonstraţie. A. Relaţia α∗qr este o relaţie de echivalenţă care include pe Rqr.

Evident, αqr este simetrică. Luând pentru un a ∈ A oarecare, p = c1
a se obţine reflexivi-

tatea relaţiei αqr. Rezultă că α∗qr este cea mai mică relaţie de echivalenţă pe A ce conţine

pe αqr. Incluziunea Rqr ⊆ α∗qr se deduce considerând p = e1
0.

B. Dacă f ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi elementele a, b ∈ A verifică aα∗qrb atunci f(a)α∗qrf(b).

Conform definiţiei lui α∗qr rezultă că există m ∈ N∗ şi z0, . . . , zm ∈ A astfel ı̂ncât

a = z0αqrz1αqr . . . αqrzm = b. Considerăm j ∈ {0, . . . , m − 1}. Cum zjαqrzj+1 există

p ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi a0, . . . , an−1 ∈ A pentru care

zj ∈ p(q(a0, . . . , an−1)), zj+1 ∈ p(r(a0, . . . , an−1)) sau

zj+1 ∈ p(q(a0, . . . , an−1)), zj ∈ p(r(a0, . . . , an−1)).
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Dar p′ = f ◦ p ∈ P
(1)
A (P∗(A)), şi astfel avem

f(zj) ⊆ p′(q(a0, . . . , an−1)), f(zj+1) ⊆ p′(r(a0, . . . , an−1)) sau

f(zj+1) ⊆ p′(q(a0, . . . , an−1)), f(zj) ⊆ p′(r(a0, . . . , an−1)).

Oricum, pentru orice uj ∈ f(zj) şi orice uj+1 ∈ f(zj+1) avem ujαqruj+1 şi, ı̂n consecinţă,

u0α
∗
qrum. Cum u0 ∈ f(a) şi um ∈ f(b) sunt arbitrare, obţinem f(a)α∗qrf(b).

C. Multialgebra factor A/α∗qr este o algebră universală ı̂n care are loc identitatea q = r.

Fie γ < o(τ) şi elementele arbitrare a, b, x0, . . . , xnγ−1 ∈ A astfel ca aα∗qrb. Aplicând B

pentru funcţiile algebrice unare (din P
(1)
A (P∗(A)))

fγ(e1
0, c

1
x1

, . . . , c1
xnγ−1

), fγ(c1
x0

, e1
0, c

1
x2

, . . . , c1
xnγ−1

), . . . , fγ(c1
x0

, . . . , c1
xnγ−2

, e1
0)

rezultă că α∗qr verifică (b) din Propoziţia 1.6.1, aşadar A/α∗qr este o algebră universală.

Observaţia 1.8.1 şi A completează demonstraţia afirmaţiei C.

D. Dacă ρ ∈ Eua(A) astfel ı̂ncât q = r ı̂n A/ρ atunci α∗qr ⊆ ρ.

Vom demonstra aceasta prin inducţie după paşii de construcţie a unei funcţii algebrice

din P
(1)
A (P∗(A)) că dacă p ∈ P (1)(P∗(A)), a0, . . . , an−1 ∈ A şi x ∈ p(q(a0, . . . , an−1)),

y ∈ p(r(a0, . . . , an−1)) (sau x ∈ p(r(a0, . . . , an−1)), y ∈ p(q(a0, . . . , an−1))) atunci xρy.

Pasul 1. Dacă a ∈ A şi p = c1
a atunci x = y = a şi xρy.

Pasul 2. Dacă p este proiecţia canonică e1
0 atunci x ∈ q(a0, . . . , an−1), y ∈ r(a0, . . . , an−1)

(sau x ∈ r(a0, . . . , an−1), y ∈ q(a0, . . . , an−1)) şi folosind Observaţia 1.8.1 avem (x, y) ∈
Rqr ⊆ ρ (sau (x, y) ∈ R−1

qr ⊆ ρ−1 = ρ).

Pasul 3. Considerăm că afirmaţia a fost demonstrată pentru p0, . . . , pnγ−1 (γ < o(τ)) şi

fie p = fγ(p0, . . . , pnγ−1). Dacă

x ∈ p(q(a0, . . . , an−1)) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(q(a0, . . . , an−1))

= fγ(p0(q(a0, . . . , an−1)), . . . , pnγ−1(q(a0, . . . , an−1))) şi

y ∈ p(r(a0, . . . , an−1)) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(r(a0, . . . , an−1))

= fγ(p0(r(a0, . . . , an−1)), . . . , pnγ−1(r(a0, . . . , an−1)))

atunci există xi ∈ pi(q(a0, . . . , an−1)), yi ∈ pi(r(a0, . . . , an−1)) (i ∈ {0, . . . nγ − 1}) astfel

ı̂ncât x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1) şi y ∈ fγ(y0, . . . , ynγ−1). Cum xiρyi pentru toţi i ∈ {0, . . . nγ−1},
folosind (b) din Propoziţia 1.6.1, rezultă că xρy.

Deducem că αqr ⊆ ρ şi, ca urmare, α∗qr ⊆ ρ.
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Exemplul 1.8.4. Fiind dat un semihipergrup (H, ◦), ı̂n [26] este caracterizată cea mai mică

echivalenţă tare regulată pe H pentru care multialgebra factor este un semigrup comutativ.

Această relaţie, notată cu γ∗, este ı̂nchiderea tranzitivă a relaţiei γ =
⋃

n∈N∗ γn unde γ1 = δH

şi, pentru orice n > 1, relaţia γn este definită prin

xγny ⇔ ∃z1, . . . , zn ∈ H, ∃σ ∈ Sn : x ∈ z1 ◦ · · · ◦ zn, y ∈ zσ(1) ◦ · · · ◦ zσ(n).

(Sn notează mulţimea permutărilor mulţimii {1, . . . , n}).
Cum mulţimea formată din transpoziţiile (1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n) generează grupul

Sn rezultă că γ∗ este ı̂nchiderea tranzitivă a relaţiei γ′ =
⋃

n∈N∗ γ′n, unde γ′1 = δH şi pentru

n > 1, xγ′ny dacă şi numai dacă

∃z1, . . . , zn ∈ H, ∃i ∈ {1, . . . , n− 1} : x ∈ z1 ◦ · · · ◦ zi−1 ◦ (zi ◦ zi+1) ◦ zi+2 ◦ · · · ◦ zn,

y ∈ z1 ◦ · · · ◦ zi−1 ◦ (zi+1 ◦ zi) ◦ zi+2 ◦ · · · ◦ zn.

E clar că γ′ = αqr unde q = x0 ◦ x1 şi r = x1 ◦ x0.

Tot ı̂n [26] se demonstrează că dacă (H, ◦) este un hipergrup atunci relaţia γ este tranzi-

tivă şi γ∗ = γ este cea mai mică echivalenţă pe H pentru care H/γ∗ este un grup comutativ.

Observaţia 1.8.5. Putem face şi aici o observaţie asemănătoare cu Observaţia 1.6.16. Dacă

(H, ◦) este un hipergrup şi ρ este o echivalenţă tare regulată pe H atunci H/ρ este un

grup. Dacă q, r sunt două simboluri polinomiale n-are atunci cea mai mică echivalenţă pe

H pentru care hipergrupoidul factor este un semigrup care satisface q = r este ı̂nchiderea

tranzitivă ψ∗ a relaţiei

ψ =
⋃
{p(q(a1, . . . , an))×p(r(a1, . . . , an)) ∪ p(r(a1, . . . , an))× p(q(a1, . . . , an)) |

p ∈ P 1
H(P∗(H, ◦)), a1, . . . , an ∈ H}.

Cum această relaţie este tare regulată, semigrupul obţinut prin factorizare este un grup.

Înseamnă că cea mai mică relaţie α∗qr pe hipergrupul (H, ◦, /, \) pentru care obţinem ı̂n

urma factorizării un grup pe care este satisfăcută identitatea q = r este inclusă ı̂n ψ∗. Cum

αqr =
⋃
{p(q(a1, . . . , an))×p(r(a1, . . . , an)) ∪ p(r(a1, . . . , an))× p(q(a1, . . . , an)) |

p ∈ P 1
H(P∗(H, ◦, /, \)), a1, . . . , an ∈ H}

şi P 1
H(P∗(H, ◦)) ⊆ P 1

H(P∗(H, ◦, /, \)) rezultă ψ ⊆ αqr, deci ψ∗ ⊆ α∗qr şi astfel, ψ∗ = α∗qr.
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Deci cea mai mică echivalenţă tare regulată pe H pentru care hipergrupul factor este

un grup ce verifică identitatea q = r poate fi obţinută considerând ı̂n caracterizarea dată

de Teorema 1.8.3 doar acele funcţii algebrice p care se obţin cu multioperaţia ◦ (cu alte

cuvinte, nu e necesar să folosim multioperaţiile / şi \ ı̂n construcţia lui p).

Din Teorema 1.8.3 şi Observaţia 1.8.2 deducem imediat:

Corolarul 1.8.6. Relaţia fundamentală α∗ a multialgebrei A este ı̂nchiderea tranzitivă a

relaţiei α′ ⊆ A × A definită astfel: pentru x, y ∈ A avem xα′y dacă şi numai dacă există

p ∈ P
(1)
A (P∗(A)) şi a ∈ A astfel ı̂ncât x, y ∈ p(a).

Reamintim că pentru orice multialgebră A = (A, (fγ)γ<o(τ)) există o algebră universală

B = (B, (fγ)γ<o(τ)) şi o relaţie de echivalenţă ρ pe B astfel ı̂ncât A ∼= B/ρ.

Fie q, r ∈ P(n)(τ), fie B o algebră universală de tip τ şi fie ρ o relaţie de echivalenţă pe

B. Notăm cu ρqr cea mai mică mai mică relaţie de echivalenţă pe B care conţine pe ρ şi

toate perechile (q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)) cu b0, . . . , bn−1 ∈ B. Evident, cea mai mică

relaţie de congruenţă pe B care conţine relaţia ρqr, pe care o notăm θ(ρqr), este cea mai

mică relaţie de congruenţă pe B ce conţine

ρ ∪ {(q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)) | b0, . . . , bn−1 ∈ B}.

In [29, Teorema 10.4] este prezentată o caracterizare pentru cea mai mică congruenţă

a unei algebre universale care conţine o relaţie dată. Conform cu această caracterizare,

xθ(ρqr)y dacă şi numai dacă există m ∈ N∗, un şir x = t0, t1, . . . , tm = y, perechile de

elemente (xi, yi) ∈ ρ ∪ {(q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)) | b0, . . . , bn−1 ∈ B} şi funcţiile

algebrice unare pi, i ∈ {1, . . . , m}, astfel ı̂ncât

{pi(xi), pi(yi)} = {ti−1, ti}, i ∈ {1, . . . , m}.

E clar că dacă luăm q = r = x0 atunci θ(ρqr) = θ(ρx0x0) = θ(ρ) este cea mai mică

congruenţă pe B care conţine pe ρ.

Lema 1.8.7. Dacă p ∈ P
(n)
B/ρ(P

∗(B/ρ)) şi x, y, z0, . . . , zn−1 ∈ B au proprietatea că

ρ〈x〉, ρ〈y〉 ∈ p(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)

atunci xθ(ρ)y.
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Demonstraţie. Pasul 1. Dacă există b ∈ B astfel ı̂ncât p = cn
ρ〈b〉 atunci ρ〈x〉 = ρ〈y〉 = ρ〈b〉

şi astfel xθ(ρ)y.

Pasul 2. Dacă există i ∈ {0, . . . , n− 1} astfel ca p = en
i atunci ρ〈x〉 = ρ〈y〉 = ρ〈zi〉 şi avem

xθ(ρ)y.

Pasul 3. Considerăm afirmaţia demonstrată pentru p0, . . . , pnγ−1 (γ < o(τ)) şi luăm

p = fγ(p0, . . . , pnγ−1). Cum

p(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)
= fγ(p0(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉), . . . , pnγ−1(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))

din ρ〈x〉, ρ〈y〉 ∈ p(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉) deducem că există elementele xi, yi ∈ B cu

ρ〈xi〉, ρ〈yi〉 ∈ pi(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)

astfel ı̂ncât

ρ〈x〉 ∈ fγ(ρ〈x0〉, . . . , ρ〈xnγ−1〉), ρ〈y〉 ∈ fγ(ρ〈y0〉, . . . , ρ〈ynγ−1〉).

Din definiţia multioperaţiei fγ ı̂n B/ρ rezultă că există x′i, y
′
i ∈ B cu xiρx′i şi yiρy′i (i ∈

{0, . . . , nγ − 1}) astfel ı̂ncât

x = fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1), y = fγ(y′0, . . . , y

′
nγ−1).

Cum afirmaţia are loc pentru p0, . . . , pnγ−1 deducem că xiθ(ρ)yi pentru toţi i ∈ {0, . . . , nγ−
1}. Aşadar x′iρxi, xiθ(ρ)yi, yiρy′i ceea ce implică x′iθ(ρ)y′i pentru orice i ∈ {0, . . . , nγ − 1}.
Dar θ(ρ) este congruenţă pe B de unde rezultă că

x = fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)θ(ρ)fγ(y′0, . . . , y

′
nγ−1) = y

şi lema este demonstrată.

Lema 1.8.8. Dacă p ∈ P
(1)
B/ρ(P

∗(B/ρ)) şi x, y, z0, . . . , zn−1 ∈ B sunt astfel ı̂ncât

ρ〈x〉 ∈ p(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) şi ρ〈y〉 ∈ p(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))

atunci xθ(ρqr)y.
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Demonstraţie. Pasul 1. Dacă există b ∈ B astfel ı̂ncât p = c1
ρ〈b〉 atunci ρ〈x〉 = ρ〈y〉 = ρ〈b〉

şi astfel xθ(ρqr)y.

Pasul 2. Dacă p = e1
0 atunci

ρ〈x〉 ∈ q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉) şi ρ〈y〉 ∈ r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉).

Conform Observaţiei 1.5.7 avem

ρ〈q(z0, . . . , zn−1)〉 ∈ q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉) şi ρ〈r(z0, . . . , zn−1)〉 ∈ r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉).

Folosind lema anterioară, rezultă că xθ(ρ)q(z0, . . . , zn−1) şi yθ(ρ)r(z0, . . . , zn−1). Dar θ(ρ) ⊆
θ(ρqr) şi q(z0, . . . , zn−1)θ(ρqr)r(z0, . . . , zn−1) aşadar, xθ(ρqr)y.

Pasul 3. Considerăm afirmaţia demonstrată pentru p0, . . . , pnγ−1 (γ < o(τ)) şi luăm

p = fγ(p0, . . . , pnγ−1). Cum

p(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))
= fγ(p0(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)), . . . , pnγ−1(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))) şi

p(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))
= fγ(p0(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)), . . . , pnγ−1(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)))

din ρ〈x〉 ∈ p(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) şi ρ〈y〉 ∈ p(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) deducem că există

xi, yi ∈ B cu

ρ〈xi〉 ∈ pi(q(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉)) şi ρ〈yi〉 ∈ pi(r(ρ〈z0〉, . . . , ρ〈zn−1〉))

astfel ı̂ncât

ρ〈x〉 ∈ fγ(ρ〈x0〉, . . . , ρ〈xnγ−1〉), ρ〈y〉 ∈ fγ(ρ〈y0〉, . . . , ρ〈ynγ−1〉).

Din definiţia multioperaţiei fγ ı̂n B/ρ rezultă că există x′i, y
′
i ∈ B cu xiρx′i şi yiρy′i (i ∈

{0, . . . , nγ − 1}) astfel ı̂ncât

x = fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1), y = fγ(y′0, . . . , y

′
nγ−1).

Cum afirmaţia din enunţ are loc pentru p0, . . . , pnγ−1 rezultă că xiθ(ρqr)yi pentru toţi

i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Aşadar x′iρxi, xiθ(ρqr)yi, yiρy′i ceea ce implică x′iθ(ρqr)y′i pentru orice

i ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Dar θ(ρqr) este o congruenţă pe B, deci

x = fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)θ(ρqr)fγ(y′0, . . . , y

′
nγ−1) = y

şi lema este demonstrată.
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Cu ajutorul lemelor de mai sus stabilim:

Teorema 1.8.9. (B/ρ)/α∗qr
∼= B/θ(ρqr).

Demonstraţie. A. Pentru două elemente a, b ∈ B avem ρ〈a〉α∗qrρ〈b〉 dacă şi numai dacă

aθ(ρqr)b.

Dacă ρ〈a〉α∗qrρ〈b〉 atunci există m ∈ N∗ şi z0, . . . , zm ∈ B astfel ı̂ncât

ρ〈a〉 = ρ〈z0〉αqrρ〈z1〉αqr . . . αqrρ〈zm〉 = ρ〈b〉.

Deci, pentru fiecare i ∈ {1, . . . ,m} există pi ∈ P
(1)
B/ρ(P

∗(B/ρ)) şi zi
0, . . . , z

i
n−1 ∈ B astfel ca

ρ〈zi−1〉 ∈ pi(q(ρ〈zi
0〉, . . . , ρ〈zi

n−1〉)), ρ〈zi〉 ∈ pi(r(ρ〈zi
0〉, . . . , ρ〈zi

n−1〉)) sau

ρ〈zi−1〉 ∈ pi(r(ρ〈zi
0〉, . . . , ρ〈zi

n−1〉)), zi〉 ∈ pi(q(ρ〈zi
0〉, . . . , ρ〈zi

n−1〉)).

Conform Lemei 1.8.8 rezultă că pentru orice i ∈ {1, . . . , m} avem zi−1θ(ρqr)zi. Deducem

că z0θ(ρqr)zm. Dar aρz0, zmρb şi ρ ⊆ θ(ρqr) şi astfel avem aθ(ρqr)b.

Reciproc, dacă aθ(ρqr)b atunci există m ∈ N∗, un şir a = t0, t1, . . . , tm = b, perechile

de elemente (xi, yi) ∈ ρ ∪ {(q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)) | b0, . . . , bn−1 ∈ B} şi funcţiile

algebrice unare pi, i ∈ {1, . . . , m} asfel ı̂ncât

{ti−1, ti} = {pi(xi), pi(yi)}, i ∈ {1, . . . , m}.

Avem atunci {ρ〈ti−1〉, ρ〈ti〉} = {ρ〈pi(xi)〉, ρ〈pi(yi)〉}.
Dacă (xi, yi) ∈ ρ atunci ρ〈xi〉 = ρ〈yi〉 şi cum

ρ〈pi(xi)〉 ∈ pi(ρ〈xi〉) = pi(ρ〈yi〉) 3 ρ〈pi(yi)〉

deducem că ρ〈ti−1〉α∗ρ〈ti〉, aşadar ρ〈ti−1〉α∗qrρ〈ti〉.
Dacă există b0, . . . , bn−1 ∈ B atfel ca (xi, yi) = (q(b0, . . . , bn−1), r(b0, . . . , bn−1)), din

ρ〈pi(xi)〉 = ρ〈pi(q(b0, . . . , bn−1))〉 ∈ pi(ρ〈q(b0, . . . , bn−1)〉)
⊆ pi(q(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bn−1〉)),

ρ〈pi(yi)〉 = ρ〈pi(r(b0, . . . , bn−1))〉 ∈ pi(ρ〈r(b0, . . . , bn−1)〉)
⊆ pi(r(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bn−1〉))

rezultă că ρ〈ti−1〉α∗qrρ〈ti〉.



65

Astfel am demonstrat că ρ〈a〉 = ρ〈t0〉α∗qrρ〈tm〉 = ρ〈b〉.
B. Corespondenţa α∗qr〈ρ〈b〉〉 7→ θ(ρqr)〈b〉 defineşte un izomorfism ı̂ntre algebrele universale

(B/ρ)/α∗qr şi B/θ(ρqr). Faptul că h este bine definită şi injectivitatea lui h rezultă din A

iar surjectivitatea este evidentă.

Considerăm γ < o(τ) şi b0, . . . , bnγ−1 ∈ B. Cum

fγ(α∗qr〈ρ〈b0〉〉, . . . , α∗qr〈ρ〈bnγ−1〉〉) = α∗qr〈ρ〈b〉〉

pentru orice ρ〈b〉 ∈ fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉) şi cum

ρ〈fγ(b0, . . . , bnγ−1)〉 ∈ fγ(ρ〈b0〉, . . . , ρ〈bnγ−1〉)

avem fγ(α∗qr〈ρ〈b0〉〉, . . . , α∗qr〈ρ〈bnγ−1〉〉) = α∗qr〈ρ〈fγ(b0, . . . , bnγ−1)〉〉, aşadar,

h(fγ(α∗qr〈ρ〈b0〉〉, . . . , α∗qr〈ρ〈bnγ−1〉〉)) = θ(ρqr)〈fγ(b0, . . . , bnγ−1)〉.

Avem, de asemenea,

fγ(h(α∗qr〈ρ〈b0〉〉, . . . , h(α∗qr〈ρ〈bnγ−1〉〉))) = fγ(θ(ρqr)〈b0〉, . . . , θ(ρqr)〈bnγ−1〉)
= θ(ρqr)〈fγ(b0, . . . , bnγ−1)〉

deci h este un omomorfism.

Exemplul 1.8.10. Fie (G, ·) un grup, H un subgrup al său şi (G/H, ·) hipergrupul obţinut ca

ı̂n Exemplul 1.1.3. Fie γ cea mai mică echivalenţă tare regulată pe G/H astfel ı̂ncât grupul

obţinut ı̂n urma factorizării să fie un grup comutativ. Dacă G′ este subgrupul derivat al

lui G atunci cea mai mică congruenţă ce conţine echivalenţa determinată de H şi mulţimea

{(xy, yx) | x, y ∈ G} este relaţia de echivalenţă determinată de cel mai mic subgrup normal

N al lui G ce conţine pe H şi pe G′. Cum G′H = HG′ ⊆ N este un subgrup al lui G cu

proprietatea că G′ ⊆ G′H deducem că G′H este un subgrup normal al lui G, deci N = G′H.

Aplicând Teorema 1.8.9 obţinem izomorfismul de grupuri

h : (G/H)/γ → G/(G′H), h(γ〈xH〉) = x(G′H).

Folosind acest izomorfism putem stabili o legătură ı̂ntre subhipergrupul derivat al hiper-

grupului G/H şi subgrupul derivat al lui G.
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(Sub)hipergrupul derivat D(K) al unui hipergrup (K, ·) este caracterizat ı̂n [26, Teorema

3.1] ca fiind ϕ−1
K (1K/γ) unde ϕK : K → K/γ este proiecţia canonică şi 1K/γ elementul

unitate al grupului (K/γ, ·).
Fie πH : G → G/H şi ϕG/H : G/H → (G/H)/γ proiecţiile canonice. Folosind caracteri-

zarea de mai sus a subhipergrupului derivat se poate stabili o conexiune ı̂ntre subhipergrupul

derivat al lui G/H şi subgrupul derivat al lui G astfel:

D(G/H) = (h ◦ ϕG/H)−1(G′H) = {xH | x ∈ G′H} = (G′H)/H = πH(G′).

Dacă G′ ⊆ H atunci H este un subgrup normal al lui G, G/H este grup abelian şi

atunci D(G/H) = (G/H)′ = H. Dacă H ⊆ G′ atunci D(G/H) = G′/H.

Cum, pentru relaţia fundamentală a unei multialgebre, avem α∗ = α∗x0x0
şi ρx0x0 = ρ

putem formula următoarea consecinţă a Teoremei 1.8.9:

Corolarul 1.8.11. B/ρ ∼= B/θ(ρ).

Exemplul 1.8.12. Dacă (G, ·) un grup, H este un subgrup al său, H este cel mai mic subgrup

normal ce conţine pe H şi (G/H, ·) este hipergrupul obţinut ca ı̂n Exemplul 1.1.3 atunci

grupul fundamental G/H este izomorf cu grupul cât G/H.

Din Corolarul 1.8.11 obţinem:

Corolarul 1.8.13. B/ρqr
∼= B/θ(ρqr).

Din Teorema 1.8.9 şi Corolarul 1.8.13 rezultă:

Corolarul 1.8.14. (B/ρ)/α∗qr
∼= B/ρqr.



Capitolul 2

Construcţii de multialgebre

Construcţiile pe care le abordăm ı̂n acest capitol sunt produsul direct, limita directă a unui

sistem direct şi limita inversă a unui sistem invers. Studiul se axează pe două direcţii: una

se referă la realizarea acestor construcţii (care au un caracter categorial) şi la stabilirea unor

proprietăţi de bază ale acestora, iar cea de-a doua direcţie se referă la stabilire de condiţii

ı̂n care functorul obţinut prin factorizare după relaţia fundamentală comută cu produsele,

limitele directe de sisteme directe şi limitele inverse de sisteme inverse.

În paragrafele 2.1 şi 2.2 studiem cele două aspecte menţionate mai sus pentru produsul

direct. Rezultatele originale principale din primul paragraf sunt Propoziţiile 2.1.4, 2.1.3 şi

2.1.7 ı̂n care am demonstrat că produsul direct al unei familii de multialgebre care verifică o

identitate dată verifică, de asemenea, această identitate şi că produsul unei familii de mul-

tialgebre complete este o multialgebră completă. Cum algebra fundamentală a unui produs

de multialgebre nu este, ı̂n general, produsul algebrelor fundamentale ale multialgebrelor

cu care lucrăm, am dat condiţii necesare şi suficiente pentru ca aceasta să se ı̂ntâmple ı̂n

cazul hipergrupurilor (Teorema 2.2.9) şi ı̂n cazul multialgebrelor complete (Teorema 2.2.12).

Rezultatele din paragraful 2.1 le-am publicat ı̂n [61], iar cele din paragraful 2.2 ı̂şi aşteaptă

publicarea ı̂n [63].

În paragraful 2.3 ne ocupăm de limita directă a unui sistem direct (Ai | i ∈ I) de multi-

algebre. Rezultatele originale principale din acest paragraf sunt Propoziţia 2.3.8, Teorema

2.3.10 şi Teorema 2.3.12. În Propoziţia 2.3.8 am arătat că dacă J ⊆ este cofinală ı̂n I atunci

multialgebrele lim−→i∈I
Ai şi lim−→i∈J

Ai sunt izomorfe. O altă situaţie ı̂n care construcţia limitei

67
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directe este mai simplă este cea din Teorema 2.3.10 ı̂n care I =
⋃

p∈P Ip, cu (Ip,≤) şi (P,≤)

mulţimi ordonate dirijate superior care au proprietatea că dacă p ≤ q ı̂n P atunci Ip ⊆ Iq.

Propoziţia 2.3.8 şi Teorema 2.3.10 ne-au condus la Teorema 2.3.12, ı̂n care am demonstrat

că o clasă algebrică de multialgebre ı̂nchisă la formarea de limite directe de sisteme directe

bine ordonate este ı̂nchisă la formarea de limite directe de sisteme directe arbitrare. Am

stabilit, de asemenea, că functorul determinat de factorizarea după relaţia fundamentală

are un adjunct la dreapta (Teorema 2.4.1), deci comută cu limitele directe.

În ultimele două paragrafe ale acestei teze studiem limitele inverse de sisteme inverse.

Începem prin a privi multialgebrele de tip τ ca sisteme relaţionale de tip τ ′ şi construim

limita inversă a unui sistem invers de multialgebre de tip τ ı̂n categoria sistemelor relaţionale

de tip τ ′. Bazându-ne pe proprietatea anumitor sisteme inverse de mulţimi nevide de a avea

limita inversă vidă, am demonstrat că sistemul relaţional astfel obţinut nu este ı̂ntotdeauna

o multialgebră. Având ı̂n vedere acest fapt, proprietăţile noastre furnizează, ı̂n cazurile

abordate, şi condiţii pentru ca limita inversă a unui sistem invers de multialgebre să fie o

multialgebră. Propoziţia 2.5.14 şi Teoremele 2.5.16 şi 2.5.17 sunt ı̂ntr-un anume fel duale

Propoziţiei 2.3.8 şi Teoremelor 2.3.10 şi 2.3.12, respectiv. Folosind Propoziţia 2.5.14 şi

Teoremele 2.5.16 şi 2.5.17, demonstrăm Propoziţiile 2.6.3, 2.6.4 şi Teorema 2.6.5 ı̂n care dăm

condiţii pentru ca algebra fundamentală a limitei inverse a unui sistem invers de multialgebre

să fie limita inversă a algebrelor fundamentale corespunzătoare. Rezultatele din paragrafele

2.3, 2.4, 2.5 şi 2.6 fac subiectul preprinturilor [64] şi [65].

2.1 Produsul direct al unei familii de multialgebre

Fiind dată o familie (Ai = (Ai, (rγ)γ<o(τ)) | i ∈ I) de sisteme relaţionale de tip τ =

(nγ + 1)γ<o(τ), produsul direct al familiei de sisteme relaţionale (Ai | i ∈ I) este sistemul

relaţional de tip τ obţinut prin definirea pe componente a relaţiilor pe produsul cartezian
∏

i∈I Ai, adică pentru orice (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ

i )i∈I ∈
∏

i∈I Ai,

((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ

i )i∈I) ∈ rγ ⇔ (a0
i , . . . , a

nγ

i ) ∈ rγ , ∀i ∈ I.

Considerând o familie (Ai | i ∈ I) de multialgebre de tip τ şi sistemele relaţionale definite

de (1.1.3), sistemul relaţional care rezultă pe produsul cartezian
∏

i∈I Ai este o multialgebră



69

de tip τ cu multioperaţiile definite prin:

(2.1.1) fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I) =

∏

i∈I

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ),

pentru orice γ < o(τ). Această multialgebră se numeşte produsul direct al multialgebrelor

(Ai | i ∈ I). Observăm că proiecţiile canonice ale produsului,

eI
j :

∏

i∈I

Ai → Aj , eI
j ((ai)i∈I) = aj (j ∈ I)

sunt omomorfisme (ideale) de multialgebre.

Propoziţia 2.1.1. Multialgebra
∏

i∈I Ai construită mai sus, ı̂mpreună cu proiecţiile cano-

nice eI
i , i ∈ I, este produsul multialgebrelor (Ai | i ∈ I) ı̂n categoria Malg(τ).

Demonstraţie. Oricare ar fi multialgebra B şi oricare ar fi familia de omomorfisme de mul-

tialgebre (αi : B → Ai | i ∈ I) există un singur omomorfism α : B → ∏
i∈I Ai astfel ı̂ncât

αi = eI
i ◦ α pentru orice i ∈ I.

Într-adevăr, există o singură funcţie α cu proprietatea că diagrama

∏
i∈I Ai

eI
i // Ai

B

α

OO

αi

;;vvvvvvvvvv

este comutativă. Această funcţie este definită prin α(b) = (αi(b))i∈I . Rămâne de verificat

că α este un omomorfism de multialgebre. Considerăm γ < o(τ) şi b0, . . . , bnγ−1 ∈ B şi

avem

α(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) = {α(b) | b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1)}
= {(αi(b))i∈I | b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1)}.

Din b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1) rezultă

αi(b) ∈ αi(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) ⊆ fγ(αi(b0), . . . , αi(bnγ−1))

pentru orice i ∈ I, de unde deducem

α(fγ(b0, . . . , bnγ−1)) ⊆
∏

i∈I

fγ(αi(b0), . . . , αi(bnγ−1))

= fγ((αi(b0))i∈I , . . . , (αi(bnγ−1))i∈I)

= fγ(α(b0), . . . , α(bnγ−1)),
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şi demonstraţia este ı̂ncheiată.

Lema 2.1.2. Oricare ar fi n ∈ N, p ∈ P(n)(τ) şi (a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I ∈
∏

i∈I Ai, avem

(2.1.2) p((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) =
∏

i∈I

p(a0
i , . . . , a

n−1
i ).

Demonstraţie. Vom face o inducţie după paşii de construcţie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Dacă p = xj (j ∈ {0, . . . , n− 1}) atunci

p((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) = en
j ((a0

i )i∈I , . . . , (an−1
i )i∈I) = (aj

i )i∈I

=(en
j (a0

i , . . . , a
n−1
i ))i∈I =

∏

i∈I

en
j (a0

i , . . . , a
n−1
i ) =

∏

i∈I

p(a0
i , . . . , a

n−1
i ).

Pasul 2. Considerăm că proprietatea a fost demonstrată pentru simbolurile polinomiale

p0, . . . ,pnγ−1 ∈ P(n)(τ) şi că p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1). Atunci avem

p((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) = fγ(p0, . . . , pnγ−1)((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I)

= fγ(p0((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I), . . . , pnγ−1((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I))

= fγ(
∏

i∈I

p0(a0
i , . . . , a

n−1
i ), . . . ,

∏

i∈I

pnγ−1(a0
i , . . . , a

n−1
i )).

Dar

(xi)i∈I ∈ fγ(
∏

i∈I

p0(a0
i , . . . , a

n−1
i ), . . . ,

∏

i∈I

pnγ−1(a0
i , . . . , a

n−1
i ))

dacă şi numai dacă pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1} şi i ∈ I, există bj
i ∈ pj(a0

i , . . . , a
n−1
i )

astfel ca

(xi)i∈I ∈ fγ((b0
i )i∈I , . . . , (b

nγ−1
i )i∈I) =

∏

i∈I

fγ(b0
i , . . . , b

nγ−1
i ),

astfel

p((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) =
∏

i∈I

fγ(p0(a0
i , . . . , a

n−1
i ), . . . , pnγ−1(a0

i , . . . , a
n−1
i ))

=
∏

i∈I

fγ(p0, . . . , pnγ−1)(a0
i , . . . , a

n−1
i )

=
∏

i∈I

p(a0
i , . . . , a

n−1
i )

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia lemei.
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Propoziţia 2.1.3. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre şi fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă

identitatea slabă q∩r 6= ∅ este satisfăcută pe fiecare multialgebră Ai atunci identitatea slabă

q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută pe multialgebra
∏

i∈I Ai.

Demonstraţie. Dacă identitatea q ∩ r 6= ∅ este verificată pe fiecare multialgebră Ai atunci

pentru orice (a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I ∈
∏

i∈I Ai avem

q(a0
i , . . . , a

n−1
i ) ∩ r(a0

i , . . . , a
n−1
i ) 6= ∅.

Din Lema 2.1.2, rezultă că

q((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) ∩ r((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I)

=

(∏

i∈I

q(a0
i , . . . , a

n−1
i )

)
∩

(∏

i∈I

r(a0
i , . . . , a

n−1
i )

)

=
∏

i∈I

(q(a0
i , . . . , a

n−1
i ) ∩ r(a0

i , . . . , a
n−1
i )) 6= ∅.

Deci identitatea slabă q ∩ r 6= ∅ este verificată pe multialgebra produs direct.

Propoziţia 2.1.4. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre şi fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă

identitatea q = r este satisfăcută pe fiecare multialgebră Ai atunci identitatea q = r este

satisfăcută pe multialgebra
∏

i∈I Ai.

Demonstraţie. Pentru orice i ∈ I şi orice a0
i , . . . , a

n−1
i ∈ Ai avem

q(a0
i , . . . , a

n−1
i ) = r(a0

i , . . . , a
n−1
i ).

Folosind Lema 2.1.2, rezultă că

q((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I) =
∏

i∈I

q(a0
i , . . . , a

n−1
i ) =

∏

i∈I

r(a0
i , . . . , a

n−1
i )

= r((a0
i )i∈I , . . . , (an−1

i )i∈I),

adică identitatea q = r este verificată pe multialgebra produs direct.

Propoziţia 2.1.5. Produsul direct al unei familii de hipergrupuri este un hipergrup.
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Demonstraţie. Fie ((Hi, ◦i) | i ∈ I) o familie de hipergrupuri. Egalităţile (1.1.2) definesc

pentru fiecare i ∈ I o multialgebră (Hi, ◦i, /i, \i) de tip τ = (2, 2, 2) care verifică iden-

tităţile (1.5.1), (1.5.2) (şi (1.5.3)). Cu ajutorul egalităţii (2.1.1) se obţine o multialgebră

(
∏

i∈I Hi, ◦, /, \) cu trei multioperaţii binare. Conform Propoziţiilor 2.1.4 şi 2.1.3 rezultă

că pe această multialgebră sunt satisfăcute identităţile (1.5.1), (1.5.2) (şi (1.5.3)), ceea ce

arată că (
∏

i∈I Hi, ◦) este un hipergrup (vezi Observaţia 1.5.3).

Mai mult, multioperaţiile / şi \ din multialgebra (
∏

i∈I Hi, ◦, /, \) de mai sus sunt legate

de ◦ prin (1.1.2). Într-adevăr, (xi)i∈I ∈ (ai)i∈I/(bi)i∈I =
∏

i∈I(ai/ibi) dacă şi numai dacă

xi ∈ ai/ibi pentru orice i ∈ I sau, altfel spus, pentru orice i ∈ I, ai ∈ xi ◦i bi. Dar acest fapt

este echivalent cu (ai)i∈I ∈
∏

i∈I(xi ◦i bi) = (xi)i∈I ◦ (bi)i∈I . Deducem că

(ai)i∈I/(bi)i∈I = {(xi)i∈I ∈
∏

i∈I

Hi | (ai)i∈I ∈ (xi)i∈I ◦ (bi)i∈I}.

Analog se arată că are loc egalitatea

(bi)i∈I\(ai)i∈I = {(xi)i∈I ∈
∏

i∈I

Hi | (ai)i∈I ∈ (bi)i∈I ◦ (xi)i∈I}.

Ţinând cont de Observaţia 1.5.4 am stabilit:

Corolarul 2.1.6. Categoria HG a hipergrupurilor este izomorfă cu o subcategorie ı̂nchisă

la produse a categoriei Malg((2, 2, 2)).

Propoziţia 2.1.7. Produsul direct de multialgebre complete este o multialgebră completă.

Demonstraţie. Să considerăm m ∈ N, q, r ∈ P(m)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , m − 1}} şi

(a0
i )i∈I , . . . , (am−1

i )i∈I , (b0
i )i∈I , . . . , (bm−1

i )i∈I ∈
∏

i∈I Ai astfel ı̂ncât

q((a0
i )i∈I , . . . , (am−1

i )i∈I) ∩ r((b0
i )i∈I , . . . , (bm−1

i )i∈I) 6= ∅.

Aceasta ı̂nseamnă, ı̂n conformitate cu Lema 2.1.2, că pentru orice i ∈ I avem

q(a0
i , . . . , a

m−1
i ) ∩ r(b0

i , . . . , b
m−1
i ) 6= ∅.

Dar toate multialgebrele Ai fiind complete, avem

q(a0
i , . . . , a

m−1
i ) = r(b0

i , . . . , b
m−1
i )
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oricare ar fi i ∈ I, deci

q((a0
i )i∈I , . . . , (am−1

i )i∈I) = r((b0
i )i∈I , . . . , (bm−1

i )i∈I),

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia.

Corolarul 2.1.8. Categoria CMalg(τ) a multialgebrelor complete de tip τ este o subcate-

gorie ı̂nchisă la produse a categoriei Malg(τ).

2.2 Algebra fundamentală a produsului direct de multialge-

bre

Fie (Ai | i ∈ I) familia algebrelor fundamentale corespunzătoare unei familii de multialgebre

(Ai | i ∈ I). Să considerăm algebra universală
∏

i∈I Ai şi proiecţiile sale canonice πj :
∏

i∈I Ai → Aj (j ∈ I). Există un singur omomorfism ϕ de algebre universale astfel ı̂ncât

diagrama următoare să fie comutativă:

∏
i∈I Ai

πj // Aj

∏
i∈I Ai

ϕ

OO

eI
j

;;xxxxxxxxx
.

Acest omomorfism este dat de egalitatea

ϕ((ai)i∈I) = (ai)i∈I

oricare ar fi (ai)i∈I ∈
∏

i∈I Ai. Este clar că omomorfismul ϕ este surjectiv, ceea ce ı̂nseamnă

că algebra universală
∏

i∈I Ai, cu omomorfismele (eI
i | i ∈ I) este produsul algebrelor

(Ai | i ∈ I) ı̂n categoria Alg(τ) dacă şi numai dacă omomorfismul ϕ este şi injectiv.

Dar aceasta nu are loc ı̂ntotdeauna, după cum rezultă din exemplul următor:

Exemplul 2.2.1. Considerăm hipergrupoizii (H1, ◦) şi (H2, ◦) definiţi pe mulţimile H1 =

{a, b, c} şi H2 = {x, y, z} cu trei elemente de hiperprodusele date de următoarele tabele:

◦ a b c

a a a a

b a a a

c a a a

◦ x y z

x x y, z y, z

y y, z y, z y, z

z y, z y, z y, z
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Este uşor de observat că dacă p ∈ P(n)((2)) are proprietatea că există a0, . . . , an−1 ∈ H1

pentru care b ∈ (p)P∗(H1,◦)(a0, . . . , an−1) (sau c ∈ (p)P∗(H1,◦)(a0, . . . , an−1)) atunci există

i ∈ {0, . . . , n − 1} astfel ı̂ncât p = xi şi ai = b (respectiv ai = c). În H1 × H2 avem

(b, y) = (b, z). Dacă omomorfismul ϕ : H1 ×H2 → H1 ×H2 definit ca mai sus ar fi injectiv

atunci, ı̂n H1 ×H2, am avea (b, y) = (b, z). Aceasta ar conduce la y = z, ceea ce e fals. Mai

mult chiar, ı̂ntrucât acelaşi lucru se ı̂ntâmplă ı̂nlocuind b cu c, rezultă că H1 ×H2 are 8

elemente, ı̂n timp ce H1 ×H2 are doar 6 elemente.

Vom folosi pe parcursul acestui paragraf notaţiile de mai sus. Astfel, ne propunem ı̂n

continuare să găsim condiţii necesare şi suficiente pentru ca omomorfismul ϕ să fie injectiv.

Am găsit astfel de condiţii, exprimate cu ajutorul polinoamelor, pentru cazul ı̂n care I este

finită sau αAi
= α∗Ai

pentru orice i ∈ I (chiar dacă I nu e finită).

Propoziţia 2.2.2. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre de tip τ . Presupunem că I

este finită sau că αAi
este tranzitivă pentru orice i ∈ I. Omomorfismul ϕ este injectiv dacă

şi numai dacă pentru orice ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) şi orice

(xi)i∈I , (yi)i∈I ∈
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i )

există m ∈ N∗, kj ∈ N, qj ∈ P(kj)(τ) şi (b0,j
i )i∈I , . . . , (b

kj−1,j
i )i∈I ∈

∏
i∈I Ai, j ∈ {0, . . . , m−

1} astfel ı̂ncât

(xi)i∈I ∈ q0((b0,0
i )i∈I , . . . , (b

k0−1,0
i )i∈I), (yi)i∈I ∈ qm−1((b0,m−1

i )i∈I , . . . , (b
km−1−1,m−1
i )i∈I)

şi

(2.2.1) qj−1((b0,j−1
i )i∈I , . . . , (b

kj−1−1,j−1
i )i∈I) ∩ qj((b0,j

i )i∈I , . . . , (b
kj−1,j
i )i∈I) 6= ∅,

pentru toţi j ∈ {1, . . . , m− 1}.

Demonstraţie. Să considerăm că ϕ este injectivă. Este clar că dacă luăm ni ∈ N, qi ∈
P(ni)(τ), a0

i , . . . , a
ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) astfel ca

(xi)i∈I , (yi)i∈I ∈
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i )

atunci avem (xi)i∈I = (yi)i∈I , aşadar (xi)i∈I = (yi)i∈I şi din definiţia relaţiei fundamentale

pe multialgebra
∏

i∈I Ai obţinem condiţia vizată. Să remarcăm că această implicaţie nu

foloseşte faptul că I este finită sau că relaţiile αAi
sunt tranzitive.
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Reciproc, să considerăm că relaţiile αAi
, i ∈ I, sunt tranzitive. Atunci

(xi)i∈I = (yi)i∈I

dacă şi numai dacă pentru orice i ∈ I există ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai astfel

ı̂ncât (xi)i∈I , (yi)i∈I ∈
∏

i∈I qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ), iar condiţia din enunţ ne conduce la egalitatea

(xi)i∈I = (yi)i∈I .

Să considerăm acum că mulţimea I este finită. Cazul I = ∅ este trivial. Să presupunem

că I 6= ∅. Din faptul că

(xi)i∈I = (yi)i∈I

obţinem, ı̂n fiecare Ai un şir de li polinoame (pe P∗(Ai)) cu proprietatea că xi este ı̂n primul

polinom, yi este ı̂n ultimul şi orice doi membri consecutivi ai acestui şir au intersecţia

nevidă (menţionăm că aici, când vorbim de polinoame ı̂nţelegem imagini de polinoame

aplicate la mulţimi cu un element). Considerăm l = max{li | i ∈ I} şi repetăm ı̂n şirul de

polinoame obţinut pentru fiecare i ∈ I ultimul polinom de câte ori este necesar pentru a

avea l membri. Dacă luăm ı̂n considerare produsul cartezian al primilor membri ai acestor

şiruri, apoi ai membrilor secunzi şi aşa mai departe, obţinem l astfel de produse carteziene

P1, . . . , Pl cu proprietatea că orice două astfel de produse consecutive au intersecţia nevidă.

Rezultă un şir (z0
i )i∈I , (z1

i )i∈I , . . . , (zl
i)i∈I de elemente din

∏
i∈I Ai astfel ca (xi)i∈I = (z0

i )i∈I ,

(zl
i)i∈I = (yi)i∈I şi (zj

i )i∈I ∈ Pj ∩ Pj+1 pentru orice j ∈ {1, . . . , l− 1}. Aplicăm condiţia din

enunţ pentru fiecare j ∈ {1, . . . , l−1}, fiecare Pj şi fiecare (zj−1
i )i∈I , (z

j
i )i∈I ∈ Pj şi obţinem

un şir de polinoame pe algebra părţilor nevide ale multialgebrei
∏

i∈I Ai astfel ı̂ncât (xi)i∈I

este ı̂n primul membru, (yi)i∈I ı̂n ultimul şi oricare doi membri consecutivi ai şirului de

polinoame au intersecţia nevidă. Astfel,

(xi)i∈I = (yi)i∈I

şi deducem că omomorfismul ϕ este injectiv.

Pare destul de incomod să lucrăm cu condiţia stabilită ı̂n propoziţia de mai sus, dar

aceasta ne permite să deducem o condiţie suficientă care se va dovedi folositoare ı̂n cele ce

vor urma.
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Corolarul 2.2.3. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre de tip τ . Presupunem că

mulţimea I este finită sau că αAi
este tranzitivă pentru orice i ∈ I. Dacă pentru orice

ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) există n ∈ N, q ∈ P(n)(τ) şi b0

i , . . . , b
n−1
i ∈

Ai (i ∈ I) cu proprietatea că

(2.2.2)
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ⊆ q((b0

i )i∈I , . . . , (bn−1
i )i∈I)

atunci omomorfismul ϕ este injectiv.

Observaţia 2.2.4. Să notăm că ı̂n Propoziţia 2.2.2, deci şi ı̂n Corolarul 2.2.3 putem considera

qi ca fiind doar acele polinoame care intervin explicit ı̂n caracterizarea relaţiilor αAi . Astfel,

dacă multialgebrele Ai ar fi hipergrupuri ar fi suficient să lucrăm doar cu acele polinoame

qi care aplicate la submulţimi cu un element ale mulţimilor Ai dau hiperproduse cu unul

sau mai mulţi factori.

Fie C o subcategorie a categoriei Malg(τ), fie U : C −→ Malg(τ) functorul de incluziune

şi fie F functorul introdus de Observaţia 1.6.21. Întrucât acţiunea functorului F ◦U asupra

obiectelor şi morfismelor din C este dată de F ne vom referi la functorul F ◦ U ca fiind F .

Sunt imediate următoarele propoziţii:

Propoziţia 2.2.5. Fie C o subcategorie ı̂nchisă la produse finite a categoriei Malg(τ).

Dacă pentru orice mulţime finită I, orice familie (Ai | i ∈ I) de multialgebre din C şi orice

ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . , ani−1

i ∈ Ai (i ∈ I) există n ∈ N, q ∈ P(n)(τ) şi b0
i , . . . , b

n−1
i ∈

Ai (i ∈ I) astfel ı̂ncât incluziunea (2.2.2) are loc atunci functorul F : C −→ Alg(τ) comută

cu produsele finite.

Propoziţia 2.2.6. Fie C o subcategorie ı̂nchisă la produse a categoriei Malg(τ) cu proprie-

tatea că αA este tranzitivă pentru orice multialgebră A din C. Dacă pentru orice mulţime

I, orice familie (Ai | i ∈ I) de multialgebre din C şi orice ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . ,

ani−1
i ∈ Ai (i ∈ I) există n ∈ N, q ∈ P(n)(τ) şi b0

i , . . . , b
n−1
i ∈ Ai (i ∈ I) astfel ı̂ncât

incluziunea (2.2.2) are loc atunci functorul F : C −→ Alg(τ) comută cu produsele.

În următoarea parte a acestui paragraf vom studia două clase particulare de multialgebre

pentru care relaţia α definită ı̂n paragraful 1.6 este tranzitivă: clasa hipergrupurilor şi clasa

multialgebrelor complete. Vom deduce că ı̂n Propoziţia 2.2.5 putem lua C, subcategoria
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categoriei multialgebrelor de tip τ = (2, 2, 2) despre care am arătat ı̂n paragraful anterior

că este izomorfă cu HG şi că ı̂n HG putem obţine subcategorii C ca cele din Propoziţia 2.2.6

dacă pentru un număr natural fixat n ∈ N∗ considerăm ca obiecte hipergrupurile pentru

care β = βn (pentru notaţii a se revedea Exemplul 1.6.16). Hipergrupurile complete sunt

un exemplu ı̂n acest sens deoarece pentru ele avem β = β2. Vom găsi, de asemenea, condiţii

ce trebuie satisfăcute ı̂ntr-o clasă de multialgebre complete pentru ca functorul determinat

de relaţia fundamentală să comute cu produsele.

Cazul hipergrupurilor

Mai ı̂ntâi, să vedem ce se ı̂ntâmplă cu produsele finite de hipergrupuri. Reamintim că relaţia

fundamentală a unui hipergrup (H, ◦, /, \) este relaţia β =
⋃

n∈N∗ βn unde pentru orice

x, y ∈ H, xβny dacă şi numai dacă există a0, . . . , an−1 ∈ H, cu x, y ∈ a0 ◦ · · · ◦an−1. Folosim

Observaţia 2.2.4 şi ne ı̂ndreptăm atenţia asupra produsului cartezian a două hiperproduse.

Într-un hipergrup, orice hiperprodus cu n factori este o submulţime a unui hiperprodus

cu n + 1 factori. Aceasta se obţine din (1.1.1). Într-adevăr, să considerăm un hipergrup

(H, ◦) şi elementele a1, . . . , an ∈ H. Cum H = H ◦ a1, rezultă că există a0 ∈ H astfel ı̂ncât

a1 ∈ a0 ◦ a1, de unde avem a1 ◦ · · · ◦ an ⊆ a0 ◦ a1 ◦ · · · ◦ an. Deducem că βn ⊆ βn+1, pentru

orice n ∈ N∗ şi că pentru orice hipergrupuri (H0, ◦), (H1, ◦) putem aplica Corolarul 2.2.3.

Aşadar, H0 ×H1, ı̂mpreună cu omomorfismele e2
0, e2

1, este produsul grupurilor H0 şi H1.

Am stabilit, ı̂n felul acesta, următorul rezultat:

Propoziţia 2.2.7. Functorul F : HG −→ Grp (introdus ı̂n Observaţia 1.7.5) comută cu

produsele finite.

Totuşi, functorul F nu comută cu produsele arbitrare de hipergrupuri, după cum reiese

din următorul exemplu:

Exemplul 2.2.8. Considerăm pe mulţimea Z a numerelor ı̂ntregi hipergrupoidul (Z, ◦), unde

x ◦ y = {x + y, x + y + 1}

pentru orice x, y ∈ Z. Rezultă imediat că (Z, ◦) este un hipergrup cu relaţia fundamentală

β = Z × Z. Înseamnă că grupul fundamental al lui (Z, ◦) este grupul cu un element. Re-

marcăm că pentru ca un hiperprodus să conţină două elemente a, b ∈ Z este necesar ca
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acesta să aibă cel puţin |a − b| + 1 factori. Fie produsul (ZN, ◦). Grupul fundamental al

acestui hipergrup are cel puţin două elemente. Într-adevăr, şirurile de numere ı̂ntregi

f, g : N→ Z, f(n) = 0, g(n) = n (n ∈ N)

nu sunt ı̂n aceeaşi clasă de echivalenţă a relaţiei fundamentale a hipergrupului (ZN, ◦).
Altfel, ar exista un hiperprodus de şiruri din ZN care să conţină atât pe f cât şi pe g. Să

presupunem că acest hiperprodus ar avea m factori (a1
n)n∈N, . . . , (am

n )n∈N. Din

f, g ∈ (a1
n)n∈N ◦ · · · ◦ (am

n )n∈N =
∏

n∈N
(a1

n ◦ · · · ◦ am
n )

deducem că numerele ı̂ntregi f(m) = 0 şi g(m) = m sunt ı̂ntr-un acelaşi hiperprodus cu m

factori, a1
m ◦ · · · ◦ am

m, ceea ce e imposibil.

Pentru produsele arbitrare de hipergrupuri avem:

Teorema 2.2.9. Fie hipergrupurile Hi, i ∈ I, cu relaţiile fundamentale βHi . Grupul
∏

i∈I Hi, ı̂mpreună cu omomorfismele (eI
i | i ∈ I), este produsul familiei de grupuri (Hi |

i ∈ I) dacă şi numai dacă există n ∈ N∗ asfel ı̂ncât βHi ⊆ βHi
n , pentru toţi i din I exceptând

un număr finit.

Demonstraţie. Notăm In = {i ∈ I | βHi * βHi
n }. E clar că In+1 ⊆ In, pentru orice n ∈ N∗.

Pentru un hipergrup H, faptul că βH * βH
n pentru un n ∈ N∗ ı̂nseamnă că există două

elemente ı̂n H care aparţin aceluiaşi hiperprodus cu mai mult de n factori, dar nu există

nici un hiperprodus cu n factori care să le conţină pe amândouă.

Să considerăm că există n ∈ N∗ astfel ı̂ncât In este finită şi să luăm o familie arbitrară

de hiperproduse din hipergrupurile Hi (i ∈ I). Fiecare hiperprodus de elemente din Hi,

cu i ∈ I \ In, este inclus ı̂ntr-un hiperprodus cu n factori. Fie k cel mai mare număr de

factori din hiperprodusele familiei date corespunzătoare la elemente i ∈ In. Evident, orice

hiperprodus din familia dată este inclus ı̂ntr-un hiperprodus cu max{k, n} factori, ceea ce

ı̂nseamnă că are loc (2.2.2).

Reciproc, să considerăm că pentru orice n ∈ N mulţimea In este infinită. Construim

două familii (ai)i∈I , (bi)i∈I din
∏

i∈I Hi astfel ı̂ncât aiβ
Hibi, pentru orice i ∈ I, dar

((ai)i∈I , (bi)i∈I) /∈ β
Q

i∈I Hi . Construcţia se face astfel: alegem i1 ∈ I1, şi considerăm

ai1 , bi1 ∈ Hi1 astfel ı̂ncât ai1 6= bi1 aparţin unui hiperprodus cu mai mult de doi factori
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din Hi1 ; acum, luăm i2 ∈ I2 \ {i1} şi considerăm ai2 , bi2 ∈ Hi2 astfel ca ai2 , bi2 să fie ı̂ntr-un

hiperprodus cu mai mult de trei factori din Hi2 dar nu aparţin nici unui hiperprodus cu doi

factori din Hi2 ; presupunem că am obţinut toate elementele aik , bik cu k ∈ N∗, k ≤ n, şi

considerăm elementele ain+1 , bin+1 ∈ Hin+1 , in+1 ∈ In \ {i1, . . . , in} astfel ı̂ncât ain+1 , bin+1

sunt ı̂ntr-un hiperprodus cu mai mult de n + 1 factori din Hin+1 , dar nu sunt ı̂n nici un

hiperprodus cu n factori din Hin+1 ; pentru orice i ∈ I \{in | n ∈ N∗} considerăm ai = bi.

Corolarul 2.2.10. Fie n ∈ N. Dacă Cn este clasa hipergrupurilor pentru care β = βn atunci

Cn este ı̂nchisă la formarea de produse directe şi functorul F : Cn −→ Grp determinat de

factorizarea ı̂n raport cu relaţia fundamentală comută cu produsele.

Cum pentru hipergrupurile complete avem β = β2, deducem:

Corolarul 2.2.11. Functorul F comută cu produsele de hipergrupuri complete.

Cazul multialgebrelor complete

Am văzut că pentru o multialgebră completă A de tip τ clasele din mulţimea A au forma

{a} sau fγ(a0, . . . , anγ−1), cu γ < o(τ), a, a0, . . . , anγ−1 ∈ A (situaţii care nu se exclud

reciproc). Vom folosi aceasta pentru a demonstra:

Teorema 2.2.12. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre complete de acelaşi tip τ .

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

i)
∏

i∈I Ai (̂ımpreună cu omomorfismele (eI
i | i ∈ I) este produsul familiei de algebre

universale (Ai | i ∈ I);

ii) pentru orice ni ∈ N, orice qi ∈ P(ni)(τ) şi orice a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai, (i ∈ I) există

n ∈ N, q ∈ P(n)(τ) şi b0
i , . . . , b

n−1
i ∈ Ai (i ∈ I) asfel ı̂ncât (2.2.2) are loc;

iii) pentru orice ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ) şi a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) avem

∣∣∣∣∣
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i )

∣∣∣∣∣ = 1

sau există γ < o(τ), b0
i , . . . , b

nγ−1
i ∈ Ai (i ∈ I) astfel ı̂ncât

(2.2.3)
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ⊆ fγ((b0

i )i∈I , . . . , (b
nγ−1
i )i∈I).
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Demonstraţie. Implicaţiile ii) ⇒ i) şi iii) ⇒ ii) sunt imediate.

i) ⇒ iii) Să luăm ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ) şi a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) pentru care

∣∣∣∣∣
∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i )

∣∣∣∣∣ 6= 1

şi să considerăm o familie (xi)i∈I ∈
∏

i∈I qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ). În aceste condiţii, există o altă

familie (yi)i∈I ∈
∏

i∈I qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) astfel ı̂ncât (xi)i∈I 6= (yi)i∈I . Este clar că are loc

egalitatea (xi)i∈I = (yi)i∈I şi din i) deducem că (xi)i∈I = (yi)i∈I . Rezultă că există n ∈ N,

q ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, . . . , n− 1}} şi (c0
i )i∈I , . . . , (cn−1

i )i∈I ∈
∏

i∈I Ai astfel ı̂ncât

(xi)i∈I , (yi)i∈I ∈ q((c0
i )i∈I , . . . , (cn−1

i )i∈I).

Cum
∏

i∈I Ai este tot o multialgebră completă, conform Observaţiei 1.7.15, există ordinalul

γ < o(τ) şi familiile (b0
i )i∈I , . . . , (b

nγ−1
i )i∈I ∈

∏
i∈I Ai cu proprietatea că

q((c0
i )i∈I , . . . , (cn−1

i )i∈I) = fγ((b0
i )i∈I , . . . , (b

nγ−1
i )i∈I).

Aşadar, (xi)i∈I ∈ fγ((b0
i )i∈I , . . . , (b

nγ−1
i )i∈I), ceea ce ne conduce la

∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ∩ fγ((b0

i )i∈I , . . . , (b
nγ−1
i )i∈I) 6= ∅.

Dar fγ((b0
i )i∈I , . . . , (b

nγ−1
i )i∈I) =

∏
i∈I fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ) şi astfel, pentru orice i ∈ I,

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ∩ fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ) 6= ∅.

Dacă există j ∈ {0, . . . , ni − 1} astfel ı̂ncât qi = xj atunci

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) = {aj} ⊆ fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ).

Dacă qi ∈ P(ni)(τ)\{xj | j ∈ {0, . . . , ni−1}} atunci, folosind completitudinea multialgebrei

Ai avem

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) = fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ).

Aşadar,
∏

i∈I qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ⊆ ∏

i∈I fγ(b0
i , . . . , b

nγ−1
i ) şi incluziunea (2.2.3) are loc.

Observaţia 2.2.13. Fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre complete de acelaşi tip

care verifică una din condiţiile echivalente din teorema anterioară. Dacă ni ∈ N, qi ∈
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P(ni)(τ) \ {xj | j ∈ {0, . . . , ni − 1}} şi a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I) atunci există γ < o(τ) şi

b0
i , . . . , b

nγ−1
i ∈ Ai (i ∈ I) astfel ı̂ncât

∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) = fγ((b0

i )i∈I , . . . , (b
nγ−1
i )i∈I).

Din Observaţia 1.7.15 se deduce imediat:

Observaţia 2.2.14. Pentru o familie de multialgebre complete (Ai | i ∈ I) următoarele

condiţii sunt echivalente:

a) există n ∈ N şi p ∈ P(n)(τ) \ {xi | i ∈ {0, .., n − 1}} cu proprietatea că pentru orice

i ∈ I şi orice ai ∈ Ai există a0
i , . . . , a

n−1
i ∈ Ai astfel ı̂ncât ai ∈ p(a0

i , . . . , a
n−1
i );

b) există γ < o(τ) astfel ı̂ncât pentru orice i ∈ I şi orice ai ∈ Ai există a0
i , . . . , a

nγ−1
i ∈ Ai

astfel ı̂ncât ai ∈ fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ).

Corolarul 2.2.15. Dacă pentru o familie de multialgebre complete este satisfăcută una din

condiţiile echivalente a) sau b), atunci are loc condiţia iii) din Teorema 2.2.12.

Într-adevăr, să considerăm ni ∈ N, qi ∈ P(ni)(τ), a0
i , . . . , a

ni−1
i ∈ Ai (i ∈ I). Pentru

orice i ∈ I avem qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) 6= ∅, şi astfel există ai ∈ qi(a0

i , . . . , a
ni−1
i ). Dar avem şi

ai ∈ fγ(b0
i , . . . , b

nγ−1
i ) pentru anumite elemente b0

i , . . . , b
nγ−1
i ∈ Ai, aşadar,

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ∩ fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ) 6= ∅,

şi deducem că pentru orice i ∈ I,

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ⊆ fγ(b0

i , . . . , b
nγ−1
i ).

Rezultă că

∏

i∈I

qi(a0
i , . . . , a

ni−1
i ) ⊆

∏

i∈I

fγ(b0
i , . . . , b

nγ−1
i ) = fγ((b0

i )i∈I , . . . , (b
nγ−1
i )i∈I),

şi incluziunea (2.2.3) este verificată, deci iii) are loc.

Observaţia 2.2.16. Condiţiile a) şi b) de mai sus nu sunt necesare pentru ca iii) din Teorema

2.2.12 să fie verificată. Excepţii pot fi găsite printre algebre universale, dar nu numai.
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Exemplul 2.2.17. Considerăm multialgebrele A0 şi A1, de acelaşi tip (2,3,4) obţinute pe

mulţimile A0 = {1, 2, 3}, respectiv A1 = {1, 2, 3, 4} astfel:

A0 = (A, f0
0 , f0

1 , f0
2 ), A1 = (A, f1

0 , f1
1 , f1

2 ),

unde f i
j : Aj+2

i → P ∗(Ai), i = 0, 1, j = 0, 1, 2,

f0
0 (x, y) = {1}, f0

1 (x, y, z) = {2, 3}, f0
2 (x, y, z, t) = {2, 3},

f1
0 (x, y) = {1, 2, 3}, f1

1 (x, y, z) = {4}, f1
2 (x, y, z, t) = {1, 2, 3}.

Aceste multialgebre sunt complete, satisfac condiţia iii) din Teorema 2.2.12, dar nu verifică

b) din Observaţia 2.2.14.

Observaţia 2.2.18. Din Corolarul 2.2.11 deducem că hipergrupurile complete sunt exemple

de multialgebre complete cu proprietatea că pentru orice familie de astfel de multialgebre,

algebra fundamentală a produsului direct este produsul direct al algebrelor fundamentale

rezultate. Aceasta rezultă şi din Corolarul 2.2.15.

2.3 Limita directă a unui sistem direct de multialgebre

Amintim că un sistem direct de mulţimi constă dintr-o mulţime preordonată dirijată superior

(I,≤), o familie de mulţimi (Ai | i ∈ I) şi o familie de aplicaţii (ϕij : Ai → Aj | i, j ∈ I, i ≤
j) cu proprietatea că pentru orice i, j, k ∈ I, cu i ≤ j ≤ k, ϕjk ◦ ϕij = ϕik şi ϕii = 1Ai ,

pentru orice i ∈ I. Pe reuniunea disjunctă A a mulţimilor Ai se defineşte relaţia ≡ după

cum urmează: oricare ar fi x, y ∈ A există i, j ∈ I, astfel ı̂ncât x ∈ Ai, y ∈ Aj , scriem x ≡ y

dacă şi numai dacă există k ∈ I, i ≤ k, j ≤ k cu proprietatea că ϕik(x) = ϕjk(y). Această

relaţie este o relaţie de echivalenţă pe A. Mulţimea cât A/≡ = {x̂ | x ∈ A} (notată cu A∞)

se numeşte limita directă a sistemului direct de mulţimi (Ai | i ∈ I).

Observaţia 2.3.1. Fie I categoria asociată mulţimii preordonate (I,≤). Dacă privim (ca ı̂n

[68, Observaţia 5.14.5, a)]) sistemul direct de mulţimi (Ai | i ∈ I) cu aplicaţiile (ϕij : Ai →
Aj | i, j ∈ I, i ≤ j) ca un functor covariant de la I la categoria Ens a mulţimilor atunci

mulţimea A∞, ı̂mpreună cu aplicaţiile

ϕi∞ : Ai → A∞, ϕi∞(x) = x̂ (i ∈ I),
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este limita directă a acestui functor ([68, Exemplul 5.14.6, f)]). Notăm că pentru orice

i, j ∈ I cu i ≤ j avem

ϕj∞ ◦ ϕij = ϕi∞.

Dacă fiecare mulţime Ai este mulţime suport pentru o multialgebră Ai de tip τ şi ϕij sunt

omomorfisme de multialgebre atunci familiile (Ai | i ∈ I) şi (ϕij : Ai → Aj | i, j ∈ I, i ≤ j)

formează un sistem direct de multialgebre. Vom nota acest sistem cu

A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij : Ai → Aj | i, j ∈ I, i ≤ j)).

Dacă (I,≤) este bine ordonată atunci ne vom referi la sistemul direct de multialgebre A ca

fiind bine ordonat.

Observaţia 2.3.2. În unele situaţii, când nu e necesar să precizăm care sunt omomorfismele

dintr-un sistem direct A, vom folosi doar familia de multialgebre (Ai | i ∈ I) pentru a face

referire la A.

Pentru orice γ < o(τ) egalităţile

fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1) ={x̂′ | ∃m ∈ I, ∀j ∈ {0, . . . , nγ − 1}, ∃x′j ∈ x̂j ∩Am,

astfel ı̂ncât x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)},

fiind independente de alegerea reprezentanţilor x0, . . . , xnγ−1, definesc o multioperaţie fγ

pe A∞. Obţinem o multialgebră A∞ de tip τ pe A∞.

Exemplul 2.3.3. Pentru un sistem direct de semihipergrupuri ((Hi, ◦i) | i ∈ I), multioperaţia

◦ pe limita directă de mulţimi Hi se defineşte astfel:

ẑ ∈ x̂ ◦ ŷ ⇔ ∃m ∈ I, ∃xm ∈ x̂ ∩Am, ∃ym ∈ ŷ ∩Am, ∃zm ∈ ẑ ∩Am,

astfel ı̂ncât zm ∈ xm ◦m ym.

În acest fel se obţine ı̂n [70] limita directă (H∞, ◦) a sistemului direct de semihipergrupuri

((Hi, ◦i) | i ∈ I).

Lema 2.3.4. Fie γ < o(τ) şi x̂0, . . . , x̂nγ−1 ∈ A∞. Dacă i0, . . . , inγ−1 ∈ I sunt astfel ı̂ncât

x0 ∈ Ai0 , . . . , xnγ−1 ∈ Ainγ−1 atunci

fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1) ={x̂′ ∈ A∞ | ∃m ∈ I, i0 ≤ m, . . . , inγ−1 ≤ m :

x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}.
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Demonstraţie. Dacă m ∈ I, i0 ≤ m, . . . , inγ−1 ≤ m şi x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))

atunci, considerând pentru fiecare j ∈ {0, . . . , nγ − 1}, x′j = ϕijm(xj) avem x′j ∈ x̂j ∩Am şi

x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1), deci x̂′ ∈ fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1).

Reciproc, dacă x̂′′ ∈ fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1) atunci există m′ ∈ I cu proprietatea că pentru

orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1} există x′′j ∈ x̂j ∩Am′ astfel ı̂ncât x′′ ∈ fγ(x′′0, . . . , x
′′
nγ−1). Înseamnă

că pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1} există x′′j ∈ Am′ astfel ca x′′j ≡ xj sau, altfel spus,

pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1} există mj ∈ I, cu m′ ≤ mj , ij ≤ mj cu proprietatea că

ϕijmj (xj) = ϕm′mj
(x′′j ). Dacă luăm m ∈ I cu m0 ≤ m, . . . , mnγ−1 ≤ m atunci, evident,

m′ ≤ m, i0 ≤ m, . . . , inγ−1 ≤ m şi astfel avem x′′ ≡ ϕm′m(x′′) şi

ϕm′m(x′′) ∈ ϕm′m(fγ(x′′0, . . . , x
′′
nγ−1)) ⊆ fγ(ϕm′m(x′′0), . . . , ϕm′m(x′′nγ−1)).

Dar, pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1},

ϕm′m(x′′j ) = ϕmjm(ϕm′mj
(x′′j )) = ϕmjm(ϕijmj (xj)) = ϕijm(xj),

de unde rezultă că

ϕm′m(x′′) ∈ fγ(ϕm′m(x′′0), . . . , ϕm′m(x′′nγ−1)) = fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1)),

ceea ce completează demonstraţia lemei.

Observaţia 2.3.5. Dacă pentru γ < o(τ), fγ este operaţie ı̂n toate multialgebrele Ai, atunci

fγ este operaţie ı̂n A∞. De fapt, ca pentru un γ < o(τ) dat, fγ să fie operaţie ı̂n A∞ este

suficient ca pentru orice două elemente din I să existe o majorantă m ∈ I astfel ı̂ncât ı̂n

Am, fγ să fie operaţie.

Într-adevăr, să considerăm x̂0, . . . , x̂nγ−1 ∈ A∞, cu xj ∈ Aij (ij ∈ I) pentru orice

j ∈ {0, . . . , nγ − 1} şi să luăm clasele x̂′, x̂′′ ∈ fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1). Atunci există m′,m′′ ∈ I

cu ij ≤ m′, ij ≤ m′′, pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1}, cu proprietatea că

x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1) ⊆ A′m şi x′′ ∈ fγ(x′′0, . . . , x

′′
nγ−1) ⊆ A′′m,

unde x′j = ϕijm′(xj) şi x′′j = ϕijm′′(xj) pentru orice j ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Dacă m ∈ I,

m′ ≤ m, m′′ ≤ m are proprietatea că fγ este operaţie pe Am atunci

ϕm′m(x′) ∈ ϕm′m(fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)) ⊆ fγ(ϕm′m(x′0), . . . , ϕm′m(x′nγ−1))

= fγ(ϕm′m(ϕi0m′(x0), . . . , ϕm′m(ϕinγ−1m′(xnγ−1)))

= fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1)))
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şi similar,

ϕm′′m(x′′) ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))).

Dar submulţimea fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))) a lui Am este o mulţine cu un element,

deci ϕm′m(x′) = ϕm′′m(x′′) şi x̂′ = x̂′′.

Observaţia 2.3.6. Cum pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice elemente x0, . . . , xnγ−1 ∈ Ai,

folosind Lema 2.3.4 avem

ϕi∞(fγ(x0, . . . , xnγ−1)) = {ϕi∞(x) | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
= {x̂ | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
⊆ fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1)

= fγ(ϕi∞(x0), . . . , ϕi∞(xnγ−1)).

Rezultă că aplicaţiile ϕi∞ sunt omomorfisme de multialgebre.

Teorema 2.3.7. Să privim sistemul direct format din multialgebre (Ai | i ∈ I) şi omo-

morfismele (ϕij : Ai → Aj | i, j ∈ I, i ≤ j) ca un functor covariant G : I −→ Malg(τ).

Multialgebra A∞ ı̂mpreună cu familia de omomorfisme (ϕi∞ | i ∈ I) este limita directă a

functorului G.

Demonstraţie. Să considerăm următoarele diagrame:

A∞

Ai
ϕij //

ϕi∞

OO

Aj

ϕj∞
aaCCCCCCCC

A′

Ai
ϕij //

αi

>>}}}}}}}}
Aj

αj

OO A∞
µ // A′

Ai

ϕi∞

OO

αi

=={{{{{{{{
.

Comutativitatea primei diagrame rezultă din Observaţia 2.3.1. Dacă o multialgebră A′ =

(A′, (fγ)γ<o(τ)), ı̂mpreună cu o familie de omomorfisme (αi : Ai → A′ | i ∈ I) face co-

mutativă a doua diagramă atunci există un unic omomorfism µ : A∞ → A′ pentru care a

treia diagramă este comutativă. Din Observaţia 2.3.1 deducem că o aplicaţie µ cu această

proprietate există şi este unică. Ea este definită astfel: dacă x̂ ∈ A∞ atunci există i ∈ I

astfel ı̂ncât x ∈ Ai, iar µ(x̂) = µ(ϕi∞(x)) = αi(x). Rămâne, deci, de demonstrat că µ este

un omomorfism de multialgebre.
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Fie γ < o(τ) şi x̂0, . . . , x̂nγ−1 ∈ A∞. Putem considera că toţi reprezentanţii x0, . . . , xnγ−1

ai acestor clase sunt ı̂n Am. Atunci avem:

µ(fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1))

={µ(x̂) | ∃m′ ∈ I, m ≤ m′, x ∈ fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))(⊆ Am′)}
={αm′(x) | m′ ∈ I, m ≤ m′, x ∈ fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))}
=

⋃
{αm′(fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))) | m′ ∈ I, m ≤ m′}

⊆
⋃
{fγ(αm′(ϕmm′(x0)), . . . , αm′(ϕmm′(xnγ−1))) | m′ ∈ I, m ≤ m′}.

Dar comutativitatea diagramei secunde are loc pentru orice i, j ∈ I, i ≤ j şi cum m′ ∈ I,

m ≤ m′ rezultă că

fγ(αm′(ϕmm′(x0)), . . . , αm′(ϕmm′(xnγ−1))) = fγ(αm(x0), . . . , αm(xnγ−1))

şi astfel,

µ(fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1)) ⊆ fγ(αm(x0), . . . , αm(xnγ−1)) = fγ(µ(x̂0), . . . , µ(x̂nγ−1))

ceea ce completează demonstraţia teoremei.

Definiţia 2.3.1. Vom numi multialgebra A∞ limita directă a sistemului direct de multial-

gebre A şi o vom nota lim−→A sau lim−→i∈IAi.

Următoarele trei rezultate sunt generalizări ale unor rezultate cunoscute pentru algebre

universale care pot fi găsite ı̂n [29, §21]. În Propoziţia 2.3.8 şi Teorema 2.3.10 vom obţine

izomorfisme ı̂ntre limitele directe ale unor sisteme directe de multialgebre. Existenţa unor

bijecţii ı̂ntre mulţimile suport ale multialgebrelor limită directă, precum şi forma acestora

pot fi preluate din demostraţiile unor rezultate din [29, §21]. Mai mult chiar, odată ce au

fost stabilite Propoziţia 2.3.8 şi Teorema 2.3.10, Teorema 2.3.12 se demonstrează la fel ca

[29, §21, Teorema 4]. Totuşi, pentru a face prezentarea mai uşor de urmărit, Propoziţia

2.3.8 şi Teoremele 2.3.10 şi 2.3.12 vor apărea cu demonstraţii complete ı̂n teza noastră.

În cele ce vor urma ı̂n acest paragraf când vom vorbi despre un sistem direct (Ai | i ∈
I) de multialgebre vom considera că (I,≤) este o mulţime ordonată dirijată superior (cu

toate că unele rezultate sunt verificate şi ı̂n ipoteza ı̂n care mulţimile de indici ar fi doar

preordonate).
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Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de multialgebre şi fie

J ⊆ I cu proprietatea că (J,≤) este, de asemenea, o mulţime ordonată dirijată superior.

Vom nota cu AJ sistemul direct format din multialgebrele (Ai | i ∈ J) şi omomorfismele

(ϕij | i, j ∈ J, i ≤ j).

Propoziţia 2.3.8. Fie A un sistem direct de multialgebre având ca mulţime de indici pe

(I,≤). Dacă J ⊆ I are proprietatea că (J,≤) este o mulţime ordonată dirijată superior

cofinală ı̂n (I,≤) atunci multialgebrele lim−→A şi lim−→AJ sunt izomorfe.

Demonstraţie. Notăm lim−→A = A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)) şi lim−→AJ = A′∞ = (A′∞, (fγ)γ<o(τ)).

De asemenea, notăm elementele mulţimii A∞ folosind indicele I (de exemplu, x̂I) şi ele-

mentele lui A′∞ folosind indicele J (de exemplu, x̂J).

Este bine să observăm că ı̂n fiecare clasă x̂I se găseşte un reprezentant din
⋃

j∈J Aj ,

anume dacă x ∈ Ai, cu i ∈ I, deoarece există j ∈ J astfel ı̂ncât i ≤ j şi x ≡ ϕij(x), se obţine

că x̂I = (ϕ̂ij(x))I şi ϕij(x) ∈ Aj ⊆
⋃

j∈J Aj . Cum egalitatea ı̂n A∞ a două clase având

ca reprezentanţi elemente din
⋃

j∈J Aj aduce cu sine egalitatea claselor corespunzătoare

acestor elemente ı̂n A′∞, se poate defini o funcţie

ψ : A∞ → A′∞, ψ(x̂I) = x̂J ,

unde x ∈ Aj , j ∈ J . Să arătăm că această funcţie realizează izomorfismul dorit.

Evident funcţia ψ este surjectivă, iar dacă pentru x′ ∈ Aj′ , x′′ ∈ Aj′′ , j′, j′′ ∈ J ⊆ I are

loc (x̂′)J = (x̂′′)J atunci există j ∈ J ⊆ I cu j′ ≤ j, j′′ ≤ j astfel ı̂ncât ϕj′j(x′) = ϕj′′j(x′′),

adică (x̂′)I = (x̂′′)I . Aşadar, ψ este bijectivă.

Pentru a completa demonstraţia, vom arăta că ψ este un omomorfism ideal ı̂ntre mul-

tialgebrele A∞ şi A′∞. Să considerăm γ < o(τ), (x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I ∈ A∞. Putem pre-

supune că x0, . . . , xnγ−1 ∈ ⋃
i∈J Ai, cu alte cuvinte, există i0, . . . , inγ−1 ∈ J astfel ca

x0 ∈ Ai0 , . . . , xnγ−1 ∈ Ainγ−1 . Mulţimea fγ((x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I) este egală cu mulţimea

{(x̂′)I | ∃m ∈ I, i0, . . . , inγ−1 ≤ m, x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}.

Cum J este cofinală ı̂n I, pentru un element m ∈ I, i0, . . . , inγ−1 ≤ m, pentru care are loc

apartenenţa x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1)) găsim un element m′ ∈ J , m ≤ m′, şi
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astfel avem x′ ≡ ϕmm′(x′) şi

ϕmm′(x′) ∈ ϕmm′(fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1)))

⊆ fγ(ϕmm′(ϕi0m(x0)), . . . , ϕmm′(ϕinγ−1m(xnγ−1)))

= fγ(ϕi0m′(x0), . . . , ϕinγ−1m′(xnγ−1)).

În consecinţă, mulţimea fγ((x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I) poate fi scrisă

{(x̂′)I | ∃m ∈ J, i0, . . . , inγ−1 ≤ m, x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}.

Deducem că mulţimea ψ(fγ((x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I)) este egală cu

{ψ((x̂′)I) | ∃m ∈ J, i0, . . . , inγ−1 ≤ m, x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}
={(x̂′)J | ∃m ∈ J, i0, . . . , inγ−1 ≤ m, x′ ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}
=fγ((x̂0)J , . . . , (x̂nγ−1)J) = fγ(ψ((x̂0)I), . . . , ψ((x̂nγ−1)I)),

deci ψ este un izomorfism.

Observaţia 2.3.9. Această propoziţie rezultă imediat din [56, Propoziţia 2.11, Capitolul

II]. Am dat, ı̂nsă, o demonstraţie directă a acestui fapt deoarece vom folosi ulterior forma

acestui izomorfism.

Să considerăm că mulţimea suport I a mulţimii ordonate (I,≤) pe care este construit

sistemul direct A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) de multialgebre poate fi scrisă ca o

reuniune I =
⋃

p∈P Ip, unde (Ip,≤) este o mulţime ordonată dirijată superior pentru fiecare

j ∈ P şi (P,≤) este, de asemenea, o mulţime ordonată dirijată superior cu proprietatea că

Ip ⊆ Iq, pentru orice p, q ∈ P, p ≤ q. Notăm

lim−→A = A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)) şi lim−→AIp = Ap
∞ = (Ap

∞, (fγ)γ<o(τ)) (p ∈ P ).

Atunci, pentru orice p, q ∈ P, p ≤ q se poate defini aplicaţia

ψpq : Ap
∞ → Aq

∞, ψpq(x̂Ip) = x̂Iq ,

(unde x ∈ Ai, i ∈ Ip). Se constată că fiecare ψpp este aplicaţia identică şi că pentru orice

p ≤ q ≤ r din P şi orice x ∈ ⋃
i∈Ip

Ai avem

ψqr(ψpq(x̂Ip)) = ψqr(x̂Iq) = x̂Ir = ψpr(x̂Ip).
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Astfel, s-a obţinut un sistem direct de mulţimi constând din mulţimea ordonată (P,≤),

mulţimile suport ale multialgebrelor A
p∞ şi funcţiile ψpq, sistem pe care ı̂l notăm cu A/P.

Teorema 2.3.10. Dacă A este un sistem direct de multialgebre atunci A/P este un sistem

direct de multialgebre şi multialgebrele lim−→A şi lim−→A/P sunt izomorfe.

Demonstraţie. Să ı̂ncepem prin a verifica pentru orice p, q ∈ P, p ≤ q, că aplicaţia ψpq este

un omomorfism de multialgebre. Fie γ < o(τ) şi (x̂j)Ip ∈ Ap∞, j ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Putem

considera că xj ∈ Am, cu m ∈ Ip, pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1} şi avem

ψpq(fγ((x̂0)Ip , . . . , (x̂nγ−1)Ip))

={ψpq(x̂Ip) | ∃m′ ∈ Ip, m ≤ m′, x ∈ fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))}
={x̂Iq | ∃m′ ∈ Ip ⊆ Iq, m ≤ m′, x ∈ fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))}
⊆{x̂Iq | ∃m′ ∈ Iq, m ≤ m′, x ∈ fγ(ϕmm′(x0), . . . , ϕmm′(xnγ−1))}
=fγ((x̂0)Iq , . . . , (x̂nγ−1)Iq) = fγ(ψpq((x̂0)Ip), . . . , ψpq((x̂nγ−1)Ip)).

Să notăm multialgebra lim−→A/P cu A∗∞ = (A∗∞, (fγ)γ<o(τ)).

Pentru x ∈ Ai, i ∈ I, se alege p ∈ P astfel ı̂ncât i ∈ Ip şi se ia y = x̂Ip ∈ Ap∞. Atunci

ψ : A∞ → A∗∞, ψ(x̂I) = ŷP

este un izomorfism ı̂ntre multialgebrele A∞ şi A∗∞.

Pentru a arăta că ψ este bine definită, se consideră x ∈ Ai, z ∈ Aj , i ∈ Ip, j ∈ Iq

(p, q ∈ P ) cu proprietatea că x̂I = ẑI , y = x̂Ip , w = ẑIq şi se verifică egalitatea ŷP = ŵP .

Din x̂I = ẑI rezultă că există k ∈ I cu i ≤ k, j ≤ k astfel ı̂ncât ϕik(x) = ϕjk(z). Fie r′ ∈ P

o majorantă pentru p şi q, fie r′′ ∈ P cu proprietatea că Ir′′ conţine pe k şi fie r ∈ P pentru

care r′, r′′ ≤ r. Atunci p, q ≤ r, k ∈ Ir şi x̂Ir = ẑIr . Prin urmare,

ψpr(y) = ψpr(x̂Ip) = x̂Ir = ẑIr = ψqr(ẑIq) = ψqr(w),

ceea ce ı̂nsemnă că ŷP = ŵP .

Funcţia ψ este surjectivă deoarece orice clasă ŷP are un reprezentant y ∈ Ap∞, cu p ∈ P ,

adică există i ∈ Ip şi x ∈ Ai astfel ca y = x̂Ip ceea ce, ı̂n mod evident, implică ψ(x̂I) = ŷP .

De asemenea, ψ este injectivă. Într-adevăr, dacă x ∈ Ai, z ∈ Aj , i ∈ Ip, j ∈ Iq şi

y = x̂Ip , w = ẑIq verifică egalitatea ŷP = ŵP atunci există r ∈ P cu p ≤ r, q ≤ r astfel ı̂ncât
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ψpr(x̂Ip) = ψqr(ẑIq), adică x̂Ir = ẑIr . În consecinţă, i şi j au o majorantă k ı̂n Ir ⊆ I astfel

ı̂ncât ϕik(x) = ϕjk(z) şi astfel, x̂I = ẑI .

Pentru a finaliza demonstraţia teoremei mai trebuie verificat faptul că ψ este un omo-

morfism ideal de multialgebre. Să considerăm pentru aceasta γ < o(τ) şi (x̂j)I ∈ A∞, j ∈
{0, . . . , nγ − 1}. Se observă uşor că toţi reprezentanţii xj pot fi luaţi din aceeaşi mulţime

Ai, cu i ∈ I convenabil ales şi putem alege p ∈ P astfel ı̂ncât i ∈ Ip. Atunci avem

ψ(fγ((x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I))

={ψ(x̂I) | ∃m ∈ I, i ≤ m, x ∈ fγ(ϕim(x0), . . . , ϕim(xnγ−1))}.

Dar

{ψ(x̂I) | ∃m ∈ I, i ≤ m, x ∈ fγ(ϕim(x0), . . . , ϕim(xnγ−1))} = {ŷP | ∃p′ ∈ P,

p ≤ p′, y ∈ fγ((x̂0)Ip′ , . . . , (x̂nγ−1)Ip′ )}

Într-adevăr, să luăm un element ψ(x̂I) din membrul stâng. Evident,

x ∈ fγ(ϕim(x0), . . . , ϕim(xnγ−1))

pentru un m ∈ I, i ≤ m. Să luăm pm ∈ P astfel ca m ∈ Ipm . Cum (P,≤) este dirijată

superior, există p′ ∈ P cu proprietatea că p ≤ p′, pm ≤ p′ ceea ce implică i,m ∈ Ip′ . Folosind

Lema 2.3.4 rezultă că

x̂Ip′ ∈ fγ((x̂0)Ip′ , . . . , (x̂nγ−1)Ip′ ).

Considerând y = x̂Ip′ obţinem că ψ(x̂I) = ŷP este ı̂n mulţimea din membrul drept. Reciproc,

luăm ŷP din membrul drept şi p′ ∈ P , p ≤ p′ astfel ca

y = x̂Ip′ ∈ fγ((x̂0)Ip′ , . . . , (x̂nγ−1)Ip′ ).

Folosind, din nou, Lema 2.3.4 obţinem existenţa unui element m ∈ Ip′ ⊆ I, cu i ≤ m cu pro-

prietatea că reprezentantul x al clasei y ∈ Ap′∞ este ı̂n mulţimea fγ(ϕim(x0), . . . , ϕim(xnγ−1)).

E clar că ψ(x̂I) = ŷP este şi ı̂n mulţimea din membrul stâng şi egalitatea celor două mulţimi

este demonstrată.
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Această egalitate ne conduce la

ψ(fγ((x̂0)I , . . . , (x̂nγ−1)I))

={ŷP | ∃p′ ∈ P, p ≤ p′, y ∈ fγ((x̂0)Ip′ , . . . , (x̂nγ−1)Ip′ )}
={ŷP | ∃p′ ∈ P, p ≤ p′, y ∈ fγ(ψpp′((x̂0)Ip), . . . , ψpp′((x̂nγ−1)Ip))}
=fγ(ψ((x̂0)I), . . . , ψ((x̂nγ−1)I)),

aşadar ψ este un omomorfism ideal.

Vom ı̂mprumuta de la algebre universale termenul de clasă algebrică pentru acele clase

de multialgebre care sunt ı̂nchise la izomorfisme. De asemenea, vom spune că o clasă de

multialgebre este ı̂nchisă la limite directe de sisteme directe (bine ordonate) dacă pentru

orice sistem direct (bine ordonat) de multialgebre din această clasă limita directă este o

multialgebră din această clasă.

În demonstraţia Teoremei 2.3.12 vom face uz de următorul rezultat:

Lema 2.3.11. [29, Exerciţiul 44, pp.73] Dacă (P,≤) este o mulţime ordonată infinită

dirijată superior atunci mulţimea P poate fi reprezentată ca o reuniune P =
⋃

(Pδ | δ < α)

(α fiind un ordinal), unde (Pδ,≤) este dirijată superior şi |Pδ| < |P | pentru orice ordinal

δ < α, iar Pδ1 ⊆ Pδ2 pentru orice δ1 < δ2 < α.

Teorema 2.3.12. Fie K o clasă algebrică de multialgebre. Clasa K este ı̂nchisă la limite

directe de sisteme directe arbitrare dacă şi numai dacă este ı̂nchisă la limite directe de

sisteme directe bine ordonate.

Demonstraţie. Presupunem K ı̂nchisă la limite directe de sisteme directe bine ordonate şi

fie A = (Ai | i ∈ I) un sistem direct de multialgebre din K. Dacă afirmaţia din enunţ nu

ar fi adevărată, atunci s-ar putea alege A astfel ca lim−→A /∈ K şi |I| = m este cel mai mic

cardinal cu această proprietate. Dacă (I,≤) este o mulţime ordonată finită dirijată superior

atunci ea are un cel mai mare element i, ({i},≤) este cofinală ı̂n (I,≤) şi astfel, conform

Propoziţiei 2.3.8, lim−→A ∼= Ai ∈ K. Înseamnă că m ≥ ℵ0, de unde, folosind Lema 2.3.11,

rezultă că I se poate scrie I =
⋃

(Iδ | δ < α), cu α ordinal, cu (Iδ,≤) dirijată superior,

|Iδ| < |I| = m şi Iδ1 ⊆ Iδ2 dacă δ1 < δ2 < α. Astfel, lim−→AIδ
∈ K datorită minimalităţii lui

m şi, conform Teoremei 2.3.10, lim−→A ∼= lim−→A/P , unde P = {δ | δ < α}. Aşadar, ipoteza K
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ı̂nchisă la limite directe de sisteme directe bineordonate conduce la lim−→A/P ∈ K şi astfel

lim−→A ∈ K, contradicţie.

Cum cealaltă implicaţie este evidentă teorema este demonstrată.

Aplicaţii la multialgebre particulare

În această secţiune vom arăta că multialgebrele definite prin identităţi precum şi multialge-

brele complete de un tip dat formează clase ı̂nchise la limite directe de sisteme directe. De

asemenea, vom vedea că unele din rezultatele cunoscute referitoare la limite directe ale unor

multialgebre particulare pot fi uşor deduse din rezultatele prezentate ı̂n acest paragraf.

Pentru ı̂nceput, să demonstrăm următoarea lemă:

Lema 2.3.13. Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de multialgebre,

fie p ∈ P(n)(τ) şi a0, . . . , an−1 ∈ A. Atunci

p(â0, . . . , ân−1) ={â | ∃m ∈ I, ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}, ∃a′j ∈ âj ∩Am

astfel ı̂ncât a ∈ p(a′0, . . . , a
′
n−1)}.

Dacă i0, . . . , in−1 ∈ I au proprietatea că aj ∈ Aij pentru orice j ∈ {0, . . . , n− 1} atunci

p(â0, . . . , ân−1) ={â | ∃m ∈ I, i0, . . . , in−1 ≤ m, a ∈ p(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))}.

Demonstraţie. Asemănător cu demonstraţia Lemei 2.3.4 se arată că cele două mulţimi prin

care am exprimat pe p(â0, . . . , ân−1) sunt egale. Într-adevăr, dacă există m′ ∈ I cu proprie-

tatea că pentru orice j ∈ {0, . . . , n−1} există a′′j ∈ âj∩Am′ astfel ı̂ncât a′′ ∈ p(a′′0, . . . , a
′′
n−1)

atunci pentru orice j ∈ {0, . . . , n− 1} există mj ∈ I, cu m′ ≤ mj , ij ≤ mj cu proprietatea

că ϕijmj (aj) = ϕm′mj
(a′′j ). Dacă luăm m ∈ I cu m0 ≤ m, . . . ,mn−1 ≤ m atunci, evident,

m′ ≤ m, i0 ≤ m, . . . , in−1 ≤ m; astfel avem a′′ ≡ ϕm′m(a′′) şi, folosind Propoziţia 1.4.9,

obţinem

ϕm′m(a′′) ∈ ϕm′m(p(a′′0, . . . , a
′′
n−1)) ⊆ p(ϕm′m(a′′0), . . . , ϕm′m(a′′n−1)).

Dar, pentru orice j ∈ {0, . . . , n− 1},

ϕm′m(a′′j ) = ϕmjm(ϕm′mj
(a′′j )) = ϕmjm(ϕijmj (aj)) = ϕijm(aj),
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de unde rezultă că

ϕm′m(a′′) ∈ p(ϕm′m(a′′0), . . . , ϕm′m(a′′n−1)) = p(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)).

Incluziunea inversă este evidentă.

Este suficient, acum, să demonstrăm partea a doua din enunţ. Vom face aceasta prin

inducţie după etapele de construcţie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Dacă p = xj (j ∈ {0, . . . , n− 1}) atunci

p(â0, . . . , ân−1) = en
j (â0, . . . , ân−1) = âj .

Oricare ar fi m ∈ I, i0, . . . , in−1 ≤ m şi oricare ar fi

a ∈ p(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) = en
j (ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) = ϕijm(aj)

avem â = ̂ϕijm(aj) = âj , deci egalitatea din enunţ are loc ı̂n acest caz.

Pasul 2. Presupunem că afirmaţia a fost demonstrată pentru p0, . . . ,pnγ−1 ∈ P(n)(τ) şi

că p = fγ(p0, . . . ,pnγ−1). Atunci

â ∈ p(â0, . . . , ân−1)

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(â0, . . . , ân−1)

= fγ(p0(â0, . . . , ân−1), . . . , pnγ−1(â0, . . . , ân−1))

dacă şi numai dacă există

b̂0 ∈ p0(â0, . . . , ân−1), . . . , b̂nγ−1 ∈ pnγ−1(â0, . . . , ân−1)

astfel ı̂ncât â ∈ fγ(b̂0, . . . , b̂nγ−1). Deducem că există majorantele m0, . . . ,mnγ−1 ∈ I pentru

{i0, . . . , in−1} şi că există m ∈ I care este o majorantă pentru {m0, . . . , mnγ−1}, astfel ca

b0 ∈p0(ϕi0m0(a0), . . . , ϕin−1m0(an−1)),

...

bnγ−1 ∈pnγ−1(ϕi0mnγ−1(a0), . . . , ϕin−1mnγ−1(an−1))

şi

a ∈ fγ(ϕm0m(b0), . . . , ϕmnγ−1m(bnγ−1)).
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Este clar că i0, . . . , in−1 ≤ m şi conform Propoziţiei 1.4.9 avem

a ∈ fγ(p0(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))), . . . , pnγ−1(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)))

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))

= p(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)).

Reciproc, dacă m ∈ I, i0, . . . , in−1 ≤ m şi

a ∈ p(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))(⊆ Am)

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))

= fγ(p0(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)), . . . , pnγ−1(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)))

atunci există

b0 ∈p0(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) ⊆ Am,

...

bnγ−1 ∈pnγ−1(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) ⊆ Am

astfel ı̂ncât

a ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1) ⊆ Am.

Rezultă că

b̂0 ∈ p0(â0, . . . , ân−1), . . . , b̂nγ−1 ∈ pnγ−1(â0, . . . , ân−1)

şi

â ∈ fγ(b̂0, . . . , b̂nγ−1).

Astfel,

â ∈ fγ(b̂0, . . . , b̂nγ−1) ⊆ fγ(p0(â0, . . . , ân−1), . . . , pnγ−1(â0, . . . , ân−1))

= fγ(p0, . . . , pnγ−1)(â0, . . . , ân−1)

= p(â0, . . . , ân−1)

şi demonstraţia este completă.

Propoziţia 2.3.14. Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de

multialgebre şi fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă identitatea slabă q∩r 6= ∅ este satisfăcută pe fiecare

multialgebră Ai (i ∈ I) atunci q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută pe A∞.
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Demonstraţie. Fie â0, . . . , ân−1 ∈ A∞. Presupunem că a0 ∈ Ai0 , . . ., an−1 ∈ Ain−1

(i0, . . . , in−1 ∈ I) şi fie m ∈ I astfel ca i0, . . . , in−1 ≤ m. Cum identitatea q ∩ r 6= ∅
este satisfăcută ı̂n Am, rezultă că există un element

a ∈ q(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) ∩ r(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))

de unde deducem că

â ∈ q(â0, . . . , ân−1) ∩ r(â0, . . . , ân−1)

şi demonstraţia este ı̂ncheiată.

Corolarul 2.3.15. Fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă pentru un sistem direct A = ((Ai | i ∈
I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) de multialgebre, orice elemente i, j ∈ I au o majorantă k ∈ I

astfel ı̂ncât q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută ı̂n Ak atunci q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută ı̂n A∞.

Aceasta se obţine din propoziţia anterioară şi din Propoziţia 2.3.8 şi se justifică prin

faptul că

J = {k ∈ I | q ∩ r 6= ∅ este satisfăcută ı̂n Ak}

(cu restricţia relaţiei ≤ din I) este o mulţime ordonată dirijată superior cofinală ı̂n (I,≤).

Rezultate similare au loc pentru identităţi tari:

Propoziţia 2.3.16. Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct

de multialgebre şi fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă identitatea q = r este satisfăcută pe fiecare

multialgebră Ai (i ∈ I) atunci q = r este satisfăcută ı̂n A∞.

Demonstraţie. Fie â0, . . . , ân−1 ∈ A∞. Presupunem că a0 ∈ Ai0 , . . ., an−1 ∈ Ain−1

(i0, . . . , in−1 ∈ I). Considerăm un element arbitrar â ∈ q(â0, . . . , ân−1). Atunci există

m ∈ I, i0, . . . , in−1 ≤ m astfel ca a ∈ q(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)). Cum identitatea

q = r este satisfăcută ı̂n Am, avem

q(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) = r(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1))

aşadar a ∈ r(ϕi0m(a0), . . . , ϕin−1m(an−1)) şi, ı̂n consecinţă, â ∈ r(â0, . . . , ân−1). Astfel, am

arătat că are loc incluziunea

q(â0, . . . , ân−1) ⊆ r(â0, . . . , ân−1).

Analog se demonstrează că r(â0, . . . , ân−1) ⊆ q(â0, . . . , ân−1).
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Corolarul 2.3.17. Fie q, r ∈ P(n)(τ). Dacă pentru sistemul direct de multialgebre A =

((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) orice elemente i, j ∈ I au o majorantă k ∈ I cu

proprietatea că q = r este satisfăcută ı̂n Ak atunci q = r este satisfăcută ı̂n A∞.

Propoziţia 2.3.18. Limita directă a unui sistem direct de multialgebre complete de acelaşi

tip este o multialgebră completă.

Demonstraţie. Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de multialgebre

complete, fie n ∈ N, q, r ∈ P(n)(τ) \ {xj | j ∈ {0, . . . , n− 1}} şi â0, . . . , ân−1, b̂0, . . . , b̂n−1 ∈
A∞. Putem considera că reprezentanţii a0, . . . , an−1, b0, . . . , bn−1 ai acestor clase din A∞
sunt toţi din aceeaşi mulţime Ak, cu k ∈ I. Dacă

q(â0, . . . , ân−1) ∩ r(b̂0, . . . , b̂n−1) 6= ∅

atunci există un element a ∈ ⋃
i∈I Ai astfel ı̂ncât

â ∈ q(â0, . . . , ân−1) ∩ r(b̂0, . . . , b̂n−1).

Din â ∈ q(â0, . . . , ân−1) rezultă că există m′ ∈ I cu k ≤ m′ şi a′ ≡ a astfel ı̂ncât

a′ ∈ q(ϕkm′(a0), . . . , ϕkm′(an−1)) ⊆ Am′ .

Analog, din â ∈ r(b̂0, . . . , b̂n−1) rezultă că există m′′ ∈ I cu k ≤ m′′ şi a′′ ≡ a astfel ı̂ncât

a′′ ∈ r(ϕkm′′(b0), . . . , ϕkm′′(bn−1)) ⊆ Am′′ .

Fie x̂ ∈ q(â0, . . . , ân−1) arbitrar. Atunci există l ∈ I cu k ≤ l astfel ı̂ncât

x ∈ q(ϕkl(a0), . . . , ϕkl(an−1)) ⊆ Al.

Din a′ ≡ a ≡ a′′ deducem că există un element m′′′ ∈ I cu m′ ≤ m′′′, m′′ ≤ m′′′ cu

proprietatea că ϕm′m′′′(a′) = ϕm′′m′′′(a′′). Cum (I,≤) este dirijată superior, există m ∈ I

cu m′′′ ≤ m şi l ≤ m. Folosind Propoziţia 1.4.9 avem

ϕlm(x) ∈ ϕlm(q(ϕkl(a0), . . . , ϕkl(an−1)))

⊆ q(ϕlm(ϕkl(a0)), . . . , ϕlm(ϕkl(an−1)))

= q(ϕkm(a0), . . . , ϕkm(an−1)) ⊆ Am.
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De asemenea,

ϕm′m(a′) ∈ ϕm′m(q(ϕkm′(a0), . . . , ϕkm′(an−1)))

⊆ q(ϕm′m(ϕkm′(a0)), . . . , ϕm′m(ϕkm′(an−1)))

= q(ϕkm(a0), . . . , ϕkm(an−1)) ⊆ Am

şi, analog

ϕm′′m(a′′) ∈ r(ϕkm(b0), . . . , ϕkm(bn−1)) ⊆ Am.

Dar

ϕm′m(a′) = ϕm′′′m(ϕm′m′′′(a′)) = ϕm′′′m(ϕm′′m′′′(a′′)) = ϕm′′m(a′′),

iar cum multialgebra Am este completă deducem că

ϕlm(x) ∈ q(ϕkm(a0), . . . , ϕkm(an−1)) = r(ϕkm(b0), . . . , ϕkm(bn−1)).

În consecinţă, x̂ ∈ r(b̂0, . . . , b̂n−1) şi astfel am demonstrat că

q(â0, . . . , ân−1) ⊆ r(b̂0, . . . , b̂n−1).

Analog se arată că q(â0, . . . , ân−1) ⊇ r(b̂0, . . . , b̂n−1), deci are loc egalitatea

q(â0, . . . , ân−1) = r(b̂0, . . . , b̂n−1)

ceea ce completează justificarea faptului că multialgebra A∞ este completă.

Ca şi Corolarul 2.3.15 se obţine:

Corolarul 2.3.19. Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de multi-

algebre. Dacă orice elemente i, j ∈ I au o majorantă k ∈ I cu proprietatea că multialgebra

Ak este completă, atunci multialgebra A∞ este completă.

Cazul hipergrupurilor

Să considerăm (((Hi, ◦i) | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un sistem direct de semihiper-

grupuri şi să notăm (H ′, ◦) limita directă a acestuia. Următorul rezultat se obţine folosind

Propoziţia 2.3.16.

Teorema 2.3.20. [70, Teorema 3] (H ′, ◦) este un semihipergrup.
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Următoarea teoremă din [70] se obţine combinând teorema de mai sus cu Propoziţiile

2.3.8 şi 2.3.14:

Teorema 2.3.21. [70, Teorema 4] Dacă pentru orice i, j ∈ I există k ∈ I, i ≤ k, j ≤ k

astfel ı̂ncât (Hk, ◦k) este un hipergrup atunci (H ′, ◦) este un hipergrup.

Într-adevăr, submulţimea K = {k ∈ I | Hk este hipergrup} este cofinală ı̂n I, deci

semihipergrupul (H ′, ◦) este izomorf cu limita directă (H∞, ◦) a sistemului direct ((Hk, ◦k) |
k ∈ K). Fiecare hipergrup Hk poate fi privit ca o multialgebră (Hk, ◦k, /k, \k) de tip (2, 2, 2),

cu mulţimea suport nevidă, pentru care (Hk, ◦k) este semihipergrup şi ı̂n care multioperaţiile

/k, \k se obţin din ◦k prin egalităţile (1.1.2). Aceste multialgebre verifică identităţile (1.5.2)

(şi (1.5.3)) deci şi limita directă (H∞, ◦, /, \) verifică, pe lângă (1.5.1), identităţile (1.5.2).

Rezultă că (H∞, ◦) (deci şi (H ′, ◦)) este un hipergrup (vezi Observaţia 1.5.3).

Observaţia 2.3.22. În multialgebra (H∞, ◦, /, \) de mai sus, multioperaţiile ◦, /, \ din se

obţin din ◦ cu ajutorul egalităţilor (1.1.2).

Pentru aceasta verificăm că dacă a ∈ Hk1 , b ∈ Hk2 (k1, k2 ∈ K) atunci

{x̂ ∈ H∞ | â ∈ b̂ ◦ x̂} = {x̂ | ∃k ∈ K, k1 ≤ k, k2 ≤ k, x ∈ ϕk1k(a)/kϕk2k(b)} şi

{x̂ ∈ H∞ | â ∈ x̂ ◦ b̂} = {x̂ | ∃k ∈ K, k1 ≤ k, k2 ≤ k, x ∈ ϕk2k(b)\kϕk1k(a)}.

Într-adevăr, dacă x ∈ Hk0 (k0 ∈ K) şi â ∈ b̂ ◦ x̂ atunci există o majorantă k′ ∈ K pentru

k0 şi k2 şi un element a′ ∈ Hk′ astfel ı̂ncât a′ ≡ a şi a′ ∈ ϕk2k′(b) ◦k′ ϕk0k′(x). Din a′ ≡ a

deducem că există k ∈ K, k′, k1 ≤ k pentru care ϕk′k(a′) = ϕk1k(a). Rezultă că

ϕk1k(a) = ϕk′k(a′) ∈ ϕk′k(ϕk2k′(b) ◦k′ ϕk0k′(x)) ⊆ ϕk′k(ϕk2k′(b)) ◦k ϕk′k(ϕk0k′(x))

= ϕk2k(b) ◦k ϕk0k(x).

Aşadar, ϕk0k(x) ∈ ϕk1k(a)/kϕk2k(b) şi, cum x ≡ ϕk0k(x), obţinem

{x̂ ∈ H∞ | â ∈ b̂ ◦ x̂} ⊆ {x̂ | ∃k ∈ K, k1 ≤ k, k2 ≤ k, x ∈ ϕk1k(a)/kϕk2k(b)}.

Reciproc, fie k ∈ K, k1 ≤ k, k2 ≤ k şi fie x ∈ ϕk1k(a)/kϕk2k(b). Atunci ϕk1k(a) ∈ ϕk2k(b)◦kx

şi, ı̂n consecinţă, â = ϕ̂k1k(a) ∈ ϕ̂k2k(b) ◦ x̂ = b̂ ◦ x̂.

Inima ωH a unui hipergrup (H, ·) este mulţimea tuturor elementelor x ∈ H pentru care

clasa x din grupul fundamental (H, ·) este elementul unitate din H. În [40] este prezentată
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o condiţie necesară şi suficientă pentru ca limita directă a unui sistem direct particular de

hipergrupuri să aibă o inimă care poate fi exprimată ca un hiperprodus. Folosind rezultatele

stabilite anterior ı̂n acest paragraf putem privi această teoremă dintr-o altă perspectivă.

Teorema 2.3.23. [40, Teorema 10] Fie ((Hi, ◦i) | i ∈ I) un sistem direct de semihiper-

grupuri astfel ı̂ncât următoarele condiţii sunt satisfăcute:

1) pentru orice i, j ∈ I există k ∈ I, i ≤ k, j ≤ k astfel ı̂ncât Hk este un hipergrup;

2) K = {k ∈ I | Hk este hipergrup} are proprietatea că |K| < ℵ0.

Dacă s = max{k | k ∈ K} atunci există âj ∈ H ′ (j ∈ {1, . . . , n}) astfel ı̂ncât ωH′ =

â1 ◦ · · · ◦ ân dacă şi numai dacă pentru orice j ∈ {1, . . . , n} există as,j ∈ âj astfel ca

ωHs = as,1 ◦ · · · ◦ as,n.

Aceasta se obţine din rezultatele prezentate ı̂n acest paragraf astfel: sistemul direct

care face obiectul acestei teoreme este un sistem direct de semihipergrupuri cu proprietatea

că orice i, j ∈ I au o majorantă k ∈ I astfel ca Hk să fie hipergrup, de unde, folosind

Propoziţia 2.3.8 ca ı̂n demonstraţia Corolarului 2.3.15 deducem că este destul să lucrăm doar

cu submulţimea K a lui I şi cu sistemul direct de hipergrupuri corespunzător lui K. Cum

condiţia impusă lui K de a fi finită, face ca ({s},≤) să fie cofinală ı̂n K rezultă că hipergrupul

H ′ este izomorf cu Hs (din nou Propoziţia 2.3.8). Ca urmare, inima hipergrupului H ′ poate

fi scrisă ca un hiperprodus dacă şi numai dacă inima lui Hs poate fi scrisă ca un hiperprodus.

Izomorfismul din demonstraţia aceleiaşi Propoziţii 2.3.8 ne conduce la concluzia dorită.

Cazul SHR-semigrupurilor

Un semigrup (S, ·) se numeşte SHR-semigrup (respectiv SR-semigrup) dacă putem ı̂mbogăţi

mulţimea S cu un element 0 cu proprietatea că x · 0 = 0 · x = 0 pentru orice x ∈ S (dacă

nu cumva un astfel de element există deja ı̂n S) şi putem defini o multioperaţie (respectiv

o operaţie) + pe S0 = S ∪ {0} astfel ca (S0, +, ·, 0) să fie un hiperinel Krasner (respectiv

un inel) cu elementul nul 0 (vezi [46]).

Unul din rezultatele principale din [46] este:

Teorema 2.3.24. [46, Teorema 3] Fie (((Hi, ◦i) | i ∈ I), (fij | i, j ∈ I, i ≤ j)) un

sistem direct de semigrupuri astfel ı̂ncât pentru orice i ∈ I există k ∈ I, i ≤ k pentru care
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(Hk, ◦k) este un SHR-semigrup. Fie K = {k ∈ I | (Hk, ◦k) este un SHR − semigrup}.
Astfel, pentru fiecare k ∈ K, există o multioperaţie ⊕k pe H0

k astfel ca (H0
k ,⊕k, ◦k, 0k) să fie

hiperinel Krasner. Dacă pentru orice k, l ∈ K, k ≤ l, fkl este un omomorfism de hiperinele

Krasner, atunci limita directă a sistemului direct de semihipergrupuri ((Hi, ◦i) | i ∈ I) este

un SHR-semigrup.

Identificăm din nou, ca ı̂n Observaţia 1.5.3, un hipergrup cu o multialgebră cu trei

multioperaţii binare, ◦, /, \, cu mulţimea suport nevidă, care verifică identitatea (1.5.1) şi

egalităţile (1.1.2). Din ipoteză se deduce că mulţimea K este cofinală ı̂n I, deci limita sis-

temului direct ((Hi, ◦i) | i ∈ I) este izomorfă cu limita (H∞, ◦) a sistemului direct ((Hk, ◦k) |
k ∈ K) (Propoziţia 2.3.8). Din ipoteză deducem că fiecare Hk poate fi ı̂nzestrat cu o struc-

tură de multialgebră (Hk,⊕k, /k, \k, 0k,−k, ◦k) cu proprietatea că (Hk,⊕k, /k, \k) este un

hipergrup şi care verifică identităţile din Exemplele 1.5.5 şi 1.5.6. Aplicând Observaţiile

2.3.5, 2.3.22 şi Propoziţia 2.3.16 rezultă că H∞ poate fi ı̂nzestrat cu o structură de multial-

gebră (H,⊕, /, \, 0,−, ◦) care verifică aceleaşi proprietăţi, deci este un SHR-semigrup. Un

rezultat similar se menţine şi pentru SR-semigrupuri ([46, Observaţia 4]).

Asupra unei subcategorii de multialgebre

Proprietăţile prezentate ı̂n prima parte a acestui paragraf rămân valabile pentru subcate-

goria categoriei Malg(τ) obţinută considerând ca morfisme omomorfismele ideale. Cu alte

cuvinte, rezultatele stabilite aici se menţin dacă ı̂nlocuim conceptul de ,,omomorfism” cu

cel de ,,omomorfism ideal”. După cum vom vedea, ı̂n acest caz definiţia multioperaţiilor

din multialgebra limită directă va fi mai simplă.

Să considerăm un sistem direct de multialgebre A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j))

având toate omomorfismele ideale. Fie A∞ limita directă a sistemului direct de mulţimi

((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j)). Definirea multioperaţiilor pe A∞ se poate face

astfel: pentru fiecare γ < o(τ) şi pentru orice elemente x̂0, . . . , x̂nγ−1 ∈ A∞ cu x0 ∈
Ai0 , . . . , xnγ−1 ∈ Ainγ−1 considerăm un element m ∈ I, i0, . . . , inγ−1 ≤ m şi punem

(2.3.1) fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1) = {x̂ | x ∈ fγ(ϕi0m(x0), . . . , ϕinγ−1m(xnγ−1))}.

Observaţia 2.3.25. Această definiţie nu depinde de alegerea elementului m ∈ I. Mai mult,

multioperaţiile astfel introduse sunt aceleaşi cu cele definite ı̂n Lema 2.3.4.
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Aceasta are loc deoarece luând un alt m′ ∈ I, cu ij ≤ m′ pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ−1},
şi x′j = ϕijm(xj), x′′j = ϕijm′(xj) avem

{x̂′ | x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)} = {x̂′′ | x′′ ∈ fγ(x′′0, . . . , x

′′
nγ−1)}.

Într-adevăr, fie q ∈ I astfel ca m ≤ q, m′ ≤ q. Atunci

ϕmq(fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)) = fγ(ϕmq(x′0), . . . , ϕmq(x′nγ−1))

= fγ(ϕi0q(x0), . . . , ϕinγ−1q(xnγ−1))

= fγ(ϕm′q(x′′0), . . . , ϕm′q(x′′nγ−1))

= ϕm′q(fγ(x′′0, . . . , x
′′
nγ−1));

deci pentru fiecare x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1) există x′′ ∈ fγ(x′′0, . . . , x

′′
nγ−1) astfel ı̂ncât x′ ≡ x′′

şi pentru fiecare x′′ ∈ fγ(x′′0, . . . , x
′′
nγ−1) există x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x

′
nγ−1) astfel ı̂ncât x′ ≡ x′′.

Observaţia 2.3.26. În cazul nostru, Observaţia 2.3.5 rezultă imediat din egalitatea (2.3.1).

Observaţia 2.3.27. Este clar că pentru orice γ < o(τ) şi orice x0, . . . , xnγ−1 ∈ Ai avem

ϕi∞(fγ(x0, . . . , xnγ−1)) = {ϕi∞(x) | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
= {x̂ | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
= fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1) = fγ(ϕi∞(x0), . . . , ϕi∞(xnγ−1)),

deci omomorfismele ϕi∞ : Ai → A∞, ϕi∞(x) = x̂ sunt ideale.

Observaţia 2.3.28. Omomorfismul µ din Teorema 2.3.7 este ideal dacă toate omomorfismele

care intervin sunt ideale.

Fie γ < o(τ), x̂0, . . . , x̂nγ−1 ∈ A∞ cu x0 ∈ Ai0 , . . . , xnγ−1 ∈ Ainγ−1 şi fie m ∈ I şi

x′0 = ϕi0m(x0), . . . , x′nγ−1 = ϕinγ−1(xnγ−1); avem

µ(fγ(x̂0, . . . , x̂nγ−1)) = {µ(x′) | x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)(⊆ Am)}

= {αm(x′) | x′ ∈ fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)(⊆ Am)}

= αm(fγ(x′0, . . . , x
′
nγ−1)) = fγ(αm(x′0), . . . , αm(x′nγ−1))

= fγ(µ(x̂′0), . . . , µ(x̂′nγ−1)) = fγ(µ(x̂0), . . . , µ(x̂nγ−1))

deci, Teorema 2.3.7 poate fi formulată ı̂n acelaşi fel ı̂n această subcategorie a categoriei

Malg(τ).
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Observaţia 2.3.29. Remarcăm că demonstraţia Propoziţiei 2.3.8 arată că propoziţia rămâne

valabilă şi dacă toate omomorfismele care intervin sunt ideale.

Observaţia 2.3.30. Şi Teorema 2.3.10 rămâne valabilă dacă verificăm că ψpq este un omo-

morfism ideal. Fie γ < o(τ), p, q ∈ P, p ≤ q şi (x̂j)Ip ∈ Ap∞, j ∈ {0, . . . , nγ − 1}. Putem

considera că xj ∈ Am cu m ∈ Ip, pentru toţi j ∈ {0, . . . , nγ − 1} şi atunci,

ψpq(fγ((x̂0)Ip , . . . , (x̂nγ−1)Ip)) = {ψpq(x̂Ip) | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
= {x̂Iq | x ∈ fγ(x0, . . . , xnγ−1)}
= fγ((x̂0)Iq , . . . , (x̂nγ−1)Iq)

= fγ(ψpq((x̂0)Ip), . . . , ψpq((x̂nγ−1)Ip)).

Observaţia 2.3.31. Şi Teorema 2.3.12 are loc ı̂n acest caz.

Observaţia 2.3.32. Cum omomorfismele de algebre universale sunt omomorfisme ideale,

definiţia operaţiilor din limita directă a unui sistem direct de algebre universale este (2.3.1).

Se deduce că limita directă a unui sistem direct de multialgebre generalizează construcţia

omonimă de la algebre universale şi se constată că, ı̂n cazul algebrelor universale rezultatele

din acest paragraf ne conduc la cele din [29, §21]. Se observă şi faptul că rezultatele

de aici pot fi formulate pentru semihipergrupuri şi hipergrupuri luând ca omomorfisme,

omomorfismele bune, respectiv cele foarte bune.

2.4 Algebra fundamentală a limitei directe a unui sistem di-

rect de multialgebre

Cum factorizarea după relaţia fundamentală determină un functor F (vezi Observaţia

1.6.21), pornind de la un sistem direct de multialgebre, familia algebrelor lor fundamen-

tale, cu familia corespunzătoare de omomorfisme, formează un sistem direct de algebre

universale. Scopul nostru, ı̂n acest paragraf, este să stabilim dacă algebra fundamentală

a unei limite directe a unui sistem direct de multialgebre este limita directă a sistemului

direct de algebre fundamentale rezultate.

Teorema 2.4.1. Functorul F : Malg(τ) −→ Alg(τ) este un adjunct la stânga pentru

functorul de incluziune U : Alg(τ) −→ Malg(τ).
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Demonstraţie. Izomorfismul natural ψ ce se stabileşte ı̂ntre bifunctorii HAlg(τ)(F (−), −) şi

HMalg(τ)(−, U(−)) este definit astfel: pentru orice multialgebră A de tip τ şi pentru orice

algebră universală B de acelaşi tip τ,

ψA,B : HAlg(τ)(A, B) → HMalg(τ)(A, B), ψA,B(h) = h ◦ ϕA.

Aplicaţia ψA,B este bijectivă şi diagrama următoare este comutativă pentru orice mor-

fisme f : A → A′ şi g : B → B′ din Malg(τ), respectiv din Alg(τ):

(2.4.1)

HAlg(τ)(A′, B)
ψA′,B//

HAlg(τ)(f, g)
²²

HMalg(τ)(A′, B)

HMalg(τ)(f, g)

²²
HAlg(τ)(A, B′)

ψA,B′// HMalg(τ)(A, B′)

.

Dacă h : A′ → B este un omomorfism de algebre universale, atunci

HMalg(τ)(f, g)(ψA′,B(h)) = HMalg(τ)(f, g)(h ◦ ϕA′) = g ◦ h ◦ ϕA′ ◦ f

şi

ψA,B′(HAlg(τ)(f, g)(h)) = ψA,B′(g ◦ h ◦ f) = g ◦ h ◦ f ◦ ϕA.

Dar, aplicând Teorema 1.6.18 pentru f : A → A′, avem

f ◦ ϕA = ϕA′ ◦ f,

deci diagrama (2.4.1) este comutativă, ceea ce finalizează demonstraţia teoremei.

Este cunoscut faptul că un functor care are adjunct la dreapta comută cu limitele directe.

Prin urmare:

Corolarul 2.4.2. Fie (I,≤) o mulţime preordonată dirijată superior. Dacă

A = ((Ai | i ∈ I), (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j))

este un sistem direct de multialgebre de tip τ având ca limită directă multialgebra A∞, atunci

algebrele universale (Ai | i ∈ I) şi omomorfismele (ϕij | i, j ∈ I, i ≤ j) formează un sistem

direct A de algebre universale de tip τ şi algebra limită directă a sistemului direct A este

izomorfă cu algebra A∞.
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Observaţia 2.4.3. Cu notaţiile folosite anterior, aplicând Teorema 2.3.7 obţinem ca izomor-

fism ı̂ntre lim−→A şi lim−→A aplicaţia µ dată de corespondenţa µ(α̂∗Ai
〈a〉) = α∗A∞〈â〉, (unde

a ∈ Ai, i ∈ I).

Observaţia 2.4.4. Să considerăm un sistem direct de semihipergrupuri (Hi | i ∈ I), să

considerăm că pentru fiecare Hi relaţia fundamentală este β∗Hi
şi să notăm cu H ′ limita

directă a acestui sistem şi cu βH′ relaţia sa fundamentală. În [70, Teorema 5] se afirmă

că dacă x, y ∈ Hi, xβ∗Hi
y atunci x̂βH′ ŷ, şi că dacă x, y ∈ H ′, x̂β∗H′ ŷ atunci există i ∈ I,

xi ∈ x̂ ∩Hi, yi ∈ ŷ ∩Hi astfel ı̂ncât xiβ
∗
Hi

yi. Este clar că aceste afirmaţii se deduc şi din

buna definire şi injectivitatea funcţiei µ din Observaţia 2.4.3.

2.5 Asupra limitei inverse a unui sistem invers de multialge-

bre

Amintim că un sistem invers de mulţimi constă dintr-o mulţime preordonată dirijată su-

perior (I,≤), o familie de mulţimi (Ai | i ∈ I) şi o familie de aplicaţii (ϕk
j : Aj → Ak |

j, k ∈ I, j ≤ k) cu proprietatea că ϕi
i = 1Ai pentru orice i ∈ I, iar dacă j ≤ k ≤ l, avem

ϕk
j ◦ϕl

k = ϕl
j . Să considerăm, de asemenea, că fiecare mulţime Ai din familia inversă de mai

sus este mulţime suport pentru o multialgebrăAi de tip τ şi că aplicaţiile ϕk
j (j, k ∈ I, j ≤ k)

sunt omomorfisme. În aceste condiţii se obţine un sistem invers de multialgebre

A = ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤ k)).

Dacă (I,≤) este o mulţime bine ordonată atunci ne vom referi la A ca fiind un sistem invers

bine ordonat de multialgebre.

Amintim că limita inversă a sistemului invers de mulţimi ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak |

j, k ∈ I, j ≤ k)) este mulţimea

A∞ = {(ai)i∈I ∈
∏

i∈I

Ai | ∀j, k ∈ I, j ≤ k, ϕk
j (ak) = aj},

ı̂mpreună cu restricţiile proiecţiilor canonice ale produsului
∏

i∈I Ai la A∞,

ϕ∞j : A∞ → Aj , ϕ∞j ((ai)i∈I) = aj .
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De asemenea, reamintim că limita inversă a unui sistem invers de mulţimi nevide poate fi

vidă. Un exemplu ı̂n acest sens poate fi găsit ı̂n [29, p.132]. Aceasta nu se ı̂ntâmplă, ı̂nsă,

dacă mulţimile sunt finite.

Teorema 2.5.1. [29, §21, Teorema 1] Limita inversă a unui sistem invers de mulţimi

nevide finite este nevidă.

Observaţia 2.5.2. Dacă I este categoria asociată mulţimii preordonate (I,≤), putem privi

(ca ı̂n [68]) sistemul invers de mulţimi ((Ai | i ∈ I), (ϕj
k | j, k ∈ I, j ≥ k)) ca pe un functor

contravariant de la categoria I la categoria Ens a mulţimilor. Mulţimea A∞, ı̂mpreună cu

aplicaţiile ϕ∞j , j ∈ I, este limita inversă a acestui functor. Notăm că pentru orice j, k ∈ I,

cu j ≤ k, avem ϕk
j ◦ ϕ∞k = ϕ∞j .

În [29, p.225] este menţionat faptul că limita inversă a unui sistem invers de sisteme

relaţionale este definită ca pentru algebre, ca o substructură corespunzătoare a produsului

direct. Cum fiecare multioperaţie nγ-ară dintr-o multialgebră poate fi văzută ca o relaţie

nγ + 1-ară rγ ca ı̂n (1.1.3), deducem că Malg(τ) este o subcategorie a categoriei sistemelor

relaţionale de tip τ ′ = (nγ + 1)γ<o(τ). Vom vedea ı̂n continuare că această subcategorie nu

este ı̂nchisă la limite inverse de sisteme inverse şi vom studia ı̂n ce condiţii limita inversă

a unui sistem invers de multialgebre de tip τ (̂ın categoria sistemelor relaţionale de tip τ ′)

este un obiect din Malg(τ).

Utilizând (1.1.3), să privim fiecare multialgebră Ai din sistemul invers A ca pe un

sistem relaţional. Definiţia relaţiilor din limita inversă a sistemului invers de sisteme

relaţionale ((Ai, (rγ)γ<o(τ)) | i ∈ I) este următoarea: oricare ar fi γ < o(τ) şi oricare ar

fi (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I , (ai)i∈I ∈ A∞,

((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I , (ai)i∈I) ∈ rγ ⇔ ai ∈ fγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i ), ∀i ∈ I.

Dacă sistemul relaţional obţinut astfel ar fi o multialgebră atunci, folosind din nou (1.1.3),

ar rezulta că multioperaţiile sale ar fi definite astfel: oricare ar fi γ < o(τ) şi oricare ar fi

(a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞,

(2.5.1) fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I) =

∏

i∈I

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) ∩A∞.

Observaţia 2.5.3. Să remarcăm că limita inversă A∞ a sistemului invers de mulţimi

((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤ k))
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nu este, ı̂n general, o submultialgebră pentru
∏

i∈I Ai, deci intersecţia cu A∞ nu poate fi

omisă ı̂n (2.5.1).

Exemplul 2.5.4. Considerăm mulţimea finită de numere naturale I = {1, 2} ordonată cu

relaţia de ordine ≤, indusă de ordonarea uzuală din N. De asemenea, considerăm sistemul

invers ce constă din hipergrupoizii (H1, ◦), (H2, ◦) definiţi pe H1 = H2 = {x, y} prin

x ◦ x = x ◦ y = y ◦ x = y ◦ y = {x, y}

şi din omomorfismele (ideale) ϕ1
1 = 1H1 , ϕ2

2 = 1H2 şi

ϕ2
1 : H2 → H1, ϕ2

1(x) = y, ϕ2
1(y) = x.

Atunci H∞ = {(x, y), (y, x)} nu este un subhipergrupoid ı̂n H1 ×H2.

Observaţia 2.5.5. Corespondenţele fγ date de (2.5.1) nu sunt ı̂ntotdeauna multioperaţii pe

A∞. Chiar dacă A∞ 6= ∅, intersecţia din membrul secund al egalităţii poate fi vidă. De

fapt, cum pentru orice γ < o(τ), (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞ şi orice j, k ∈ I, j ≤ k,

ϕk
j (fγ(a0

k, . . . , a
nγ−1
k )) ⊆ fγ(a0

j , . . . , a
nγ−1
j ),

deducem că pentru un γ < o(τ) şi (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞ arbitrar fixate, familia

(fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) | i ∈ I)

de mulţimi ı̂mpreună cu restricţiile aplicaţiilor ϕj
k la aceste mulţimi formează un sistem

invers de mulţimi şi mulţimea din membrul stâng din (2.5.1) este limita inversă a acestui

sistem invers de mulţimi. Aşadar, fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I) poate fi vidă chiar dacă A∞

nu este.

Exemplul 2.5.6. În [35], G. Higman şi A. H. Stone prezintă un exemplu de sistem invers

de mulţimi (numărabile), cu aplicaţii surjective şi limită inversă vidă: fie ω1 primul ordinal

nenumărabil, fie, pentru α < ω1,

Eα = {γ | γ ≤ α}, Fα = {f ∈ REα | f este strict crescătoare};

şi fie, pentru α < β < ω1,

θβ
α : Fβ → Fα, θβ

α(f) = f |Eα (restricţia lui f la Eα).
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Higman şi Stone definesc prin inducţie transfinită o familie de submulţimi Sα ale mulţimilor

Fα astfel ı̂ncât

|Sα| = ℵ0 şi θβ
α(Sβ) = Sα pentru orice α < β,

cu proprietatea că sistemul invers format din familia (Sα | α < ω1) şi restricţiile cores-

punzătoare ale funcţiilor θβ
α are limita vidă. Se deduce imediat că familia de mulţimi

(Sα | 1 ≤ α < ω1), ı̂mpreună cu restricţiile corespunzătoare ale funcţiilor θβ
α, formează un

sistem invers cu limita inversă vidă.

Pornind de la acest exemplu, vom considera pentru fiecare 1 ≤ α < ω1,

Aα = Sα ∪ {0Eα}, unde 0Eα : Eα → R, 0Eα(γ) = 0.

Definim un hiperprodus ◦ pe Aα luând

f ◦ g =





Sα, dacă f = 0Eα = g sau f 6= 0Eα 6= g

{0Eα}, altfel.

Aplicaţiile

ϕβ
α : Aβ → Aα, ϕβ

α(f) = f |Eα (α < β)

sunt omomorfisme (ideale). Astfel obţinem un sistem invers de hipergrupoizi.

Observăm că ϕβ
α|Sα = θβ

α|Sα şi că A∞ nu e vidă deoarece (0Eα)1≤α<ω1 ∈ A∞. De fapt,

A∞ = {(0Eα)1≤α<ω1}, pentru că dacă A∞ ar avea un element diferit de acesta, ar rezulta

că acest element aparţine limitei inverse a sistemului invers de mulţimi (Sα | 1 ≤ α < ω1),

ceea ce e imposibil.

Acum e uşor de observat că (2.5.1) nu defineşte ı̂ntotdeauna hiperprodus pe A∞ deoarece

(0Eα)1≤α<ω1 ◦ (0Eα)1≤α<ω1 = ∅.

Observaţia 2.5.7. Dacă A∞ 6= ∅ atunci egalităţile (2.5.1) definesc o multialgebră A∞ =

(A∞, (fγ)γ<o(τ)) dacă şi numai dacă pentru orice γ < o(τ) şi orice (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈

A∞ avem

fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I) = lim←−i∈Ifγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i ) 6= ∅.

După cum rezultă din Teorema 2.5.1, un caz ı̂n care aceasta se ı̂ntâmplă este dat de condiţia

ca pentru orice i ∈ I, γ < o(τ) şi a0
i , . . . , a

nγ−1
i ∈ Ai, mulţimea fγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i ) 6= ∅ să fie

finită.
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Observaţia 2.5.8. Cum |fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i )| = 1 pentru orice algebră universală de suport

nevid, deducem că algebrele universale satisfac condiţiile de mai sus. Cu alte cuvinte,

Alg(τ) este o subcategorie ı̂nchisă la limite inverse de sisteme inverse a categoriei sistemelor

relaţionale (de tip τ ′).

Remarcăm, de asemenea, că dacă pentru un γ < o(τ), fγ este o operaţie ı̂n toate

multialgebrele Ai atunci fγ este o operaţie pe A∞. În această situaţie, fγ se defineşte prin

fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I) = (fγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i ))i∈I ,

pentru orice elemente (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I din A∞, adică la fel ca pentru algebre univer-

sale (vezi [29, §21]).

Observaţia 2.5.9. Dacă A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)) este o multialgebră, atunci pentru orice

j ∈ I, aplicaţia ϕ∞j este un omomorfism de multialgebre.

Într-adevăr, cum ϕ∞j este restricţia aplicaţiei eI
j la A∞, dacă luăm γ < o(τ) şi elementele

(a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞ avem

ϕ∞j (fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I)) = ϕ∞j

(∏

i∈I

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) ∩A∞

)

⊆ eI
j

(∏

i∈I

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i )

)

= fγ(a0
j , . . . , a

nγ−1
j )

= fγ(ϕ∞j ((a0
i )i∈I), . . . , ϕ∞j ((anγ−1

i )i∈I)).

Observaţia 2.5.10. După cum uşor reiese din Exemplul 2.5.6, problemele care apar când

cerem limitei inverse a unui sistem invers de multialgebre să fie o multialgebră nu se re-

zolvă dacă lucrăm cu omomorfisme ideale. Mai mult, ı̂n această situaţie apar probleme noi

datorate faptului că omomorfismele ϕ∞j (j ∈ I) nu sunt ı̂ntotdeauna ideale.

Pentru a ilustra aceasta, construim un exemplu bazat tot pe exemplul lui Higman şi

Stone de la care am pornit ı̂n Exemplul 2.5.6.

Exemplul 2.5.11. Luăm mulţimile (Aα | α < ω1) şi aplicaţiile ϕβ
α ca ı̂n Exemplul 2.5.6 şi

definim pe fiecare Aα, hiperprodusul ◦ prin

f ◦ g = Aα.
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Folosind (2.5.1), obţinem un hipergrup(oid) pe A∞ = {(0Eα)α<ω1} cu hiperprodusul

(0Eα)α<ω1 ◦ (0Eα)α<ω1 = (0Eα)α<ω1 .

Funcţiile ϕβ
α sunt omomorfisme ideale de hipergrupoizi şi dacă β < ω1 atunci

ϕ∞β : A∞ → Aβ, ϕ∞β ((0Eα)α<ω1) = 0Eβ

nu este omomorfism ideal deoarece

ϕ∞β ((0Eα)α<ω1 ◦ (0Eα)α<ω1) = ϕ∞β ((0Eα)α<ω1) = 0Eβ
6= Aβ = 0Eβ

◦ 0Eβ

= ϕ∞β ((0Eα)α<ω1) ◦ ϕ∞β ((0Eα)α<ω1).

Dacă limita inversă a unui sistem invers de multialgebre din Malg(τ) (̂ın categoria

sistemelor relaţionale de tip τ ′) este o multialgebră atunci această multialgebră este limita

inversă ı̂n Malg(τ) a sistemului dat. De aici rezultă următoarea teoremă.

Teorema 2.5.12. Familia inversă de multialgebre (Ai | i ∈ I) ı̂mpreună cu omomorfismele

(ϕk
j | j, k ∈ I, j ≤ k) determină un functor contravariant G : I −→ Malg(τ). Dacă există

multialgebra A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)) atunci, ı̂mpreună cu omomorfismele (ϕ∞j | j ∈ I), este

limita inversă a functorului G.

Observaţia 2.5.13. Să considerăm următoarele diagrame:

Ak

ϕk
j // Aj

A∞
ϕ∞k

aaCCCCCCCC
ϕ∞j

OO
Ak

ϕk
j // Aj

A′

αk

OO

αj

>>||||||||

Aj

A′
µ //

αj
==||||||||
A∞

ϕ∞i

OO

.

Din Observaţia 2.5.2 rezultă că prima diagramă este comutativă. Dacă o multialgebră

A′ = (A′, (fγ)γ<o(τ)), ı̂mpreună cu o familie (αj : A′ → Aj | j ∈ I) de omomorfisme face a

doua diagramă comutativă, atunci omomorfismul unic µ : A′ → A∞ care face comutativă a

treia diagramă este definit prin µ(x) = (αi(x))i∈I .

Definiţia 2.5.1. Dacă A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)) este o multialgebră, o vom numi limita

inversă a sistemului invers de multialgebre A = ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤

k)) şi o vom nota lim←−A sau lim←−i∈IAi.
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Vom prezenta ı̂n continuare trei rezultate, similare Propoziţiei 2.3.8, Teoremei 2.3.10 şi

Teoremei 2.3.12, care generalizează rezultate cunoscute pentru limitele inverse de algebre

universale (ce pot fi găsite ı̂n [29, §21]). Şi aici am putea renunţa la unele justificări ele

putând fi preluate de la mulţimi, dar, ţinând seama de raţionamentele pe care le desfăşurăm

am optat pentru a le include ı̂n prezentarea noastră.

Menţionăm că ı̂n cele ce vor urma ı̂n acest paragraf când vom vorbi despre un sistem

invers A = ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤ k)) de multialgebre vom considera că

(I,≤) este o mulţime ordonată dirijată superior (chiar dacă unele proprietăţi ar fi valabile

şi pentru cazul ı̂n care (I,≤) ar fi doar preordonată).

Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤ k)) un sistem invers de multialgebre

şi fie J ⊆ I astfel ı̂ncât (J,≤) este, de asemenea, o mulţime ordonată dirijată superior.

Vom nota cu AJ sistemul invers format din multialgebrele (Ai | i ∈ J) şi omomorfismele

(ϕi
j | i, j ∈ J, i ≤ j).

Propoziţia 2.5.14. Fie A un sistem invers de multialgebre având ca mulţime de indici

pe (I,≤) şi fie J ⊆ I cu proprietatea că (J,≤) este o mulţime ordonată dirijată superior

cofinală ı̂n (I,≤). Sistemul relaţional lim←−A este o multialgebră dacă şi numai dacă lim←−AJ

este o multialgebră. În acest caz, cele două multialgebre sunt izomorfe.

Demonstraţie. Corespondenţa

ψ : lim←−i∈IAi → lim←−i∈JAi, ψ((ai)i∈I) = (ai)i∈J ,

care este de fapt o restricţie a proiecţiei canonice
∏

i∈I Ai →
∏

i∈J Ai, realizează o bijecţie

ı̂ntre limitele inverse ale sistemelor inverse de mulţimi (Ai | i ∈ I) şi (Ai | i ∈ J).

Pentru a verifica faptul că ψ este surjectivă, pentru o familie dată (bi)i∈J ∈ lim←−i∈JAi

se defineşte o familie (ai)i∈I ∈
∏

i∈I Ai astfel: pentru un i ∈ I se alege j ∈ J cu i ≤ j şi

se consideră ai = ϕj
i (bj). Familia (ai)i∈I introdusă astfel este bine definită deoarece dacă

i ≤ j′ ∈ J atunci există o majorantă m ∈ J pentru j şi j′ şi

ϕj
i (bj) = ϕj

i (ϕ
m
j (bm)) = ϕm

i (bm) = ϕj′
i (ϕm

j′ ((bm)) = ϕj′
i (bj′),

deci ai nu depinde de alegerea lui j. Să remarcăm că (bi)i∈J = (ai)i∈J . Faptul că (ai)i∈I ∈
lim←−i∈IAi rezultă astfel: dacă i, k ∈ I, i ≤ k atunci există l ∈ J cu k ≤ l şi

ϕk
i (ak) = ϕk

i (ϕ
l
k(al)) = ϕl

i(al) = ai,
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ceea ce finalizează demonstraţia surjectivităţii lui ψ.

Injectivitatea lui ψ este o consecinţă a faptului că mulţimea J este cofinală ı̂n I. Într-

adevăr, o familie (ai)i∈J ∈ lim←−i∈JAi determină ı̂n mod unic familia (ai)i∈I ∈ lim←−i∈IAi

pentru care ψ((ai)i∈I) = (ai)i∈J deoarece pentru orice i ∈ I există j ∈ J cu i ≤ j şi atunci

ai = ϕj
i (aj).

Evident lim←−i∈IAi = ∅ dacă şi numai dacă lim←−i∈JAi = ∅, aşadar lim←−A şi lim←−AJ sunt

multialgebre dacă şi numai dacă pentru orice γ < o(τ), nγ 6= 0, şi atunci ele sunt izomorfe

ı̂n mod trivial.

Să considerăm că mulţimile lim←−i∈IAi şi lim←−i∈jAi sunt nevide. Limita inversă lim←−A este

o multialgebră dacă pentru orice γ < o(τ) şi orice elemente (a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞,

membrul drept din (2.5.1) nu e mulţimea vidă. Conform cu observaţia 2.5.5, aceasta se

ı̂ntâmplă exact când sistemul invers de mulţimi nevide (fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) | i ∈ I), ı̂mpreună

cu restricţiile aplicaţiilor ϕj
k, j ≥ k, la aceste mulţimi, are limita nevidă. Se observă uşor

din definiţia funcţiei ψ (şi din prima parte a acestei demonstraţii) că restricţiile sale

lim←−i∈Ifγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) → lim←−i∈Jfγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i )

sunt, de asemenea, bijective, aşadar A∞ este o multialgebră dacă şi numai dacă A′∞ =

lim←−AJ este o multialgebră.

În ceea ce priveşte izomorfismul dintre multialgebrele A∞ şi A′∞, să verificăm că ψ este

un omomorfism ideal de multialgebre. Pentru aceasta luăm un ordinal γ < o(τ), elementele

(a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I ∈ A∞ şi avem

ψ(fγ((a0
i )i∈I , . . . , (a

nγ−1
i )i∈I)) = ψ(lim←−i∈Ifγ(a0

i , . . . , a
nγ−1
i ))

= lim←−i∈Jfγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i )

= fγ((a0
i )i∈J , . . . , (anγ−1

i )i∈J)

= fγ(ψ((a0
i )i∈I), . . . , ψ((anγ−1

i )i∈I)),

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia propoziţiei.

Observaţia 2.5.15. Construcţiile de limite inverse din [16], [44] şi [46] sunt realizate pentru

sisteme inverse de multialgebre (particulare) cu (I,≤) mulţime bine ordonată care are un

maxim. Folosind Propoziţia 2.5.14, se observă că o astfel de limită este izomorfă cu acel



112

membru al familiei de multialgebre din sistemul dat, care are ca indice acest maxim. Este

clar că o astfel de limită inversă există şi are toate proprietăţile acestui membru.

Să considerăm că mulţimea suport I a mulţimii ordonate dirijate superior (I,≤) pe care

este construit sistemul invers A = (Ai | i ∈ I) de multialgebre poate fi scrisă I =
⋃

p∈P Ip,

unde (P,≤) şi (Ip,≤) sunt mulţimi ordonate dirijate superior pentru orice p ∈ P , iar dacă

p, q ∈ P, p ≤ q atunci Ip ⊆ Iq. Notăm

lim←−A = A∞ = (A∞, (fγ)γ<o(τ)), lim←−AIp = A∞p = (A∞p , (fγ)γ<o(τ)) (p ∈ P ),

dacă aceste multialgebre există. Pentru orice p, q ∈ P, p ≤ q se definesc aplicaţiile

ψq
p : A∞q → A∞p , ψq

p((ai)i∈Iq) = (ai)i∈Ip .

Este imediat faptul că ψpp = 1A∞p , oricare ar fi p ∈ P , iar dacă p, q, r ∈ P, p ≤ q ≤ r atunci

are loc egalitatea ψq
p ◦ψr

q = ψr
p. Astfel s-a obţinut un sistem invers de mulţimi constând din

mulţimea odonată (P,≤), mulţimile A∞p şi funcţiile ψq
p, pe care o notăm cu A/P.

Teorema 2.5.16. Presupunem că pentru orice p ∈ P , A∞p este o multialgebră. Atunci

A/P este un sistem invers de multialgebre şi lim←−A este multialgebră dacă şi numai dacă

lim←−A/P este multialgebră. În acest caz, cele două multialgebre sunt izomorfe.

Demonstraţie. Începem prin a arăta că pentru orice p, q ∈ P , p ≤ q, funcţia ψq
p este un

omomorfism de multialgebre. Dacă γ < o(τ) şi (a0
i )i∈Iq , . . . , (a

nγ−1
i )i∈Iq ∈ A∞q atunci avem

ψq
p(fγ((a0

i )i∈Iq , . . . , (a
nγ−1
i )i∈Iq)) = ψq

p


∏

i∈Iq

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) ∩A∞q




⊆
∏

i∈Ip

fγ(a0
i , . . . , a

nγ−1
i ) ∩A∞p

= fγ((a0
i )i∈Ip , . . . , (a

nγ−1
i )i∈Ip)

= fγ(ψq
p((a

0
i )i∈Iq), . . . , ψ

q
p((a

nγ−1
i )i∈Iq))).

În continuare vom privi elementele din produsul cartezian
∏

i∈I Ai ca funcţii I →
⋃

i∈I Ai. Notăm cu A′∞ limita inversă a sistemului invers de mulţimi A/P . Corespondenţa

A∞ → A′∞, g 7→ hg,
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unde hg ∈
∏

p∈P A∞p este definită prin

hg(p) = g|Ip ∈ A∞p

defineşte o aplicaţie bijectivă ψ.

Fie p, q ∈ P , p ≤ q. Din ψq
p(hg(q)) = ψq

p(g|Iq) = g|Ip = hg(p) rezultă că hg ∈ A′∞.

Dacă se cunoaşte hg atunci se poate reconstrui g deoarece dacă i ∈ I atunci există p ∈ P

astfel ca i ∈ Ip şi astfel g(i) = (hg(p))(i); aceasta arată că ψ este injectivă.

ψ este surjectivă deoarece dacă h ∈ A′∞ atunci se consideră g dat prin g(i) = (h(p))(i)

(i ∈ Ip, p ∈ P ) şi hg = h; rămâne de arătat doar că g este bine definită ı̂n acest fel, şi

aceasta se ı̂ntâmplă deoarece dacă i ∈ Iq (q ∈ P ) atunci există r ∈ P cu p, q ≤ r iar din

ψr
p(h(r)) = h(r)|Ip = h(p) şi ψr

q(h(r)) = h(r)|Iq = h(q)

se deduce (h(p))(i) = (h(r))(i) = (h(q))(i).

Să remarcăm că A′∞ = ∅ dacă şi numai dacă A∞ = ∅. În particular, dacă A∞p = ∅
atunci A′∞ = A∞ = ∅. Oricum, ı̂n această situaţie, lim←−A şi lim←−A/P sunt multialgebre dacă

şi numai dacă nγ 6= 0 pentru orice γ < o(τ), iar atunci ele sunt izomorfe. Putem, deci,

considera că mulţimile A∞p , A′∞, A∞ sunt nevide.

lim←−A = A∞ este o multialgebră dacă şi numai dacă pentru orice γ < o(τ) şi pentru orice

g0, . . . , gnγ−1 ∈ A∞ limita inversă a sistemului invers de mulţimi (fγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i)) |
i ∈ I) este nevidă. După cum reiese şi din prima parte a acestei demonstraţii, restricţia

funcţiei ψ la această limită inversă de de mulţimi este o bijecţie ı̂ntre

fγ(g0, . . . , gnγ−1) = lim←−i∈Ifγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i))

şi limita inversă

lim←−p∈P (lim←−i∈Ipfγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i))) = lim←−p∈P fγ(g0|Ip , . . . , gnγ−1|Ip)

= lim←−p∈P fγ(hg0(p), . . . , hgnγ−1(p))

= fγ(hg0 , . . . , hgnγ−1)

Conform ipotezei,

fγ(g0|Ip , . . . , gnγ−1|Ip) = lim←−i∈Ipfγ(g0|Ip(i), . . . , gnγ−1|Ip(i))

= lim←−i∈Ipfγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i)) 6= ∅.
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Deducem că fγ este o multioperaţie pe A∞ dacă şi numai dacă fγ este o multioperaţie pe

A′∞. Mai mult, rezultă că

ψ(fγ(g0, . . . , gnγ−1)) = fγ(hg0 , . . . , hgnγ−1) = fγ(ψ(g0), . . . , ψ(gnγ−1)))

deci ψ este un izomorfism de multialgebre.

Vom spune că o clasă de multialgebre este ı̂nchisă la limite inverse de sisteme inverse

(bine ordonate) dacă pentru orice sistem invers (bine ordonat) de multialgebre din această

clasă limita inversă este o multialgebră din această clasă.

Acum putem demonstra următoarea teoremă:

Teorema 2.5.17. Fie K o clasă algebrică de multialgebre. Clasa K este ı̂nchisă la limite

inverse de sisteme inverse arbitrare dacă şi numai dacă este ı̂nchisă la limite inverse de

sisteme inverse bine ordonate.

Demonstraţie. Demonstraţia este asemănătoare cu cea a Teoremei 2.3.12 cu observaţia că

trebuie ţinut cont de existenţa limitei inverse ca multialgebră. Presupunem, deci, K ı̂nchisă

la limite inverse de sisteme inverse bine ordonate. Fie A = (Ai | i ∈ I) un sistem invers

de multialgebre. Dacă afirmaţia din enunţ nu ar fi adevărată, atunci s-ar putea alege A

astfel ca |I| = m să fie cel mai mic posibil cu proprietatea că sau limita inversă sistemului

A nu e multialgebră, sau lim←−A /∈ K. Din Propoziţia 2.5.14 rezultă m ≥ ℵ0 şi, folosind

Lema 2.3.11, se poate considera I =
⋃

δ<α Iδ, unde α este un ordinal, (Iδ,≤) este dirijată

superior, Iδ1 ⊆ Iδ2 dacă δ1 ≤ δ2 < α şi |Iδ| < |I| = m. Din minimalitatea lui m se obţine

că lim←−AIδ
, δ < α, sunt multialgebre din K, iar conform presupunerii făcute, lim←−A/P este

o multialgebră din K. Aplicând Teorema 2.5.16 se deduce că multialgebra lim←−A există şi

este ı̂n K, contradicţie.

2.6 Asupra algebrei fundamentale a limitei inverse a unui

sistem invers de multialgebre

În general, functorul F din Observaţia 1.6.21 nu comută cu limitele inverse de sisteme

inverse de multialgebre, chiar dacă acestea sunt multialgebre. Acest fapt va fi ilustrat prin

Exemplul 2.6.2 şi se obţine din Exemplul 2.2.8 folosind următorul exemplu de limită inversă:
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Exemplul 2.6.1. Fie o mulţime I şi fie (Ai | i ∈ I) o familie de multialgebre de tip τ. Ca ı̂n

[29, p.133] se poate obţine un sistem invers de multialgebre considerând mulţimea (J,⊆) a

tuturor submulţimilor finite nevide ale mulţimii I, ordonată cu incluziunea, Bj =
∏

i∈j Ai,

pentru orice j ∈ J, şi proiecţiile canonice ϕj0
j1

de la
∏

i∈j0
Ai la

∏
i∈j1

Ai, pentru orice j0 ⊇ j1

din J. Limita inversă a acestui sistem invers de multialgebre este o multialgebră izomorfă

cu
∏

i∈I Ai.

Considerăm că toate mulţimile Ai sunt nevide. Bijecţia ψ dintre
∏

i∈I Ai şi limita inversă

a sistemului invers corespunzător mulţimilor suport Bj ale multialgebrelor Bj este dată de

ψ(g) = hg, unde hg(j) = g|j pentru orice j ∈ J .

Pentru orice γ < o(τ) şi orice g0, . . . , gnγ−1 ∈
∏

i∈I Ai avem

ψ(fγ(g0, . . . , gnγ−1)) = ψ

(∏

i∈I

fγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i))

)
⊆ lim←−j∈J

∏

j∈J

fγ(g0(j), . . . , gnγ−1(j))

= lim←−j∈Jfγ(g0|j , . . . , gnγ−1|j) = lim←−j∈Jfγ(hg0(j), . . . , hgnγ−1(j))

= fγ(hg0 , . . . , hgnγ−1) = fγ(ψ(g0), . . . , ψ(gnγ−1))).

Aceasta arată ı̂n mod clar că fγ(hg0 , . . . , hgnγ−1) 6= ∅, deci că limita inversă a sistemului

corespunzător familiei (Bj | j ∈ J) este o multialgebră. Mai mult, incluziunea din şirul

anterior de relaţii este chiar egalitate, ceea ce face din ψ un izomorfism de multialgebre.

Într-adevăr, dacă

h ∈ lim←−j∈J


∏

j∈J

fγ(g0(j), . . . , gnγ−1(j))


 ⊆ lim←−j∈JBj

atunci există g ∈ ∏
i∈I Ai astfel ca h = ψ(g) = hg, iar cum g este determinat de imaginile

prin h ale submulţimilor cu un element {i} ale lui I, şi cum aceste imagini sunt ı̂n mulţimile

fγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i)) este clar că g ∈ ∏
i∈I fγ(g0(i), . . . , gnγ−1(i)).

Exemplul 2.6.2. Considerăm ı̂n exemplul de mai sus I = N şi considerăm că fiecare mul-

tialgebră Ai este hipergrupul (Z, ◦). Obţinem un sistem invers format din hipergrupurile

(Hj , ◦) = (Zj , ◦) cu j ⊆ N finită. Cum grupul fundamental al unui produs direct finit

de hipergrupuri este produsul direct al grupurilor fundamentale ale acestora, fiecare dintre

hipergrupurile Hi are ca grup fundamental grupul cu un element. Aceasta ı̂nseamnă că

limita inversă a sistemului invers al grupurilor fundamentale este grupul cu un element.
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Cu toate acestea, grupul fundamental al limitei inverse a sistemului invers ((Hj , ◦) | j ⊆
N finită) este, conform exemplului de mai sus, izomorf cu grupul fundamental al puterii

directe ZN, iar acesta are cel puţin două elemente.

În cele ce vor urma vom găsi condiţii pentru ca functorul F să comute cu limitele inverse

de sisteme inverse de multialgebre.

Fie A = ((Ai | i ∈ I), (ϕk
j : Aj → Ak | j, k ∈ I, j ≤ k)) un sistem invers de multial-

gebre. Vom nota cu A sistemul invers format din algebrele fundamentale (Ai | i ∈ I) ale

multialgebrelor din A şi omomorfismele (ϕi
j | i, j ∈ I, i ≥ j). Astfel, dacă privim sistemul

invers A ca pe un functor contravariant G (vezi Teorema 2.5.12) atunci familia inversă A
reprezintă functorul contravariant F ◦G.

În acest paragraf ne vom referi la limita inversă lim←−A a sistemului invers A ca limita

inversă (A∞, (ϕ∞i | i ∈ I)) a functorului G. Evident, lim←−A = lim←−(F ◦ G). Să notăm, de

asemenea, (A∞, (ϕ∞i | i ∈ I)) cu lim←−A. Atunci avem:

Propoziţia 2.6.3. Fie A un sistem invers de multialgebre construit pe mulţimea ordonată

(dirijată superior) (I,≤) şi J ⊆ I submulţime cofinală ı̂n (I,≤). Presupunem că lim←−AJ este

o multialgebră. În aceste condiţii, lim←−A este limita inversă a sistemului invers de algebre

universale A dacă şi numai dacă lim←−AJ este limita inversă a sistemului invers de algebre

universale AJ .

Demonstraţie. Din faptul că lim←−AJ este multialgebră rezultă că lim←−A este multialgebră şi,

cum ele sunt izomorfe (Propoziţia 2.5.14), functorul F induce un izomorfism de la lim←−A la

lim←−AJ . Desigur, sistemul invers de multialgebre AJ determină sistemul invers de algebre

universale AJ = AJ şi algebrele limită inversă lim←−A şi lim←−AJ sunt izomorfe. Din proprie-

tatea de universalitate ce caracterizează limita inversă obţinem omomorfismele:

lim←−A → lim←−A, (ai)i∈I 7→ (ai)i∈I ;

lim←−AJ → lim←−AJ , (ai)i∈J 7→ (ai)i∈J ,

care, ı̂mpreună cu izomorfismele menţionate anterior, fac următoarea diagramă comutativă:

lim←−A //

²²

lim←−AJ

²²
lim←−A // lim←−AJ

.
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Cum fiecare din condiţiile ale căror echivalenţă urmărim să o demonstrăm face izomorfism

din câte un morfism vertical, concluzia propoziţiei este imediată.

Propoziţia 2.6.4. Folosind notaţiile din paragraful anterior, să presupunem că pentru

orice p ∈ P, A∞p este o multialgebră şi că lim←−AIp este limita inversă a sistemului invers

de algebre universale AIp. Presupunem, de asemenea, că lim←−A este o multialgebră. Atunci

lim←−A este limita inversă a sistemului invers A dacă şi numai dacă lim←−A/P este limita

inversă a sistemului invers A/P .

Demonstraţie. Folosind faptul că pentru orice p ∈ P, lim←−AIp = lim←−AIp rezultă că

A/P = A/P .

Din Teorema 2.5.16 (mai exact, din corespondenta ei de la algebre universale — [29, §21,

Teorema 3]) rezultă un izomorfism de la lim←−A la

lim←−A/P = lim←−A/P .

Folosind ı̂ncă o dată Teorema 2.5.16 şi proprietatea de universalitate a limitei inverse

obţinem următoarea diagramă comutativă:

lim←−A //

²²

lim←−A/P

²²
lim←−A // lim←−A/P

.

Un raţionament analog cu cel din finalul demonstraţiei propoziţiei anterioare conduce la

concluzia dorită.

Fie K o clasă de multialgebre de tip τ . Considerând ca morfisme acele omomorfisme care

sunt definite ı̂ntre două multialgebre din K obţinem o subcategorie K a categoriei Malg(τ).

Cum compunerea F ◦U a functorului F cu functorul de incluziune U : K −→ Malg(τ) este

determinată de F , ne vom referi la această compunere ca fiind functorul F : K −→ Alg(τ).

Teorema 2.6.5. Fie K o clasă algebrică de multialgebre ı̂nchisă la limite inverse de sisteme

inverse bine ordonate. Functorul F comută cu limitele inverse de sisteme inverse arbitrare

de multialgebre din K dacă şi numai dacă comută cu limitele inverse de sisteme inverse

bine ordonate de multialgebre din K.
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Demonstraţie. Să presupunem că F comută cu limitele inverse de sisteme inverse bine or-

donate de multialgebre din K. Dacă F nu ar comuta cu limitele inverse de sisteme inverse

arbitrare de multialgebre din K atunci am putea alege un sistem invers A de multialgebre

din K având (I,≤) astfel ı̂ncât lim←−A nu este lim←−A şi |I| = m este cel mai mic cu această

proprietate. Continuăm ca ı̂n demonstraţia Teoremei 2.5.17, ca urmare vom folosi aceleaşi

notaţii. Mai ı̂ntâi obţinem (folosind Propoziţia 2.6.3) că m ≥ ℵ0 şi atunci, din minimalitatea

lui m, din presupunerea noastră şi din Propoziţia 2.6.4 va rezulta că

lim←−AIδ
= lim←−AIδ

,

pentru orice δ < α, şi

lim←−A = lim←−A/P = lim←−A/P = lim←−A/P = lim←−A,

contradicţie.
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cât, 30

127



128

completă, 55
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relaţional, 25
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