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Introducere

Primii pasi in teoria multialgebrelor (numite i hiperstructuri sau multistructuri) au fost
facuti in anii 1930. Mai exact, prima lucrare in domeniu apartine matematicianului francez
F. Marty care, in cadrul celui de-al VIII-lea Congres al matematicienilor din tarile scan-
dinave (1934), a prezentat o generalizare a notiunii de grup pe care a numit-o hipergrup,
precum si cateva proprietati legate de aceasta. Inci din articolele imediat urmétoare ale
lui Marty avea sa se Intrevada faptul ca aceste obiecte pot fi folosite cu succes ca instru-
mente in alte teorii din domeniul matematicii. Cateva dintre legaturile hiperstructurilor cu
alte arii ale matematicii, cu care ne-am intalnit pe parcursul redactarii acestei teze, ar fi
cele privitoare la studiul fractiilor rationale (Marty: [49]), al multimilor ordonate (Benado:
[1], [2], Calugareanu si Leoreanu: [8]), al tablelor caracterelor grupurilor finite (Roth: [72],
[74], McMullen si Price: [51]), al relatiilor binare (Rosenberg: [71], Corsini: [11], Corsini
si Leoreanu: [14]), al multimilor fuzzy (Corsini si Leoreanu: [12], [15], Leoreanu: [44]) si
al tipurilor abstracte de date (Walicki i Meldal: [89]). Mentionam, de asemenea, ca tabla
Cayley slaba, care este utilizata de Johnson, Mattarei i Sehgal in [37] pentru determinarea
1 si 2-caracterelor unui grup finit, este un exemplu de cvasihipergrup cu unitate (desi au-
torii nu specifica aceasta). Imaginea asupra legaturilor dintre multialgebre si alte domenii

de cercetare este completata de cartea [16] apartinand lui P. Corsini gi V. Leoreanu.

Primele multialgebre studiate sunt hipergrupoizii, semihipergrupurile si hipergrupurile.
Apar ulterior si rezultate privind alte hiperstructuri cum ar fi hiperinelele, hipermodulele,
multilaticile. Mentionam ca o contributie majora la studiul multilaticilor a avut matema-
ticianul roméan Mihail Benado. De o importanta deosebita in teoria multialgebrelor sunt
articolele lui Gréatzer ([27]) si Pickett ([67]). Acestia privesc multialgebrele ca particularizari

ale sistemelor relationale ce generalizeaza notiunea de algebra universala si, prin rezultatele



obtinute, plaseaza multialgebrele in imediata vecinatate a algebrelor universale. Marturie
in acest sens stau si o parte din proprietatile stabilite de noi, care extind unele rezultate
cunoscute pentru algebre universale. Pe directia trasata de Gratzer gi Pickett se incadreaza
si lucrarile [36] (Hoft si Howard), [33], [34] (Hansoul), [75] (Schweigert), [90] (Walicki si
Biatlasik) si, mai recent, [4] (Breaz si Pelea), [59], [60], [61] (Pelea). Este de notat faptul
ca In articolele mentionate ale lui Hansoul, Walicki si Biatasik notiunea de multioperatie
nu comporta faptul ca imaginile acesteia sunt multimi nevide. Multialgebrele inzestrate cu
astfel de multioperatii sunt mai apropiate de sisteme relationale decat de algebre universale,

iar pentru ele nu mai functioneaza teorema de reprezentare data de Grétzer in [27].

Ca i in alte teorii, in teoria multialgebrelor este de o importanta deosebita obtinerea
de obiecte noi pornind de la obiecte date. In acest context se inscriu si constructiile de
multialgebre. Cele mai simple sunt formarea de submultialgebre gi de multialgebre cat
(sau factor), acestea din urma fiind mult studiate inca de la inceputurile acestei teorii.
De altfel, acest lucru era de agteptat deoarece aparitia notiunii de hipergrup se datoreaza
factorizarii unui grup dupa relatia de echivalenta la stanga determinata de un subgrup, iar
mai apoi George Grétzer a demonstrat ca orice multialgebra se obtine factorizand convenabil
o algebra universala dupa o relatie de echivalenta. Cercetarile noastre se inscriu intr-un
cadru in care exista deja rezultate privind produsele directe si subdirecte de multialgebre,
precum sgi proprietati referitoare la limite directe de sisteme directe si limite inverse de

sisteme inverse de hiperstructuri particulare.

Dintre constructiile studiate in aceasta teza amintim submultialgebrele si, in special,
submultialgebra generata de o submultime, multialgebrele factor, produsele directe, limitele
directe de sisteme directe si limitele inverse de sisteme inverse de multialgebre. Avantajele
pe care le prezinta rezultatele pe care le obtinem aici constau nu doar in caracterul lor
de generalitate ci gi In faptul cd anumite proprietati existente in literaturd pot fi obtinute

destul de usor ca si consecinte ale rezultatelor noastre.

Lucrarea este structurata pe doua capitole. Capitolul intai are opt paragrafe, iar al doilea
are gase. Primul capitol se deschide cu un paragraf introductiv care prezinta notiunea de
multialgebra gi cateva multialgebre particulare care intervin, cel mai adesea ca exemple, pe
parcursul lucrarii. Mentionam ca pentru o multialgebra, multimea suport este notata cu

litere mari ale alfabetului latin (A, B, ...), iar multialgebra, cu corespondentul lor in scriere



gotica (A, B, ...). Pe alocuri, vom neglija aceasta conventie, fara a crea astfel confuzie (ca
de exemplu in paragraful 1.3). Pornind de la o multialgebra 2, Pickett introduce in [67]
o structura de algebra universala PB*(2A) pe multimea P*(A) a partilor nevide ale multimii
A. In paragraful secund al capitolului intai amintim cum se definesc functiile algebrice si
polinoamele unei algebre universale, precum si modul in care acestea din urma se obtin
din simbolurile polinomiale. Discutia este plasata in PB*(2(), ceea ce permite introducerea
unor functii algebrice particulare care isi dovedesc utilitatea In paragrafele 1.6 si 1.8. Al
treilea paragraf este dedicat submultialgebrelor unei multialgebre. Contributia originala
in acest paragraf consta in caracterizarea submultialgebrei generate de o submultime intr-
o multialgebra (Teorema 1.3.13). Pickett a constatat cd data fiind o submultime B a
multimii suport A a unei multialgebre 2, B este o submultialgebra a multialgebrei 2 daca
si numai daca P*(B) este o subalgebra pentru algebra P*(2(). Pornind de la acest fapt,
deducem cateva corolare (1.3.5 si 1.3.6) care permit scrierea submultialgebrei generate de
o submultime X a unei multialgebre 2 ca reuniune a tuturor imaginilor de submultimi cu

un element ale lui X prin polinoame ale algebrei *(A) (Teorema 1.3.13).

Exista mai multe generalizari ale notiunii de omomorfism pentru multialgebre. Noi
utilizam doar doua dintre acestea, una numitd chiar omomorfism (care provine din con-
siderarea multialgebrelor ca sisteme relationale) si una numita omomorfism ideal (a carei
definitie este analoga celei de la algebre universale). Am preluat de la Pickett ([67]) faptul
ca omomorfismele ideale de multialgebre determina si sunt determinate de o clasa speciala
de relatii de echivalenta ce se definesc pe multialgebre, si anume echivalentele ideale. In
acelagi articol al lui Pickett este mentionata o conexiune intre omomorfismele ideale de
multialgebre si anumite omomorfisme ale algebrelor de submultimi nevide corespunzatoare.
Fie folosind aceastd conexiune, fie pe cale directd, am stabilit in paragraful 1.4 legaturi ale
omomorfismelor dintre doua multialgebre 2, B cu polinoamele algebrelor universale P* (1),
P*(B). Astfel, am aratat in Propozitia 1.4.9 si Corolarul 1.4.14 ca pentru aceste polinoame
si pentru omomorfismele prezente aici au loc proprietati aseménatoare cu cele cunoscute
pentru algebre universale. Am aratat, de asemenea, cd echivalentele ideale ale unei multial-
gebre 2 sunt strans legate de anumite congruente ale algebrei P*(2) (Teorema 1.4.5), ceea
ce permite o caracterizare a echivalentelor ideale ale unei multialgebre (Propozitia 1.4.7).

Rezultatele originale din paragrafele 1.3 si 1.4 au fost obtinute impreuna cu Simion Breaz



si au fost publicate in [4].

Unul dintre cele mai importante rezultate referitoare la multialgebre este teorema de
caracterizare a lui George Grétzer ([27]). Aceasta face din studiul multialgebrelor o extin-
dere naturala a teoriei algebrelor universale. In acest context de naturalitate se inscriu si
ultimele paragrafe ale primului capitol din teza. Una din problemele lansate de Gratzer in
[27] este urmatoarea: Ce sunt multialgebrele factor ale unui grup, ale unui grup abelian,
ale unei latici, ale unui inel etc.? Caracterizali acestea cu un sistem potrivit de axiome.
Se observa ca aceste algebre universale particulare sunt date prin identitati, ceea ce ne-a
determinat sa ne indreptam atentia asupra a ceea ce se intdmpla cu identitatile unei alge-
bre in urma factorizarii dupa o relatie de echivalenta. Urmarind definitiile hiperstructurilor
din lucrarile lui P. Corsini ([10]) si T. Vougiouklis ([85], [86], [87], [88]) — unele dintre
ele prezentate si In primul paragraf al acestei lucrari — se constatid necesitatea adaptarii
la multistructuri a notiunii de identitate intalnita la algebre universale. Introducem astfel
doua tipuri de identitati la multialgebre: identitati (tari) si identitati slabe. Un raspuns la
prima parte a problemei lui Gratzer rezulta imediat prin stabilirea faptului ca identitatile
unei algebre universale conduc, in general, la identitati slabe pe multialgebra cat. Atéat
identitatile algebrei, cat si echivalenta in raport cu care factorizam pot face ca identitatile
pe care le obtinem pe multialgebra factor sa fie tari. De exemplu, identitatile care definesc
comutativitatea unei multioperatii se pastreaza in forma tare si in multialgebra factor. O

serie de observatii si exemple care justifica aceste afirmatii fac subiectul paragrafului 1.5.

Este cunoscut faptul ca prin factorizarea unei algebre universale dupa o congruenta ce
include o relatie se obtine o algebra universala in care oricare doua elemente care sunt in
relatia data determina aceeasi clasa. Studiul nostru evolueaza inspre a arata ca factorizarea
unei algebre universale dupa o relatie de echivalenta — care a dus la aparitia multialgebrelor
— poate fi privita ca un ,,pas intermediar” al unei astfel de factorizari. Aceasta conduce la
studiul unor echivalente (ideale) care au proprietatea ca multialgebrele factor determinate
de ele sunt algebre universale. Astfel de echivalente apar in literatura de specialitate inca
in primele articole referitoare la hipergrupuri, cum ar fi cele ale lui Dresher, Ore ([19])
si Ore, Eaton ([22]). O serie importanta de lucrari legate de astfel de echivalente ale
hipergrupoizilor, semihipergrupurilor, hipergrupurilor, hiperinelelor si altor multistructuri

particulare apar dupa anul 1990 si converg spre studiul celei mai mici echivalente de acest tip.



In Propozitia 1.6.1 am dat o caracterizare a echivalentelor unei multialgebre 2l pentru care
multialgebra cat este o algebra universala, iar in Teorema 1.6.13 am determinat cea mai mica
echivalenta ag pe A cu aceasta proprietate. Aplicand Teorema 1.6.13 la semihipergrupuri,
hipergrupuri si hiperinele, obtinem relatia fundamentala a acestor hiperstructuri (studiata,
de exemplu, in lucrarile lui Corsini ([10]), Freni ([25]), Gutan ([31]), Vougiouklis ([83])).
Datorita acestui fapt, am numit relatia og, relatie fundamentala si in cazul multialgebrei 2.
Algebra universala cat determinata de aceasta am numit-o algebra fundamentala. Folosind
Teorema 1.6.18 in care am aratat cd orice omomorfism intre doud multialgebre induce un
omomorfism intre algebrele fundamentale corespunzatoare, am definit un functor covariant
de la categoria multialgebrelor de un tip dat la categoria algebrelor universale de acelasi tip

(Observatia 1.6.21).

O intrebare care apare in mod firesc este ce se intampla cu identitatile (tari sau slabe)
ale unei multialgebre in urma factorizarii cu relatia fundamentald. Raspunsul il dam in
Propozitia 1.7.1 in care stabilim ca acestea devin identitati ale algebrei universale astfel
obtinute. Se constata usor ca o identitate a algebrei fundamentale nu este necesar sa provina
dintr-o identitate, nici chiar slaba, a multialgebrei de la care plecam. Totusi, modelul oferit
de semihipergrupurile si hipergrupurile complete, ne conduce la constructia unei clase de
multialgebre — multialgebrele complete — care au proprietatea ca orice identitate a algebrei
fundamentale este verificata, macar in forma slaba, pe multialgebra de la care pornim — a

se vedea demonstratia Propozitiei 1.7.6 si Propozitia 1.7.11.

In ultimul paragraf din primul capitol determindm cea mai mica echivalenta pentru
care multialgebra factor este o algebra universala care verifica o identitate data (Teorema
1.8.3). Aplicand aceasta teorema la (semi)hipergrupuri si la identitatea care exprima co-
mutativitatea hiperprodusului, se obtine relatia introdusa de Freni in [26] cu scopul de a
obtine o caracterizare a (sub)hipergrupului derivat al unui hipergrup. Noi am demonstrat
ca multialgebra rezultata dintr-o algebra universala 9B prin factorizare dupa o echivalenta
p, conduce, prin factorizare dupa relatia introdusa de noi, la aceeagi algebra care s-ar obtine
ca algebra cat a algebrei universale B in raport cu cea mai mica congruenta ce contine atat
echivalenta p cat gi perechile de elementele din 8 pe care identitatea cu care lucram le
face egale (Teorema 1.8.9). Folosind Teorema 1.8.9 am realizat o conexiune intre subgrupul

derivat al unui grup si subhipergrupul derivat al hipergrupului sau factor determinat de



10

echivalenta la stanga asociatd unui subgrup (Exemplul 1.8.10).

Rezultatele din paragrafele 1.5, 1.6, 1.7, 1.8 sunt originale si au fost publicate, acceptate
spre publicare sau trimise spre publicare. Astfel, rezultatul principal al paragrafului 1.6
(Teorema 1.6.13) l-am publicat in [59], finalul paragrafului 1.6 si pagragraful 1.7 isi agtepta
publicarea in [62], iar paragrafele 1.5 gi 1.8 alcatuiesc o lucrare elaborata impreuna cu

domnul profesor Ioan Purdea, aflata inca in faza de preprint ([66]).

In capitolul al doilea studiem proprietati legate de produse directe, limite directe de
sisteme directe si limite inverse de sisteme inverse de multialgebre. Toate aceste constructii
sunt generalizari ale celor cunoscute de la algebre universale si au un caracter de naturalitate
care provine din faptul ca se obtin obiecte ale categoriei multialgebrelor corespunzatoare
constructiilor similare din teoria categoriilor. Mentionam ca rezultate legate de constructii
de multialgebre cu aspect categorial au fost obtinute de Walicki gi Bialasik in lucrarea [90].
In [90] se arata ca multialgebrele, impreuna cu omomorfismele, formeaza o categorie cu
produse finite, cu egalizatori, cu coproduse finite, cu coegalizatori, deci cu limite si colim-
ite finite. Intrucat constructia egalizatorilor si a coproduselor foloseste din plin faptul c&
imaginea unei multioperatii poate sa fie vida, devine incerta posibilitatea de a prelua aceste
proprietati pentru categorii ale caror obiecte sunt multialgebre caracterizate de teorema lui
Gritzer. Ca exemplu in acest sens, subliniem faptul ca multialgebrele de tip 7 = (14 )y<o(r)
formeaza o subcategorie in categoria sistemelor relationale de tip (n, + 1)7<0(T) care nu este

inchisa la limite inverse.

Capitolul secund este o colectie de rezultate care ne apartin. Primul paragraf cuprinde
o serie de proprietati ale produsului direct al unei familii de multialgebre, majoritatea
publicate in articolul [61]. Walicki si Biatasik au demonstrat in [90] cd pentru doua mul-
tialgebre, produsul direct este produsul in sens categorial. Fara modificari consistente in
demonstratie, proprietatea se demonstreaza si pentru o familie oarecare de multialgebre
(Propozitia 2.1.1). Am aratat ca pe produsul direct se pastreaza identitatile pe care le
verifica multialgebrele de la care pornim (Propozitiile 2.1.3 si 2.1.4) si ca produsul direct al

unei familii de multialgebre complete este o multialgebra completa (Propozitia 2.1.7).

Un alt aspect pe care 1l urméarim pentru fiecare din constructiile realizate este daca

si cand functorul obtinut prin factorizare dupa relatia fundamentala comuta cu acestea.
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Paragraful 2.2 prezinta rezultatele din lucrarea noastra [63] care a fost acceptata spre pub-
licare de Italian Journal of Pure and Applied Mathematics. In Exemplul 2.2.1 aratam ca
functorul introdus in paragraful 1.6 nu comuta, in general, cu produsele de multialgebre.
Am stabilit, totusi, Intr-un caz mai restrans, o conditie necesara sgi suficientd pentru ca
algebra fundamentala a produsului direct al unei familii de multialgebre sa fie izomorfa cu
produsul direct al algebrelor fundamentale corespunzatoare (Propozitia 2.2.2). Conditia din
Propozitia 2.2.2 este destul de complicata dar ea ne conduce la o conditie suficienta (Coro-
larul 2.2.3) care ne ajuta sa stabilim cand este verificata proprietatea de mai sus pentru

hipergrupuri gi pentru multialgebre complete (Teoremele 2.2.9 si 2.2.12).

In paragraful 2.3 am realizat constructia limitei directe a unui sistem direct .4 de mul-
tialgebre. Am considerat ca sistemul direct A este constituit peste o multime ordonata
dirijata superior (I, <) si am aratat ca anumite proprietati ale multimii ordonate (I, <)
simplifica realizarea acestei constructii (Propozitia 2.3.8 si Teorema 2.3.10). Am demon-
strat, de asemenea, ca o clasa de multialgebre inchisa la imagini izomorfe este inchisa la
formarea de limite directe de sisteme directe arbitrare daca si numai daca este inchisa la
formarea de limite directe de sisteme directe bine ordonate (Teorema 2.3.12). Considerand
Intr-un sistem direct de multialgebre ca toate omomorfismele sunt ideale rezulta imediat
faptul ca daca multialgebrele noastre sunt algebre atunci ceea ce se obtine este constructia
omonima de la algebre universale. In acest caz, din rezultatele mentionate anterior se obtin
Lema 7, Teorema 2 si Teorema 4 din [29, §21]. O parte din proprietatile stabilite de Romeo
in [70] si de Leoreanu in [40] si [46] pot fi obtinute folosind Propozitia 2.3.8 si Propozitiile
2.3.14, 2.3.16, care afirma ca limita directd a unui sistem direct de multialgebre pe care este
satisfacuta o identitate data, tare sau slaba, verifica aceasta identitate. Folosind Teorema
2.4.1, in care aratam ca functorul F' determinat de factorizarea dupa relatia fundamentala
este un adjunct la stanga pentru functorul de incluziune, am dedus ca F' comuta cu limitele

directe de sisteme directe de multialgebre (Corolarul 2.4.2).

Ultima constructie pe care o dam in aceasta teza este cea a limitelor inverse de sisteme
inverse de multialgebre. La inceputul paragrafului 2.5 demostram ca limita inversa a unui
sistem invers de multialgebre de tip 7 = (n,),<,(7) In categoria sistemelor relationale de
tip 7/ = (ny + 1)y<o(r) N este intotdeauna o multialgebra (Exemplul 2.5.6). Am stabilit o

serie de proprietati analoge cu cele de la limite directe (Propozitia 2.5.14, Teorema 2.5.16
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gi Teorema 2.5.17). O componentd importantd a acestor rezultate consta in stabilirea de
conditii in care limita inversa a unui sistem invers de multialgebre este o multialgebra. Fie
K o clas de multialgebre de tip 7 inchis# la imagini izomorfe. In Teorema 2.5.17 am stabilit
o conditie necesara si suficienta pentru ca limita inversa a unui sistem invers de multialgebre
din K sa fie o multialgebra din K. In paragraful 2.6 studiem comutativitatea functorului F
determinat de relatia fundamentala cu limitele inverse de sisteme inverse. Acest functor nu
comutd, in general, cu limitele inverse (Exemplul 2.6.2). Pornind de la Propozitia 2.5.14 si
Teorema 2.5.16 am demonstrat in ultimul paragraf Propozitiile 2.6.3 si 2.6.4 care prezinta,
in anumite cazuri, conditii necesare si suficiente pentru ca algebra fundamentala a limitei
inverse a unui sistem invers de multialgebre sa fie limita inversa a sistemului invers format cu
algebrele fundamentale corespunzitoare. Am considerat functorul F' definit pe subcategorii
de multialgebre ca cele din Teorema 2.5.17 si am stabilit cu ajutorul Propozitiilor 2.6.3 si
2.6.4 o conditie necesara si suficientd pentru ca acest functor sia comute cu limitele inverse
de familii inverse (Teorema 2.6.5).

Sentimente de adanca recunogtinta se indreapta spre familia mea, care a dat dovada de
nemasurata rabdare si intelegere pe parcursul redactarii acestei teze. Doresc sa multumesc
domnului profesor Ioan Purdea, pentru discutiile si observatiile care au dus la realizarea ei.
De asemenea, multumesc domnului profesor Nicolae Both pentru atenta citire a manuscrisu-
lui si pentru sugestiile sale si bunului meu prieten Simion Breaz pentru dialogurile matem-
atice care se fac simtite si in randurile acestei lucrari. Gandurile mele bune se indreapta
i spre profesorii mei Grigore Calugareanu, Rodica Covaci, Andrei Marcug precum i spre
colegii mei Septimiu Crivei, Christian Sacarea, Ciprian Modoi, Csaba Szanto, Iluska Bonta,
Camelia Dicu, pentru atmosfera calda din cadrul catedrei de algebra si pentru sfaturile pe
care mi le-au oferit cu generozitate.

Cosmin Pelea

Cluj—Napoca,

Septembrie 2003.



Capitolul 1

Multialgebre. Submultialgebre.
Multialgebre factor

Acest capitol este dedicat submultialgebrelor si multialgebrelor factor ale unei multialge-
bre. Primele patru paragrafe au rolul de a ne introduce in cadrul in care se desfasoara
discutia in lucrarea de fata. In aceasti parte din teza, aportul nostru consta in conexiunile
realizate intre submultialgebrele si omomorfismele de multialgebre si polinoamele algebrelor
partilor nevide ale multialgebrelor cu care lucram. Folosind aceste legaturi, in Teorema
1.3.13 am descris submultialgebra unei multialgebre 2l generata de o submultime cu aju-
torul polinoamelor algebrei P* (). In cazul algebrelor universale aceasta ne conduce la o
caracterizare binecunoscuta a subalgebrei generate. Rezultatele noastre cuprinse in aceste

paragrafe au fost publicate in lucrarea [4], elaborata in colaborare cu Simion Breaz.

Paragrafele care urmeaza se refera in cea mai mare parte a lor la factorizari ale multialge-
brelor dupa relatii de echivalentd. Aproape toate proprietatile cuprinse in aceste paragrafe
sunt originale. Din paragraful 1.6 amintim Propozitia 1.6.1 in care dam o caracterizare
a acelor echivalente pentru care multialgebra factor este o algebra universala, si Teorema
1.6.13 care descrie, pentru o multialgebra data, cea mai mica relatie de acest fel (numita

relatia fundamentala). Mentionam ca Teorema 1.6.13 am publicat-o in lucrarea [59].

In finalul paragrafului 1.6 am demonstrat ci factorizarea in raport cu relatia fundamen-

tala are un caracter functorial (Teorema 1.6.18 si Corolarele 1.6.19 si 1.6.20). Paragraful 1.7

13
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incepe cu Propozitia 1.7.1 in care am ardtat cd pe algebra cat obtinuta factorizand o mul-
tialgebra 2( in raport cu relatia sa fundamentala (numita algebra fundamentala) se mentin
identitatile pe care multialgebra 2 le verifica, chiar si numai in forma slaba. De asemenea
am demonstrat, in Propozitia 1.7.6, ca intre toate multialgebrele cu aceeagi multime suport
si aceeasi algebra fundamentala gasim multialgebre care verificd (macar in forma slaba)
toate identitatile valabile pentru algebra fundamentala. Demonstratia acestei propozitii
ne conduce spre o clasa de multialgebre, caracterizate prin Propozitiile 1.7.11 si 1.7.20,
pe care le-am numit complete deoarece, particularizate la cazul semihipergrupurilor sau la
cel al grupurilor, dau chiar semihipergrupurile, respectiv hipergrupurile complete. Aceste
rezultate sunt cuprinse in lucrarea [62].

In paragraful 1.8 am caracterizat cea mai mica relatie de echivalenta pe o multialgebra

pentru care multialgebra factor este o algebra ce verifica o identitate datd q = r (Teo-

*

rema 1.8.3). Am notat aceasta relatie cu ag,.

Fie B o algebra universala, p o relatie de
echivalentd pe B si fie §(pqr) cea mai mica congruenta pe B care contine pe p si relatia
{(q(bo,...,bp—1),r(bo,...,bn—1)) | bo,...,bp—1 € B}. Rezultatul principal al paragrafului
1.8 (si chiar al primului capitol) este Teorema 1.8.9 in care am aratat ca algebrele uni-
versale (B/p)/ag, si B/0(pqr) sunt izomorfe. In felul acesta, se confirmi, inci o dati,
faptul ca studiul multialgebrelor este o extindere naturald a teoriei algebrelor universale.

Aceste rezultate sunt cuprinse intr-un preprint realizat in colaborare cu domnul profesor

Ioan Purdea ([66]).

1.1 Multialgebre. Definitii. Cazuri particulare

Fie A o multime. Notam cu P*(A) multimea submultimilor nevide ale multimii A.

Definitia 1.1.1. Fie n un numér natural. Se numeste multioperatie pe A de aritate n (sau

multioperatie n-ara pe A) o functie A™ — P*(A).

Observatia 1.1.1. Se observa ca o multioperatie nulara pe A pune in evidenta o submultime
nevida a multimii A, ceea ce Inseamna ca existd multioperatii nulare pe A daca si numai

daca A este nevida.

Fie 7 = (n4)y<o(r) = (P0,M1,...,7My,...) un gir de numere naturale indexat dupa

multimea de ordinale {7y | v < o(7)} si fie, pentru fiecare v < o(7), cate un simbol f,
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de multioperatie n,-ara.

Definitia 1.1.2. O multialgebra de tip 7, A = (A, (fy)y<o(r)), consta dintr-o multime
A si o familie de multioperatii (fy)y<o(r) = (fo, f1,---; fy,...) In care fiecare f, este o
multioperatie n.-ara avand simbolul f,. Multimea A se numeste multime suport a multial-

gebrei 2.

Observatia 1.1.2. Daca multialgebra 2 are multioperatii nulare atunci multimea suport A

este nevida.

Desigur, identificand o multime cu un element cu elementul pe care il contine putem
privi operatiile pe o multime ca multioperatii. Astfel, rezulta ca algebrele universale sunt
cazuri particulare de multialgebre.

Ezemplul 1.1.3. [47] Fie (G, ) un grup, H un subgrup al siu si fie G/H = {zH | z € G}
multimea claselor de echivalenta la stanga determinate de H. Egalitatea zH - yH = (xy)H
definegte o operatie pe G/H daca si numai dacd multimea {zH | z = 2'y/, ' € zH, ¢ €
yH} are un singur element, iar aceasta se intdmpla exact atunci cand H este un subgrup

normal al lui G. Cu alte cuvinte,
vH-yH={zH|z=1"y, 2/ €xH, v € yH}
definegte, in general, o multioperatie binard pe G/H, deci organizeaza pe G/H ca o multi-
algebra de tip 7 = (2).
Prezentam in continuare cateva multialgebre particulare care vor aparea pe parcurs:
Hipergrupoid. O multialgebra (H,o) cu o multioperatie binara se numeste hipergrupoid.
Daca a,b € H, imaginea a o b a perechii (a,b) prin multioperatia o se numeste hiperprodus.

Uneori vom folosi substantivul hiperprodus pentru a denumi multioperatia binara dintr-un

hipergrupoid. Daca A, B C H atunci
AoB=|J{acb|ac A, be B}
Semihipergrup. Un hipergrupoid (H, o) pentru care multioperatia o este asociativa, adica
ao(boc)=(aob)ocoricare ar fi a,b,c € H,

se numeste semihipergrup. Daca a1, ...,a, € H, vom numi submultimea nevida a;o---oay,

a lui H, hiperprodus cu n factori.
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Inlocuind mai sus asociativitatea lui o cu conditia
ao(boc)N(aob)oc=#0oricare ar fi a,b,c € H,

numita asociativitate slabd, se obtine definitia notiunii de H,-semigrup.

Hipergrup. Fie H o multime nevida. Un semihipergrup (H, o) pentru care
(1.1.1) aoH =Hoa=H oricare ar fi a € H,

se numeste hipergrup. Un H,-semigrup care satisface conditia (1.1.1) se numesgte H,-grup.
Multialgebra din Exemplul 1.1.3 este un hipergrup.

Se observa ca (1.1.1) face ca egalitatile
(1.1.2) a/b={reH|acxob}, b\a={zrecH|acbox}

sa defineasca doua multioperatii binare pe H. Astfel, hipergrupurile si H,-grupurile pot
fi privite ca multialgebre (H,o,/,\) de tip 7 = (2,2,2). S& notam, de asemenea, ca daca
H este o multime nevida si (H,o,/,\) este o multialgebra de tip 7 = (2,2,2) pentru care
multioperatia o este asociativa (slab asociativa) si pentru care multioperatiile / si \ se obtin
din o prin (1.1.2) atunci (H, o) este un hipergrup (H,-grup).

Hipergrup canonic. O multime nevida H inzestrata cu o multioperatie binara + : H X

H — P*(H) se numeste hipergrup canonic daca:

(i) + este asociativ;

(ii) + este comutativa: a + b = b+ a, pentru orice a,b € H;
(iii) exista 0 € H astfel incat 0 + a = a, pentru orice a € H;

(iv) pentru orice a € H, exista —a € H care verificd urmatoarea proprietate de reversibi-

litate: daca b,c € H astfel incat ¢ € a + b atunci b € (—a) + c.

Mentionam ca multialgebra astfel obtinuta este un hipergrup. Notam, de asemenea, ca 0
este unic cu proprietatea din enunt, ca 0 € a+(—a), iar —a este unic cu aceasta proprietate,
asadar hipergrupurile canonice pot fi privite ca multialgebre (H,+,/,\,0,—) cu +,/,\

multioperatii binare, 0 operatie nulara si —, operatie unara.
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Hiperinel (in sens general). Un hiperinel in sens general este o multialgebra (R, +, )
care verifica urmatoarele: (R,+) este un hipergrup, (R,-) este un semihipergrup si pentru

orice a, b, c € R au loc incluziunile
a-(b+c)Ca-b+a-c, (b+c)-aCb-a+c-a.

Daca / si \ sunt multioperatiile ce se definesc pentru hipergrupul (R, +) prin egalitatile
(1.1.2) atunci hiperinelul R poate fi privit ca o multialgebra (R, +,/,\,-) de tip (2,2, 2,2),
cu +, - multioperatii asociative ce verifica incluziunile de mai sus.

Hiperinel Krasner. Un hiperinel Krasner (A, +,-,0) constd intr-o multime A, inzestrata

cu doua multioperatii binare +, - care verifica urmatoarele proprietati:
i) (A,+) este un hipergrup canonic cu elementul nul 0;
ii) (A,-) este un semigrup;
iii) 0-a=a-0=0, oricare ar fi a € A;

iv) operatia - este distributiva fata de multioperatia +, adicd pentru orice a,b,c € R

avem a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Astfel un hiperinel Krasner poate fi privit ca o multialgebra (A,+,/,\,0,—,-) cu +,/,\
multioperatii binare si 0, —, - operatii cu aritatile respectiv 0, 1, 2.

Se constata ugor ca semigrupurile sunt cazuri particulare de semihipergrupuri, grupurile,
cazuri particulare de hipergrupuri, grupurile abeliene, de hipergrupuri canonice, iar inelele
sunt cazuri particulare de hiperinele.

Sa observam, in incheierea acestui paragraf, ca fiecare dintre multioperatiile f, (v <

o(7)) ale unei multialgebre de tip 7 poate fi privita ca o relatie n., + 1-ara r., astfel:
(1.1.3) (a0, ... n,—1,0n,) € 7o & an, € fy(ag,...,an,-1).

Astfel, multialgebrele sunt sisteme relationale particulare, mai generale decat algebrele uni-

versale.
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1.2 Algebra partilor nevide ale unei multialgebre

O multialgebra A = (A, (f,)y<o(r)) de tip 7 determina o structura de algebra universala de

tip 7 pe P*(A) cu operatiile definite prin:

(1.2.1) fW(A(),... nﬂ/_1 L_J{f7 ao,...,an7_1) | a; € A;, 1 € {0,...,717— 1}},
pentru orice v < o(7) si Ao, ..., An,—1 € P*(A). Notam aceasta algebra cu P*(2) si o vom
numi in continuare algebra (universala a) partilor nevide ale multialgebrei 2.

Observatia 1.2.1. Sa notam ca daca A;, B; (i € {0,...,n, —1}) sunt submultimi nevide ale

multimii A cu proprietatea ca A; C B; atunci f, (Ao, ..., An,—1) € fy(Bo,..., Bn,—1).

Fie n un numar natural si fie algebra universala *(A) = (P*(A), (f;)y<o(r)). Functiile
algebrice n-are ale algebrei P*(2() sunt acele si numai acele functii care se obtin aplicand

de un numaér finit de ori urmatorii pasi:

(i) pentru orice B € P*(A) functia ¢y : P*(A)" — P*(A), ¢%(Xo,...,Xn-1) = B este

functie algebrica n-ara pe P*(A);

(ii) pentru orice i € {0,...,n — 1} functia e} : P*(A)" — P*(A), e(Xo,..., Xn-1) = X;

este functie algebrica n-ara pe P*();

(iii) daca v < o(7) si po,...,Pn,—1 sunt functii algebrice n-are ale algebrei *(A) atunci

functia fy(po,-..,pn,—1) : P*(A)" — P*(A) definita prin
Jy(@os - pny—1)(Xos -+, Xnm1) = fy(po(Xo, - s Xn—1)s o, Pry—1(Xo, -+, Xnm1))
este, de asemenea, functie algebrica n-ara pe P* ().

Notdm cu P (P*(A)) multimea functiilor algebrice n-are ale algebrei P*(A). Se observa

o (A)
ca (iii) organizeaza multimea Pl(fk)( A) (P*(A)) ca o algebra universala de tip T,

) 1 (B (20) = (P (B @), () <or):

Observatia 1.2.2. Dacan €N, p € P(Z)(A) (P*(A)), iar submultimile nevide Ag, ..., Ap—1 si
By, ..., By_1 ale multimii A sunt astfel incat Ay C By, ..., Ap—1 C B,_1 atunci

p(A07 cee ,An,]_) g p(B07 cey anl)-
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Intr-adevir, daci existd B € P*(A) astfel incat p = ¢y atunci incluziunea de mai sus
se scrie B C B i este, in mod trivial, adevarata. Daca exista ¢ € {1,...,n — 1} astfel ca
p = e}’ atunci incluziunea de mai sus devine A; C B; si este adevarata conform ipotezei in
care lucram. Presupunand ca afirmatia din enunt este verificatd pentru functiile algebrice

POy -+ Pny—1 € P](;i)(A)(‘B*(Ql)) si ca p= fy(po,...,Pn,—1), folosind Observatia 1.2.1 avem

p(Ao, ..., An—1) = fy(po, - - ,in—l)(AO, o Apr)
po(Ao, ...y An—1),... ,pnw_l(
C fy(po(Bo, ..., Bn-1),... ,pnw,l(Bo, .oy Bp-1))
= fy(po, - .. ,pnv,l)(Bo, .oy Bno1)
= p(Bo, ..., Bn-1).
In algebra ‘Bgi)( A) (P*(21)) considersam subalgebra P (P*(A)) generatd de functiile el
i€{0,...,n—1}. Algebra

PO (P (20)) = (PO (B (W), (f)y<0(r)

se numeste algebra polinoamelor n-are ale algebrei *(2). Elementele multimii P (*(2A))
se numesc polinoame n-are pe P*(2A). Rezulta imediat ca polinoamele n-are pe P*(2A) sunt
acele gi numai acele functii P*(A)" — P*(A) care se obtin aplicand (ii) si (iii) de mai sus de
un numér finit de ori. Mentionam ci algebra PO (P*(2A)) exista dacd si numai daci intre
multioperatiile multialgebrei 2 exista multioperatii nulare.

Notam, pentru orice a € A, functia algebrica c?a} cu ¢l sicu
PO (@) = (PLY OB (20), (F)<otr))
subalgebra algebrei functiilor algebrice n-are pe P*(2() generata de submultimea
{ch]aec AyU{el |ie{0,...,n—1}}.

Cu alte cuvinte, elementele multimii Pjgn) (P*(2A)) sunt acele si numai acele functii P*(A)" —

P*(A) care se obtin aplicand de un numar finit de ori urmatorii pasi:

(") pentru orice a € A, functia ¢} este element al multimii Pgn) (PH(A));

(ii’) pentru orice i € {0,...,n — 1} functia e, este element al multimii PXL) (P (A));



20

(iii’) daca v < o(7) si po,...,Pn,—1 sunt elemente ale multimii PA (‘13*( )) atunci functia
(o -+ pny—1) : P*(A)" — P*(A) definita ca in (iii) este, de asemenea, element al
multimii P (8% (21)).

Observatia 1.2.3. E clar cii, pentru o multialgebra 2, P (P*(2A)) este o subalgebri a
algebrei £]3A (P*(A)).

Observatia 1.2.4. Daca 2 este o algebra universala si ‘BXL)( 2A) este algebra functiilor algebrice

n-are ale algebrei 2 atunci pentru orice functie algebrica p € P (‘,B*( )) corespondenta
A" — Au (CLQ, RN an—l) = p(a07 s 7an—1)

defineste o functie algebrica din ‘,]3%)( 2) (adica o functie algebrica n-ara pe ). Mai mult,

orice functie algebrica din ‘13%) () se obtine astfel dintr-o functie algebrica din P (‘13*( ))-

Functiile algebrice unare din P (‘13*( )) vor constitui instrumente deosebit de utile in

acest capitol. Este bine sa notam urmatorul fapt:
Observatia 1.2.5. Daci f € PU)(P*()) si p € P{Y(P*(R)) atunci fop € P (P (A)).
Intr-adevir, fop: P*(A)" — P*(A) si avem:
(i) daca existd a € A astfel ca f = ¢! si Xo,..., X1 € P*(A) atunci
(f o) (Xos -+ s Xn1) = co(0(Xo, -+, Xn-1)) = a = ¢ (Xo, .., Xno1),
de unde rezultd fop =l € PXL) (B (A));
(ii) daca f = e} si Xo,..., Xn—1 € P*(A) atunci
(f Op)(X()? ey Xn—l) == e(l](p(X()? ey Xn—l)) = p(X07 cee ?Xn—1)7
adica fop=p;
(iii) dacd v < o(7) si pentru f9,..., fm71 e P (‘,13*( )) s-a demonstrat ca
fOop=poe PY (B )., [ op=pu, 1 € PLET@))
atunci pentru f = f,(f°,..., f 1) avem
(f op)(Xos-- s Xn1) = f(p(Xo, -, X)) = (% D ((Xo, - Xp1))
= L' (p(Xos - Xn1))s -, [ (0(Xos - -5 X))
= f’y(pO(XO) cee 7Xn—1)7 .. apn-y—l(X07 cee 7Xn—l))
= fv(pO) cee 7pn7—1)(X07 cee 7Xn—1)7
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asadar fop= fy,(po,...,Pn,—1) € PIS‘")(‘,B*(%)).
Fie n € N. Pornind de la familia de simboluri de operatii (f,),<o(r) si de la simbolurile

X0, . -.,Xp—1 Se construiegte algebra simbolurilor polinomiale n-are.

Definitia 1.2.1. Simbolurile polinomiale n-are sunt acele si numai acele siruri de simboluri

care se obtin aplicand de un numar finit de ori urmatorii pasi:

(a) xq,...,Xp—1 sunt simboluri polinomiale n-are;
(b) daca luam un ordinal v < o(7) si po,...,Pn,—1 simboluri polinomiale n-are atunci
£,(po; - --,Pn,—1) este, de asemenea, un simbol polinomial n-ar.

Not&m cu P™ (7) multimea simbolurilor polinomiale n-are. Se observa ca pentru orice
v < o(T) egalitatea

f“/(p()) s 7in—1) = f’y(p()a s 7pn7—1)

defineste o operatie n.-ard pe multimea P (7). Astfel, se obtine algebra P (1) a sim-
bolurilor polinomiale n-are. Algebra () (1) existi dacd si numai daca existd v < o(7) astfel
incat £, sa fie simbol al unei multioperatii nulare.

Mentionam ca terminologia folosita aici, ca si cea mai mare parte a notatiilor, este
preluata din [29] deoarece ea permite o traducere mai buna in limba romaéna. In cirti
mai recente de algebre universale (ca, de exemplu, [6]) notiunea de simbol polinomial (in
limba engleza ,,polynomial symbol’) apare (tot in limba engleza) sub denumirea ,,term”,
iar notiunea de polinom (,,polynomial’) sub numele ,,term function”. Termenul ,,functie
algebricd’ este inlocuit in [6] de ,,functie polinomiald”. Definitia prezentata anterior pentru
functii algebrice este cea inspirata din [6]. Amintim ca in [29] introducerea functiilor alge-
brice se face pornind de la polinoame. Astfel, o functie algebrica de aritate n — k se obtine
prin fixarea intr-un polinom n-ar a k variabile prin elemente din algebra universala peste

care lucram, in cazul nostru * ().

Definitia 1.2.2. Polinomul n-ar al algebrei B*(A) asociat unui (indus de un) simbol poli-

nomial n-ar se defineste astfel:

(1) pentru orice i € {0,...,n — 1} simbolul polinomial x; induce polinomul e}';
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(2) daca luam un ordinal v < o(7) si simbolurile polinomiale po, ..., pn,—1 induc, respec-

tiv, polinoamele po,...,p,,—1 atunci simbolul polinomial f,(po,...,Pn,—1) induce
polinomul f,(po, - . ., Pn,—1)-
Observatia 1.2.6. [29, Corolarul 8.1] Orice polinom n-ar p al algebrei P*(2() este indus de
un simbol polinomial n-ar p.
Notatie. Polinomul indus de simbolul polinomial p pe algebra PB*(2A) va fi notat cu p (sau
cu (Pp)gp+(2r) atunci cand e necesar).
Din Definitia 1.2.2 si Observatia 1.2.6 se obtin urmatoarele observatii:

Observatia 1.2.7. [29, Corolarul 8.2] Pentru orice n € N, orice polinom p € P (P*(A)) si

orice m € N, m > n existd un polinom ¢ € P (*(2)) cu proprietatea ci

(Ao, -y An—1) = q(Ag,s - -, Am—1)
pentru orice Ay, ..., A,—1 € P*(A).
Observatia 1.2.8. Pentru orice n € N, orice polinom p € P (P*(A)) si orice permutare o

a multimii {0,...,n — 1} existd un polinom g € P (P*(2A)) cu proprietatea ci

p(Ao, PN ,Anfl) = Q(AU(O)a ey Ao(n—l))
pentru orice Ao, ..., A,—1 € P*(A).
Fie 2 o multialgebra si fie P*(2A) algebra partilor sale nevide. O submultime nevida
C C A se numeste constantd algebricd pentru P*(A) daci existda p € PO (r) astfel incat

C = (P)p-)-

1.3 Laticea submultialgebrelor. Submultialgebra generata

Definitia 1.3.1. Fie 2 = (A, (f5)y<o(r)) © multialgebra si fie B C A. Vom spune ca B este
o submultialgebra a multialgebrei 2 daca pentru orice v < o(7) i pentru orice elemente

bo, .. ~7bnwfl € B, ffy(b(], .. -,bm,fl) C B.

Observatia 1.3.1. Daca B este o submultialgebra a multialgebrei 21 = (A, (fy),<o(r)) atunci,
pentru orice v < o(7), multioperatia f, : A" — P*(A) induce o multioperatie f,|pny :
B™ — P*(B). Multimea B impreuna cu multioperatiile f,|gny formeaza o multialgebra B

de tip .



23

Notatii. Notam cu S(2) multimea submultialgebrelor multialgebrei 2, iar pentru o sub-

multialgebra B, o multioperatie f|pny a multialgebrei B se va nota tot cu f,.

Ezemplul 1.3.2. Fie (H,o) un hipergrupoid. S C H este un subhipergrupoid al lui H daca
S este o submultialgebra pentru (H,o), adicad pentru orice a,b € S avem aob € S. Un

subhipergrupoid al unui semihipergrup se numeste subsemihipergrup.

Observatia 1.3.3. Daca H este un hipergrup si S C H este o multime nevida, atunci S se
numeste subhipergrup daca S este un subsemihipergrup in semihipergrupul (H,o) (adica
SoS C S)siaoS =Soa =8, pentru orice a € S. Un subhipergrup S al lui H este
inchis la dreapta (stanga) dacd pentru a € H, b,c € S, din ¢ € boa (¢ € aob) rezulta
a € S. Un subhipergrup este inchis daca este inchis gi la stanga si la dreapta. Astfel, daca
privim hipergrupul H ca pe o multialgebra (H,o,/,\) atunci submultialgebrele care au ca
suport submultimi nevide sunt chiar subhipergrupurile inchise. Mentionam ca multimea
S(H,o,/,\) a submultialgebrelor multialgebrei (H,o,/,\) se obtine reunind la multimea

subhipergrupurilor inchise ale lui H multimea formata din multimea vida.

Teorema 1.3.4. [67, Teorema 3] Fie % = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra de tip T si fie
B C A. O conditie necesard i suficientd pentru ca P*(B) sa fie o subalgebra in 3* () este

ca B sa fie o submultialgebra in 2.

Corolarul 1.3.5. Fie 2 = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra de tip 7, B o submultialgebra a
iYW, neN gipe PM (P*(A)). Daca By, ...,Bn—1 sunt submultimi nevide ale lui B
atunci p(By,...,Bn—1) C B.

Corolarul 1.3.6. Fie % = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra de tip 7, B o submultialgebra a
wiA,neNgipe P(”)(‘B*(Ql)). Daca by, ...,bp—1 € B atunci p(bo,...,bp—1) C B.

In [33, Lema 1] este prezentat urmatorul rezultat (chiar intr-un caz mai general cores-

punzator unei multialgebre in care multioperatiile nu sunt neaparat finitare):
Lema 1.3.7. Multimea S(2) formeaza un sistem de inchidere algebric pe A.
Corolarul 1.3.8. () = (S(A), C) este o latice algebrica.

Corolarul 1.3.9. Daca X C A, atunci (X) = ({B € S(A) | X C B} este o submultial-

gebra a multialgebrei .
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Definitia 1.3.2. Submultialgebra (X) a multialgebrei 2 se numeste submultialgebra gene-
rata de submulfimea X.

Observatia 1.3.10. B € S() daca si numai daca (B) = B.

Observatia 1.3.11. (D) = () daca si numai daca 2 nu are multioperatii nulare.

Observatia 1.3.12. Daca 2 are multioperatii nulare si Ag este reuniunea multimilor puse in

evidenta de acestea, atunci () # (0) = (Ay) este cea mai mica submultialgebra din (S(2A), C).

In continuare vom prezenta forma submultialgebrei unei multialgebre 2l generatd de o

submultime X C A.

Teorema 1.3.13. Fie A = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra de tip 7, X C A. Atuncia € (X)
dacd si numai dacd existi n € N, p € PO (P*(A)) si zo,..., 201 € X astfel incit
a € p(xog,...,Tn-1).

Demonstratie. Notam

M =|J{p(zo,...,zn1) [ n €N, pe P(P*R)), z0,..., 701 € X}

Oricare ar fi z € X avem x = e}(z), deci z € M si astfel X C M. De asemenea, tindnd
cont de Corolarul 1.3.6, avem faptul ca M C (X).
Sa aratam acum ca M € S(). Fie v < o(7) si co,...,cn,—1 € M. Aceasta inseamna

ci existd m; € N, p; € PU)(P*(A)), z, ... 7332@—1 € X, 1€{0,...,ny — 1} astfel incat

c; € pi(:vé,...,xini_l) pentru orice ¢ € {0,...,ny — 1}. Fie m = mqg + -+ 4+ my, 1 s
n~y—1 ny—1 . .
fie yo,...,Ym—1 € X elementele xg, .. ,w?nofl, R ,acm”nv_l_l, respectiv. Folosind

Observatiile 1.2.7 gi 1.2.8 deducem ca exista polinoamele qo, . .., gn,—1 € P (3% (21)) astfel
incat p;(zh, ..., xini_l) = qi(Yo, - - -, Ym—1) pentru orice ¢ € {0,...,n, — 1}. Agadar, pentru

orice 1 € {0,...,ny — 1}, ¢; € ¢i(Yo, - - -, Ym—1)si avem:
fy(cos-ooyen,—1) € fr(@0(Wos -y Ym—1)s - -+ s ny—1(Y0, - - s Ym—1)) =
= f4(q05 -5 @ny—1) (Y05 - -+ Ym—1),
far cum f5(qo, - - -, qn,—1) € P/ (P*(A)) si Yo, . .., Ym—1 € X rezulta ca
Jy(co,- oo ycny—1) © M,

ceea ce Incheie demonstratia teoremei. O
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Observatia 1.3.14. Daca 2 are multioperatii nulare, atunci () = (Ag) este reuniunea

multimilor ce sunt constante algebrice pentru P*(2A).

1.4 Omomorfisme de multialgebre

Avand in vedere definitia notiunii de multialgebra, generalizarea notiunii de omomorfism
intalnita la algebre universale se poate face in mai multe moduri. Poate cel mai natural
mod de a defini un omomorfism ar fi cel care se obtine privind multialgebrele ca sisteme

relationale.

Definitia 1.4.1. Fie % = (A, (f5)y<o(r)) 81 B = (B, (fy)y<o(r)) doud multialgebre de acelasi
tip 7. O functie h : A — B se numeste omomorfism intre multialgebrele 2 si 26 daca pentru

orice v < o(7) si pentru orice elemente ag, ..., a,,—1 € A avem

(1.4.1) h(fy(ao,--.,an,-1)) € fy(h(ao),. .., h(an,—1))-

Cu alte cuvinte aceasta definitie exprima faptul ca h este un omomorfism intre sistemele
relationale care se obtin din multialgebrele 2 si B aga cum s-a vazut la sfargitul primului
paragraf.

Se va constata ca, adesea, omomorfismele cu care lucram sunt omomorfisme pentru
care in relatia (1.4.1) avem egalitate. Preluand terminologia din [67], vom numi un astfel
de omomorfism, omomorfism ideal. Precizam c&, spre deosebire de [67], nu vom cere in
definitie, surjectivitatea omomorfismului ideal. Omomorfismele ideale sunt numite in [75]
omomorfisme relationale — termen pe care nu il vom folosi pentru a nu crea confuzie cu
notiunea de omomorfism intre sisteme relationale — iar in [90], omomorfisme stranse (,,tight

homomorphisms”).

Observatia 1.4.1. Orice omomorfism de multialgebre cu codomeniul algebra universala este

un omomorfism ideal.

Ezemplul 1.4.2. O aplicatie h : H — H' intre doi hipergrupoizi (H, o) si (H', o) este omo-
morfism daca pentru orice a,b € H avem h(a o b) C h(a) o h(b). Un omomorfism de hiper-
grupoizi este ideal daca pentru orice a,b € H avem h(a o b) = h(a) o h(b). Un omomorfism

ideal de hipergrupoizi se mai numeste omomorfism bun (vezi [10, Definitia 14]).



26

Observatia 1.4.3. Dacd H si H' sunt hipergrupuri si le privim ca multialgebre cu trei
multioperatii binare atunci un omomorfism intre hipergrupoizii (H,o) si (H’,0) este un
omomorfism intre multialgebrele (H, o, /,\) si (H',0,/,\). Un omomorfism ideal h intre cele
doua multialgebre este un omomorfism bun cu proprietatea ca h(a/b) = h(a)/h(b), h(a\b) =
h(a)\h(b), pentru orice a,b € H. Un astfel de omomorfism de hipergrupuri se numeste omo-

morfism foarte bun (vezi [10, Definitia 21]).

Definitia 1.4.2. Fie 2 si B doud multialgebre de acelasi tip. O functie bijectiva h: A — B
cu proprietatea ca h si h~! sunt omomorfisme intre multialgebrele 2 si B se numeste

1zomorfism.

Observatia 1.4.4. Un omomorfism bijectiv de multialgebre este izomorfism daca si numai
daca este omomorfism ideal.

Intr-adevir, daci b : A — B este un izomorfism intre multialgebrele 2 si B atunci pentru
orice v < o(7) si orice elemente ao, ..., a,,—1 € A luam by = h(ag),...,bn,—1 = h(an,-1),
iar din A= (fy(bo, ..., bp,—1)) € fy(h ™1 (bo),..., A" (bn,—1)) rezultd, prin aplicarea lui h,

incluziunea f,(h(ao), ..., (an,~1)) € h(fy(ao,...,an,~1)), asadar h este ideal. Reciproc,

daca h este un omomorfism ideal bijectiv, atunci, pentru orice elemente by, ...,bn,—1 €
B exista ag,...,an,—1 € A astfel incat by = h(ag),...,bn,—1 = h(an,—1), iar din fap-
tul ca f,(h(ao),...,"an,~1)) € h(f,(ao,...,an,—1)) deducem, prin aplicarea lui Rt ca

h_l(f,y(bo, e bn,yfl)) - f,y(ao, ce ,anw,l) = fv(h_l(bo), ey h_l(bnvfl)), deci si h=! este

omomorfism.

Definitia 1.4.3. Fie 2 = (A, (f;)y<o(r)) 0 multialgebra si fie p o relatie de echivalenta pe
A. Relatia p se numeste echivalenta ideala pe 2 daca pentru orice v < o(7) si pentru orice

elemente x;,1; € A cu proprietatea ca x;py; pentru toti i € {0,...,n, — 1} avem
a€ fy(xo,. .., Tn,—1) = 3bE€ f1 (Y0, ., Yn,—1) astfel incat apb.

Sa consideram A o multime gi P*(A) multimea partilor sale nevide. Fie p o relatie de

echivalenta pe A si si consideram relatia p definitd pe P*(A) astfel:
ApB & Va € A, 3b € B astfel incat apb ¢i Vb € B, Ja € A astfel incat apb.

Se observa imediat ca p este o echivalenta pe P*(A).
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Teorema 1.4.5. Fie % = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebrd si p o relatie de echivalentd pe
A. Relatia p este echivalentd ideala pe multialgebra A dacd si numai daca relatia p este

congruentd pe algebra P*(2A).

Demonstratie. Fie p o echivalenta ideald pe 2. Sa consideram v < o(7) si X;,Y; € A
nevide (7 € {0,...,n, — 1}) astfel incat X;pY; pentru orice ¢ € {0,...,n, — 1}. Atunci
pentru orice a € fy(Xo,...,Xn, 1), exista 29 € Xo,...,2Zn,—1 € Xy, 1 astfel incat a €
fy(zo, ..., 7p,—1). Conform cu definitia lui p avem ca existd yo € Yo,...,¥n,—1 € Yo 1

astfel incat x;py;, pentru orice i € {0,...,n, — 1}. Dar p este ideald, rezulta ca exista

be f’y(y07 cee aynw—l) g f'y(YOa cee 7Yn7—1)

astfel incat apb. Analog se aratd ca pentru orice element b € f,(Yp,...,Y, —1) exista

a € fy(Xo,...,Xn, 1) astfel incat apb. Avem, deci,

f’y(X07 s 7Xn7—1)ﬁf'y(1/07 ey Yn,y—l)

si astfel am demonstrat ca p este o relatie de congruenta pe P*(2).
Reciproc, consideram v < o(7) si @, y; € A (i € {0,...,ny—1}) astfel incat x;py; pentru
orice i € {0,...,ny—1}. Atunci, evident {z;}p{y;} pentru orice i € {0,...,n,—1}, iar cum

p este o congruenta pe P*(A), rezulta ca

f'y({xO}’ sy {xnyfl})ﬁf’y({yO}v sy {ynyfl})'

Deducem de aici ca pentru orice a € fy(zo,...,2n, 1) exista b € fy(yo,...,Yn,—1) astfel

incat apb, deci p este echivalenta ideala pe 2. O

Corolarul 1.4.6. Fie 2 = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra, p o echivalentd ideala pe 2,
neN gipe P (P*(A)). Dacd submultimile nevide X;,Y; C A au proprietatea cd X; p'Y;
(i €{0,...,n—1}) atunci

p(XO) L) Xn—l)ﬁp(}/o) L) Yn—l)'

Propozitia 1.4.7. Fie A = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra si fie p o relatie de echivalenta

pe A. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) p este o echivalenta ideala pe 2A;



28

(b) pentru orice v < o(T) si pentru orice elemente x;,y; € A cu proprietatea cd x;py;

pentru orice i € {0,...,n, — 1} avem
f’Y(x()? ey xny—l)pf'y(y(% o 7yn7—1)5

(¢) pentru orice v < o(T), orice elemente a,b,x; € A (i € {0,...,n,—1}) cu proprietatea

ca apb avem

f"/(x()? s Ti—1, Ay Tit 1, - - - 7xn7—1)ﬁf’y(x07 <o Ti—1, b7 Tit1y--- 71.717—1)
pentru orice i € {0,...,ny — 1},

(d) pentru orice n € N, orice p € P (P*(A)) si orice elemente x;,y; € A cu xipy;
(1 €40,...,n—1}) avem

P(xos -, Tn—1)pP(Y0, - - - s Yn—1)-

Demonstratie. Implicatia (a)=-(d) se obtine din Corolarul 1.4.6. Sunt evidente implicatiile
(d)=(c) si (b)=(a) (cea din urma a fost surprinsa si in demonstratia Teoremei 1.4.5).
(c)=(b) Daca v < o(7) si x;,y; € A, i € {0,...,ny — 1} sunt ca in ipoteza de la (b)

atunci aplicand (c) avem succesiv:

f'y(an $la e 7xn771)pf"/(y07x17 cee 7xn,yfl)

f’y(y07m17 T2y e 7xn7—1)ﬁf’y(y07y17 T2y 7xn7—1)

Ty Wos - s Yny—1, Ty~ )DLy (Y05 - - - Yny—15 Yny—1),

iar faptul ca p este tranzitiva ne duce la concluzia dorita. O

Ezemplul 1.4.8. Fie (H, o) un hipergrupoid. O echivalenta p a multimii H este echivalenta
ideala pentru (H,o) dacad si numai daca pentru orice a,b,x € H pentru care apb avem
aoxpbox gi xoaprob. O astfel de echivalentd a unui hipergrupoid se numeste echivalentda

regulata (vezi [10, Definitia 8]).
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Propozitia 1.4.9. Fie 2 = (A, (fy)y<o(x)) 51 B = (B, (fy)y<o(r)) doud multialgebre de
acelagi tip 7, h : A — B un omomorfism, n € N gi p € P(”)(T). Atunci pentru orice

elemente ag,...,an_1 € A avem
h(p(ao, - -, an-1)) € p(h(ac), -, h(an_1)).

Demonstratie. Vom face o inductie dupéa pagii de constructie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Daca p=x; (i € {0,...,n — 1}) atunci

h(p(ag,...,an—1)) = h(e}(ag,...,an—1)) = h(a;)
= e'(h(ag), ..., h(an-1))
= p(h(ag),...,h(an-1)).

Pasul 2. Presupunand afirmatia verificata pentru po,...,pn,—1 € P(”)(T) si considerand

p = fy(Po,--- 7Pn7—1) avem:

h(p(aos - -y an-1)) = h(f1(Pos- - -+ Py —1) (@05 - -y an-1))
= h(f(Po(a0, - -y @n-1)s- s Pny—1(a0, - - an-1)))
= h(| {100, bny-1) | bi € pilao, ... an-1), i €{0,...,ny —1}})
= J{r(f1 (00, bny 1)) [ B € pilao, .. an-1), i €{0,...,ny —1}}
C ({5 (bo), - - (bny 1)) | bi € pilao, .-, an—1), i €{0,...,ny —1}}.

Dar, pentru orice i € {0,...,n, — 1}, din b; € p;(ag, ..., a,—1) rezultd ca
h(bl) € h(pi(a()a sy anfl)) - pi(h(ao)v SRR h(anfl)))'
Astfel,

h(p(ao,...,an-1)) € fy(po(h(ao), ..., h(an-1)),- - Pn,~1(h(ao), ..., an-1)))
= 2o, -+ Pn,—1)(h(ao), - - - s h(an-1))
= p(h(a0)7 SRR h‘(an—l))

ceea ce finalizeaza demonstratia. O
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Remarcam ca pentru o multialgebra data A si o echivalenta p pe A egalitatile:

f’}’(p<a0>7 . .,p(anw,ﬁ) = {,0<b> | be f’y(b07 . 'abn«,fl)v (li,()bi, (AS {07 sy Ny — 1}}7

fiind independente de alegerea reprezentantilor ao, . . ., an, -1, definesc multioperatii pe A /p,
deci inzestreaza multimea A/p a claselor de echivalenta p(a) ale elementelor a € A, cu o
structura de multialgebra 2(/p, pe care o numim multialgebra cait sau factor determinata de
p- Proiectia canonica 7, : A — A/p, m,(a) = p(a) este un omomofism de multialgebre.

Un caz particular important al acestei constructii se obtine atunci cand 2l este o al-
gebra universala. Diferite proprietati ale multialgebrei cat astfel obtinute vor fi studiate in
paragraful 1.5. Daca, in plus, relatia p este o congruenta pe 2 atunci multialgebra factor
obtinuta este chiar algebra factor (cat) 2(/p.

Aplicand Propozitia 1.4.9 pentru proiectia canonica 7, : A — A/p avem:

(1.4.2) {p(a) | a € (P)p-@(ao, .-, an-1)} S (P)p=(a/p)(P(a0), - - - s plan-1))

pentru orice n € N, p € P(”)(T) siag,...,ap_1 € A.

Observatia 1.4.10. Incluziunea (1.4.2) se mentine daca inlocuim polinoamele n-are (p)s- (2
i (P)p=(2/p) cu functiile algebrice n-are p € PIE‘”) (P*(A)) si, respectiv, p’ € PX;L(&B*(Q[//))),

unde functia algebrica p’ care corespunde lui p este definitd dupa cum urmeaza:
(i) daca p = ¢} atunci p’ = < ay
(ii) daca p = e} = (x;)gp=(q) atunci p=el= (Xi )= (21/p)}

(iii) daca p = fy(po,--.,Pn,—1) si functiile care corespund la po,...,pn,—1 € Pfln) (P(A))
sunt, respectiv, py,...,p, _1 € Pf(yg(‘ﬁ*(ﬂ/p)) atunci p’ = fy(pp, - -, —1)-

Cum functia algebrica p’ este obtinutd parcurgand aceiasi pasi ca in constructia lui p, cu

modificari importante doar la pasul (i), vom scrie p in loc de p’ gi In consecintd avem:

(14.3) {pla) | a € plag, ..., an-1)} € p(plac), ..., plan_1)).

Un alt motiv al folosirii termenului de omomorfism ideal pentru acele omomorfisme

pentru care in (1.4.1) avem egalitate este legatura acestora cu echivalentele ideale:
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Teorema 1.4.11. [67, Teorema 1] Fie A o multialgebra de tip 7. Daca p o echivalenta
ideald pe A atunci aplicatia naturald 7, : A — A/p este un omomorfism ideal. Reciproc,
daca h : A — B un omomorfism ideal intre multialgebrele A si B de acelasi tip atunci
relatia p, = {(z,y) € Ax A | h(xz) = h(y)} este o echivalentd ideald pe A. Mai mult,

aplicatia h(a) — m,, (a) este un izomorfism intre multialgebrele h(2A) si A/ py,.

Consideram un omomorfism ideal A intre doud multialgebre 2 i B de acelasi tip precum
si algebrele P* () si P*(B). Omomorfismul h induce aplicatia h, : P*(A) — P*(B) definita
prin hy(X) = h(X) = {h(x) | € X} pentru orice submultime nevida X a multimii A.

Teorema 1.4.12. [67, Teorema 2] Aplicatia h, este un omomorfism intre algebrele univer-

sale P*(A) si P*(B) daca si numai daca h este omomorfism ideal intre A si B.

Corolarul 1.4.13. Fie A = (A, (f)y<o(r)) $1 B = (B, (fy)y<o(r)) doud multialgebre de
acelasi tip 7, h : A — B un omomorfism ideal, n € N si p € P(")(T). Pentru orice

submultimi nevide Ag, ..., An_1 C A avem
h(p(Ag, ..., An—1)) = p(h(Ap), ..., h(An_1)).

Corolarul 1.4.14. Fie & = (A, (fy)y<o(r)) §t B = (B, (fy)y<o(r)) doud multialgebre de
acelagi tip 7, h : A — B un omomorfism ideal, n € N gip € 210 (7). Pentru orice elemente

ag,...,ap—1 € A avem

h(p(ag,...,an-1)) = p(h(ag), ..., h(an—1)).

Observatia 1.4.15. Se observa usor ca multialgebrele de acelagi tip 7, impreuna cu omo-
morfismele de multialgebre si compunerea uzuala a functiilor formeaza o categorie. Notam
aceasta categorie cu Malg(7). Categoria algebrelor universale de tip 7, notata aici Alg(7),
este, evident, o subcategorie in Malg(7). Tot o subcategorie a categoriei Malg(7) se obtine
considerand ca obiecte multialgebrele de tip 7, dar ca morfisme, doar omomorfismele ideale
de multialgebre. Mentionam ca Alg(7) este o subcategorie plind a acestor categorii de
multialgebre.

Daca luam ca obiecte hipergrupurile si ca morfisme omomorfismele de hipergrupuri
obtinem o categorie pe care o notam HG. Privim hipergrupurile ca multialgebre cu trei
multioperatii binare ca in primul paragraf al acestui capitol, si obtinem ca mai sus o subca-

tegorie a categoriei HG care are ca morfisme omomorfismele foarte bune de hipergrupuri.
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In categoria astfel obtinuta consideram subcategoria care are ca obiecte hipergrupurile ca-
nonice (si ca morfisme omomorfismele foarte bune de hipergrupuri canonice). Obtinem

astfel o categorie exacta (vezi [58]).

Observatia 1.4.16. Remarcam urmatorul fapt: corespondentele 2 — P*(A) si h — hy
definesc un functor covariant intre categoria multialgebrelor de tip 7 in care morfismele

sunt omomorfismele ideale si categoria Alg(7).

1.5 Multialgebre factor ale algebrelor universale. O teorema

de caracterizare pentru multialgebre

Sa amintim 1n deschiderea acestui paragraf o teorema de caracterizare pentru multialgebre,
rezultat care apartine lui George Gratzer. Gréatzer porneste de la faptul ca cea mai simpla
cale de a construi multialgebre este de a imita procedura descrisa in Exemplul 1.1.3, anume,
dacd B = (B, (fy)y<o(r)) este o algebra universald si p este o echivalenta pe B atunci pe

multimea B/p a claselor de echivalenta p(b) ale elementelor b € B se defineste pentru orice

v < o(r):
fy(p(bo), - - - p(bn,—1)) = {plc) | ¢ = fy(co,- - Cny—1), ¢ € p(by), i=0,...,n, —1}.

Se obtine o multialgebra B/p = (B/p, (fy)y<o(r))- O astfel de multialgebra se numeste
multialgebra concretd. Se observa ca multialgebra B/p este algebra universala daca si

numai daca p este o congruenta pe algebra universala 8.
Teorema 1.5.1. [27, Teorema] Orice multialgebrad este concretd.

Fie 2 o multialgebri de tip 7 si q,r € P(™ (7). Ca si in cazul algebrelor universale, vom
spune ca identitatea n-ard (sau identitatea n-ard tare) q = r este satisfacuta pe multialgebra

2 daca pentru orice ag,...,a,-1 € A,
q(ag,...,an—1) =r(ag,...,an—1).

Vom spune ca identitatea slaba (notatia se vrea cat mai sugestiva posibil) gNr # () este

satisfacuta pe multialgebra 2 daca pentru orice ag,...,a,-1 € A,

q(ag,...,an—1)Nr(ag,...,an—1) # 0.



33

Fie K o clasa de multialgebre de acelagi tip 7 si q,r € 210 (7). Vom spune ca identitatea
q=r (sau gqNr # ) este satisfacutd in clasa K daca este satisfacuta pe orice multialgebra
din K.

Numeroase clase de multialgebre pot fi privite ca si subclase ale unor clase de multial-

gebre (de acelasi tip) care au proprietatea ca satisfac anumite identitati (tari sau/si slabe).
Ezxemplul 1.5.2. Semihipergrupurile sunt multialgebre cu o multioperatie binara care satisfac
identitatea
(1.5.1) (xp 0xX1) 0 X9 = Xq 0 (X1 0 X2).

H,-semigrupurile se obtin analog, inlocuind (1.5.1) cu

(1.5.1) (xp 0x1) 0 X9 NXp o (x1 0x3) # 0.

Observatia 1.5.3. Fie H o multime nevida i o o multioperatie binara pe H. O conditie
necesara si suficienta pentru ca (H,o) sa fie hipergrup este existenta a doua multioperatii
binare / si \ pe H astfel incat multialgebra (H,o,/,\) sa verifice (1.5.1) si urmatoarele

identitati slabe:

(1.5.2) x1 Nxp o (x0\x1) # 0, x1 N (x1/%0) o x0 # 0,

(1.5.3) x1 Nx0\(x0 0x1) # 0, x1 N (x10%0)/x0 # 0.

Necesitatea se justificd luand multioperatiile / si \ date de egalitatile (1.1.2). Daca sunt
satisfacute identitatile (1.5.2) atunci (1.1.1) are loc, ceea ce asigura suficienta conditiei de
mai sus. De notat ca intr-o multialgebra (H, o, /,\) care verifica identitatile (1.5.1), (1.5.2)
si (1.5.3) nu este necesar ca multioperatiile /,\ sa fie legate de o prin (1.1.2). Un exemplu
trivial in acest sens il constituie situatia in care (H,o) este un grup cu cel putin doua
elemente, deci un hipergrup, iar multioperatiile /,\ : H x H — P*(H) sunt definite prin

a/b=a\b= H, oricare ar fi a,b € H. Cum pentru orice a,b € H multimile
{reH|acxoby={x€H|a=zxzob}si{reH|acbox}={zxe€H|a=boux}

au cate un singur element, ele vor fi diferite de H.
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Cu alte cuvinte, asociind unui hipergrup (H, o) multialgebra (H, o, /,\) cu multioperatiile
/,\ date de (1.1.2) obtinem o functie injectiva (care nu e bijectiva) de la clasa hiper-
grupurilor la clasa multialgebrelor de tip 7 = (2,2, 2) ce satisfac identitatile (1.5.1), (1.5.2)
si (1.5.3). Acest fapt ne permite s identificaim hipergrupurile cu acele multialgebre cu trei
multioperatii binare o, /,\ care au multimea suport nevida, verifica (1.5.1) si, in plus, au
proprietatea ca multioperatiile /,\ se obtin din multioperatia o prin egalitatile (1.1.2). O
discutie similard se poate face referitor la H,-grupuri daca inlocuim (1.5.1) cu (1.5.1").
Observatia 1.5.4. Sa consideram subcategoria categoriei Malg((2,2,2)) ce se obtine luand
ca si obiecte acele multialgebre cu trei multioperatii binare o, /,\ care au multimea suport
nevida, verifica identitatea (1.5.1) si au proprietatea ca /,\ se obtin din o prin (1.1.2).
Observatiile 1.4.3 si 1.5.3 ne permit sa definim un izomorfism intre HG si aceasta subcate-
gorie. Pentru acest izomorfism, functia obiect asociaza unui hipergrup (H, o) multialgebra

(H,o,/,\) cain paragraful 1.1, iar functia morfism e data de corespondenta h +— h.

Ezxemplul 1.5.5. Folosind identificarile din observatiile anterioare, putem privi un hipergrup
canonic ca o multialgebra (H,+, /,\,0,—) de tip (2,2,2,0, 1) cu proprietatea ca (H,+,/,\)

este hipergrup si care verifica urmatoarele identitati:
Xo + X1 = X1 + X0, X0 + 0 = xq, XQ/X1 = —(Xl/Xo).

Ezemplul 1.5.6. Un hiperinel Krasner poate fi privit ca o multialgebra (H,+,/,\,0,—,-) de
tip 7 = (2,2,2,0,1,2) cu - operatie binara, care, pe langa faptul ca (H,+, /,\,0) este un

hipergrup canonic, verifica identitatile semigrupului multiplicativ si identitatile
x0-0=0, 0-x9=0, X0 (x1 +X2) =X X1 +X0-Xp, (X1 +X2) X0 =X1Xg+ X2 X0.

Observatia 1.5.7. Fie B o algebra universala, p o echivalenta pe B si B /p multialgebra cat.
Consideram p ca in Observatia 1.4.10 si by, ...,b,—1 € B. Atunci

(1.5.4)  p(p{bo), ..., plbn—1)) 2 {plc) | c=p(co,...,cn-1), bipci, i € {0,...,n —1}}.

Observatia 1.5.8. Este imediat faptul c& dacd n € N, q,r € P (1) si identitatea q = r

este satisfacuta pe B atunci pentru orice bg,...,b,—1 € B clasa modulo p a elementului

q(bo, ... bp—1) =7(bo, ... ,by1)
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este in q(p(by), ..., p(bn—1)) N7(p{bo),...,p(bn—1)) de unde rezulta ca identitatea slaba

qnNr#(

este satisfacuta pe B/p.

In cele urmeazi vom da un exemplu care va arata ca, in general, incluziunea (1.5.4)
nu este egalitate. De asemenea, vom vedea ca identitatea slaba stabilita anterior pe B /p
nu este, in general, tare. Acest fapt este de asteptat daca existda i € {0,...,n — 1} pentru
careq=x; sir € PM(r)\ {x; | i € {0,...,n —1}}, dar, dupi cum aratd exemplul care
urmeaza, aceasta nu este singura situatie in care o identitate pe B devine identitate slaba
pe B/p.
Ezemplul 1.5.9. Fie (Zs,+) grupul aditiv al claselor de resturi modulo 5 si fie pe Zj5 relatia
de echivalenta p = ({0,1} x {0,1}) U ({2} x {2}) U ({3,4} x {3,4}). Avem p(0) = p(1) =
{0,1}, p(2) = {2} si p(3) = p(4) = {3,4}. Ca mai sus, obtinem un hipergrupoid pe
Zs/p ={{0,1},{2},{3,4}} cu tabla

+ {0,1} {2} {3,4}
{0,13 | {0,1},{2} | {2},{3,4} | {0,1},{3,4}
(2 | {234 (3,4} {0,1}
3,4} [ {0,1},{3,4} | {0,1} | {0,1},{2},{3,4}

Incluziunea (1.5.4) nu e intotdeauna egalitate deoarece

(p(2) + p(2)) + p(3) = p(3) + p(3) = {p(0), p(2), p(3)} i
{p{c) [ c=(bo +b1) +b2,bo = b1 = 2,bs € {3,4}} = {p(c) | c € {2,3}} = {p(2), p(3)}.
De asemenea, avem
p(2) + (p(2) + p(3)) = p(2) + p(0) = {p(2), p(3)}

agadar asociativitatea are loc doar in maniera slaba pentru (Zs/p, +).

Totusi, unele identitati, cum ar fi cele care caracterizeaza comutativitatea unei operatii
intr-o algebra, au loc In forma tare si pe multialgebra obtinuta in urma factorizarii algebrei

dupa o relatie de echivalenta.
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Ezemplul 1.5.10. Fie B o algebra universala de tip 7, v < o(7) si ¢ o permutare a multimii
{0,...,n, — 1}. Presupunem ca pe multialgebra B este satisfacuta identitatea

ffy(Xo, PN ,anfl) = 'Y(Xa(O)a “. 7Xa(n7—l))'

Fie bo,...,by,—1 € B arbitrare. Daca p(c) € fy(p(bo),...,p(bn,~1)) atunci exista

€0,y Cny—1 € B cu bopco, . .., by, —1pcn,—1 astfel incat ¢ = f,(co,...,cn,—1). Dar atunci
avem ba(O)pCa(O)a s ba(nw—l)pca(ny—l) si
f'y(COa s 7Cn'y_1) = f’y(ca(O)a s >Ca(n,y—1))

asadar p(c) € fy(p(bo(0));- - -» P(bs(n,—1))). Daca p(c) € fy(p(bs(0))s- - P{bo(n,—1))) atunci

existd c,...,Cn,—1 € B cu by(g)pco, - - by(n,—1)pCn,—1 astfel incat ¢ = fy(co, - vseny—1)-
Dar bopcs—1(0); - - - s bn,—1PCo-1(n,—1) 1ar cum

f7(00*1(0)7 e 760*1(7@71)) = f’y(cﬁa cee ,Cn,yfl)
avem p(c) € fy(p(bo),-..,p(bn,—1)). Rezulta ca pentru orice by, ...,b,, -1 € B avem

fy(ﬂ<b0>; s 7p<bnw—1>) = fW(p<ba(0)>7 ERE p<bo(n7—1)>)7

deci identitatea £, (X0, ..., Xn, 1) = £(Xg(0)s - - - s Xo(n,—1)) este satisfacuta pe B /p.

Sa vedem ce putem spune despre multialgebrele factor ale semigrupurilor, grupurilor,

grupurilor abeliene si inelelor.

Cazul semigrupurilor

Fie (S,-) un semigrup si p o relatie de echivalentd pe S. Conform cu Observatia 1.5.8
hipergrupoidul (S/p, ) verifica asociativitatea in maniera slaba deci este un H,-semigrup.

Cazul grupurilor

Fie (G,-) un grup si p o relatie de echivalenta pe G. Existenta si unicitatea solutiei pentru

fiecare din ecuatiile a = zb si @ = by ne permite sa definim pe G operatiile /,\ prin

a/b={x € G|a=uzb}, b\a={y € G|a=0by}.
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Astfel, identificam grupul G cu o algebra universald (G,-,/,\) (cu G # 0) care verifica

urmatoarele identitati

(1.5.5) (xo - X1) *Xg = X0 (Xl ‘X2)7

(156) X1 =X0 - (Xo\Xl), X1 = (Xl/Xo) X0, X1 = XO\(XO . Xl), X1 = (X1 . XO)/X().

Obtinem pe G/p o multialgebra (G/p,-, /,\) pe care sunt satifacute identitatile de mai sus

in forma lor slaba. Rezulta ca (G/p, ) este un H,-semigrup pentru care
pla) - G/p=G/p=G/p-pla), pentru orice a € G

adica un H,-grup. Dar pentru un H,-grup nu este necesara existenta unui element unitate.

In cazul nostru clasa p(1) € G/p a elementului unitate 1 € G satisface conditia

pla) € p(a) - p(1) N p(a) - p(1), pentru orice a € G,

deci p(1) este un element unitate in G/p. Mai mult, orice clasa p(a) € G/p are un invers

deoarece, considerand inversul ¢! al lui @ in G, avem:

p(1) € p{a") - pla) N pla) - pla™).

Daca grupul G este abelian atunci H,-grupul G/p este comutativ (vezi Exemplul 1.5.10).

Cazul inelelor

O hiperstructura (R, +,-) se numeste H,-inel daca (R, +) este un H,-grup, (R,-) este un

H,-semigrup si pentru orice a,b,c € R avem
a(b+c)N(ab+ac) # 0 si (b+c)an (ba+ ca) # 0.
E usor de observat ca multialgebra factor a unui inel este un H,-inel (cu prima multioperatie

comutativa).

Observatia 1.5.11. Multialgebra factor a unei latici nu este, in general, o multilatice deoarece
absorbtia (care apare ca o identitate in definitia unei multilatici — vezi [1, 2.1, Lema 4] sau

[32]) nu este satisfacuta decat in forma slaba in multialgebra factor.
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Ezemplul 1.5.12. Fie laticea (N, A, V), unde N = {0,1,2,...} este multimea numerelor na-
turale, aAb = (a, b) este cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, iar aVb = [a, b] este
cel mai mic multiplu comun pentru a si b. Notam cu P multimea {2,3,5,...} a numerelor
prime si consideram relatia p = P x PU {(a,a) | a € N\ P}. Evident, p este o echivalenta

pe N gi avem

p(2) € p(2) V (p(2) A p(6)) = p(2) V {p(1), p(2)} = {p(2)} U{p(pq) | p,q € P, p # q},

deci absorbtia este verificata doar in forma slaba.

Desigur, faptul ca o identitate a unei algebre este verificata in forma tare sau slaba
pe o multialgebra cat depinde si de relatia de echivalentd dupa care se face factorizarea.
Factorizarea unei algebre universale dupa o relatie de congruenta conduce la o multialgebra
(algebra universala) care verifica identitatile din algebra initiald in forma tare. Acesta nu

este, Insa, singurul exemplu in acest sens.

Ezemplul 1.5.13. Sa privim un grup finit G ca o algebra universala (G, -, 1), sa consideram
o relatie de echivalenta p pe G si identitatea 1 - xp = xp.

Daca relatia p = ~ este relatia de conjugare pe GG atunci multioperatia

plx) - ply) ={p(z) |z =2y, z~a', y~ '}

face din G/p un hipergrup canonic (vezi [72]). Prin urmare, multioperatia nulara din G/p
corespunzatoare operatiei nulare 1 din G pune in evidenta pe p(1) si este operatie in G/p.
Este evident faptul ca identitatea de mai sus este satisfacuta pe (G/p, -, p(1)) in forma tare.

Nu la fel se intampla (cel putin nu intotdeauna) cand factorizam grupul G ca in Exemplul
1.1.3. Sa consideram grupul simetric S3 pe care il privim ca pe o algebra universala cu doua
operatii (S3,0,(1)) si sa consideram echivalenta la stanga determinata de subgrupul H

generat de transpozitia (1,2). In hipergrupul cat S3/H avem
Ho((1,3)ocH)={0o0oH |o=o01009, 01 € {(1), (1,2)}, o2 € {(1,3), (1,3)0(1,2)}}.

Efectuand calculele se obtine H o ((1,3) o H) = {(1,3) o H, (2,3) o H}, de unde rezulta ca

identitatea 1 - xg = xp nu este verificata in forma sa tare pe (S3/H, o, H).
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1.6 O clasa de echivalente ideale. Relatia fundamentala a
unei multialgebre

In acest paragraf obiectul nostru de lucru il vor constitui acele relatii de echivalenta pe o

multialgebra pentru care multialgebra factor obtinuta este o algebra universala. Reamintim

ca daca 2 este o multialgebra si p este o relatie de echivalentd pe A atunci multioperatiile

din multialgebra cat A/p = (A/p, (fy)y<o(r)) sunt date de egalitatile:

fy(p<a0>, e p<an771>) = {,0<b> | be ffy(bo, e bn«,fl)a a;pb;, i € {0, N 1}}

Fie A o multime gi P*(A) multimea partilor sale nevide. Fie p o relatie de echivalenta

pe A gi sa consideram relatia p definita pe P*(A) astfel:
ApB < apb, oricare ar fia € A, b € B,

adicd ApB daci gi numai dacd A X B C p. Remarcam ci p este simetrica, tranzitiva, dar
nu este, in general, reflexiva (de exemplu, daca d4 este relatia de egalitate pe A si |A| > 2,

atunci 04 nu este reflexiva).

Propozitia 1.6.1. Fie 2 = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra si fie p o relatie de echivalentd

pe A. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) A/p este o algebra universala;
b) pentru orice vy < o(T) si orice elemente a,b,x; € A (i € {0,...,ny—1}) cu proprietatea
Y Y
ca apb avem
f"/(x07 s Ti—1, Ay Tit 1, - - - 7xn7—1)5f7(x07 s Ti—1, b7 Titly--- 71.717—1)

pentru orice i € {0,...,ny — 1};

(¢) pentru orice v < o(T) si pentru orice elemente x;,y; € A cu proprietatea cd x;py;
pentru orice i € {0,...,ny — 1} avem

f’y(xo» ceey manl)ﬁfv(yoa e aynyfl)Q

(d) pentru orice n € N, orice p € Pfln) (P*(A)) si orice x;,y; € A cu proprietatea cd x;py;
pentru toti i € {0,...,n— 1}, avem

P(x0, - s Tn—1)pP(Y0s - - - s Yn—1)-
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Demonstratie. (a)=-(b) Consideram a,b € A cu apb,

T € f’y(x07 -y -1, 4, xi-i—].)' . 'a$n7—1) §1 ?/ € f7($07 M 7$i—17b7$i+17 e 7xn7—1)'

Folosind definitia multioperatiilor din multiagebra factor si faptul ca pentru orice v < o(7),

f- este o operatie in /p, rezulta ca xpy. Asadar,

fy(@o, - i1, 0, g1, Ty 1) P fy(T0s - i1, b, T, T 1),

pentru toti i € {0,...,n, —1}.

(b)=(c) Daca v < o(7) si elementele z;,y; € A sunt astfel ca z;py; pentru orice i €

{0,...,n, — 1} atunci, aplicand succesiv (b) avem
f7($0, Tlye-- ,xnwfl)ﬁffy(yo, Llyeeny .’Ennlfl),
f’y(y07x17x27 cee )Iny—l)ﬁf’y(yO)ylvx27 cee )xny—l)v

Ty Wos - Yny—2, Ty —1) PS5 (Y05 - - -5 Yry—25 Ynoy—1)-

Tranzitivitatea lui p incheie demonstratia acestei implicatii.

(c)=(a) Din definitia multioperatiilor din 2(/p si (¢) deducem ca pentru orice v < o(7)
si orice wg,...,on,—1 € A, submultimea nevida f,(p(zo),...,p(Tn, 1)) a multimii A/p
contine o singura clasd, deci f, este o operatie.

(d)=(c) Este evident.

(¢c)=(d) Demonstam aceasta implicatie prin inductie dupa pasii de constructie a unei
functii algebrice n-are.

Daca exista a € A astfel ca p = ¢ atunci reflexivitatea lui p face conditia de la (d)

adevarata. Daca p =el, cui € {0,...,n — 1} atunci

p(x07 o 7:1:71—1) = 6?((1}0, ey wn—l) = Ti, p(y07 o 7y’rl—1) = ezn(yoa cee 7yn—1) = Yi,

iar x;py; ne conduce la p(xo, ..., Tn—1)pP(Y0,- - Yn—1)-
Presupunem ca afirmatia are loc pentru functiile algebrice po, ..., pn, -1 € PXL) (P*(A))
si consideram p = f(po, - - -, Pn,—1) (cuy < o(7)). Pentru orice
z € p(2o, ..., Tn-1) = fy(Po(zos- - - Tn—1), - Pny—1(Z0; - - -, Tn—1)) s

Yy € p(?JO, ey yn—l) = f’Y(pO(y()u o 7yn—1)7 cee 7Pn7—1(907 cee 7yn—1))
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exista a; € pi(zo,...,2Zn-1) $i bi € pi(yo,...,Yn—1), @ € {0,...,ny — 1}, astfel incat

TE f’)’(aO?' . -;anw—l)y Y € f’Y(b(): cee 7bn7—1)'

Conform ipotezei inductiei, avem a;pb; pentru toti i € {0,...,ny — 1}, ceea ce, folosind (c),

ne conduce la f,(ag, ..., an,—1)pfy(bo, --.,bn,—1), de unde avem zpy. O

Se observa imediat ca orice echivalenta p pe A pentru care multialgebra 2 /p este algebra

universala este o echivalenta ideala.

Corolarul 1.6.2. Daca p este o echivalenta pe A astfel incat A/ p este o algebra universala
atunci pentru oricen € N, p € Pj{” (P*(A)) siag,...,an—1 € A avem z,y € p(ag,...,an_1)

implica xpy.

Observatia 1.6.3. Daca relatia de echivalenta p satisface una din conditiile echivalente din
Propozitia 1.6.1 atunci operatiile din algebra obtinuta prin factorizare sunt definite astfel:

pentru v < o(7), ag,...,an,—1 € Asi b€ fy(ao,...,an,-1)

f’y(p<a0>7 oo 7p<a7lfy—1>) = p<b>

Ezemplul 1.6.4. Fie (H, o) un hipergrupoid. O relatie de echivalenta p pe H are proprietatea
ca (H/p,o0) este un grupoid dacad si numai daca pentru orice a,b,xz € H pentru care apb
avem a o xpbo x si x o apxr ob. O astfel de echivalentd se numeste echivalentd tare requlatd
(vezi [10, Definitia 8]).

Observatia 1.6.5. Fie (H,o) un hipergrupoid si fie p o echivalenta tare regulata pe H.
Daca (H,o) este un semihipergrup atunci (H/p,o) este un semigrup, iar daca (H,o) este
un hipergrup atunci (H/p,o) este un grup ([10, Teorema 31]). Mai mult, dacd (H,o)
este un hipergrup si il privim ca pe o multialgebra (H, o, /,\) ca in paragraful 1.1, atunci
multioperatiile binare / i \ devin pe H/p chiar operatiile binare care asociaza la o pereche
oarecare (p(a), p(b)) € H/px H/p solutia (unicd) din H/p a ecuatiei p{a) = zop(b), respectiv
a ecuatiei p(a) = p(b) o x.

Intr-adevir, daci a,b € H atunci pla)/p(b) = {plc) | ¢ € d' /¥, apa’, bpb'}, de unde
rezulta ca pentru x € p(a)/p(b) exista a’,b',c € H astfel incat p(a) = p(a’), p(b) = p(t/),
x = plc) sia € cobl. Atunci p{a) = p(a’) = p{c) o p(t/) = z 0 p(b). Cum (H/p, o) este grup,
deducem ca pentru orice a,b € H multimea p(a)/p(b) are un singur element x care verifica

egalitatea p(a) = = o p(b). Analog se procedeaza pentru \.
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Notatie. Notam cu Fy,(2() multimea echivalentelor p ale multialgebrei 2 pentru care mul-

tialgebra cat 2A/p este o algebra universala.

Observatia 1.6.6. Multimea E,,(2) este nevida, deoarece A X A € E,,,(2).
Propozitia 1.6.7. Mul{imea E,q(2) formeazd un sistem de inchidere algebric pe A x A.

Demonstratie. Aratam ca multimea E,,(2() este inchisa la intersectii arbitrare si la reuniuni
de submultimi nevide (ordonate cu incluziunea) dirijate superior.

Sa consideram o multime {p; | i € I} de relatii din E,q(A), v < o(7) si zj,y; € A
(7€{0,...,ny —1}).

Daca (z;,y;) € ;s pi pentru toti j € {0,...,n, — 1} atunci z;p;y; pentru orice i € I

gi orice j € {0,...,n, — 1}, deci pentru orice i € I avem

f"/(x()’ cee 7$n7—1)ﬁf7(907 DR yn7—1>-

Asadar, zp;y oricare ar fi i € I, x € fy(zo,...,%Tn,—1) $1 ¥ € fy (Y0, Yny—1)- Inseamni

ca (z,y) € [\;er pi Pentru orice x € fo(xo,...,7n,—1) 81 ¥ € fy(Yo,...,Yn,—1) ceea ce este

echivalent cu faptul ca

(fy(@o, s 2ny—1), f5 (W0, -, Yn,—1)) € ﬂ Pi-
il
Astfel am demonstrat ca (\;c; pi € Eua(2A).
Daca (xj,y;) € U;erpi pentru toti j € {0,...,n, — 1} atunci pentru fiecare j €
{0,...,ny — 1} exista i; € I astfel incat (zj,y;) € p;;. Considerand ca multimea ordo-
natd ({p; | i € I}, Q) este dirijata si I # () obtinem un element m € I cu proprietatea ca

pi; € pm pentru toti j € {0,...,n, —1}. In consecints, avem
f'y(x(]v cee ananl)p:mfw(yOa o 7yn771)-

Astfel, (x,y) € pm € U;er pi pentru orice x € fo(2o,...,Tn,—1) $1 ¥y € f1 (Y05 Yny—1)

ceea ce Inseamna ca

(@0 s 2y 1)s Sy Wos vy —1) € U i

el

Deci J;eg pi € Eua(2A). O



43

Corolarul 1.6.8. Mulfimea ordonatd (E,.(2L), C) este o latice algebrica.

Corolarul 1.6.9. Dacd R C A x A atunci cea mai mica echivalentd pe A ce include pe R

si care are proprietatea ca multialgebra factor este o algebrda universald este relatia

a(R) =({p € Bua() | R C p}.

Se observa ca daca multialgebra 2 nu este o algebra universala atunci 20/d4 nu este o

algebra universala, deci cel mai mic element din E,,(2) nu este d4.

Definitia 1.6.1. Fie 2 o multialgebra. Cea mai mica echivalenta din E,,(2() se numeste

relatia fundamentald a multialgebrei 2.

Fie ay relatia definita pe multimea suport A a multialgebrei 2 de tip 7 astfel: pentru
z,y € A, zayy daca si numai daca exista n € N, functia algebrica p € PXL) (PH(A)) si
elementele ag, . ..,a,—1 € A astfel incat z,y € p(ag, ... ,an—1).

Observatia 1.6.10. Oricare ar i n € N, functia algebrica p € Plgn) (P*(A)) si elementele
ag, . .., an_1 € A existd m € N, un polinom p’ € P(™) (P*(A)) si elementele by, ..., by,—1 € A

astfel incat p(ag,...,an—1) =p'(bo,- -, bm—1)-

Daci existi a € A astfel ca p = ¢ atunci putem considera m =n + 1, p' = el by =
ag, ..., bp—1 = an—1 i b, = a. Daca p = e} atunci putem lua m =n, p' =psi b = a;
pentru orice i € {0,...,n—1}. S& presupunem afirmatia adevarata pentru functiile algebrice

POy - -+ Pny—1 € PIE‘")(‘B*(%)) si fie p = fy(po,--.,Pn,—1). Daca ag,...,an—1 € A atunci
pentru orice j € {0,...,n, — 1} exista m; € N, pJ € P (3*(2A)) si bj,...,lﬁ‘njf1 €A
astfel incat pj(ao,...,an—1) = p;-’(b%,...,binj_l). Fie m = mg + --- + my,—1. Folosind
Observatiile 1.2.7 si 1.2.8 rezulta ca pentru fiecare j € {0,...,ny, — 1} si fiecare polinom
pj exista un polinom p; € PM)(P*(A)) cu proprietatea ci pentru orice submultimi nevide

Ag,...,Ap1 C A avem:
pE)(A(]v s 7Am71) = p;/(AOa R Am071)>

pll(AO’ oy Amo1) = p;',(Amov ooy Amgtma—1),

/ /1
pnw—l(AOv SRR Amfl) = pn,y—l(AmO‘i’“"i’mn»y—Q’ s 7Am0+"~+mn.y—2+mn.y—1*1)'
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Consideram p' = f,(pf, - . -, p%q) si elementele by, . .., b, _1 ca fiind, respectiv, elementele
0 0 ny—1 n~y—1 . .
bos- -+ sOmg—1-0g” 5 ., 1 —1 §1 Aven:

p(CLO) ) anfl) = f’y PO(CLO, ) anfl)v R )pn,yfl(QO) o 7an71))
—1 -1
= @000, - V1) -5 Play 1 (BB )
= f’y p{)(b()a ce. 7bm71)7 cee 7p'/n —1(b07 .. '7bm71))
Y

= f~(Po, - -- vp/m—l)(boa ooy bm-1)

Observatia 1.6.11. Din observatia anterioara deducem ca pentru z,y € A, rayy daca si
numai daci existd n € N, polinomul p € P (P*(2)) si elementele ag, ..., a,_1 € A astfel

incat x,y € p(ag,...,an-1)-

Relatia ay este simetricd, reflexiva (orice a € A este un element al lui ¢} (a) = €f(a)),

dar nu este, in general, tranzitiva.

Ezemplul 1.6.12. Pentru a ilustra afirmatia de mai sus vom folosi [10, Observatia 82]. Sa

consideram semihipergrupul (H, o) dat de tabla de mai jos:

o| a b c d
a| bye|bd]|bd]|bd
b,d | b,d | b,d | b,d
c|bd|bd]|bd]bd
d | bd|bd]|bd]|bd

Este evident ca perechile (¢,b) si (b,d) sunt in relatia definita ca mai sus pentru semihiper-
grupul (H, o), dar singurul hiperprodus cu cel putin doi factori care contine pe ¢ este a o a

gi acesta nu-1 contine pe d.

Inchiderea tranzitiva ag a relatiei agy este cea mai mica relatie de echivalenta pe A care

include pe ay (vezi (3, 2.8]).
Teorema 1.6.13. Relatia ag este relatia fundamentald a multialgebrei 2.

Demonstratie. A. Daca f € Pgl)(%* (2A)) si a,b e A verifica aagb atunci f(a)@f(b).
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Conform definitiei relatiei ag rezulta ca exista m € N* si 29,..., 2, € A astfel incat
a = 20021 Qg - . . Qg Zy, = b. Consideram j € {0,...,m — 1}. Cum zjayz; 1, exista nj € N,

pj € PIE\nj)(‘B*(Ql)) si ag,...,an;—1 € A astfel incat

zj, zj+1 € pj(ao, . .. ,anj—l)-

Conform Observatiei 1.2.5 compunerea p;- = f op; apartine multimii P{E‘n) (P*(2A)). Din

f(z5), f(zj41) C f(pilao, .- an;—1)) = pjlao, ..., an;—1)

deducem ca orice doua elemente, unul din f(z;) si unul din f(2;41), sunt in relatia agy,
agadar f(Zj)a:af(Zj+1). Deoarece aceasta se intdmpla pentru orice j € {0,...,m — 1} si
relatia 04:31 este tranzitiva, rezulta ca f(a) = f(zo)a:;[f(zm) = f(b).
B. Multialgebra factor 2(/ag este o algebra universala.

Fie v < o(7) si elementele arbitrare a, b, zo, ..., T,,—1 € A astfel ca aag,b. Aplicind A

pentru functiile algebrice unare (din Pf(‘l)(ip* (2)))

11 1 11 .1 1 1 1 1
fy(eg, cpps - - - 7cxw_1)7f"/(0x0760>ca:27 . ,cxm_l)7 R Y (- ,cxm_yeo)

rezulta ca og verifica (b) din Propozitia 1.6.1, agadar /o este o algebra universala.
C. Daca p € E,q(2) atunci oy C p.

Daca zayy atunci exista n € N, p € PXL) (P*(A)) si ag,...,an—1 € A astfel ca z,y €
p(ao, ...,an—1) si Corolarul 1.6.2 ne conduce la xpy. De aici obtinem incluziunea ag C p.

Considerand inchiderile tranzitive ale celor doua relatii obtinem incluziunea vizata. O

Definitia 1.6.2. Fie 2l o multialgebra si o relatia sa fundamentald. Algebra universala

2/ se numeste algebra fundamentala a multialgebrei 2.

Observatia 1.6.14. Proiectia canonica ¢ 4 a unei multialgebre 2 in algebra sa fundamentala
2/ este un omomorfism ideal.

Ezemplul 1.6.15. Fie (H, o) un hipergrupoid. In [10, Definitia 11] este prezentata relatia 5*
dupa cum urmeaza. Se noteaza cu G(H) grupoidul partilor lui H (adica ceea ce noi notam
cu PB*(H, o)), cu L(A) grupoidul generat liber de A si cu g functia definita de la L(H) la
G(H) prin g(h) = {h} dacd h € H si g(7) = g(71)0g(72) dacd v, 71,72 € L(H) cuy = n72,

Relatia 3* este inchiderea tranzitiva a relatiei 3 = J,,cn- B cu 1 = 0p si

xfny < Jay,...,an € H, Iy € LH{a1,...,an}) : z,y € g(7).
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Se constatd cu usurintd ca imaginile g(vy) ale functiei g sunt imagini de polinoame din
G(H) aplicate la multimi cu un element, asadar aceasta este chiar relafia fundamentala
a hipergrupoidului (H,o). Daca multioperatia o este asociativa, relatia fundamentald a

semihipergrupului (H, o) este inchiderea tranzitiva §* a relatiei 8 = |J,,cy+ Bn unde
rfpy < Jai,...,an € H: x,y €Ea10-+-0ay.

Ezemplul 1.6.16. Daca (H, o) este un hipergrup si p este o echivalenta tare regulata pe H
atunci H/p este un grup (vezi [10, Teorema 31]). Cea mai mica echivalenta pe H pentru

care hipergrupoidul factor este un semigrup este Inchiderea tranzitiva 8* a relatiei
ﬁ:U{alo---oan Xajo---oayp|ay,...,a, € Hy ne€ N}

Cum aceasta relatie este tare regulata, semigrupul obtinut prin factorizare este un grup
(vezi [10, Teorema 31]). Inseamn c& cea mai mica relatie pe hipergrupul (H, o, /,\) pentru

care obtinem In urma factorizarii un grup este inclusa in g*. Dar

g = U{p(al,...,an) X pla,...,an) | p€ P™(P*(H,0)), ai,...,an € H, n € N*}

< U{p(a1>-'-7an) Xp(ala"'aan) |p€ P(n)(f‘p*(Haoa/a\))? at,...,0n € H) ne N*}a

rezulta ca (* este cea mai mica echivalenta pe multialgebra (H,o,/,\) pentru care multial-
gebra factor este o algebra universala. Faptul ca multioperatiile / i \ devin operatii binare
care asociaza la o pereche oarecare (3*(a), 5*(b)) € H/B* x H/B* solutia (unica) din H/3*
a ecuatiei §*(a) = x o [3*(b), respectiv a ecuatiei §*(a) = *(b) ox (vezi Exemplul 1.6.5) face
ca algebra obtinuta sa fie un grup. Oricum, ceea ce este interesant gi extrem de util in cazul
hipergrupurilor este ca relafia fundamentald poate fi obtinuta considerand in caracterizarea
data de Teorema 1.6.13 doar acele functii algebrice (sau polinoamele) p care se obtin cu
ajutorul multioperatiei o (cu alte cuvinte, in definitia lui # nu e necesar sa folosim functiile
algebrice (sau polinoamele) in constructia carora intervin multioperatiile / i \). Mai mult,

pentru hipergrupuri relatia 3 este tranzitiva, deci g8* = .

Ezemplul 1.6.17. Fie (R, +, ) un hiperinel in sens general si fie (P*(R), +, -) algebra partilor

sale nevide. Aceasta este o algebra universala cu doua operatii binare definite astfel:

A+B=|J{a+blacA beB}, A-B=|J{a-b|lac A, be B}.
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Evident, cele doua operatii definite mai sus sunt asociative; mai mult,
A-(B+C)=|J{a-(b+0)|acAbeB,ceC}
QU{a-b—i—a-c\aeA,bEB,cEC}
CA-B+A-C

i analog (B+C)-ACB-A+C-A.

Conform consideratiilor de mai sus, imaginile polinoamelor algebrei (P*(R),+,-) sunt
sume de produse de submultimi nevide ale lui R sau sunt incluse in polinoame de aceasta
forma. Asadar, relatia fundamentald a hiperinelului R este inchiderea tranzitiva * a relatiei
v din [83, Definitia 1]:

-1 [k;j—1
xyy < 3, k; € N*, Ja;; € R, j€{0,...,1-1}, i € {0,...,k;—1}: x,yez H a;j
j=0 \ i=0

Teorema 1.6.18. Fie A, B multialgebre de tip T si A = /oy, respectiv B = B/ag alge-
brele lor fundamentale. Dacd h : A — B este un omomorfism de multialgebre, atunci exista

un unic omomorfism de algebre universale h : A — B astfel incat urmdtoarea diagramd este

comutativa:
A-">pB
(1.6.1) goAi i% .
A"~

Demonstratie. Presupunem ca exista un omomorfism h cu proprietatea din enunt. Din

comutativitatea diagramei (1.6.1) rezulta

(1.6.2) h(eg(a)) = ag(h(a))
pentru orice aj(a) € A. Deducem unicitatea lui h.

Ardtadm ca omomorfismul h existd. Egalitatea (1.6.2) defineste o functie h : A — B.

intr—adevér, fie z,y € A astfel incat zagy. Aceasta Inseamna ca exista m € N* si
T=20,L1,...,Lm =Y EA

astfel incat x;ay ;11 pentru orice i € {0,...,m—1}. Astfel, pentru orice i € {0,...,m—1},

exista k; € N, p; € P(ki)(‘,p*(Ql)) sial,... 7%1-—1 € A pentru care

i i
T, Tiy1 € piag, .-, ag, 1)
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Rezulta, folosind Propozitia 1.4.9, ca
h(zi), h(zit1) € pi(h(ap),. .., hlag,_1)).
Asadar, h(z;)agh(ziy1) pentru orice i € {0,...,m — 1}, de unde deducem ca
h(z) = h(zo)agh(zm) = h(y).

Vom verifica acum c& h este un omomorfism: daci v < o(7), ao, ... Jan,—1 € A si

a € fy(ao,...,a,,—1) atunci

h(fy(agao), - ., 0q(an, 1)) = h(ag(a)) = ag(h(a)).

Cum h este omomorfism, avem h(a) € f,(h(ao),...,h(an,~1)) si astfel

ag (h(a)) = fy(ag(hlao)),- .., ag(h(an,-1))) = fr(h(eg(ao)), - - - h(og(an, 1))

ceea ce Incheie demonstratia teoremei. O

Corolarul 1.6.19. Daca A este o multialgebra atunci 14 = 1.

Corolarul 1.6.20. Daca A, B, € sunt multialgebre de acelasi tip T sih: A— B, g: B —

C' sunt omomorfisme, atunci go h =g o h.

Observatia 1.6.21. Din corolarele de mai sus rezulta ca factorizarea dupa relatia fundamen-
tald determina un functor covariant F' : Malg(7) — Alg(7). Acest functor este definit
astfel: pentru orice multialgebra 2 de tip 7, F(A) = A si pentru orice omomorfism h intre

multialgebrele A si B (de tip 7), F(h) = h unde h este omomorfismul din diagrama (1.6.1).

Notatii. Vom folosi in continuare notatiile din Teorema 1.6.18. Astfel, pentru o multialgebra
2 = (A, (fy)y<o(r)) Vom nota cu A algebra fundamentald si cu ¢4 proiectia canonica a
multialgebrei 2 pe 2. Vom renunta la indice in notatia ag atunci cand aceasta nu creaza
confuzie. Mentionam ca * semifica faptul ca este vorba despre inchiderea tranzitiva a relatiei
a = oy definita anterior. De asemenea, notam cu @ clasa a*(a) = ¢4(a) a unui element

a € A in raport cu relatia og;.
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1.7 Identitati pe multialgebre. Multialgebre complete

Sa analizam ce se intampla cu identitatile unei multialgebre in urma factorizarii dupa relatia

fundamentala.

Propozitia 1.7.1. Fie 2 o multialgebra, n € N, si q,r € P (7). Daca pe multialgebra 2

avem qNr # 0 atunci pe algebra A are loc identitatea q = r.

Demonstratie. Din Observatia 1.6.14 si Corolarul 1.4.14 avem

(17.1) oA((a0, - an_1)) = p(@, ..., T 1),
oricare ar fin € N, p € P(”)(T) siag,...,ap_1 € A.
Fie @y, ..., @,-1 € A. Cum identitatea slabi q Nr # () este verificata pe 2, avem

q(a07 s )an—l) N 7,‘(0407 s ’an—l) 7é @,

pentru orice ag,...,a,—1 € A. Rezulta ca exista a € q(ao,...,an—1) N7(ag,...,a,—1). Din
(1.7.1) deducem

q(%7 e 7an—1) =a= T<%7 cee 70/77,—1)7

si demonstratia este incheiata. O
Cum orice identitate tare este verificata si iIn maniera slaba, avem:

Corolarul 1.7.2. Fie 2 o multialgebrd, n € N, si q,r € P (7). Dacd identitatea q = r

este satisfacutd pe multialgebra A atunci q = r este satisfacutd si pe algebra 2A.

Observatia 1.7.3. Se observa ca in demonstratia Propozitiei 1.7.1 s-a folosit doar faptul ca
a* € Fyuq() ceea ce ar permite formularea unui rezultat asemanator pentru orice relatie
din E,,(2). Cu alte cuvinte, pentru o multialgebra 2 de tip 7, o relatie p € FE, () si
doua simboluri polinomiale n-are q,r avem: dacd cel putin una din identitdtile q = r sau
qanNr # 0 este satisfacuta pe multialgebra A atunci identitatea q = r este satisfacutd pe

algebra A /p.

Corolarul 1.7.4. Fie K o clasd de multialgebre si fie K clasa algebrelor fundamentale ale
algebrelor din K. Daca identitatea q Nt # 0 (sau q = r) este satisfacuta in K, atunci

identitatea q = r este satisfacutd in K.
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Observatia 1.7.5. Cum orice hipergrup poate fi privit ca o multialgebra de tip (2,2,2) care
verifica identitatile (1.5.1), (1.5.2) si (1.5.3), deducem (si de aici) ca algebra obtinuta prin
factorizarea unui hipergrup dupéa o echivalenta tare regulata verifica identitatile (1.5.5) si
(1.5.6), deci este un grup. In particular, algebra fundamentald a unui hipergrup este un
grup. De asemenea, se deduce ca algebra fundamentala a unui hiperinel cu prima operatie
comutativa sau slab comutativa este un inel s.a.m.d. In consecinta putem defini, ca in
Observatia 1.6.21, un functor covariant F' de la categoria HG a hipergrupurilor la categoria

Grp a grupurilor.

In general, reciproca afirmatiei din Propozitia 1.7.1 nu este valabild. Un exemplu in
acest sens il constituie cazul in care multialgebra 2 are mai mult de un element iar relatia
sa fundamentala este relatia totald A x A, dar aceasta nu este singura situatie. Totusi, intre
multialgebrele care au aceeasi algebra fundamentala, presupunand ca aceasta are cel putin
doua elemente, se gasesc multialgebre care verifica identitatile din algebra fundamentala,

unele din ele in forma slaba, unele in forma tare.

Propozitia 1.7.6. Fie A = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra si fie A = (A, (fy)y<o(r)) algebra
sa fundamentald. Dacd |A] #1,n €N, q,r € P (1) si q =r este satisfacutd pe A atunci
pe A existd o structurd de multialgebra A’ (de tip ) cu multioperatiile f!, v < o(7), astfel

incat A' = A si qNr # () este verificatd pe A’

Demonstratie. Dacad A = () atunci A = () si proprietatea are loc in mod trivial. S& pre-

supunem, deci, ca |A| > 1. Definim pentru orice v < o(7) si orice ao, ..., an,—1 € A,

(1.7.2) filao, ... an,—1) ={a € Ala= fy(ap,...,qn, 1)},

si aratam ca multialgebra 2" = (A, (f7)y<o(r)) satisface conditiile din enunt.
A. Vom demonstra prin inductie dupéa pasii de constructie a unui simbol polinomial n-ar

cd oricare ar in € N, p € P (1) i ag, ..., an_1 € A avem:
(1.7.3) plag,...,an—1) Cp'(ag,...,an_1),

unde p' = (p)gp=(av)-
Daca exista i € {0,...,n — 1} astfel ca p = x; atunci incluziunea de mai sus este

adevarata, cei doi membrii fiind egali cu multimea {a;}.
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Presupunem incluziunea demonstrata pentru simbolurile py, ..., pn,—1 §i consideram

P= f’Y(p07 cee )pn,y—l). Avem

plao, ..., an—1) = fy(po(ao;---,an-1),...,Pn,~1(ao, ..., an-1))

g f"/(pé)(a(:h o 7an—1)7 .. 7p/n,y—1(a07 o 7an—1))-

Observam din definitia operatiilor din algebra fundamentald a multialgebrei 2l ca pentru

orice v < o(7) si orice ag, ..., an,—1 € A
(174) fw(ao,...,anw_l) - f;(ao,...,anw_l).
rezulta cd multimea f,(pj(ao, ..., an-1),... ,pjh_l(ao, ...,ap_1)) este inclusi in

f'/y(p6(a07 A 70“7171)7‘ M ’p’/rl.y—l(a’oﬂ R 70“7171)) = f’{/(p67' M apgz.y—l)(a(b R 7an71)

= p/(U’Ov s )anfl)'
B. Dacin e N, pe P™(7)siag,...,a,_1 € A atunci

p'(ag,...,an—1) C{a€ Ala=pag,...,an_1)}

Daca exista ¢ € {0,...,n — 1} astfel ca p = x; atunci incluziunea de mai sus devine
{a;} C @; si este, evident, adevarata.
Presupunem incluziunea demonstrata pentru simbolurile py,...,pn,—1 §i consideram

P = fv(p0> s 7pn771)- Avem

p(ag,...,an_1) = ff{(p{)(ao, ey 1)y ,p;%/_l(ao, ceeylp-1))
= U{f;(ao,...jam_l) | o/ € pjlag, ..., an-1), j€{0,...,ny —1}}
Clalac fi(a....a™™"), & =pj(@p,...,@n1), j €1{0,...,ny —1}}
={ala=f/(a%...,am ), aJ =p;(@v,...,@n 1), j €{0,...,n, —1}}
={acAla=f,(po(@o,...,@n-1),--,Pn,~1(a0,...,0n-1))}

={acA|a= fy(po,... ,Pn,~1)(a0;--.,ap—1) = p(ag, ..., an-1)}

C.DacineN, pe P™W(r)\ {x;|ie{0,...,n—1}} siag,...,an_1 € A atunci

(1.7.5) p'(ag,...,an1)={a€ Ala=pag,...,a,_1)}
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Din (1.7.2) deducem ca imaginea oricarei multioperatii din multialgebra 2’ este o clasa
din A. Dacd p € PM(7)\ {x; | i € {0,...,n — 1}} atunci existii v < o(7) si simbolurile

polinomiale n-are po,...,Pn,—1 astfel ca p = f,(Po, ..., Pn,—1), ceea ce arata ca

p/(aou s 7an—1) = ffly(p6(a07 s 7an—1)7 s 7p;LA/—1(a07 s 7an—l))

este o reuniune de clase din A. Membrul drept din egalitatea (1.7.5) este o clasid din A
(vezi (1.7.1) si definitia relatiei fundamentale a multialgebrei ). Toate acestea Impreuna
cu incluziunea stabilita la B ne conduc la egalitatea dorita.

D. Relatia fundamentald o, a multialgebrei 2’ este egala cu og.

Avem zagy,y dacd si numai daca existd n € N, p € 210 (1), si ag,...,an—1 € A astfel
incat z,y € p'(ag, . ..,an—1). Daca exista i € {0,...,n—1} astfel ca p = x; atunci z = y deci
Togyy iar dacd nu exista i € {0,...,n—1} astfel ca p = x;, atunci z,y € p'(ao,...,a,—1) C A

implica ragy, deoarece x si y sunt in aceeasi clasa din A. Este clar acum ca agy, C ag.

Incluziunea inversa se obtine astfel: xayy implica existenta unui numar natural n € N,

unui simbol polinomial p € P (1) si a elementelor ag,...,a,-1 € A cu proprietatea ca
x,y € plag, ..., ap—1); folosind (1.7.3) avem z,y € p'(ao, ..., an—1) §i astfel zagy,y.
E. Algebrele universale 2 si 2 sunt egale.
Intr-adevir, dacd v < o(T) si a,ap,...,an,—1 € Acuac f;(ao, .+, @p,—1) atunci
f’/y(a'i(b ,an,y_l) =a
Dar f,(ao,...,an,-1) C f;(ao, <y lp., 1), de unde deducem
f',y(ai(% v 7an»y—1) = f’y(%v v 7an7—1)~

F. Daca q = r este satisfacuta pe 2 atunci q Nr # () este satisfacuta pe 2A’.

Fie ag, . ..,an_1 € A. Considerim n € N gi q,r € P (7) cu proprietatea ci identitatea
q = r este verificatd pe 2. Atunci ¢(@g, - ..,@n-1) = 7(@0, ..., 0n_1)-

Daca q = x;, r = x; atunci ¢ = j si proprietatea are loc in mod trivial (altfel, din
|A] > 1, rezulta ca exista 7,y € A astfel incat T # ¥ si considerand in egalitatea de mai sus
a; =T si @; =y obtinem o contradictie).

Daciq=x;5ir € P™(r)\ {x; | i € {0,...,n —1}} atunci @; = r(@p,...,d,_1) ne

conduce, conform (1.7.5), la a; € r'(ao,...,an—1) si A’ verifica identitatea x; Nr # (.
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Daci atat q cat si r sunt din P™(7)\ {x; | i € {0,...,n — 1}} atunci din

Q(%’ s 7an—1) = T(%a s 7an—1)

deducem, folosind din nou (1.7.5),

q/(a07 cee 7an—1) = Tl(a07 ) a’n—l)

si demonstratia este completa. O

Observatia 1.7.7. Utilizand aceleasi notatii ca mai sus, dacd n € N, q,r € P (1) \ {x; |
i€{0,...,n—1}}siq=r pe A atunci q = r pe A'.

Observatia 1.7.8. Multialgebra 2’ poate fi definita chiar daca [A| = 1. In acest caz, definitia
multioperatiei f (v < o(7)) este data de egalitatea f)(ao,...,an,~1) = A pentru orice
ag, - --,an,—1 € A. Sa notam, insa, ca identitatile x; = x; cu i # j sunt satisfacute pe A,
dar nu sunt satisfacute pe A’ decat daca |A| = 1. In ceea ce priveste identitatile q = r, cu
q sau r din P (1) \ {x; | i € {0,...,n — 1}}, ele sunt verificate si pe 2, micar in forma
slaba.

Observatia 1.7.9. Intre multialgebrele cu suportul A si algebra fundamentals 2, multial-

gebra 2l are multioperatiile ,,cele mai mari” in sensul ci pentru orice multialgebra " =

(A, (f])y<o(r)) pentru care A" = A, avem f(ag,...,an,~1) S f(ao,...,an,—1) pentru
orice v < o(T) si orice ag, . ..,an,—1 € A.

Observatia 1.7.10. Clasele din A sunt de forma {a} sau f(ao, ..., @n,—1).

Proprietatile multialgebrei 21’ sugereaza constructia unei clase de multialgebre care face

obiectul urmatoarei propozitii:

Propozitia 1.7.11. Fie A = (A, (fy)y<o(r)) 0 multialgebra de tip 7. Urmatoarele afirmatii

sunt echivalente:
(i) oricare ar fiy < o(T) si ag,...,an,—1 € A,
a € fy(ao,...,an,—1) = a= fy(ag,...,an,—1);

(ii) oricare ar fin € N, q,r € PO(r)\ {x; | i € {0,...,n — 1}} si oricare ar fi

aO)”'aan—lubO)"'abn—l GA,

q(ao, ceeyp1) N T(bo, coybp_1) # 0= q(agp, ... ,an_l) =r(bo,..., bn—1)~
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Demonstratie. (i)=(ii) Fien € N, p € P™(r)\{x; | i € {0,...,n—1}} si ag,...,a,_1 € A.

Avem
(1.7.6) a € plag,...,an—1) < a=mplag,...,ap_1).

Intr-adevir, din definitia relatiei fundamentale a multialgebrei 2 rezultd ci dacid a €
p(ag,...,an—1) atunci p(agp,...,an—1) C @, iar in conditiile impuse de (i), p(ag,...,an—1)
este o reuniune de clase din A. Asadar (1.7.6) are loc, ceea ce conduce la (ii).

(ii)=(i) Consideram v < o(7), ag, ..., an,—1 € A, a € f,(ao,...,an,—1) 51 b € A cuaa*d

(adica b € @). Rezulta ca exista n € N, xg, ..., z, € A astfel incat

a = ToaTr1Q...QTy_ 10T, = b,

adicd pentru orice i € {0,...,n—1} existd n; € N, p; € P(%) (1) si ab, ..., ain_l € A pentru
care

T3, Tip1 € Pilag, - ap, 1)
Putem considera ca orice elemente consecutive din girul xg, ..., x, sunt diferite, de unde
rezulta ca nici un p; nu e egal cu nici un x; (j < max{n; | i € {0,...,n — 1}}). Folosind

aceasta, din

pi(aév s 70’;1-—1) mpi+1(aé+17 s 70’;:11—1) 7é @

(intersectia aceasta continand pe x;41) deducem

pi(aév SRR aizifl) - pi-‘rl(a%)-i_l? T a:;—il—l)
pentru orice i € {0,...,n — 2}, ceea ce implica b € py(a, ..., ago_l). Dar
0 0
a € polag, .- an,_1) N fy(ao,. .., an,-1),
de unde rezulta
po(ag, ... 7(120—1) = fy(ao, . .. ,anw_l)
si astfel b € f,(ao, ..., an,1). O

Observatia 1.7.12. Se stie ca pentru m,n € N cu m > n orice imagine de polinom n-ar este
imagine a unui polinom m-ar, agadar in conditia (ii) din propozitia de mai sus q si r nu

este necesar sa fie considerate de aceeagi aritate.
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Ezemplul 1.7.13. Pentru un semihipergrup (H, o), conditia (ii) din propozitia de mai sus se

scrie astfel: oricare ar fi m,n € N, cu m,n > 2 si oricare ar fi a1,...,am,b1,...,b, € H,
alo...oamﬂblo...obn#@:}alo...oam:blo...obn'

Aceasta conditie defineste semihipergrupul (H, o) ca fiind complet (vezi [10, Definitia 137]).

Rezulta ca o multialgebra 2 care verifica conditiile echivalente (i) si (7)) din Propozitia

1.7.11 generalizeaza notiunea de semihipergrup complet, ceea ce sugereaza:

Definitia 1.7.1. O multialgebra A care verifica conditiile echivalente din Propozitia 1.7.11

se numeste multialgebra completa.

Observatia 1.7.14. In [10] hipergrupurile complete sunt definite ca fiind acele semihiper-
grupuri complete care sunt hipergrupuri. Dar oricare ar fi a si b doua elemente dintr-un
hipergrup complet (H,o) exista b’ € H astfel incat a/b = ao b’ gi b\a = b o a (vezi [10,
Teorema 146]), ceea permite ca in caracterizarea completitudinii la hipergrupuri si nu fie

necesara considerarea explicitd a multioperatiilor / si \.

Observatia 1.7.15. Pentru o multialgebri completi 2 de tip 7 avem: dacd p € P (7)\ {x; |
i€ {0,...,n—1}} atunci exista 7 < o(7) cu proprietatea ca pentru orice ag, . ..,a,—1 € A,

exista by, ...,bn,—1 € A astfel incat

p(ao, ... an—1) = fy(bo,... ,bnv_l).

intr—adevér, dacd A = () egalitatea de mai sus are loc in mod trivial. S& presupunem,
deci, ci A # (. Daci p € PO (1) \ {x; | i € {0,...,n — 1}} atunci existd v < o(7) si
Po,--,Pn,—1 € P (1) astfel incat p = fv(Po, -+ Pn,—1). Cum pentru orice elemente

ag, - .- an—1 € A, pag, ...,an—1) # 0, rezultd ca exista

a € plao, ... ,an—1) = fy(po(ao;---,an-1),...,Pn,—1(ag, .., an-1)).

Deducem ca exista by € po(ag, ..., an-1),- .- bn,—1 € Pn,—1(a0, ..., an_1) pentru care avem
a € fy(bo,...,bn,—1),iar cama € p(ao, - - -, an-1)Nfy(bo, - - -, bn,—1) avem, conform conditiei

(ii) din Propozitia 1.7.11, egalitatea p(ao, ..., an—1) = fy(bo, ..., bp, —1).

Observatia 1.7.16. Pentru o multialgebra completd A clasele din A au forma {a} sau

fy(ag, ... an,—1) cu a,aq,...,an,—1 € A gi v < o(7). Evident, cele doua situatii nu se
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exclud una pe cealaltd, cel mai clar exemplu in acest sens fiind cazul in care 2 este o

algebra universala.
Observatia 1.7.17. Multialgebra 2’ din demonstratia Propozitiei 1.7.6 este completa.

Observatia 1.7.18. Pentru orice multialgebra completa 2 relatia oy este tranzitiva si, in
consecintd, are loc egalitatea ay = ag.
Intr-adevir, daci Togy §i Yoy z atunci exista m,n € N, q € PM™)(7), r € PM(7) si

elementele ag, ..., am_1,bg,...,bn_1 € A astfel incat

z,y € qag,...,am—1) siy,z € r(by,...,bp—1).

In cazul in care q = x; sau r = xjcui€{0,...,m—1}, j € {0,...,n — 1} este evident
faptul ca zagyz. In caz contrar, din y € q(ag,...,am—1) N r(bo,...,bp—1) deducem ca
q(ag, ... am—1)N7r(bo,...,bp—1) # 0 iar, cum multialgebra 2 este completd, avem

q((lo, e ,am,l) = ’I"(bo, ceey bnfl)

ceea ce conduce din nou la ragyz.
Observatia 1.7.19. Multialgebrele complete de tip 7 formeaza o subcategorie plina a cate-

goriei Malg(7) pe care o notam CMalg(7).

Propozitia 1.7.20. Fie A o multialgebra de tip 7. Multialgebra 2 este completa dacda i
numai dacd existd o algebra universala de tip 7, B = (B, (fy)y<o(r)), i 0 partitie {4y |
b€ B} alui A astfel incat pentru orice v < o(T) si orice ag,...,an,—1 € A, cu a; € Ay,,

i €A{0,...,ny — 1}, avem

Flao, - an,—1) = Ag (6o, b 1)

Demonstratie. Daca multialgebra 2 este completd atunci luam B = A si 4, = cpzl(b)

pentru orice b € B. Oricare ar fi v < o(7) si ao,...,an,—1 € A, exista by,...,b,,—1 € B,
unic determinate, astfel incat a; € Ay, (i.e. pa(a;) = b;) pentru orice i € {0,...,ny — 1}.
Din Propozitia 1.7.11 avem f,(ag, ..., an,—1) = (pzl(a), pentru orice a € fy(ao,...,an,—1).
Asadar

a= @A(a) = SOA(f’Y(a(Jv s 7an7*1)) = f’y(@A(ao)v .o ‘7¢A(anyfl)) = f'y(b07 .o '7bn~,*1)a
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de unde deducem f,(ao, ... 7an7—1) = ¢21(f7(b0, sy, 1)) = Af'y(bO:-uybn—y—l)'
Reciproc, si observim, in primul rand, ci oricare ar fin € N, p € P (1), ag, ..., an_1 €

Asibg,...,bp—1 € B cu proprietatea ca a; € Ap, pentru orice i € {0,...,n — 1} atunci

(1.7.7) plaog,...,an—1) C Ap(bo,...,bn,l)'

Tntr—adevér, daca exista ¢ € {0,...,n — 1} astfel ca p = x; atunci incluziunea de mai sus
devine {a;} C A, si este adevarata, iar daca presupunem incluziunea adevarata pentru
simbolurile po, ..., Pn, -1 i luam p = f,(po, ..., Pn,—1) atunci
p(ao, ... an-1) = fy(po(ao, ..., an-1),. .. pn,—1(ao; ..., an-1))

g f’Y(APO(bOW-ybn—I)’ trty Apn»y—l(bOw-,bn—l))

= AL 000, bn1) by -1 (b0rsbn 1))

= p(b07---7bn—1)'
Daci, in plus, p € P™(7)\ {x; | i € {0,...,n — 1}} atunci existd v < o(7) si simbolurile
polinomiale n-are po,...,Pn,—1 astfel ca p = f,(Po,. .., Pn,—1); astfel

p(ao, - .-, an-1) = fy(polao, ..., an-1),...,pn,-1(a0, - - ., an-1))

este o reuniune de multimi Ay si tindnd seama de (1.7.7) avem

Pao, -+ s an—1) = Ap(pg,...bn1)-

Finalizarea demonstratiei se face prin aplicarea conditiei (i7) din Propozitia 1.7.11. O

Observatia 1.7.21. Putem construi ca mai sus multialgebre 2 cu algebra fundamentala
izomorfa cu B considerand in familia (4 | b € B), |Ay| = 1 pentru orice b € B care nu
poate fi scris sub forma b = f,(bo,...,by,—1), cu vy < o(7) si bo,...,bn,—1 € B. Neluand
in considerare aceasta conditie, obtinem, prin metoda sugerata de propozitia anterioara, o

multialgebra completa a carei algebra fundamentald contine pe B ca subalgebra.

1.8 Identitati si algebre universale obtinute ca multialgebre

factor

Am vazut in paragraful anterior ca daca 2 este o multialgebra si p € F,,(2) atunci orice

identitate verificata pe 2, in forma tare sau slaba, este verificata si pe algebra 2/p.
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Observatia 1.8.1. Chiar daci o identitate g N'r # () nu e satisficutd pe 2 putem obtine
o multialgebra cat a multialgebrei 2 care este o algebra universala ce satisface identitatea

q = r daca factorizam pe 2 dupa o relatie din E,,(2) care include relatia
Rqr = {(x7y> €eAxA | S q(aﬁv'-- 7an—1)ay € 7"(@(),.. . 7a'n—1)7a0a' .5 Qp—1 € A}

Mai mult, fiecare relatie din E,,(2) care da in urma factorizarii o algebra care verifica
identitatea q = r trebuie sa contina relatia Rqr. Deci cea mai mica relatie din E,q ()

pentru care multialgebra factor este o algebra ce verifica identitatea q = r este relatia

a(Rqr) = ﬂ{P € Eua(2) | Rqr C p}-

*
qr-

Notatie. In cele ce urmeazi, vom nota a(Rqr) cu a
Observatia 1.8.2. Este imediat faptul ca pentru relatia fundamentala o* a multialgebrei 21
avem o = a()) = a(da) = af x, 51 @ C ag, pentru orice simboluri polinomiale q, r.

In continuare vom caracteriza relatia agr cuajutorul functiilor algebrice din Pf(ll) (P*(A)).
Din Observatia 1.2.5 deducem ca compunerea a doua functii algebrice din Pjgl)(‘B* (A)) este
tot o functie algebrica din P,E\D(‘B*(Ql))-

*

Teorema 1.8.3. Relafia ag,

este inchiderea tranzitiva a relatiei ogqr C A X A definita prin

Tagry dacd si numai dacd exista p € Pjgl)(iB* (A)) siag,...,an—1 € A astfel incat

z € p(q(ag,...,an-1)), y € p(r(ag,...,an—1)) sau
y € p(q(ao, ..., an-1)), = € p(r(ag,...,an-1)).

Demonstratie. A. Relatia ag, este o relatie de echivalenta care include pe Rg;.

Evident, agr este simetrica. Luand pentru un a € A oarecare, p = cl se obtine reflexivi-

*

qr este cea mai mica relatie de echivalenta pe A ce contine

tatea relatiei aqr. Rezulta ca o
. " P _ 1
pe aqr. Incluziunea Rqr C Qgr S€ deduce considerand p = e;.

B. Daci f € P{"(B*(2)) si elementele a,b € A verific aaj,b atunci f(a)age f(b).

*

qr Tezultd ca existda m € N* s§i 20,...,2m € A astfel incat

Conform definitiei lui «
a = 20QqrZ1Qqr - - - Oqrzm = b. Consideram j € {0,...,m — 1}. Cum zjaqrzj41 exista
€ Pf,l)(‘p*(m)) si ag,...,an—1 € A pentru care
zj € p(q(aog,...,an—1)), zj+1 € p(r(ag,...,an—1)) sau

zj+1 € p(q(ao, . ..,an—1)), zj € p(r(ao,...,an-1)).
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Dar p/ = fop € PY(P*(A)), si astfel avem

'(q(ag, - ., an—1)), f(zj+1) Cp(r(ag,...,an—1)) sau

P
f(zj41) €9 (glao, . an-1)), f(z) CP'(r(ao, ... an-1)).

Oricum, pentru orice uj € f(z;) si orice ujy1 € f(zj4+1) avem ujoqruj+1 si, In consecinta,

U Qg Um. Cum up € f(a) si um € f(b) sunt arbitrare, obtinem f(a)a:jlrf(b).

C. Multialgebra factor 2/, este o algebra universala in care are loc identitatea q = r.
Fie v < o(7) si elementele arbitrare a, b, zo, ..., 7, -1 € A astfel ca acg,b. Aplicand B

pentru functiile algebrice unare (din Plgl)(‘l?* (2A)))

11 1 1 .11 1 1 1 1
fy(eg, cys - .,cxnrl),fv(cxo,eo,cm, .. ,cxnrl), ooy fy(Cags e e ,cxnrQ,eO)

*

rezulta ca Qg

, verifica (b) din Propozitia 1.6.1, asadar /g, este o algebra universala.
Observatia 1.8.1 si A completeaza demonstratia afirmatiei C.
D. Daca p € Eyuq(2) astfel incat g = r in /p atunci ag, C p.

Vom demonstra aceasta prin inductie dupa pasii de constructie a unei functii algebrice
din Pgl)(‘p*(ﬂ)) cid dacid p € PO(P*(A)), ao,...,an_1 € Asi z € plqag,...,an1)),
y € p(r(ao,...,an—1)) (sau z € p(r(ag,...,an-1)), y € p(q(ao,...,an—1))) atunci zpy.
Pasul 1. Dacid a € Asi p = c. atunci z =y = a si zpy.

Pasul 2. Daci p este proiectia canonic e} atunci x € q(ag,...,an-1), ¥y € r(ag,...,an—1)
(sau = € r(ag,...,an-1), ¥y € qag,...,an—1)) si folosind Observatia 1.8.1 avem (z,y) €
Rgr C p (sau (z,y) € Ry Cp~' = p).
Pasul 3. Consideram ca afirmatia a fost demonstrata pentru po,...,pn,—1 (v < o(7)) si
fie p= fy(po,...,pn,—1). Daca
z € p(q(ao, ..., an-1)) = fy(po,- - Pn,—1)(q(ao, ..., an-1))
= fy(po(q(ao, ... an-1)),-..,pn,—1(q(ao, ..., an-1))) si
y € p(r(ao,...,an-1)) = f(po,---,Pn,—1)(r(ag,...,an-1))
= fy(po(r(ao, ..., an-1)), ., pn,-1(r(ao,...,an-1)))
atunci existd x; € pi(q(ao,...,an—1)), ¥i € pi(r(ao,...,an-1)) (i € {0,...ny — 1}) astfel
incat x € fy(zo0,...,Tn,—1) 81y € f1(¥0,- -+, Yn,—1). Cum z;py; pentru totii € {0,...n,—1},

folosind (b) din Propozitia 1.6.1, rezulta ca zpy.

Deducem ca aqr C p si, ca urmare, ag, C p. O
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Ezemplul 1.8.4. Fiind dat un semihipergrup (H, o), in [26] este caracterizatd cea mai mica
echivalenta tare regulata pe H pentru care multialgebra factor este un semigrup comutativ.
Aceasta relatie, notata cu v*, este inchiderea tranzitiva a relatiei v = (J,, ey« 7o unde 71 = 0g

i, pentru orice n > 1, relatia -, este definita prin

WYny(:’Hle--vanHa HUESH: T €20 02y, yeza(l)o"'oza(n)'
(Sy, noteaza multimea permutarilor multimii {1,...,n}).
Cum multimea formata din transporzitiile (1,2),(2,3),...,(n — 1,n) genereaza grupul

Sp rezultd ca v* este inchiderea tranzitiva a relatiei 4" = (J,,cn» 7, unde 77 = dp i pentru

n > 1, x7)y daca si numai daca
Jz1,..,2n € H, Jie{l,...;.n—1} :x€210---02,_10(202i41) 02420 O 2y,
YE€210---0210(24102) 024200 2y,
E clar cd v/ = aqr unde q = xp 0 X1 §i r = X1 0 Xo.

Tot in [26] se demonstreaza ca daca (H, o) este un hipergrup atunci relatia v este tranzi-

tiva gi y* = «y este cea mai mica echivalenta pe H pentru care H/v* este un grup comutativ.

Observatia 1.8.5. Putem face si aici o observatie asemanatoare cu Observatia 1.6.16. Daca
(H, o) este un hipergrup si p este o echivalenta tare regulatd pe H atunci H/p este un
grup. Daca q,r sunt doua simboluri polinomiale n-are atunci cea mai mica echivalenta pe
H pentru care hipergrupoidul factor este un semigrup care satisface q = r este inchiderea

tranzitiva ¢* a relatiei

o =|J{p(g(ar,...,an)xp(r(ar,...,an)) Up(r(ar,... an)) x p(q(as, ..., an)) |
pE P%I(m*(fno))a at,...,ap € -H}
Cum aceasta relatie este tare regulata, semigrupul obtinut prin factorizare este un grup.

Inseamna c& cea mai mica relatie ag, pe hipergrupul (H,o,/,\) pentru care obtinem in

urma factorizarii un grup pe care este satisfacuta identitatea q = r este inclusa in ¥*. Cum

agr = [ Jfpla(ar- .- an))xp(r(ar,. .. an)) Up(r(an, ..., an)) x plglar, .. an)) |
p € PH(P*(H,o,/,\)), a1,...,an € H}

§i Pl (P*(H, 0)) C Py (P*(H.o,/,\)) rezults ¢ C aqr, deci ¥* C aZ i astfel, ¢ = a

re
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Deci cea mai mica echivalenta tare regulata pe H pentru care hipergrupul factor este
un grup ce verifica identitatea q = r poate fi obtinuta considerand in caracterizarea data
de Teorema 1.8.3 doar acele functii algebrice p care se obtin cu multioperatia o (cu alte

cuvinte, nu e necesar sa folosim multioperatiile / si \ in constructia lui p).

Din Teorema 1.8.3 si Observatia 1.8.2 deducem imediat:

Corolarul 1.8.6. Relatia fundamentald o a multialgebrei 2 este inchiderea tranzitiva a
relaties o' C A x A definitd astfel: pentru x,y € A avem xd'y dacd si numai dacd existd

€ PE)(‘/B*(%)) st a € A astfel incit x,y € p(a).

Reamintim ca pentru orice multialgebra 21 = (A, (f5)y<o(r)) exista o algebra universala
B = (B, (fy)y<o(r)) s 0 relatie de echivalenta p pe B astfel incat A = B/p.

Fie q,r € P (1), fie B o algebrd universald de tip 7 si fie p o relatie de echivalenti pe
B. Notam cu pqr cea mai mica mai micd relatie de echivalenta pe B care contine pe p si
toate perechile (q(bo,...,bn—1),7(bo,...,bn-1)) cu bo,...,b,—1 € B. Evident, cea mai mica
relatie de congruenta pe B care contine relatia pqr, pe care o notam 6(pqr), este cea mai

mica relatie de congruenta pe B ce contine

p U {(q(bo7 RN bnfl),T(bo, ce bnfl)) | bo,...,bh_1 € B}

In [29, Teorema 10.4] este prezentata o caracterizare pentru cea mai mica congruenta
a unei algebre universale care contine o relatie data. Conform cu aceasta caracterizare,
28(pqr)y daca si numai dacd exista m € N*, un sir ¢ = {o,t1,...,t, = y, perechile de
elemente (z;,v;) € p U {(q(bo,...,bn-1),7(bo,...,bn-1)) | bo,...,bn—1 € B} si functiile

algebrice unare p;, i € {1,...,m}, astfel incat

{pi(zi),pi(yi)} = {ti—1, i}, i € {1,...,m}.

E clar ca daca luam q = r = x¢ atunci 0(pgr) = 0(pxex,) = 0(p) este cea mai mica

congruenta pe ‘B care contine pe p.
Lema 1.8.7. Dacap € Pg;)p(‘lk*(%/p)) §1T,Y,20,...,2n—1 € B au proprietatea ca

p(z), ply) € p(p(z0),- -, p(2n-1))

atunci z6(p)y.
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Demonstrafie. Pasul 1. Dacd existd b € B astfel incat p = ¢, atunci plx) = p(y) = p(b)
si astfel z6(p)y.

Pasul 2. Daca exista i € {0,...,n — 1} astfel ca p = e}’ atunci p(z) = p(y) = p(z;) si avem
z0(p)y.

Pasul 3. Consideram afirmatia demonstrata pentru po,...,pn,—1 (v < o(7)) si luam

p= fy(po,---,pn,—1). Cum

p(p(z0), - -, plzn—1)) = fy(po, - - s Pny—1)(p(20); - - -, P(2n—1))

= fy(po(p(20), - - - p(2n-1)), - - - Pn,—1(p(20) - - -, P(2n-1)))
din p(x), p{y) € p(p(z0), ..., p{zn—1)) deducem ca exista elementele x;,y; € B cu
p(xi), p{yi) € pi(p(20), - - p(zn-1))
astfel incat

p(r) € fy(p(z0), s p(Tny—1)) P(Y) € f(P(W0),- -+ P(Yny—1))-

Din definitia multioperatiei f, in %B/p rezulta ca existd z,y; € B cu z;px} si yipy; (i €

{0,...,n, —1}) astfel incat

= fy(20, - 1)y Y= F(Yor o3 Yn,—1)-

Cum afirmatia are loc pentru po, . .., pp,—1 deducem ca x;0(p)y; pentru toti i € {0,...,n, —
1}. Asadar px;, z;0(p)yi, yipy, ceea ce implica x;0(p)y; pentru orice i € {0,...,n, —1}.

Dar 0(p) este congruenta pe 8 de unde rezulta ca

z = fy (@05 T )OOV fy (Y05 - -+ Yy 1) =Y
si lema este demonstrata. O
Lema 1.8.8. Dacd p € P](;/)p(m*(%/p)) $1 T, Y, 20, ---,2n_1 € B sunt astfel incat

p(x) € p(q(p(20), - - -, p(zn-1))) si p(y) € p(r(p(z0); ..., p{zn-1)))

atunci z0(pqgr)y.
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Demonstratie. Pasul 1. Daca exista b € B astfel incat p = cﬁl)<b> atunci p(x) = p(y) = p(b)
si astfel 20(pqr)y.

Pasul 2. Daca p = e(l) atunci

plx) € q(p(20), - - -, p(2n-1)) si p(y) € 7(p(20), - - ., p{2n-1))-

Conform Observatiei 1.5.7 avem

(20, 20 1)) € A(p(20)s- -+ plen1)) §i P (Z0s- - 2n1)) € 1(p(20)s -+ plen1))-
Folosind lema anterioara, rezulta ca z0(p)q(zo, - . ., 2n—1) si y0(p)r(2o, ..., 2n—1). Dar 8(p) C

O(pqr) si q(z0, - -, 2n—1)0(pqr)r(20, - . ., 2n—1) asadar, z0(pqgr)y.

Pasul 3. Consideram afirmatia demonstrata pentru po,...,pn,—1 (v < o(7)) si luam

p= fy(po,---,pn,—1). Cum

p(a(p(z0), - -, p(zn-1))) = fy(Po, - - - Pn,—1)(a(p(20), - - -, p{2n-1)))

= fy(Po(a(p(20); - - p{zn-1))), - - - Pn,—1(a(p(20), - - -, P(2n-1)))) si
p(r(p(z0), - - p(zn-1))) = fy(Po, - s Pny-1)(r(p(20), - - -, p(2n-1)))
= fy(po(r(p(20), - p(2n=1))); - -, Py —1(r(p(20)s - - - s P(20-1))))

din p(z) € pla(p(z0),---,p(zn-1))) st p(y) € p(r(p(z0)...,p{zn-1))) deducem ca exista
z;,Y; € B cu

pxi) € pi(q(p(20), - - -5 p(2n-1))) st p(yi) € pi(r(p(20);-- -, p(2n-1)))
astfel Incat
p(r) € fy(p(zo), s p(Tny—1)), P(Y) € [ (P(W0),- -+, P(Yny—1))-

Din definitia multioperatiei f, in %B/p rezulta ca existd z,y; € B cu z;px} si yipy; (i €

{0,...,n, — 1}) astfel incat

z = fy (20, T 1)y ¥ = Fr (U003 Yy —1)-
Cum afirmatia din enunt are loc pentru po,...,pn,—1 rezulta ca z0(pgr)yi pentru toti
i €A0,...,ny —1}. Asadar z,px;, xi0(pqr)Vi, Vipy, ceea ce implica z;0(pqr)y; pentru orice
i €{0,...,ny —1}. Dar 0(pqr) este o congruenta pe B, deci
T = f7<w67 s 7$%W71>9(pqr)f~/(y6, s 73/;14,71) =Y

si lema este demonstrata. O
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Cu ajutorul lemelor de mai sus stabilim:
Teorema 1.8.9. (B/p)/ag, = B/0(pqr)-

Demonstratie. A. Pentru doua elemente a,b € B avem p{a)ag,p(b) daca si numai daca

ab(pgr)b.

Daca p(a)ag,p(b) atunci exista m € N* si 20, ..., 2, € B astfel incat

pla) = p(z0)aqrp(z1)aqgr - - - cqrp(zm) = p(b).

Deci, pentru fiecare ¢ € {1,...,m} exista p; € P](Bl/)p(‘ﬁ*(%/p)) §i2,...,2. 4 € B astfel ca

plzim1) € pila(p(zo)s - - plzn_1)))s plzi) € pilr(p{zo)s - - plz_1))) sau
p(ziz1) € pi(r(p(zo)s - plzn_1)))s 2i) € pila(p(25),- - s p(2no1)))-
Conform Lemei 1.8.8 rezulta ca pentru orice ¢ € {1,...,m} avem z;_16(pgr)zi. Deducem
cd 200(pqr)zm. Dar apzq, zmpb si p C 0(pqr) si astfel avem af(pqr)d.
Reciproc, daca af(pqr)b atunci exista m € N*, un sir a = o, t1,...,t, = b, perechile
de elemente (x;,y;) € pU{(q(bo,-..,bn-1),7(bo,...,bn—1)) | bo,...,bp—1 € B} si functiile

algebrice unare p;, i € {1,...,m} asfel incat
{tir tit = {pi(@i),pi(yi) }, 1 € {1,...,m}.

Avem atunci {p(t;—1), p(t:)} = {p(pi(2i)), p{pi(y:)) }-
Daca (z;,v:) € p atunci p{x;) = p(y;) si cum

ppi(zi)) € pi(p{xi) = pi(p(yi)) 3 ppi(yi))

deducem ca p(t;—1)a*p(ti), asadar p(ti—1)ag.p(ti)-
Daca exista bo, ...,b,—1 € B atfel ca (z;,y;) = (¢(bo,...,bn—1),7(bo,...,bn—1)), din

p(pi(z:)) = ppi(q(bo, ..., bn-1))) € pi(p{q(bo, ... ,bn-1)))
- pi(Q(P<b0>; e 7p<bn—1>))a
p(pi(yi)) = p(pi(r(bo, . .., bn-1))) € pi(p(r(bo, ... ,bn-1)))
(p(

C pi(r(p(bo); - -, plbn-1)))

rezultd ca p(ti—1)ag,p(ti).
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Astfel am demonstrat ca p(a) = p(to) g, p{tm) = p(b).
B. Corespondenta ag,(p(b)) — 0(pqr)(b) defineste un izomorfism intre algebrele universale
(B/p)/age 51 B/0(pqr). Faptul ca h este bine definita si injectivitatea lui h rezulta din A
iar surjectivitatea este evidenta.

Considerdm v < o(7) si by, ..., by,—1 € B. Cum
Fy(oge{p(bo)), - - - ge(p(bn, —1))) = oge(p(b))
pentru orice p(b) € f5(p(bo), - - ., plbn, 1)) si cum
p(fy(bo, .. bn, 1)) € £1(p(bo), - - (b, 1))
avem fy(age(p(bo)), - - -, agr(p(bn, 1)) = age(p(fy(bo, - -, bn,—1))), asadar,
h(fy(age(p(bo)), - - s age(p(bn, 1)) = O(par)(fy(bo, - ., bn, 1))

Avem, de asemenea,

Fo(A(@elp(bo)) - h(@ar (Pl -10)))) = F+(0(par) (bo)s - - 0(par) (b, 1))
= 0(par) (f+(bo, - -, bn, 1))

deci h este un omomorfism. ]

Ezemplul 1.8.10. Fie (G, ) un grup, H un subgrup al sau si (G/H, -) hipergrupul obtinut ca
in Exemplul 1.1.3. Fie v cea mai mica echivalenta tare regulata pe G/H astfel incat grupul
obtinut in urma factorizarii sa fie un grup comutativ. Dacd G’ este subgrupul derivat al
lui G atunci cea mai mica congruenta ce contine echivalenta determinata de H si multimea
{(zy,yx) | z,y € G} este relatia de echivalentd determinata de cel mai mic subgrup normal
N al lui G ce contine pe H si pe G'. Cum G’'H = HG' C N este un subgrup al lui G cu
proprietatea cd G’ C G'H deducem c& G'H este un subgrup normal al lui G, deci N = G’'H.

Aplicand Teorema 1.8.9 obtinem izomorfismul de grupuri
h:(G/H)/y — G/(G'H), h(y(zH)) = 2(G'H).

Folosind acest izomorfism putem stabili o legatura intre subhipergrupul derivat al hiper-

grupului G/H si subgrupul derivat al lui G.
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(Sub)hipergrupul derivat D(K') al unui hipergrup (K, -) este caracterizat in [26, Teorema
3.1] ca fiind gpl}l(l K/y) unde @i 1 K — K/v este proiectia canonica si 1g/, elementul
unitate al grupului (K/7,-).

Fie ny : G — G/H si oq/p : G/H — (G/H)/~ proiectiile canonice. Folosind caracteri-
zarea de mai sus a subhipergrupului derivat se poate stabili o conexiune intre subhipergrupul

derivat al lui G/H si subgrupul derivat al lui G astfel:
D(G/H) = (hopg ) (G'H)={zH |z € GH} = (C'H)/H = ny(G').
Daca G' C H atunci H este un subgrup normal al lui G, G/H este grup abelian si
atunci D(G/H) = (G/H) = H. Daca H C G’ atunci D(G/H) = G'/H.

. < . . v % . _
Cum, pentru relatia fundamentald a unei multialgebre, avem o* = a3 . §i pzox, = P

putem formula urmatoarea consecinta a Teoremei 1.8.9:
Corolarul 1.8.11. B/p = B/0(p).

Ezemplul 1.8.12. Daca (G, -) un grup, H este un subgrup al siu, H este cel mai mic subgrup
normal ce contine pe H si (G/H,-) este hipergrupul obtinut ca in Exemplul 1.1.3 atunci
grupul fundamental G/H este izomorf cu grupul cat G/H.

Din Corolarul 1.8.11 obtinem:

Corolarul 1.8.13. B/pqr = B/0(pqr)-
Din Teorema 1.8.9 si Corolarul 1.8.13 rezulta:

Corolarul 1.8.14. (B/p)/ag, = B/pqr.



Capitolul 2

Constructii de multialgebre

Constructiile pe care le abordam in acest capitol sunt produsul direct, limita directa a unui
sistem direct si limita inversa a unui sistem invers. Studiul se axeaza pe doud directii: una
se referd la realizarea acestor constructii (care au un caracter categorial) si la stabilirea unor
proprietati de baza ale acestora, iar cea de-a doua directie se refera la stabilire de conditii
in care functorul obtinut prin factorizare dupa relatia fundamentala comuta cu produsele,

limitele directe de sisteme directe si limitele inverse de sisteme inverse.

In paragrafele 2.1 si 2.2 studiem cele doua aspecte mentionate mai sus pentru produsul
direct. Rezultatele originale principale din primul paragraf sunt Propozitiile 2.1.4, 2.1.3 si
2.1.7 in care am demonstrat ca produsul direct al unei familii de multialgebre care verifica o
identitate data verifica, de asemenea, aceasta identitate si ca produsul unei familii de mul-
tialgebre complete este o multialgebra completa. Cum algebra fundamentala a unui produs
de multialgebre nu este, in general, produsul algebrelor fundamentale ale multialgebrelor
cu care lucram, am dat conditii necesare si suficiente pentru ca aceasta sa se intample in
cazul hipergrupurilor (Teorema 2.2.9) si in cazul multialgebrelor complete (Teorema 2.2.12).
Rezultatele din paragraful 2.1 le-am publicat in [61], iar cele din paragraful 2.2 isi asteapta
publicarea in [63].

In paragraful 2.3 ne ocupam de limita directd a unui sistem direct (2; | i € I) de multi-
algebre. Rezultatele originale principale din acest paragraf sunt Propozitia 2.3.8, Teorema
2.3.10 si Teorema 2.3.12. In Propozitia 2.3.8 am aratat ca daca J C este cofinala in I atunci

multialgebrele lim 2, si lim _ 2; sunt izomorfe. O alta situatie in care constructia limitei
—iel —ieJ

67
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directe este mai simpla este cea din Teorema 2.3.10 in care I = |J, . p Ip, cu (I, <) si (P, <)

multimi ordonate dirijate superior care au proprietatea ca daca p < ¢ in P atunci I, C I,.

peP

Propozitia 2.3.8 si Teorema 2.3.10 ne-au condus la Teorema 2.3.12, in care am demonstrat
ca o clasa algebrica de multialgebre inchisa la formarea de limite directe de sisteme directe
bine ordonate este inchisa la formarea de limite directe de sisteme directe arbitrare. Am
stabilit, de asemenea, ca functorul determinat de factorizarea dupa relatia fundamentala
are un adjunct la dreapta (Teorema 2.4.1), deci comuta cu limitele directe.

In ultimele dous paragrafe ale acestei teze studiem limitele inverse de sisteme inverse.
Tncepem prin a privi multialgebrele de tip 7 ca sisteme relationale de tip 7’ si construim
limita inversa a unui sistem invers de multialgebre de tip 7 in categoria sistemelor relationale
de tip 7. Bazandu-ne pe proprietatea anumitor sisteme inverse de multimi nevide de a avea
limita inversa vida, am demonstrat ca sistemul relational astfel obtinut nu este intotdeauna
o multialgebra. Avand in vedere acest fapt, proprietatile noastre furnizeaza, in cazurile
abordate, i conditii pentru ca limita inversa a unui sistem invers de multialgebre sa fie o
multialgebra. Propozitia 2.5.14 si Teoremele 2.5.16 gi 2.5.17 sunt intr-un anume fel duale
Propozitiei 2.3.8 si Teoremelor 2.3.10 si 2.3.12, respectiv. Folosind Propozitia 2.5.14 si
Teoremele 2.5.16 si 2.5.17, demonstram Propozitiile 2.6.3, 2.6.4 gi Teorema 2.6.5 in care dam
conditii pentru ca algebra fundamentala a limitei inverse a unui sistem invers de multialgebre
sa fie limita inversa a algebrelor fundamentale corespunzatoare. Rezultatele din paragrafele

2.3, 2.4, 2.5 i 2.6 fac subiectul preprinturilor [64] si [65].

2.1 Produsul direct al unei familii de multialgebre

Fiind data o familie (%; = (As, (7y)y<o(r)) | © € I) de sisteme relationale de tip 7 =
(ny + 1)y<o(r)s produsul direct al familiei de sisteme relationale (4; | i € I) este sistemul
relational de tip 7 obtinut prin definirea pe componente a relatiilor pe produsul cartezian

[T;c; Ai, adicd pentru orice (a?)icr, - - ., (a; " )ier € [Lics 4,
((@Dier, .-+, (a;)ier) €y & (a),...,al") €1y, Vi€ L

Considerand o familie (; | ¢ € ) de multialgebre de tip 7 si sistemele relationale definite

de (1.1.3), sistemul relational care rezulta pe produsul cartezian [ [,.; A; este o multialgebra
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de tip 7 cu multioperatiile definite prin:

-1 -1
(2.1.1) Fr((@iers- (@ ier) = [ fr(ads a0,
el
pentru orice v < o(7). Aceasta multialgebra se numeste produsul direct al multialgebrelor

(A; | i € I). Observam ca proiectiile canonice ale produsului,

ejl : HAi — Ay, €§((ai)iel) =aj (j€I)
el

sunt omomorfisme (ideale) de multialgebre.

Propozitia 2.1.1. Multialgebra [[;c; i construita mai sus, impreund cu proiectiile cano-

S
nice e;,

i € I, este produsul multialgebrelor (A; | i € I) in categoria Malg(T).

Demonstratie. Oricare ar fi multialgebra B gi oricare ar fi familia de omomorfisme de mul-

tialgebre (a; : B — A; | i € I) exista un singur omomorfism « : B — [[,.; 4; astfel incat

I

i

el
a; = e; o o pentru orice ¢ € I.

Intr-adevér, exista o singurd functie « cu proprietatea ca diagrama

el
1
Hie] A = A;

ine

B
este comutativa. Aceasta functie este definita prin a(b) = (;(b))icr. Raméane de verificat
ca o este un omomorfism de multialgebre. Consideram v < o(7) si bo,...,b,,—1 € B si
avem

a(f5(Boy - - by 1)) = {a(b) | b € £y (b0, bn, 1)}
= {(u(®))ics | b€ fy(bo, .. bn, 1)}

Din b € f,(bo, ..., bpn, 1) rezulta

a,(b) S Cki(fv(bg, - abn.,—l)) - fw(ai(bo), ceey ai(bnﬂ/_l))

pentru orice ¢ € I, de unde deducem

a(fy(bos -+ bn,—1)) € [ ] fr(@i(bo), - @ilbn, 1))

1€l
= fy((ai(bo))ier; - - - 5 (@i(bn,—1) )ier)
= f’Y(a(bO)ﬂ R O‘(bny—l)%
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si demonstratia este incheiata.

Lema 2.1.2. Oricare ar fin € N, p € PM(1) si (aV)icy, . ..

(2.1.2) p((a)ier, - -

O]

1)iel € [Ler Ai, avem

(@ Vier) = [, a7,

il

Demonstratie. Vom face o inductie dupa pasii de constructie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Daca p =x; (j € {0,...,n — 1}) atunci

P((a?)iel, ces

el

) (a?_l)ieﬂ = e?((a?)ieb e

=(ej(af,...,a’ Vicr = [ €} (af

,...,a?_l):Hp(a?,...

(@ Vier) = (al)ier

i),

il

Pasul 2. Consideram ca proprietatea a fost demonstrata pentru simbolurile polinomiale

PO, Pny—1 € P (1) sica p = fy(po,- - -y Pn,—1). Atunci avem

p((ad)ier, - -, (@ Nier) = fy(po, - .-

= fyv(po((a)ier, - -, (af~

= (I roa?,....al™"), ..

i€l

Dar

(@i)ier € fy([ [ potaf,. . ap™"

iel

dacé gi numai daca pentru orice j € {0,...,n

astfel ca

(:L‘i)iel € f'Y((b?)iEIa cee

astfel

p((a?)ier, - --
el

= wa(po7---

il

= Hp(a?, .

i€l

ceea ce incheie demonstratia lemei.

Py -1)((@ier, -

Dier), .-

v — 1} si i € I, exista bg € p;(ad,....a

(B

(@] Vier) = H Jy(po(a

) (a?il)iel)

) (azn_l)iel))

Py —1((a])ier - -

] pn-1ad, . af ).

i€l

)y .,Hpnﬂ{_l(a?, ... ,a?_l))

iel

-1
i)

-1
Jier) = [T £ 0,607,
el
O arh), . pn (), al )
,pnw_l)(a?,...,a?_l)

Lalh
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Propozitia 2.1.3. Fie (U; | i € I) o familie de multialgebre si fie q,r € P (7). Dacd
identitatea slabd qNr # () este satisfacuta pe fiecare multialgebra 2; atunci identitatea slaba

qNr # 0 este satisfacutd pe multialgebra [Lics -

Demonstratie. Daca identitatea q Nt # ) este verificatd pe fiecare multialgebra 2; atunci

pentru orice (a)ier, ..., (' Vier € [1;; Ai avem
q(ad,...;a Y nr@d, ... a¥t) £0.

Din Lema 2.1.2, rezulta ca

g((@d)iers - (@7 Vier) N r((a?)ier, -+ (@] ier)
= (H q(dd, ..., af’l)> N <H r(d?, ... ,a?1)>
i€l el
= H(q(a?, Y nrad, . al ) #£ 0.
el
Deci identitatea slaba q Nr # ) este verificata pe multialgebra produs direct. ]

Propozitia 2.1.4. Fie (; | i € I) o familie de multialgebre si fie q,xr € P (7). Dacd
identitatea q = r este satisfacuta pe fiecare multialgebra ; atunci identitatea q = r este

satisfacutd pe multialgebra [];c; ;.

Demonstratie. Pentru orice ¢ € I gi orice a?, .. ,a?il € A; avem
0 n—1y\ __ 0 n—1
q(ai7 y Ay ) - r(aiv 7a7j )

Folosind Lema 2.1.2, rezulta ca

0((@)ier - (@ Vier) = [ atad, . ...ap ) =[] r(al,....af™ ")

iel iel
_ 0 n—1
=r((a;)ier,- - -, (@] ier),
adica identitatea q = r este verificata pe multialgebra produs direct. ]

Propozitia 2.1.5. Produsul direct al unei familii de hipergrupuri este un hipergrup.
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Demonstratie. Fie ((H;,0;) | @ € I) o familie de hipergrupuri. Egalitatile (1.1.2) definesc
pentru fiecare ¢ € I o multialgebra (H;,o;, /4, \;) de tip 7 = (2,2,2) care verifica iden-
titatile (1.5.1), (1.5.2) (si (1.5.3)). Cu ajutorul egalitatii (2.1.1) se obtine o multialgebra
(ILic; Hiro,/,\) cu trei multioperatii binare. Conform Propozitiilor 2.1.4 si 2.1.3 rezulta
ca pe aceasta multialgebra sunt satisfacute identitatile (1.5.1), (1.5.2) (si (1.5.3)), ceea ce

arata ca ([ [;c; Hi,o) este un hipergrup (vezi Observatia 1.5.3). O

Mai mult, multioperatiile / si \ din multialgebra (]];.; Hi,o,/,\) de mai sus sunt legate
de o prin (1.1.2). Intr-adevir, (z;)ics € (as)icr/(bi)ier = [I;c;(ai/ib;) daca si numai daca
x; € a;/;b; pentru orice i € I sau, altfel spus, pentru orice i € I, a; € x; 0; b;. Dar acest fapt

este echivalent cu (a;)ier € [];c (i 0i bi) = (x)ier o (bi)ier- Deducem ca

(ai)ier/(bi)ier = {(zi)ier € [ [ Hi | (ai)ier € (wi)icr o (bi)ier}-

i€l

Analog se arata ca are loc egalitatea

(bi)ier\(ai)ier = {(z:)ier € [ [ Hi | (ai)ier € (bi)ier © (wi)ier}-
ier

Tinand cont de Observatia 1.5.4 am stabilit:

Corolarul 2.1.6. Categoria HG a hipergrupurilor este izomorfa cu o subcategorie inchisd

la produse a categoriei Malg((2,2,2)).
Propozitia 2.1.7. Produsul direct de multialgebre complete este o multialgebra completa.

Demonstratie. Sa consideraim m € N, q,r € P () \ {x; | i € {0,...,m — 1}} si

(@ier, - (@ Vier, 0)ier, -, (B Vier € [1ie; Ai astfel incat
q((ad); (@™ Yier) N r((09); pm—hy. 0
i )i€ls -5 \ Ay iel T((z)lEI)"'?(Z )161)75 .
Aceasta Inseamna, in conformitate cu Lema 2.1.2; ca pentru orice ¢ € I avem

q(ad,...,a Hynr@®d, ... ) #£ 0.

7

Dar toate multialgebrele 2; fiind complete, avem

q(@d,....a )y =r®Y,...,0" 1)

17
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oricare ar fi ¢ € I, deci

q((a)iers - (" ier) = r(0)ier, - -, (0" Dier),
ceea ce incheie demonstratia. O

Corolarul 2.1.8. Categoria CMalg(7) a multialgebrelor complete de tip T este o subcate-

gorie inchisa la produse a categoriei Malg(T).

2.2 Algebra fundamentala a produsului direct de multialge-

bre

Fie (2, | i € I) familia algebrelor fundamentale corespunzétoare unei familii de multialgebre
(2; | © € I). Sa consideram algebra universala ;. ;A si proiectiile sale canonice o
[Tie; Ai — A4; (j € I). Existd un singur omomorfism ¢ de algebre universale astfel incat

diagrama urmatoare sa fie comutativa:

_ 7'1']' —_
Hie[ i >~ A

4 /

el
- J
Hiel 2A;

Acest omomorfism este dat de egalitatea

e((ai)ier) = (@i)ier
oricare ar fi (a;);er € Hz‘e ; Ai. Este clar ca omomorfismul ¢ este surjectiv, ceea ce inseamna
ca algebra universala m, cu omomorfismele (g | i@ € I) este produsul algebrelor
(2; | i € I) in categoria Alg(7) daci si numai daci omomorfismul ¢ este si injectiv.
Dar aceasta nu are loc intotdeauna, dupa cum rezulta din exemplul urmator:
Ezemplul 2.2.1. Consideram hipergrupoizii (Hi, o) si (Ha, o) definiti pe multimile H; =

{a,b,c} si Hy = {x,y, z} cu trei elemente de hiperprodusele date de urmatoarele tabele:

olal|bl|ec o x Y z
alalala x| z |y, 2|y 2

a|laja Yyl vy =29 =21y =
clalala 2y, 2|y, 2|y, 2
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Este usor de observat ca daca p € P(”)((Q)) are proprietatea ca exista ag,...,an_1 € H;
pentru care b € (P)g+(H,,0)(@0; - -, an—1) (sau ¢ € (P)p+(H;,0)(0, - --,an-1)) atunci exista
i € {0,...,n — 1} astfel incat p = x; §i a; = b (respectiv a; = c). In H; x Hy avem

(b,7) = (b,Z). Daca omomorfismul ¢ : H; x Hy — Hy x Hj definit ca mai sus ar fi injectiv
atunci, in H; x Hs, am avea (b,y) = (b, z). Aceasta ar conduce la y = z, ceea ce e fals. Mai
mult chiar, intrucat acelasi lucru se intampla inlocuind b cu ¢, rezulta ca H; x Hs are 8

elemente, in timp ce H; x Hy are doar 6 elemente.

Vom folosi pe parcursul acestui paragraf notatiile de mai sus. Astfel, ne propunem in
continuare sa gasim conditii necesare gi suficiente pentru ca omomorfismul ¢ sa fie injectiv.
Am gasit astfel de conditii, exprimate cu ajutorul polinoamelor, pentru cazul in care I este

finitd sau ag, = o pentru orice i € I (chiar daca I nu e finitd).

Propozitia 2.2.2. Fie (U; | i € I) o familie de multialgebre de tip T. Presupunem ca I

este finitd sau cd oy este tranzitiva pentru orice i € I. Omomorfismul o este injectiv dacd
T

gi numai dacd pentru orice n; € N, qi € PU(r), af,... """ € A; (i € ) si orice
(a:i)iEIa (yi)ie] = qu(a?7 . 7@?2'71)
el

evistam € N*, k; €N, ¢/ € P (1) si (b?’j)ie],...,(bfrl’j)iel €[LierAi, j€1{0,...,m—

1} astfel incat

(@)ier € (0 ier, - O en), Widier € @™ (O™ Niery -, (B Niey)
$1
- i— kji_1—1,j—1 i J ki—1,5
(2.2.1) O Yier, - 07T e N @ (0 Vier, - (07 Vier) # 0,

pentru toti j € {1,...,m — 1}

Demonstratie. S& consideram ca ¢ este injectiva. Este clar ca dacd luam n; € N, q; €

P (1), a2, ..., a" ! € A; (i € I) astfel ca

70 s Wy
(xi)iEIa (yi)ie] - qu(a?7 . 7a?i71)
el

atunci avem (7;);c; = (Ui)ier, asadar (x;)icr = (yi)ier $i din definitia relatiei fundamentale
pe multialgebra ], ;2; obtinem conditia vizata. Sa remarcam ca aceasta implicatie nu

foloseste faptul cd I este finita sau ca relatiile o, sunt tranzitive.
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Reciproc, sa consideram ca relatiile Qg T € I, sunt tranzitive. Atunci
(Ti)ier = Wi)ier

daca si numai daca pentru orice ¢ € [ exista n; € N, q; € P(”i)(T), al, ... ,a:“_l € A; astfel
incat (z;)ier, (Yi)ier € [Lier qi(a, ..., a?"_l), iar conditia din enunt ne conduce la egalitatea

(wi)ier = (Yi)ier-

Sa consideram acum ca multimea I este finitd. Cazul I = () este trivial. Sa presupunem

cd I # (). Din faptul c&
(Ti)ier = (Ui)ier

obtinem, in fiecare 2; un sir de /; polinoame (pe P*(2;)) cu proprietatea ca x; este in primul
polinom, y; este In ultimul si orice doi membri consecutivi ai acestui sir au intersectia
nevida (mentionam ca aici, cand vorbim de polinoame intelegem imagini de polinoame
aplicate la multimi cu un element). Consideram | = max{l; | ¢ € I} si repetam in sirul de
polinoame obtinut pentru fiecare ¢ € I ultimul polinom de cate ori este necesar pentru a
avea [ membri. Daca luam in considerare produsul cartezian al primilor membri ai acestor

giruri, apoi ai membrilor secunzi gi aga mai departe, obtinem [ astfel de produse carteziene

Py, ..., P, cu proprietatea ca orice doua astfel de produse consecutive au intersectia nevida.
5 i (50 1 ! : —_ (.0
Rezulta un sir (2;)ier, (2; )icr, - - -, (2;)ier de elemente din [ [, ; A; astfel ca (z;)ier = (2} )ier,

(2)ier = (yi)ier §i (zf)lg € P;N Pjy1 pentru orice j € {1,...,1—1}. Aplicam conditia din

enunt pentru fiecare j € {1,...,l—1}, flecare P; si fiecare (zf_l)iel, (Zg)iej € P; si obtinem
un sir de polinoame pe algebra partilor nevide ale multialgebrei [ [, 2l; astfel incat (x;)icr
este in primul membru, (y;);er in ultimul si oricare doi membri consecutivi ai sirului de

polinoame au intersectia nevida. Astfel,

(zi)icr = (Yi)ier
si deducem ca omomorfismul ¢ este injectiv. O

Pare destul de incomod sa lucram cu conditia stabilita in propozitia de mai sus, dar
aceasta ne permite sa deducem o conditie suficientd care se va dovedi folositoare in cele ce

VvOr urma.
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Corolarul 2.2.3. Fie (U; | i € I) o familie de multialgebre de tip 7. Presupunem cd
mulfimea I este finitd sau cd oy este tranzitivd pentru orice © € I. Dacd pentru orice
ni €N, q; € P™)(7), ¥ .,a?"_l € A; (iel) existin e N, q e PM(7) si v, ... ,b’;_l €

IR

A; (i € I) cu proprietatea ca

(2.2.2) [Taial, - a ™) S al®ier, -, (b Hier)
il

atuncit omomorfismul p este injectiv.

Observatia 2.2.4. Sa notam ca in Propozitia 2.2.2, deci gi in Corolarul 2.2.3 putem considera
gi ca fiind doar acele polinoame care intervin explicit in caracterizarea relatiilor cuy,. Astfel,
daca multialgebrele ; ar fi hipergrupuri ar fi suficient sa lucram doar cu acele polinoame
g; care aplicate la submultimi cu un element ale multimilor A; dau hiperproduse cu unul

sau mai multi factori.

Fie C o subcategorie a categoriei Malg(7), fie U : C — Malg(7) functorul de incluziune
si fie F' functorul introdus de Observatia 1.6.21. Intrucat actiunea functorului F'oU asupra
obiectelor si morfismelor din C este data de F' ne vom referi la functorul F o U ca fiind F.

Sunt imediate urmatoarele propozitii:

Propozitia 2.2.5. Fie C o subcategorie inchisd la produse finite a categoriei Malg(T).
Daca pentru orice multime finita I, orice familie (U; | i € I) de multialgebre din C si orice
n; €N, q; € PM(7), a? ..., a?"fl cA;(i€l)evistin €N, g€ PM(r) sib),... 00" €
A; (i € I) astfel incat incluziunea (2.2.2) are loc atunci functorul F': C — Alg(t) comuta

cu produsele finite.

Propozitia 2.2.6. Fie C o subcategorie inchisd la produse a categoriei Malg(7) cu proprie-
tatea ca gy este tranzitiva pentru orice multialgebra 2L din C. Daca pentru orice mulfime
I, orice familie (A; | i € I) de multialgebre din C si orice n; € N, q; € P (1), ad,...,
aV e A (i€ ) emistan € N, q € PO(r) s b,... 0071 € A; (i € I) astfel incit

incluziunea (2.2.2) are loc atunci functorul F': C — Alg(1) comuta cu produsele.

In urmétoarea parte a acestui paragraf vom studia doua clase particulare de multialgebre
pentru care relatia « definita in paragraful 1.6 este tranzitiva: clasa hipergrupurilor si clasa

multialgebrelor complete. Vom deduce ca in Propozitia 2.2.5 putem lua C, subcategoria
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categoriei multialgebrelor de tip 7 = (2,2,2) despre care am aratat in paragraful anterior
ca este izomorfa cu HG sgi ca in HG putem obtine subcategorii C ca cele din Propozitia 2.2.6
daca pentru un numar natural fixat n € N* consideram ca obiecte hipergrupurile pentru
care 3 = [3, (pentru notatii a se revedea Exemplul 1.6.16). Hipergrupurile complete sunt
un exemplu in acest sens deoarece pentru ele avem 3 = (2. Vom gasi, de asemenea, conditii
ce trebuie satisfacute intr-o clasa de multialgebre complete pentru ca functorul determinat

de relatia fundamentals sa comute cu produsele.

Cazul hipergrupurilor

Mai intai, sa vedem ce se Intampla cu produsele finite de hipergrupuri. Reamintim ca relatia
fundamentala a unui hipergrup (H,o,/,\) este relatia 8 = (J,,cy+ Bn unde pentru orice
x,y € H, 8,y daca si numai daca exista ag,...,an_1 € H, cux,y € ago---oa,_1. Folosim
Observatia 2.2.4 gi ne indreptam atentia asupra produsului cartezian a doua hiperproduse.

Intr-un hipergrup, orice hiperprodus cu n factori este o submultime a unui hiperprodus
cu n + 1 factori. Aceasta se obtine din (1.1.1). Intr-adevir, si considerim un hipergrup
(H,o) si elementele aq,...,a, € H. Cum H = H o aj, rezulta ca exista ag € H astfel incat
a1 € ap o ay, de unde avem aj 0---oa, Capoaj o---oay,. Deducem ca (3, C (3,41, pentru
orice n € N* gi ca pentru orice hipergrupuri (Hp, o), (Hp,o) putem aplica Corolarul 2.2.3.
Asadar, Hy x Hy, impreuns cu omomorfismele %, e?, este produsul grupurilor Hy si H;.

Am stabilit, in felul acesta, urmatorul rezultat:

Propozitia 2.2.7. Functorul F : HG — Grp (introdus in Observatia 1.7.5) comuta cu

produsele finite.

Totusi, functorul F nu comuta cu produsele arbitrare de hipergrupuri, dupa cum reiese

din urmatorul exemplu:

Ezemplul 2.2.8. Consideram pe multimea Z a numerelor intregi hipergrupoidul (Z, o), unde
zoy={z+y,z+y+1}

pentru orice x,y € Z. Rezulta imediat ca (Z, o) este un hipergrup cu relatia fundamentala
68 =17 x 7. Inseamni ci grupul fundamental al lui (Z, o) este grupul cu un element. Re-

marcam ca pentru ca un hiperprodus sa contina doua elemente a,b € Z este necesar ca
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acesta sa aiba cel putin |a — b| + 1 factori. Fie produsul (ZN, o). Grupul fundamental al

acestui hipergrup are cel putin doua elemente. Intr-adevir, sirurile de numere intregi
fg:N=1Z, f(n)=0, gn)=n (neN)

nu sunt in aceeasi clasi de echivalents a relatiei fundamentale a hipergrupului (ZY, o).
Altfel, ar exista un hiperprodus de siruri din ZN care s& contina atat pe f cat si pe g. S&

presupunem ci acest hiperprodus ar avea m factori (al)nen, ..., (a™)pen. Din

fi9€ (aqlz)neNo"‘o(anm)neN: H(aqlzo"'oanm)
neN

deducem ca numerele intregi f(m) = 0 si g(m) = m sunt intr-un acelasi hiperprodus cu m

factori, al o---oa™, ceea ce e imposibil.

Pentru produsele arbitrare de hipergrupuri avem:

Teorema 2.2.9. Fie hipergrupurile H;, i € I, cu relatiile fundamentale BHi. Grupul
[Lic; Hi, impreund cu omomorfismele (g | i € 1), este produsul familiei de grupuri (H; |
i € I) daca si numai dacd exista n € N* asfel incat g C B pentru toti i din I exceptand

un numdar finit.

Demonstratie. Notam I,, = {i € I | g ¢ pHY B clar ca 1,11 C I, pentru orice n € N*.,
Pentru un hipergrup H, faptul ci g7 ¢ BH pentru un n € N* inseamna ci existd doud
elemente In H care apartin aceluiasgi hiperprodus cu mai mult de n factori, dar nu exista
nici un hiperprodus cu n factori care sa le contind pe amandoua.

Sa consideram ca exista n € N* astfel incat I,, este finita si sa luam o familie arbitrara
de hiperproduse din hipergrupurile H; (i € I). Fiecare hiperprodus de elemente din H;,
cui € I\ I, este inclus intr-un hiperprodus cu n factori. Fie k cel mai mare numar de
factori din hiperprodusele familiei date corespunzatoare la elemente i € I,,. Evident, orice
hiperprodus din familia data este inclus intr-un hiperprodus cu max{k,n} factori, ceea ce
Inseamna ca are loc (2.2.2).

Reciproc, sa consideram ca pentru orice n € N multimea I, este infinita. Construim
doua familii (a;)ier, (bi)ier din [[;c; H; astfel incat a;Bib;, pentru orice i € I, dar
((as)icr, (bi)icr) ¢ PllierHi Constructia se face astfel: alegem iy € I, si considerim

ai,,bi, € H;, astfel incat a;, # b;; apartin unui hiperprodus cu mai mult de doi factori



79

din H;,; acum, luam ip € Iy \ {i1} si consideram a;,, b;, € H;, astfel ca a;,,b;, sa fie intr-un
hiperprodus cu mai mult de trei factori din H;, dar nu apartin nici unui hiperprodus cu doi
factori din Hj,; presupunem ca am obtinut toate elementele a;,,b;, cu k € N*, k < n, si
consideram elementele a;, ,,b;, , € Hi, .\, int1 € Iy \ {i1,... i} astfel incat a;,,,,b;,.,

sunt Intr-un hiperprodus cu mai mult de n + 1 factori din H; dar nu sunt In nici un

n+1

hiperprodus cu n factori din H;,_,; pentru orice i € I'\{i, | n € N*} consideram a; = b;. [

Corolarul 2.2.10. Fien € N. Daca C,, este clasa hipergrupurilor pentru care 8 = 3, atunci
Cn este inchisa la formarea de produse directe si functorul F : C, — Grp determinat de

factorizarea in raport cu relatia fundamentala comutd cu produsele.
Cum pentru hipergrupurile complete avem 3 = (35, deducem:

Corolarul 2.2.11. Functorul F' comuta cu produsele de hipergrupuri complete.

Cazul multialgebrelor complete

Am vazut c& pentru o multialgebra completa 2 de tip 7 clasele din multimea A au forma
{a} sau f(ao,...,an,~1), cu v < o(7), a,aq,...,a,,—1 € A (situatii care nu se exclud

reciproc). Vom folosi aceasta pentru a demonstra:

Teorema 2.2.12. Fie (2; | i € I) o familie de multialgebre complete de acelasi tip T.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) [Licr&i (impreund cu omomorfismele (g | i € I) este produsul familiei de algebre

universale (U; | i € I);

i1) pentru orice n; € N, orice q; € P(”i)(T) $i orice a?, ... ,a?“l

neN, qe PMW(r) sib?,... b7 1 € A; (i € T) asfel incdt (2.2.2) are loc;

€ A, (i € I) exista

iii) pentru orice n; € N, q; € P (1) sia?, ... al"t € A; (i € I) avem

»

Hqi(ag,...,a?ifl)

el

=1

bt e A; (i € 1) astfel incdt

sau existd v < o(t), bY, ..., b,

(2.2.3) [Taia,....a" ™) € f((iers - (7 Hicr).
el
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Demonstratie. Implicatiile 7i) = 4) si #4i) = i) sunt imediate.

a~! e A; (i € I) pentru care

Ea)

i) = 4ii) S& luam n; € N, q; € PM)(7) 51 a?, ...

i—1
T[aal.....a )| 21
el
si s considerdm o familie (z;)ics € [I;c; ai(al, ..., a?"_l). In aceste conditii, existd o alti
familie (yi)ier € [lic; @i(a ?,...,a?fl) astfel incat (z;)ier # (yi)ier. Este clar ca are loc

egalitatea (Z;)icr = (¥i)ier si din ¢) deducem ca (z;)ier = (¥i)ier- Rezulta ca exista n € N,
qe PP () \{x;]|ie€{0,....,n—1}}si (et (C?fl)ig € [[;er A astfel incat
(@i)ier, (Yi)ier € Q((C?)ieb cees (0?71)1'61)-

Cum [],.;2; este tot o multialgebra completa, conform Observatiei 1.7.15, exista ordinalul

(2

v < o(7) si familiile (b9);er, ..., (bm_l)ig € [],er Ai cu proprietatea ca

a(Diers - (@ Vier) = fo (iers -, (07 ier):

Asadar, (z;)icr € f5((0)ier, - - -, (b?”fl)ig), ceea ce ne conduce la

HQi(a?7 LR a?z ) N f’Y(( )zEIa ] (b?’y_l)iel) 7é @

el
Dar f((0?)ier, - - -, (b?wil)iel) = [Tics £, 80, ... ,b?”il) si astfel, pentru orice 7 € I,
gi(ad, ..., a YN £ 00, BT £,

Daca exista j € {0,...,n; — 1} astfel incat q; = x; atunci

gi(al,....alh) = {a;} C f00,..., 607,

Daci q; € P (1)\{x; | j €{0,...,n;—1}} atunci, folosind completitudinea multialgebrei
2A; avem

gi(ad, ..., a Yy = £,069, ..., 6.
Asadar, [,c; qi(al, ... ,a?i_l) C ILics /49, ..., b?”’_l) si incluziunea (2.2.3) are loc. O

Observatia 2.2.13. Fie (A; | i« € I) o familie de multialgebre complete de acelagi tip

care verificad una din conditiile echivalente din teorema anterioara. Daca n; € N, q; €
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PO () \ {x; |7 €{0,...,n; —1}} siad,...,a"" ' € A; (i € I) atunci existd v < o(7) si
v, ... b e A (i € I) astfel incat

[

[Ta@l. . o™ = f(0Dier, -, 077 ier).

i€l
Din Observatia 1.7.15 se deduce imediat:

Observatia 2.2.14. Pentru o familie de multialgebre complete (2; | ¢ € I) urmaéatoarele

conditii sunt echivalente:

a) existi n € Ngi p € PM(7)\ {x; | i € {0,..,n — 1}} cu proprietatea ci pentru orice

i € I si orice a; € A; existd af, . .. ,a?_l € A; astfel incat a; € p(al,..., a?_l);
e . L - e -1
b) existd v < o(7) astfel incat pentru orice i € I si orice a; € A; existd af, ..., a7 € A;
o —1
astfel incat a; € fy(al,...,a;7 ).

Corolarul 2.2.15. Daca pentru o familie de multialgebre complete este satisfacutd una din

conditiile echivalente a) sau b), atunci are loc conditia i) din Teorema 2.2.12.

Intr-adevir, si considerim n; € N, q; € P™)(7), a? ... a™™ ' € A; (i € I). Pentru

VR I A

) # 0, si astfel existd a; € gi(a?, ..., a" "

»

Vo e A;, asadar,

77

orice i € I avem ¢;(a, ... ,a?i_l ). Dar avem si

ai € f,(b2,... ,b?”_l) pentru anumite elemente bY, . ..

0 i—1 0 ny—1
giai,....a;" )N fy(by, .. 0,7 ) # 0,
si deducem ca pentru orice ¢ € I,

gi(al, ... a Y C £ 0, b,

79 s Yy 7 » Vg

Rezulta ca
— -1 -1
HQi(a?7 s 7a?1 1) C H f”/(bgv s 7b?w ) = fW((b?)iEb SRR (b?w >i61)7
i€l icl
sl incluziunea (2.2.3) este verificata, deci #ii) are loc.

Observatia 2.2.16. Conditiile a) si b) de mai sus nu sunt necesare pentru ca #i¢) din Teorema

2.2.12 sa fie verificata. Exceptii pot fi gasite printre algebre universale, dar nu numai.
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Ezemplul 2.2.17. Consideram multialgebrele 20y si 2, de acelasi tip (2,3,4) obtinute pe
multimile Ag = {1, 2, 3}, respectiv A; = {1,2,3,4} astfel:

QLO = (A7 f(())ﬂflovfg)a Qll = (A7 f&?fllvf%)a

unde fi: A" — P*(4;), i=0,1, j=0,1,2,
f(())(xay) = {]‘}’ f{)(l"y’ Z) = {27 3}7 fg(l'7yﬂz7 t) = {273}7

f&(x,y) = {17273}7 fll(xaya Z) - {4}7 f21(x7y7Z7t) = {17273}'

Aceste multialgebre sunt complete, satisfac conditia 7ii) din Teorema 2.2.12, dar nu verifica

b) din Observatia 2.2.14.

Observatia 2.2.18. Din Corolarul 2.2.11 deducem ca hipergrupurile complete sunt exemple
de multialgebre complete cu proprietatea ca pentru orice familie de astfel de multialgebre,
algebra fundamentald a produsului direct este produsul direct al algebrelor fundamentale

rezultate. Aceasta rezulta si din Corolarul 2.2.15.

2.3 Limita directa a unui sistem direct de multialgebre

Amintim ca un sistem direct de mul{imi consta dintr-o multime preordonata dirijata superior
(1, <), o familie de multimi (A4; | i € I) si o familie de aplicatii (p;; : A; — Aj | i,j €1, i<
J) cu proprietatea ca pentru orice i,j,k € I, cu i < j <k, @i 0 wij = @i §1 @i = 14,
pentru orice ¢ € I. Pe reuniunea disjunctd A a multimilor A; se definesgte relatia = dupa
cum urmeaza: oricare ar fi z,y € A exista i,j € I, astfel incat x € A;, y € Aj, scriemz =y
daca si numai daca exista k € I, i <k, j <k cu proprietatea ca y;p(x) = @;r(y). Aceasta
relatie este o relatie de echivalenta pe A. Multimea cat A/= = {Z | € A} (notata cu Ax)
se numeste limita directa a sistemului direct de mulfimi (A; | i € I).

Observatia 2.3.1. Fie T categoria asociata multimii preordonate (I, <). Daca privim (ca in
[68, Observatia 5.14.5, a)]) sistemul direct de multimi (A4; | i € I) cu aplicatiile (¢;; : A; —
Ajli,jel, i <j)caun functor covariant de la 7 la categoria Ens a multimilor atunci

multimea A, impreuna cu aplicatiile
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este limita directa a acestui functor ([68, Exemplul 5.14.6, f)]). Notam ca pentru orice
1,7 €1 cui<javem
Pjoo © Pij = Pico-
Daca fiecare multime A; este multime suport pentru o multialgebra 2l; de tip 7 si ¢;; sunt
omomorfisme de multialgebre atunci familiile (; | i € I) si (pi; : Ai — Aj | i,5 €1, i <j)

formeaza un sistem direct de multialgebre. Vom nota acest sistem cu
Daca (I, <) este bine ordonata atunci ne vom referi la sistemul direct de multialgebre A ca

fiind bine ordonat.

Observatia 2.3.2. In unele situatii, cand nu e necesar sa precizam care sunt omomorfismele
dintr-un sistem direct A, vom folosi doar familia de multialgebre (2; | 7 € I) pentru a face

referire la A.
Pentru orice v < o(7) egalitatile

o —

Fy(@0s T 1) = | 3m e I, V5 € {0,...,ny — 1}, 32 € 75 0 Ap,

astfel incat 2’ € fy(x(,..., x%w*l)}’
fiind independente de alegerea reprezentantilor xo, ..., %, 1, definesc o multioperatie f,

pe Aso. Obtinem o multialgebra 2., de tip 7 pe Aso.
Ezemplul 2.3.3. Pentru un sistem direct de semihipergrupuri ((H;,0;) | ¢ € I), multioperatia
o pe limita directa de multimi H; se definegte astfel:
zezoy & Imel, ry, €TN Ay, Jym €EYN Ay, Jzm € 2N Ay,
astfel Incat z,, € Ty om Ym.

In acest fel se obtine in [70] limita directd (Hoo,0) a sistemului direct de semihipergrupuri

((H;,05) |3 €1).

Lema 2.3.4. Fie v < o(T) i Zg,. .. ,@: € Aw. Dacd ig,...,in,—1 € I sunt astfel incat
zo € Aig, ..., Tn,—1 € A;, _, atunct
fv(@""vm) ={r' € Axc | IMm €I, ig<m,... in,1 <m:

2’ € f3(igm(20); - s Pin, _1m(Tn,—1))}.



84

Demonstratie. Dacam € I, ig <m,...,in,—1 <msiz’ € fy(pigm(20),- .., ‘Pinrlm(xnw—l))
atunci, considerand pentru fiecare j € {0,...,ny — 1}, 2% = @;;m(z;) avem ’; € T3 N Ay, si
o' € fy(xy. .. 2, ), deci @/ € fo(Tp, ... Tn,1).

Reciproc, daca 2 € f+(zo, . .. ,m) atunci exista m’ € I cu proprietatea ca pentru
orice j € {0,...,ny — 1} existd 27 € ;N A,y astfel incat 2" € fy(2q,..., 25 ;). Inseamni
ca pentru orice j € {0,...,ny — 1} existd 2] € A,y astfel ca 27/ = x; sau, altfel spus,
pentru orice j € {0,...,n, — 1} exista m; € I, cu m’ < m;, i; < m; cu proprietatea ca
Piym;(Tj) = cpm/mj(x;-’). Daca luam m € I cu mg < m,...,my, 1 < m atunci, evident,
m' <m, ig <m,... 0,1 < m s astfel avem 2" = @y (27) s

(Pm’m(mll) € <Pm'm(f7($37 cee :wxv—l)) - fv(@m’m(xg)a ceey ‘Pm’m(x;fw—l))'
Dar, pentru orice j € {0,...,ny — 1},

1 1

QOm’m(xj) = ‘ijm(@m’mj (37])) = (ijm(@ijmj (z)) = Soijm(xj)7
de unde rezulta ca
Som’m(mﬂ) € fv(@m’m(mgg, ) ‘Pm’m(xg,y—l)) = f’y(‘piom(l‘(])a ) (;Oinﬂ/_lm(xnwfl))y
ceea ce completeaza demonstratia lemei. O
Observatia 2.3.5. Daca pentru v < o(7), fy este operatie in toate multialgebrele 2;, atunci
f+ este operatie in ... De fapt, ca pentru un v < o(7) dat, f, sa fie operatie in A este

suficient ca pentru orice doua elemente din I sa existe o majoranta m € I astfel incat in

A, f, sa fie operatie.

Intr-adevir, si consideram E'B,...,:zﬂ;: € A, cu x; € Ay (i € I) pentru orice
j €{0,...,ny — 1} si s& ludm clasele 2/, 2" € f(Tg,...,Tn, —1). Atunci exista m/,m” € I
cui; <m/, i; <m”, pentru toti j € {0,...,n, — 1}, cu proprietatea ca

a' € fy(ap, ... ay, 1) C AL, sia” € fylag,. .. xh 1) C A,
unde 7 = @i () 81 2] = @i mr(x;) pentru orice j € {0,...,n, —1}. Daca m € I,
m' < 'm, m" < m are proprietatea ca f, este operatie pe A, atunci
i (@) € Putmfy 12y 1)) € (@), - o (1))
= S (emm(@igm (%0), - - s Prarm (i 1m (T —1)))

= f’y(gpiom(ajo)ﬂ s 7()0infy—1m(xn’y_1)))
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si similar,

gom//m(x") € f»y(%om(l‘o), e a@invqm(xnwfl)))-
Dar submultimea fy (0igm (%0), - - -+ @i, _1m(2n,—1))) a lui Ay, este o multine cu un element,
deci (Pm’m(x/) = (Pm”m(x”) §i 5/ = ;;

Observatia 2.3.6. Cum pentru orice v < o(7) si pentru orice elemente o, ..., 2, —1 € A;,

folosind Lema 2.3.4 avem

Pico(fr (05 -+, Tny—1)) = {picc () | ® € fr(T0, -+, T —1)}
={z |z € fy(xo,... 7$n7—1)}

C f+(@o, .-, Tn, 1)

- fW(@im($0)a ceey @im(xn7—1)>-
Rezulta ca aplicatiile ¢;0 sunt omomorfisme de multialgebre.

Teorema 2.3.7. Sa privim sistemul direct format din multialgebre (; | i € I) si omo-
morfismele (pi; : A; — Aj | 4,5 € I, i < j) ca un functor covariant G : T — Malg(7).
Multialgebra 2o impreuna cu familia de omomorfisme (piso | © € I) este limita directd a

functorului G.

Demonstratie. Sa consideram urmatoarele diagrame:

Aoo A Aoo L> A
e oy
Pioco o Pioco .
i LN A i SLN A A;

Comutativitatea primei diagrame rezulta din Observatia 2.3.1. Daca o multialgebra ' =
(A", (fy)y<o(r)); Impreund cu o familie de omomorfisme (o; : A; — A’ | i € I) face co-
mutativa a doua diagrama atunci existd un unic omomorfism pu : Ao, — A’ pentru care a
treia diagrama este comutativa. Din Observatia 2.3.1 deducem ca o aplicatie p cu aceasta
proprietate exista si este unica. Ea este definitd astfel: dacd T € A, atunci exista i € I
astfel incat x € A;, iar u(Z) = pu(vico(x)) = a;(z). Ramane, deci, de demonstrat ca u este

un omomorfism de multialgebre.
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. .~ —_— . v . .o
Fie vy < 0(7') $120,...,Tn,—1 € A. Putem considera ca toti reprezentantii xo, . . . s Tpy—1

al acestor clase sunt in A,,. Atunci avem:

w(fy(@o, .. Tny 1))
={u(@) | 3Im" € I, m <m’, x € fy(omm (20); - - -, Prms (Tn,—1))(C Apr)}
={ag(z) |m €I, m<m', x € f(Omm (o), - - s Pmms (T, 1))}
= m (f (fmme (0), -, @mme (ny 1)) [ M € T, m < m'}

- U{fW(am’(SDmm’(‘TO))? SRR am’(gomm’(xn»y—l))) ‘ m’ € [7 m < m/}‘

Dar comutativitatea diagramei secunde are loc pentru orice 7,5 € I, i < 7 si cum m’ € I,

m < m/' rezulta ci

f'y(am’(SOmm’ (70)), - -+ s ot (Lo (*fn«ﬁl))) = fv(am(xo)a e 7O‘m($ny71))

si astfel,

—

M(f'y(iaa e ,aﬂ;?l)) - f'y(am(xo)a e :am(xnwfl)) = f'y(#(%)a e a/‘(xnwfl))
ceea ce completeaza demonstratia teoremei. O

Definitia 2.3.1. Vom numi multialgebra A, limita directa a sistemului direct de multial-

gebre A si o vom nota l'£>nA sau lim;e ;.

Urmatoarele trei rezultate sunt generalizari ale unor rezultate cunoscute pentru algebre
universale care pot fi gasite in [29, §21]. In Propozitia 2.3.8 si Teorema 2.3.10 vom obtine
izomorfisme intre limitele directe ale unor sisteme directe de multialgebre. Existenta unor
bijectii intre multimile suport ale multialgebrelor limita directa, precum si forma acestora
pot fi preluate din demostratiile unor rezultate din [29, §21]. Mai mult chiar, odata ce au
fost stabilite Propozitia 2.3.8 si Teorema 2.3.10, Teorema 2.3.12 se demonstreaza la fel ca
[29, §21, Teorema 4]. Totusi, pentru a face prezentarea mai usor de urmarit, Propozitia
2.3.8 si Teoremele 2.3.10 si 2.3.12 vor aparea cu demonstratii complete in teza noastra.

In cele ce vor urma in acest paragraf cand vom vorbi despre un sistem direct (2; | i €
I) de multialgebre vom considera ca (I, <) este o multime ordonata dirijata superior (cu
toate ca unele rezultate sunt verificate gi in ipoteza in care multimile de indici ar fi doar

preordonate).
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Fie A = ((U; | i € I),(pij | i,j € I, i < j)) un sistem direct de multialgebre si fie
J C I cu proprietatea ca (J, <) este, de asemenea, o multime ordonata dirijata superior.

Vom nota cu A sistemul direct format din multialgebrele (2(; | ¢ € J) si omomorfismele

(pij | 4,5 € J, 1 < ).

Propozitia 2.3.8. Fie A un sistem direct de multialgebre avand ca mulfime de indici pe
(I,<). Daca J C I are proprietatea ca (J,<) este o multime ordonatd dirijata superior

cofinala in (I, <) atunci multialgebrele @A st lzl)nAJ sunt izomorfe.

Demonstratie. Notam imA = Ao = (Aco, (fy)y<o(r)) st ImA; = A, = (AL, (f1)y<o(r))-
De asemenea, notam elementele multimii A, folosind indicele I (de exemplu, Z1) si ele-
mentele lui A’ folosind indicele J (de exemplu, Z ).

Este bine si observam ca in fiecare clasa T; se gaseste un reprezentant din Uje 7 A,
anume daca z € A;, cui € I, deoarece exista j € J astfel incat ¢ < j si & = ¢;j(x), se obtine
ca ry = (m)l si pij(z) € A C UjesA4j. Cum egalitatea in A a doua clase avand
ca reprezentanti elemente din Uje 7 A; aduce cu sine egalitatea claselor corespunzatoare

acestor elemente in A/, se poate defini o functie
¥ Ao — A, P(@1) =7,

unde z € A;, j € J. Sa aratam ca aceasta functie realizeaza izomorfismul dorit.

Evident functia ¢ este surjectiva, iar daca pentru o’ € Ay, 2" € Ajn, j', 5" € J C T are
loc (2/); = (Eﬁ)J atunci exista j € J C I cu j' < j, j” < j astfel incat ¢, (2") = pjrj(a”),
adica (:;’)[ = (?)1 Asadar, 1 este bijectiva.

Pentru a completa demonstratia, vom arata ca 1 este un omomorfism ideal intre mul-
tialgebrele Ao si AL,. S& considerdm vy < o(7), (Z0)1;---,(Tn,—1)1 € Acc. Putem pre-
supune ca xg,...,Tn,—1 € UiEJ A;, cu alte cuvinte, exista i0y---,in,—1 € J astfel ca

—

xo € Ajgy .oy Tny—1 € Ain»yfl' Multimea f,((Zo)1,- .-, (ZTn,—1)1) este egald cu multimea

{(;”)[ ’ dm e I, 1,... 7Z.n7—1 <m, z e fw(cpiom(xg), .. '7<Pin771m(xnw—1))}'

Cum J este cofinala in I, pentru un element m € I, i, ..., %,,—1 < m, pentru care are loc

apartenenta @' € fy(@igm(%0); - -+ @i, _1m(Tn,—1)) gasim un element m’ € J, m < m/, si
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astfel avem 2’ = 0 (2) si

Pmm/ (xl) € Somm’(f’y(()piom(x())7 sy Qpimf_lm(xn—y—l)))
C fy(@mm’(@iom(x()))7 ceey (Pmm’((pinv—lm(xnw—l)))

= f'y(()piom’ (x0)7 ey Soin,y_lm/ (wn«,—l))

In consecintd, multimea Sy (@)1, - .., (Tn, —1)1) poate fi scrisd

(@)1 |3Im e J, dg,...rin,—1 <m, &' € fr(@igm(@0); .- + i —m(Tny 1))}

Deducem ca multimea ¢ (f((Zo)1, - - -, (Tn,—1)1)) este egala cu

{1/}((‘;/)1) ’ Im € J, io, ... 7Z‘n.y—1 <m, a’ e f'y(@piom(xo)v SRR (Pinwf1m(xn.y—1))}
={(@)s | Im e J, i, in—1 <m, &' € f(Pigm(T0); - -+ Pir, ym(Tny—1))}

= ((®0)g, s (Tny—1)0) = f(((Z0)1), - -+ (Fny—1)1)),
deci v este un izomorfism. ]

Observatia 2.3.9. Aceastd propozitie rezulta imediat din [56, Propozitia 2.11, Capitolul
IT]. Am dat, insa, o demonstratie directa a acestui fapt deoarece vom folosi ulterior forma

acestul izomorfism.

Sa consideram ca multimea suport I a multimii ordonate (I, <) pe care este construit
sistemul direct A = ((U; | i € I), (¢4 | i,j € I, i < j)) de multialgebre poate fi scrisa ca o

reuniune I = | J, . p I, unde (I, <) este o multime ordonata dirijata superior pentru fiecare

peEP
j € Psi (P, <) este, de asemenea, o multime ordonata dirijata superior cu proprietatea ca

I, C I, pentru orice p,q € P, p < q. Notam

h_H}'A =A = (Aoov (f’y)'y<o(7')) si h_H>1‘AIp = ngo = (Agw (f’y)7<0(7')) (p € P)

Atunci, pentru orice p,q € P, p < ¢ se poate defini aplicatia

Upg AL, — AL, %q(@p) = "’?fq’

(unde x € A;, i € I). Se constata ca fiecare 1, este aplicatia identica si ca pentru orice

p<q<rdin P sioricez € | J,.; A; avem

i€l

@qu(wpq(flp)) = 7/’!17”(551(;) = EU\IT = ¢pr(£lp)'
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Astfel, s-a obtinut un sistem direct de multimi constand din multimea ordonata (P, <),

multimile suport ale multialgebrelor 25 i functiile 1,4, sistem pe care il notdm cu A/ P.

Teorema 2.3.10. Dacd A este un sistem direct de multialgebre atunci A/P este un sistem

direct de multialgebre si multialgebrele @A §1 @A/P sunt izomorfe.

Demonstratie. Sa incepem prin a verifica pentru orice p,q € P, p < g, ca aplicatia 1, este

un omomorfism de multialgebre. Fie v < o(7) si (z)1, € A%, j € {0,...,n, — 1}. Putem
considera ca x; € Ay, cu m € I, pentru toti j € {0,...,n, — 1} si avem
Upa(F(@0)1ys - - (T, 21)1))

:{¢pq(/x\lp) ‘ Im' € Ip: m < m/, T € fw(@mm’(xO)a .- w‘Pmm’(xnw—l))}
:{ffq | Im' € I, CI;, m< m/’ UES fv(@mm/(x0)7 .- 'ﬂpmm’(xnwfl))}
Q{@q | Im’ e Iqa m < m,> T e f’y(%pmm’(xO)a s a@mm’($nﬂ,fl))}

=y (@)1, -+ (@ny—1)1,) = F(Wpg(0)1,), - - - ¥pg (T, 21)1,)).

S& notam multialgebra imA/P cu A%, = (A%, (fy)y<o(r))-
Pentru = € A;, i € I, se alege p € P astfel incat i € I, siseiay =72, € AP, Atunci

VA — AL, Y(@1) =T

este un izomorfism intre multialgebrele A, si A% .

Pentru a arata ca 1 este bine definita, se considera z € A;, z € A;, i € I,, j € I,
(p,q € P) cu proprietatea ca r; = zj, y = T1,, w = zJ, §i se verifica egalitatea yp = Wp.
Din Z; = Zj rezulta ca exista k € I cui < k, j < k astfel incat p;i(x) = ¢ji(2). Fier’ € P
o majoranta pentru p si q, fie 7’ € P cu proprietatea ca I~ contine pe k si fie r € P pentru

care v’ r" <r. Atunci p,q <r, k € I, i T, = Z;.. Prin urmare,

¢pr(y) = ¢pr(£lp) = %\IT = /Z\I'r = wqr(glq) = %r(w),

ceea ce Insemna ca yp = Wp.
Functia 1) este surjectiva deoarece orice clasd 7jp are un reprezentant y € A5, cup € P,
adica exista i € I, si # € A; astfel ca y = 2, ceea ce, in mod evident, implica ¥ (Z1) = yp.
De asemenea, 1) este injectiva. Intr-adevir, daci z € A;, 2z € Aj, i€, j € lysi

y = Zr,, w = zj, verifica egalitatea yp = Wp atunci exista r € P cu p < r, ¢ < r astfel incat
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Upr(T1,) = Ygr(Z1,), adica 27, = 27, . In consecinta, 7 si 7 au o majorantd k in I, C I astfel
incat @i(x) = pji(2) si astfel, Ty = Z7.

Pentru a finaliza demonstratia teoremei mai trebuie verificat faptul ca v este un omo-
morfism ideal de multialgebre. Sa consideram pentru aceasta v < o(7) si (Z;); € Aoo, J €
{0,...,n, — 1}. Se observa usor ca toti reprezentantii z; pot fi luati din aceeagi multime

A;, cu i € I convenabil ales i putem alege p € P astfel incat 7 € I,,. Atunci avem

V(@)1 - (T —1)1))
={Y@) | Imel, i <m, x € fy(0im(T0), ..., Pim(Tn, 1))}

Dar

{T/’@I) | dm € I’ 1 < m, T € f’y(@im(l‘O)’ .. -7§0im(xn»y—1))} = {@\P | Elp/ € P’

p S p/’ Yy € f’Y((EB)IpH R (ﬁ—y—\l)fp/)}

Intr-adevir, si luim un element ¥(z7) din membrul stang. Evident,

z € fy(Pim(T0),- - - Pim(Tn,—1))

pentru un m € I, ¢ < m. Sa luam p,, € P astfel cam € I,,. Cum (P, <) este dirijata
superior, exista p’ € P cu proprietatea ca p < p’, pp, < p’ ceea ce implica i, m € I,y. Folosind
Lema 2.3.4 rezulta ca

zr, € f((Zo)rys-- s (@n,—1)1,)-
Considerand y = f[p, obtinem ca ¢ (Z) = yp este iIn multimea din membrul drept. Reciproc,

luam yp din membrul drept si p’ € P, p < p’ astfel ca

Yy = /.T\[p, € fv((@)lpm R (:’C/n'\/:)[p/)'
Folosind, din nou, Lema 2.3.4 obtinem existenta unui element m € I,y C I, cui < m cu pro-
prietatea ca reprezentantul z al clasei y € AZ este in multimea f (@im (0), - - - Qim (Tn,-1))-
E clar ca ¢(Z1) = yp este si in multimea din membrul stang si egalitatea celor doud multimi

este demonstrata.
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Aceasta egalitate ne conduce la

O(f(Z0)rs - - (Tny—1)1))
={gp | W eP. p<yp, ye [{(@)r,, - (@n,"1)1,)}
={gp | W € P, p<v, y€ [y (T0)1,)s - -+ Yy (T, =1)1,)) }
= £ (@0)1), - (T, m1)1)),s

asadar 9 este un omomorfism ideal. O

Vom imprumuta de la algebre universale termenul de clasd algebrica pentru acele clase
de multialgebre care sunt inchise la izomorfisme. De asemenea, vom spune ca o clasd de
multialgebre este inchisa la limite directe de sisteme directe (bine ordonate) daca pentru
orice sistem direct (bine ordonat) de multialgebre din aceasta clasa limita directa este o
multialgebra din aceasta clasa.

In demonstratia Teoremei 2.3.12 vom face uz de urmatorul rezultat:

Lema 2.3.11. [29, Ezercitiul 44, pp.73] Daca (P,<) este o multime ordonata infinita
dirijata superior atunci multimea P poate fi reprezentatd ca o reuniune P =|J(Ps | 6 < «)
(o fiind un ordinal), unde (Ps,<) este dirijata superior si |Ps| < |P| pentru orice ordinal

0 < a, iar Ps, C Ps, pentru orice §; < 62 < o

Teorema 2.3.12. Fie K o clasa algebrica de multialgebre. Clasa K este tnchisa la limite
directe de sisteme directe arbitrare daca st numai dacd este inchisa la limite directe de

sisteme directe bine ordonate.

Demonstratie. Presupunem K inchisa la limite directe de sisteme directe bine ordonate si
fie A = (; | i € I) un sistem direct de multialgebre din K. Daca afirmatia din enunt nu
ar fi adevarata, atunci s-ar putea alege A astfel ca limA ¢ K si [I| = m este cel mai mic
cardinal cu aceastd proprietate. Daca (I, <) este o multime ordonata finita dirijata superior
atunci ea are un cel mai mare element i, ({i}, <) este cofinala in (I, <) si astfel, conform
Propozitiei 2.3.8, liig.A >~ 9, € K. Inseamni ci m > N, de unde, folosind Lema 2.3.11,
rezultd ca I se poate scrie I = |J(I5 | 6 < «), cu « ordinal, cu (I5, <) dirijatd superior,
|Is| < |I| =msi Is, C Is, dacad 1 < d2 < . Astfel, limAj; € K datorita minimalitatii lui
m si, conform Teoremei 2.3.10, limA = lim A/ P, unde P = {4 | § < a}. Asadar, ipoteza K
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inchisa la limite directe de sisteme directe bineordonate conduce la limA/P € K si astfel
limA € K, contradictie.
-

Cum cealalta implicatie este evidenta teorema este demonstrata. O

Aplicatii la multialgebre particulare

In aceastd sectiune vom arata ca multialgebrele definite prin identitati precum si multialge-
brele complete de un tip dat formeaza clase inchise la limite directe de sisteme directe. De
asemenea, vom vedea ca unele din rezultatele cunoscute referitoare la limite directe ale unor
multialgebre particulare pot fi usor deduse din rezultatele prezentate in acest paragraf.

Pentru inceput, sa demonstram urmatoarea lema:

Lema 2.3.13. Fie A= ((A; |i € I),(pij | 1,5 € I, i < j)) un sistem direct de multialgebre,
fiep € PU(7) siag,... an_1 € A. Atunci

p(@, ... an—1) ={a|Im eI, ¥j € {0,...,n 1}, aj € ;N Ap
astfel incat a € p(ag,...,a,_1)}.
Daca ig, ... ,in—1 € I au proprietatea cd a; € A;; pentru orice j € {0,...,n — 1} atunci

p(dEh cee 7an—1) :{a ‘ Im S Ia /i07 cee 7in—1 S m, a S p(soiom(a()); ey ‘pin_lm(an—l))}-

Demonstratie. Asemanator cu demonstratia Lemei 2.3.4 se araté ca cele doud multimi prin

care am exprimat pe p(ay, ..., a,_1) sunt egale. intr—adevér, daca existd m’ € I cu proprie-
tatea ca pentru orice j € {0,...,n—1} exista aj € a;N A,y astfel incat a” € p(ag, ..., a;_)
atunci pentru orice j € {0,...,n — 1} exista m; € I, cu m’ < mj, i; < m; cu proprietatea
cd ¢i;m;(aj) = @mm;(a}). Daca lndm m € I cu mog < m,...,my—1 < m atunci, evident,
m < m, ig < m,...,in—1 < m; astfel avem a” = ., (a”) i, folosind Propozitia 1.4.9,
obtinem

i "

QDm’m(a”) € Som’m(p(aOv cee >an—1)) - p(SOm’m(ag)v s 790m’m(a;;—1))'
Dar, pentru orice j € {0,...,n— 1},

1z /

Qam’m(aj) = @mjm(@m’mj (aj/)) = Somjm(@ijmj (aj)) = Qaijm(aj)v
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de unde rezulta ca

Pmm (@) € p(omm(ag); - - s Prvm(an_1)) = P(Pigm(ao), - - - i, _ym(an-1)).

Incluziunea inversa este evidenta.
Este suficient, acum, sa demonstram partea a doua din enunt. Vom face aceasta prin
inductie dupa etapele de constructie a unui simbol polinomial.

Pasul 1. Daca p =x; (j € {0,...,n — 1}) atunci

o~ —_— _ n o~ —_— _ o~
p(an, ..., an—1) = e’ (@g, - -, an-1) = Gj.
Oricare ar im € I, 1g,...,ip—1 < m i oricare ar fi

a € p(Pigm(a0); - - i, ym(an-1)) = €} (Pigm(ao), - - -, ¥i,_ym(@n-1)) = Pi;m(a;)

avem a = ¢;,m(a;) = aj, deci egalitatea din enunt are loc in acest caz.
Pasul 2. Presupunem ca afirmatia a fost demonstratd pentru po, ..., Pn,-1 € P (1) s

ca pP= f’Y(p()a s 7pn7—1)- AtunCi

@€ p(d,....an7)
= f’y(p()v s 7pn-yfl)(db7 ey (Z/TL-?l)
= f'y(pl)(db, ctey a/n—\l)7 e )pny—l(éb) e 7a/n—\1))
daca si numai daca exista
bO € pO(dE), s 7CL/n?1)7 .. '>bn771 S pn-\,fl(dba o 7CL/n?1)
astfel incat a € f, (l;), . 7b/m—\1) Deducem ca exista majorantele my, ..., mp —1 € I pentru
{i0,...,in—1} si ca exista m € I care este o majoranta pentru {mo,...,mn, 1}, astfel ca
bo €P0(Pigmo(@0); - - - s Pip_1mo (An—1));
bn'yfl Epnwfl(soiomn;y—l (CLO), cety Sain—lmn;y—l (anfl))

si
a € f’y(‘Pmom(bO)y ceey (Pmn,y_lm(bn.\,fl))-
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Este clar ca ig,...,i,—1 < m si conform Propozitiei 1.4.9 avem

a € fy(po(@igm(ao), - - Pin_1m(@n-1)));- s Pny—1(igm(a0), - - -, Pi,_1m(an-1)))
= fy(Po, - - Pny—1)(@igm(@0), - - -, Pip_1m(an-1))
= p(Pigm(@0), - - -+ Pi,_1m(an-1)).
Reciproc, daca m € I, ig,...,ip—1 < m si
a € p(@igm(ao), - - Pip_1m(an-1))(C Am)
= fy(pos - -+ s Pny—1)(Pigm(a0), - - - s Pi,_ym(an-1))
= fy(Po(@igm(a0), - - -, Pin_1m(@n-1)),- - Pny—1(Pigm(@0), - - -, Pi,_ym(an-1)))

atunci exista

bo €po(igm(ao), - -, Pin_im(an-1)) € Am,

bnwfl epnﬂ,fl(@iom(a())a ceey (pin_lm(anfl)) - Am

astfel Incat
a € f’)’(b07 s 7bn7—1) - Am

Rezulta ca

Bo € (@, -+ @nT)s -+ s bpy—1 € Pry-1(@0, - -, @)
si
ae fy(bo- - bn, 1)
Astfel,
@€ fo(bos - buy—1) S Sy (00(@0; - @1 D1 (@0, )

= fw(po, ,pnw—ﬂ(ao, aa/n—\l)

= p(@o, - -+, an—1)
si demonstratia este completa. O

Propozitia 2.3.14. Fie A = (; | i € I),(wij | 1,5 € I, i < j)) un sistem direct de
multialgebre si fie q,r € P (7). Daca identitatea slaba qNr # O este satisfacutd pe fiecare
multialgebra A; (i € I) atunci qNr # () este satisfacutd pe Ao .
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Demonstratie. Fie @p,...,a, 1 € As. Presupunem ci ap € Ajy, ..., an_1 € Ai,_,
(105 -,in—1 € I) gi fie m € I astfel ca ig,...,in,—1 < m. Cum identitatea qNr # 0

este satisfacuta in 2,,, rezultd ca exista un element

a € q(@igm(ao), - - Pip_ym(an-1)) N7r(Pigm(ao); - - - i,_ym(an-1))

de unde deducem ca
—

@€ q@,...,a 1) Nr(d,...a7)

si demonstratia este incheiata. O

Corolarul 2.3.15. Fie q,r € P™(7). Dacd pentru un sistem direct A = ((; | i €
I),(pij | 1,5 € I, i < j)) de multialgebre, orice elemente i,j € I au o majorantd k € I

astfel incat qNr # () este satisfacutd in Ay atunci qNr # () este satisfacutd in Wso.

Aceasta se obtine din propozitia anterioara si din Propozitia 2.3.8 si se justificd prin
faptul ca
J={kel|qnNr#0 este satisfacuta in A}

(cu restrictia relatiei < din I) este o multime ordonata dirijata superior cofinala in (I, <).
Rezultate similare au loc pentru identitati tari:

Propozitia 2.3.16. Fie A = (2; | i € I),(wij | 4,5 € I, i < j)) un sistem direct
de multialgebre si fie q,xr € P™ (7). Daca identitatea q = r este satisfacuta pe fiecare

multialgebra A; (i € I) atunci q = r este satisfacutd in Ao.

Demonstratie. Fie @p,...,a,1 € As. Presupunem ci ag € Aiy, ..., an_1 € A;,_,
(igy---,in—1 € I). Considerdm un element arbitrar @ € ¢(ap,...,an_1). Atunci existi
m € I, ig,...,in—1 < m astfel ca a € q(piym(ao),-..,¥i, m(an—1)). Cum identitatea

q = r este satisfacuta in 2, avem

q(cpiom(a()% R @in,lm(an—l)) = T(wiom(a0)7 SRR Spin,ﬂn(anfl))

asadar a € 7(@igm(ao); - - - Pi,_ym(an—_1)) si, in consecinta, @ € r(ap, - ..,an_1). Astfel, am
aratat ca are loc incluziunea

— —

q(ao, - .., an-1) S r(ao,...,an-1).

— —

Analog se demonstreaza ca r(agp,...,an—1) C q(ag, ..., an—1). O
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Corolarul 2.3.17. Fie q,r € P("(7). Dacd pentru sistemul direct de multialgebre A =
((A; | i e I),(pij | 4,5 € I, i < j)) orice elemente i,j € I au o majoranta k € I cu

proprietatea cd q = r este satisfacuta in Ay atunci q = r este satisfacutd in Aoo.

Propozitia 2.3.18. Limita directa a unui sistem direct de multialgebre complete de acelasi
tip este o multialgebra completa.

Demonstratie. Fie A= ((2; |i€I),(pi;|i,j €I, i <j)) un sistem direct de multialgebre
complete, fie n € N, q,r € P (1) \ {xj|7j€{0,....,n—1}}si df),...,a/n_\l,l;a,...,b:l €
As. Putem considera ca reprezentantii ag,...,an_1,bo,...,b,_1 ai acestor clase din A

sunt toti din aceeagi multime Ag, cu k € I. Daca

—

(@, .., @n1) N7 (bo, ... bu1) # 0

atunci exista un element a € |J,.; 4; astfel incat

el
a € q(ay,...,an1)N7(bos... by 1).
Din @ € q(ap, . .., a,_1) rezulti ca exista m’ € I cu k < m’ si a’ = a astfel incat

a/ € Q(kam’ (CLO), ey onm’(an—l)) g Am’~

" —

Analog, din @ € r(l%, e b:l) rezultd ca exista m” € I cu k < m” si a” = a astfel incat

a” € r(@km”(b())v s 730km”(bn—1)) g Am”-

Fie # € q(ap, ..., a, 1) arbitrar. Atunci exista [ € I cu k < [ astfel incat

x € q(pri(ao), ..., pr(an—1)) C A

"

Din ¢’ = a = d” deducem ca existd un element m” € I cu m’ < m/”", m” < m"” cu

proprietatea ci @ (a’) = @ (@”). Cum (I, <) este dirijatd superior, exista m € I

cu m” < m gi | <m. Folosind Propozitia 1.4.9 avem

i () € Yim(q(pri(ao); ..., ri(an—1)))
C q(eim(pri(ao)), - - - pim(pri(an—1)))
= q(@rm(ao), .- Qrm(an—1)) € Ap.
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De asemenea,

Pmrm(a’) € omm(a(Prm (a0), - - Prms (an-1)))
C q(Lmm(Prm (a0)); - - - s Pmm(Prm (@n-1)))
= q(¢rm(ao), - - - Prmlan-1)) € Am
si, analog
Pmrm(a”) € T(Prm (Do) - -+ s Prm (bp—1)) S A
Dar
Pmm(a’) = O (P (@) = G (@ (@) = Qo (a”),

iar cum multialgebra %A, este completa deducem ca

Oim () € q(rm(ao), - . Prm(an-1)) = r(@rm(bo), - - -, Pem(bn-1))-

In consecints, 7 € r(l;(\), ce b;jl) si astfel am demonstrat ca
q(@o, ... an—1) S rbo,...,bn-1).
Analog se arata ci q(@p,...,an 1) 2 r(l;), e b:l), deci are loc egalitatea

- —

q(ao, .- an—1) = r(bo, ..., bn-1)
ceea ce completeaza justificarea faptului ca multialgebra 2, este completa. O
Ca gi Corolarul 2.3.15 se obtine:

Corolarul 2.3.19. Fie A= ((; | i € I),(psj | 1,5 €I, i < j)) un sistem direct de multi-
algebre. Daca orice elemente 1,5 € I au o majoranta k € I cu proprietatea ca multialgebra

Ar este completa, atunci multialgebra Ao este completa.

Cazul hipergrupurilor

Sa consideram (((Hj,0;) | ¢ € I),(pij | 4,7 € I, i < j)) un sistem direct de semihiper-
grupuri gi s& notam (H’, o) limita directd a acestuia. Urméatorul rezultat se obtine folosind

Propozitia 2.3.16.

Teorema 2.3.20. [70, Teorema 3] (H',0) este un semihipergrup.
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Urmatoarea teorema din [70] se obtine combinand teorema de mai sus cu Propozitiile

2.3.8 51 2.3.14:

Teorema 2.3.21. [70, Teorema 4] Daca pentru orice i,j € I exista k € 1,1 <k, j <k

astfel incat (Hy, o) este un hipergrup atunci (H',o) este un hipergrup.

Intr-adevir, submultimea K = {k € I | Hj este hipergrup} este cofinald in I, deci
semihipergrupul (H’, o) este izomorf cu limita directa (Hxo, 0) a sistemului direct ((Hy, o) |
k € K). Fiecare hipergrup Hj, poate fi privit ca o multialgebra (Hg, ok, /k, \x) de tip (2,2, 2),
cu multimea suport nevida, pentru care (Hy, o) este semihipergrup si in care multioperatiile
/&, \k se obtin din oy prin egalitatile (1.1.2). Aceste multialgebre verifica identitatile (1.5.2)
(si (1.5.3)) deci si limita directa (Hso, o0, /,\) verifica, pe langa (1.5.1), identitatile (1.5.2).
Rezulta ca (Hoo,0) (deci si (H',0)) este un hipergrup (vezi Observatia 1.5.3).

Observatia 2.3.22. In multialgebra (Huo,o0,/,\) de mai sus, multioperatiile o, /,\ din se
obtin din o cu ajutorul egalitatilor (1.1.2).

Pentru aceasta verificam ca daca a € Hy,, b € H, (k1, k2 € K) atunci

(FeHy|acbod} ={T |3k K, ki <k, ks <k, & € @p,1(a)/spri(d)} si
(FeHyo|acTobl={T |3k e K, ki <k, ko <k, &€ 0pyp(b)\nrr(a)}.

Intr-adevir, daci = € Hy, (ko € K) sia € bo 7 atunci exists o majoranti k' € K pentru
ko si k2 si un element o € Hy astfel incat o' = a si @’ € Ypypr(b) opr pror(z). Din a/ = a

deducem ca exista k € K, k', k1 < k pentru care pyi(a’) = pr,k(a). Rezulta ca

(Pklk(a) = S%'k(a/) € SOk'k((Pka'(b) Ok! Plok’ (96)) - SOk'k((Pka'(b)) Ok sOk'k(thok'(x))

= Phak (D) Ok Prok(T)-
Asadar, prp(r) € @k k(a)/kProk(b) si, cum © = @ik (), obtinem

(FE€Hy |G€boq} C{Z |k EK, by <k, ka <k, 2 € 0p,1(a)/5pryu(D)}.

—_—

Reciproc, fiek € K, k1 <k, ko < ksifiex € @i, (a)/kPrk(b). Atunci g, x(a) € @r,k(b)orx
si, In consecintd, a = g, k(a) € Yr,k(b) o T = bo7.

z
Inima wy a unui hipergrup (H,-) este multimea tuturor elementelor € H pentru care

clasa T din grupul fundamental (H, ) este elementul unitate din H. In [40] este prezentati



99

o conditie necesara si suficientd pentru ca limita directda a unui sistem direct particular de
hipergrupuri sa aiba o inima care poate fi exprimata ca un hiperprodus. Folosind rezultatele

stabilite anterior in acest paragraf putem privi aceasta teorema dintr-o alta perspectiva.

Teorema 2.3.23. [40, Teorema 10] Fie ((H;,o0;) | i € I) un sistem direct de semihiper-

grupuri astfel incat urmdatoarele condifii sunt satisfacute:

1) pentru orice i,j € I exista k € I, i <k, j <k astfel incat Hy este un hipergrup;

2) K ={k € I | Hy, este hipergrup} are proprietatea ca |K| < Ry.
Daca s = max{k | k € K} atunci exista a; € H' (j € {1,...,n}) astfel incit wy =
ay o---oa, daca si numai dacd pentru orice j € {1,...,n} existd as; € a; astfel ca

WH, = As,1 0" 00gn.

Aceasta se obtine din rezultatele prezentate in acest paragraf astfel: sistemul direct
care face obiectul acestei teoreme este un sistem direct de semihipergrupuri cu proprietatea
ca orice 4,7 € I au o majoranta k € I astfel ca Hy sa fie hipergrup, de unde, folosind
Propozitia 2.3.8 ca in demonstratia Corolarului 2.3.15 deducem ca este destul sa lucram doar
cu submultimea K a lui [ si cu sistemul direct de hipergrupuri corespunzator lui K. Cum
conditia impusa lui K de a fi finita, face ca ({s}, <) sa fie cofinald in K rezulta ca hipergrupul
H' este izomorf cu H (din nou Propozitia 2.3.8). Ca urmare, inima hipergrupului H' poate
fi scrisa ca un hiperprodus daca si numai dacéa inima lui H poate fi scrisa ca un hiperprodus.

Izomorfismul din demonstratia aceleiasi Propozitii 2.3.8 ne conduce la concluzia dorita.

Cazul SH R-semigrupurilor

Un semigrup (.5, ) se numeste S H R-semigrup (respectiv S R-semigrup) daca putem imbogati
multimea S cu un element 0 cu proprietatea ca x -0 = 0-x = 0 pentru orice x € S (daca
nu cumva un astfel de element exista deja in S) si putem defini o multioperatie (respectiv
o operatie) + pe S = S U {0} astfel ca (S, +,-,0) si fie un hiperinel Krasner (respectiv
un inel) cu elementul nul 0 (vezi [46]).

Unul din rezultatele principale din [46] este:

Teorema 2.3.24. [}6, Teorema 3] Fie (((Hs,0;) | i € I),(fij | 4,5 € I, © < j)) un

sistem direct de semigrupuri astfel incat pentru orice i € I exista k € I, i < k pentru care
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(Hp, o) este un SHR-semigrup. Fie K = {k € I | (Hy, o) este un SHR — semigrup}.
Astfel, pentru fiecare k € K, existd o multioperatie ®y pe ng astfel ca (H,g7 Dk, ok, Ox) sa fie
hiperinel Krasner. Daca pentru orice k,l € K, k <1, fi este un omomorfism de hiperinele
Krasner, atunci limita directd a sistemului direct de semihipergrupuri ((H;, 0;) | i € I) este

un S H R-semigrup.

Identificam din nou, ca in Observatia 1.5.3, un hipergrup cu o multialgebra cu trei
multioperatii binare, o, /,\, cu multimea suport nevida, care verifica identitatea (1.5.1) si
egalitatile (1.1.2). Din ipoteza se deduce ca multimea K este cofinald in I, deci limita sis-
temului direct ((H;, 0;) | ¢ € I) este izomorfa cu limita (H, o) a sistemului direct ((Hy, o) |
k € K) (Propozitia 2.3.8). Din ipoteza deducem ca fiecare Hy poate fi inzestrat cu o struc-
turd de multialgebra (Hg, Bk, /k» \k> Ok, —k, Ok) cu proprietatea ci (Hg, Bg, /k, \k) este un
hipergrup si care verifica identitatile din Exemplele 1.5.5 gi 1.5.6. Aplicand Observatiile
2.3.5, 2.3.22 si Propozitia 2.3.16 rezulta cd H., poate fi inzestrat cu o structura de multial-
gebra (H,®,/,\,0,—,0) care verifica aceleasi proprietati, deci este un SH R-semigrup. Un

rezultat similar se mentine si pentru SR-semigrupuri ([46, Observatia 4]).

Asupra unei subcategorii de multialgebre

Proprietatile prezentate in prima parte a acestui paragraf raman valabile pentru subcate-
goria categoriei Malg(7) obtinuta considerand ca morfisme omomorfismele ideale. Cu alte
cuvinte, rezultatele stabilite aici se mentin daca Inlocuim conceptul de ,,omomorfism” cu
cel de ,,omomorfism ideal”. Dupa cum vom vedea, In acest caz definitia multioperatiilor
din multialgebra limita directa va fi mai simpla.

Sa consideram un sistem direct de multialgebre A= ((A; |i € I),(wij | i, € I, i < j))
avand toate omomorfismele ideale. Fie A, limita directa a sistemului direct de multimi

((A; | i € I),(gij | 3,5 € I, i < j)). Definirea multioperatiilor pe A se poate face

astfel: pentru fiecare v < o(7) si pentru orice elemente 5:6,...,17; € Ay cu xg €
Aigy ey, -1 € Aim_l considerdm un element m € I, i, ..., i, —1 < m i punem
(231) @ ET) = {7 |2 € LGiom(@0)s s Pinym(n, 1)

Observatia 2.3.25. Aceasta definitie nu depinde de alegerea elementului m € I. Mai mult,

multioperatiile astfel introduse sunt aceleasi cu cele definite in Lema 2.3.4.
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Aceasta are loc deoarece luand un alt m’ € I, cui; < m/ pentru toti j € {0,...,ny—1},

si 2 = i;m(7;), T = @i (T5) avem
(@' |2 € fo(@p, . an, )} = {a" | 2" € fy(af,. 2, 1)}
Intr-adevar, fie g € I astfel ca m < ¢, m’ < ¢. Atunci
Pmq(f5 (20, - - 71’;17—1)) = fy(@mq(20), - -, ‘qu(fﬂ%—l))

= f’y(cpioq(l‘o)7 ERER) (pin,y—m(xn«/*l))

= f’y(‘:@m’q(xg)v cee 790m’q(m7wfl))

. " " .
- (Pm’q(f'y(woa s 7xn4,71))7
: / / / tat X /1 /1 1 . a A =
deci pentru fiecare 2" € fy(xg, ..., 2}, _;) exista 2 € f, (g, ..., 2, ) astfel incat 2’ =«
si pentru fiecare 2" € f,(zg, ..., 2 _y) existd ' € fy(x(,..., 27, _;) astfel incat 2’ = 2.

Observatia 2.3.26. In cazul nostru, Observatia 2.3.5 rezulta imediat din egalitatea (2.3.1).

Observatia 2.3.27. Este clar ca pentru orice v < o(7) si orice zg, ..., 2, 1 € 4; avem

Pico(fy (20, - -+, 20, —1)) = {picc (@) | T € fy(20,-. ., Tn,—1)}

={z |z € fy(x0,...,2n,-1)}
= f'y(iaa s 7'1"/717?1) = f'y(‘ﬂioo(xo)a cee ,SDioo(l'nwfl)),

deci omomorfismele @00 1 Aj — Aso, Pico(z) = T sunt ideale.

Observatia 2.3.28. Omomorfismul p din Teorema 2.3.7 este ideal daca toate omomorfismele

care intervin sunt ideale.

Fie v < o(7), iﬁ,...,x/m: € Ao cu g € Ajy,...,Tn, 1 € Aim_l si fiem e I si
2l = Pigm (20); -+ Ty _1 = Pi 1 (Tny—1); avem

By, D)) = L) | 27 € Sy sy )(C Am)}
= {O‘m(x/) ‘ s fv(x67 - "x;h,fl)(g

= (o (@ r 1)) = FolQm(ah)s s (@l 1))

/

= fo(u(@h), - 1@y 1)) = Sy (1(@D), -, (@)

deci, Teorema 2.3.7 poate fi formulata in acelagi fel In aceastd subcategorie a categoriei
Malg(7).
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Observatia 2.3.29. Remarcam ca demonstratia Propozitiei 2.3.8 arata ca propozitia ramane

valabila si daca toate omomorfismele care intervin sunt ideale.

Observatia 2.3.30. Si Teorema 2.3.10 ramane valabila daca verificam ca 1,4 este un omo-
morfism ideal. Fie v < o(7), p,q € P, p < qsi (7)), € A%, j € {0,...,ny — 1}. Putem

considera ca x; € A,, cu m € I, pentru toti j € {0,...,n, — 1} si atunci,

¢pq(f'y((§a)lpa — (m)lp)) = {¢pq(3:\[p) | z € fy(zo,.. .,xnﬂ/_l)}
= {ﬁs\jq | z € fy(zo, ... ,xnw_l)}
= f’Y((EB)qu"'v(x/n;:)lq)

—

= f'y(@bpq((%)lp)’ e >wpq((xn771)lp))-

Observatia 2.3.31. Si Teorema 2.3.12 are loc in acest caz.

Observatia 2.3.32. Cum omomorfismele de algebre universale sunt omomorfisme ideale,
definitia operatiilor din limita directd a unui sistem direct de algebre universale este (2.3.1).
Se deduce ca limita directa a unui sistem direct de multialgebre generalizeaza constructia
omonima de la algebre universale si se constata ca, in cazul algebrelor universale rezultatele
din acest paragraf ne conduc la cele din [29, §21]. Se observa si faptul ca rezultatele
de aici pot fi formulate pentru semihipergrupuri si hipergrupuri luind ca omomorfisme,

omomorfismele bune, respectiv cele foarte bune.

2.4 Algebra fundamentala a limitei directe a unui sistem di-

rect de multialgebre

Cum factorizarea dupa relatia fundamentala determina un functor F' (vezi Observatia
1.6.21), pornind de la un sistem direct de multialgebre, familia algebrelor lor fundamen-
tale, cu familia corespunzatoare de omomorfisme, formeaza un sistem direct de algebre
universale. Scopul nostru, in acest paragraf, este si stabilim daca algebra fundamentala
a unei limite directe a unui sistem direct de multialgebre este limita directa a sistemului

direct de algebre fundamentale rezultate.

Teorema 2.4.1. Functorul F : Malg(t) — Alg(7) este un adjunct la stanga pentru
functorul de incluziune U : Alg(1) — Malg(7).
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Demonstratie. Tzomorfismul natural 1 ce se stabileste intre bifunctorii Hg()(F(—), —) si
Hytalg(r)(—; U(—)) este definit astfel: pentru orice multialgebra 2 de tip 7 si pentru orice

algebra universala B de acelasi tip 7,

Yas - Harg(r) (A, B) — Hyalg(r) (A, B), Yam(h) =hoepa.

Aplicatia 1y s este bijectiva si diagrama urmatoare este comutativa pentru orice mor-

fisme f: A — A’ si g: B — B’ din Malg(7), respectiv din Alg(7):

- Yoyt
HAlg(T) (Ql/7 %) LEIT[Malg(T) (Qllv %)
(241> iHAlg(T)(f’ 9) lHMalg(r)(fv 9) .
wm,%/

Hag(r) (A, B') —— Hnmalg(r) (%, B')
Daca h : A’ — B este un omomorfism de algebre universale, atunci

HMalg(T)(fv g)(djﬂ’,%(h)) = HMalg(T) (f) g)(h 0 SOA’) =goho PpA o f

si
Yo (Harg(r) (f, 9)(h) = ag(gohof)=gohofopa.
Dar, aplicand Teorema 1.6.18 pentru f: A — A’, avem
? oCYA =pa o fv
deci diagrama (2.4.1) este comutativa, ceea ce finalizeaza demonstratia teoremei. O

Este cunoscut faptul ca un functor care are adjunct la dreapta comuta cu limitele directe.

Prin urmare:
Corolarul 2.4.2. Fie (I,<) o mul{ime preordonata dirijata superior. Daca
A= (@i liel),(pijli,jel, i<]))

este un sistem direct de multialgebre de tip T avand ca limita directa multialgebra A, atunci
algebrele universale (A; | i € I) si omomorfismele (@ij | i,j € I, i < j) formeazd un sistem
direct A de algebre universale de tip T si algebra limitd directd a sistemului direct A este

1zomorfa cu algebra .
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Observatia 2.4.3. Cu notatiile folosite anterior, aplicand Teorema 2.3.7 obtinem ca izomor-
fism intre liigjl si limA aplicatia p datd de corespondenta u(@) = ay_(a), (unde

a€ A, iel).

Observatia 2.4.4. Sa consideram un sistem direct de semihipergrupuri (H; | ¢ € I), sa
considerdm ca pentru fiecare H; relatia fundamentala este 87 si sa notam cu H " limita
directa a acestui sistem si cu By relatia sa fundamentala. In [70, Teorema 5] se afirma
cd dacd x,y € H;, xf}.y atunci TPp/y, si ca dacd x,y € H', 23,y atunci exista i € I,
x; € TN H;, y; € yN H; astfel incat x5 yi- Este clar ca aceste afirmatii se deduc si din

buna definire si injectivitatea functiei ¢ din Observatia 2.4.3.

2.5 Asupra limitei inverse a unui sistem invers de multialge-

bre

Amintim ca un sistem invers de multimi consta dintr-o multime preordonata dirijata su-
perior (I, <), o familie de multimi (A4; | ¢ € I) si o familie de aplicatii (goé“ A — A |
J,k € I, j < k) cu proprietatea ci ¢! = 1,4, pentru orice i € I, iar dacd j < k < [, avem
@9? o ‘ng = cpé.. Sa consideram, de asemenea, ca fiecare multime A; din familia inversa de mai
sus este multime suport pentru o multialgebra A; de tip 7 si cd aplicatiile goé‘? (J,kel, j<k)

sunt omomorfisme. In aceste conditii se obtine un sistem invers de multialgebre
A= (@i |iel), (¢ Aj— Ay | g kel, j<Fk).

Daca (I, <) este o multime bine ordonata atunci ne vom referi la A ca fiind un sistem invers
bine ordonat de multialgebre.
Amintim ca limita inversa a sistemului invers de multimi ((A; | i € I), (gof t A — A |
Jy k€1, j<k)) este multimea
A% ={(a)icr € [JAi | Vi, k€ I, § <k, &f(ar) = a5},
i€l

impreuna cu restrictiile proiectiilor canonice ale produsului J],.; A; la A%,

077 A% — Ay, 970 ((ai)ier) = aj.
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De asemenea, reamintim ca limita inversa a unui sistem invers de multimi nevide poate fi
vida. Un exemplu in acest sens poate fi gasit in [29, p.132]. Aceasta nu se intampla, insa,

daca multimile sunt finite.

Teorema 2.5.1. [29, §21, Teorema 1] Limita inversd a unui sistem invers de multimi

nevide finite este nevidd.

Observatia 2.5.2. Daca Z este categoria asociatd multimii preordonate (I, <), putem privi
(ca in [68]) sistemul invers de multimi ((A; | ¢ € I), (cp?C | j,k €I, j>k))cape un functor
contravariant de la categoria Z la categoria Ens a multimilor. Multimea A°°, impreuna cu
aplicatiile ¢2°, j € I, este limita inversd a acestui functor. Notam ca pentru orice j, k € I,
cuj <k, avem go? o R’ = ¢

In [29, p.225] este mentionat faptul ca limita inversa a unui sistem invers de sisteme
relationale este definitd ca pentru algebre, ca o substructura corespunzatoare a produsului
direct. Cum fiecare multioperatie n,-ara dintr-o multialgebra poate fi vazuta ca o relatie
n, + 1-ara r., ca in (1.1.3), deducem ca Malg(7) este o subcategorie a categoriei sistemelor
relationale de tip 7/ = (n, + 1)y<o(r)- Vom vedea in continuare ca aceastd subcategorie nu
este Inchisa la limite inverse de sisteme inverse si vom studia in ce conditii limita inversa
a unui sistem invers de multialgebre de tip 7 (in categoria sistemelor relationale de tip 7')
este un obiect din Malg(7).

Utilizand (1.1.3), sd privim fiecare multialgebra 2; din sistemul invers A ca pe un
sistem relational. Definitia relatiilor din limita inversd a sistemului invers de sisteme
relationale ((A;, ( )7<0

7)) | i € I) este urmatoarea: oricare ar fi v < o() si oricare ar
fi (af)ier,- ., (a; )zel,( i)ier € A%,

-1 -1 .
((a?)iel, o, (a?” Jier, (ai)icr) € 7y & a; € fw(a?, . ,a?” ), Viel.

Daca sistemul relational obtinut astfel ar fi o multialgebra atunci, folosind din nou (1.1.3),

ar rezulta ca multioperatiile sale ar fi definite astfel: oricare ar fi v < o(7) si oricare ar fi

1
(aDier, .-, (@] )ier € A®,

(2.5.1) F@ier,-- (@ ier) =[] (a2, . a7y nA>,

el

Observatia 2.5.3. Sa remarcam ca limita inversd A* a sistemului invers de multimi

(A lie), (w5 Aj— A gk €1, j <))
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nu este, in general, o submultialgebra pentru [[,.; %4, deci intersectia cu A nu poate fi

omisa In (2.5.1).

Ezemplul 2.5.4. Consideram multimea finitd de numere naturale I = {1,2} ordonata cu
relatia de ordine <, indusa de ordonarea uzuala din N. De asemenea, consideram sistemul

invers ce consta din hipergrupoizii (Hi,0), (Ha,0) definiti pe H; = Hy = {x,y} prin
rox=zoy=yoxr=yoy={z,y}

si din omomorfismele (ideale) ¢} = 1p,, ¢3 = 1p, si
o1 Hy — Hi, ¢1(z) =y, ¢iy) =z

Atunci H* = {(z,y), (y,z)} nu este un subhipergrupoid in H; x H,.

Observatia 2.5.5. Corespondentele f, date de (2.5.1) nu sunt intotdeauna multioperatii pe

A%, Chiar daca A>® # (), intersectia din membrul secund al egalitatii poate fi vida. De

fapt, cum pentru orice v < o(7), (a0)icr,-- -, (a?”il)ie[ € A® siorice j,k € I, j <k,
k 0 -1 0 -1
ng(f,y(ak,,,_,?aZ’Y ))gf’y(aja'--va?’y )a
deducem c& pentru un y < o(7) si (a)ier, -, (a?vil)iel € A™ arbitrar fixate, familia

(fy(@d,....a" Y ier

2

de multimi impreuna cu restrictiile aplicatiilor goi la aceste multimi formeaza un sistem
invers de multimi gi multimea din membrul stang din (2.5.1) este limita inversa a acestui
sistem invers de multimi. Asadar, f,((a)er, ..., (a;”_l)ig) poate fi vida chiar daca A%

nu este.

Ezemplul 2.5.6. In [35], G. Higman si A. H. Stone prezinta un exemplu de sistem invers
de multimi (numarabile), cu aplicatii surjective si limita inversa vida: fie wy primul ordinal

nenumarabil, fie, pentru a < wq,
Eo,={y|v<a}, Fu={f¢€ REe | f este strict crescatoare};
si fie, pentru a < 8 < wi,

05 : Fg — F,, 02(f) = f|g. (vestrictia lui f la E,).
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Higman si Stone definesc prin inductie transfinita o familie de submultimi S,, ale multimilor
F,, astfel incat

|Sa] = No si QQ(S’@) = S, pentru orice a < f3,

cu proprietatea ca sistemul invers format din familia (S, | @ < wi) si restrictiile cores-
punzatoare ale functiilor 05 are limita vidi. Se deduce imediat ci familia de multimi
(Sa | 1 < a < wy), impreuna cu restrictiile corespunzatoare ale functiilor QQ, formeaza un
sistem invers cu limita inversa vida.

Pornind de la acest exemplu, vom considera pentru fiecare 1 < o < wy,
Ay =S, U{0g,}, unde Og, : B, — R, 0g, (y) =0.
Definim un hiperprodus o pe A, luand

Sa, daca f =0g, =gsau f #0p, #¢

fog=
{0&, }, altfel.

Aplicatiile
o Ag = Aay 9o(f) = flE. (@ <P)

sunt omomorfisme (ideale). Astfel obtinem un sistem invers de hipergrupoizi.

Observim ci ¢h|g. = 05|, si cd A nu e vidi deoarece (0g, )1<a<w, € A®. De fapt,
A>® = {(0g, )1<a<w, }, pentru ca daca A* ar avea un element diferit de acesta, ar rezulta
ca acest element apartine limitei inverse a sistemului invers de multimi (S, | 1 < a < wy),
ceea ce e imposibil.

Acum e usor de observat ca (2.5.1) nu definegte intotdeauna hiperprodus pe A% deoarece

(0B, )1<a<w © (0B, )1<a<w, = 0.

Observatia 2.5.7. Dacd A # () atunci egalitatile (2.5.1) definesc o multialgebra A =
(A%, (fy)y<o(r)) dacd si numai dac& pentru orice y < o(7) si orice (af)ier, - - -, (a;%_l)iel €
A% avem

Fr@ier, .., (@ Vier) = limier £, (a2, ... al" ™) £ 0.
Dupa cum rezulta din Teorema 2.5.1, un caz in care aceasta se intampla este dat de conditia

€ A;, multimea f,(a?,.. .,amfl) # () sa fie

. . -1
ca pentru orice i € I, v < o(7) si ag, coa ;

»

finita.
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ny—1

Observatia 2.5.8. Cum |f,(al,...,a;

;)] = 1 pentru orice algebra universala de suport

nevid, deducem ca algebrele universale satisfac conditiile de mai sus. Cu alte cuvinte,
Alg(T) este o subcategorie inchisa la limite inverse de sisteme inverse a categoriei sistemelor
relationale (de tip 7').

Remarcam, de asemenea, cd daca pentru un v < o(7), f, este o operatie in toate

multialgebrele 2l; atunci f, este o operatie pe A™. In aceasti situatie, f, se defineste prin

F(@ier - (@ Dier) = (f(@d "™ Yier,

. ~1
pentru orice elemente (a?)ey, ..., (a;”

i )ier din A%, adica la fel ca pentru algebre univer-
sale (vezi [29, §21]).

Observatia 2.5.9. Daca A°° = (A, (fy)y<o(r)) este o multialgebra, atunci pentru orice
J €I, aplicatia ¢3° este un omomorfism de multialgebre.
Intr-adevir, cum ©7° este restrictia aplicatiei e]I- la A%, daca ludm v < o(7) si elementele

-1
(ad)iers - - -, (G?W )ier € A% avem

oy ((@iers o (@7 ier) = 5° (H folad,... a7 N AOO)

el
1
g6§ (Hf,y(a?,...,a?” ))
el
-1
:f,y(a?,...,a;hY )

= F(02((@Dier) -, 0 (@ Vien)).

Observatia 2.5.10. Dupa cum usor reiese din Exemplul 2.5.6, problemele care apar cand
cerem limitei inverse a unui sistem invers de multialgebre sa fie o multialgebra nu se re-
zolva daca lucram cu omomorfisme ideale. Mai mult, in aceasta situatie apar probleme noi

datorate faptului ca omomorfismele ¢%° (j € I) nu sunt intotdeauna ideale.

Pentru a ilustra aceasta, construim un exemplu bazat tot pe exemplul lui Higman si
Stone de la care am pornit in Exemplul 2.5.6.

Ezemplul 2.5.11. Luam multimile (A, | @ < wy) si aplicatiile gog ca in Exemplul 2.5.6 si

definim pe fiecare A,, hiperprodusul o prin
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Folosind (2.5.1), obtinem un hipergrup(oid) pe A* = {(0g, )a<w, } cu hiperprodusul

(OEa)a<w1 © (OEa)oz<w1 = <0Ea)o<<w1-

Functiile (pg sunt omomorfisme ideale de hipergrupoizi si daca 8 < w; atunci

©F + A% — Ag, 07 ((0B,)a<w) = 0E,

nu este omomorfism ideal deoarece

‘P%o((OEa)OKM ° (0B, )a<w) = ‘P%o((OEa)a@.n) =0p, # Ap = 0pg, 0 0p,

= W%O((OEa)a<w1) © SO%O((OEa)a<w1)'

Daca limita inversd a unui sistem invers de multialgebre din Malg(7) (in categoria
sistemelor relationale de tip 7/) este o multialgebra atunci aceasta multialgebra este limita

inversa in Malg(7) a sistemului dat. De aici rezulta urmatoarea teorema.

Teorema 2.5.12. Familia inversa de multialgebre (; | i € I) impreund cu omomorfismele
(gpg’? | 7,k € I, 7 <k) determind un functor contravariant G : T — Malg(7). Daca exista
multialgebra A = (A%, (fy)y<o(r)) atunci, impreund cu omomorfismele (¢5° | j € I), este

limita inversd a functorulut G.

Observatia 2.5.13. Sa consideram urmatoarele diagrame:

k k

A i A A N ; Aj
aj -
o0 ar. Pi -
‘% T% kT /aj , L
A>® Al Al—=A

Din Observatia 2.5.2 rezulta ca prima diagrama este comutativa. Daca o multialgebra
A" = (A, (fy)y<o(r)), impreuna cu o familie (ay : A" — A; | j € I) de omomorfisme face a
doua diagrama comutativa, atunci omomorfismul unic p : A — A care face comutativa a

treia diagrama este definit prin pu(x) = (a;(x))ier-

Definitia 2.5.1. Daca 2 = (A%, (f,)y<o(r)) este o multialgebra, o vom numi limita
inversa a sistemului invers de multialgebre A = ((; | i € I), (goéc A = A g kel j<

k)) si o vom nota LiLnA sau lim;e 24,
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Vom prezenta in continuare trei rezultate, similare Propozitiei 2.3.8, Teoremei 2.3.10 si
Teoremei 2.3.12, care generalizeaza rezultate cunoscute pentru limitele inverse de algebre
universale (ce pot fi gasite in [29, §21]). Si aici am putea renunta la unele justificari ele
putand fi preluate de la multimi, dar, tinand seama de rationamentele pe care le desfaguram
am optat pentru a le include in prezentarea noastra.

Mentionam ca in cele ce vor urma in acest paragraf cind vom vorbi despre un sistem
invers A= ((; |i € I), (4,02€ tAj — A | j,k €I, j <k)) de multialgebre vom considera ca
(I, <) este o multime ordonata dirijata superior (chiar daca unele proprietati ar fi valabile
si pentru cazul in care (I, <) ar fi doar preordonata).

Fie A= ((; | €I, (goé“ tAj — A | g,k el, j <k)) un sistem invers de multialgebre
si fie J C I astfel incat (J, <) este, de asemenea, o multime ordonata dirijata superior.
Vom nota cu A; sistemul invers format din multialgebrele (; | ¢ € J) si omomorfismele
(5| i,jed, i <j).

Propozitia 2.5.14. Fie A un sistem invers de multialgebre avind ca multime de indici
pe (I,<) si fie J C I cu proprietatea ca (J, <) este o mulfime ordonatd dirijata superior
cofinala in (I,<). Sistemul relational limA este o multialgebra daca si numai daca [imA;

este o multialgebra. In acest caz, cele doud multialgebre sunt izomorfe.

Demonstratie. Corespondenta
Y limier A — limie s Ay, Y((ai)ier) = (ai)ie,

care este de fapt o restrictie a proiectiei canonice [[;.; A; — [[;c; A, realizeaza o bijectie
intre limitele inverse ale sistemelor inverse de multimi (A; | i € I) si (4; | i € J).

Pentru a verifica faptul ca 1 este surjectiva, pentru o familie data (b;);es € lim;e JA;
se defineste o familie (a;);cr € [[;c; A: astfel: pentru un i € I se alege j € J cui < jsi
se considerd a; = 4,0? (b;j). Familia (a;)ier introdusa astfel este bine definita deoarece daca

i < j' € J atunci exista o majorantd m € J pentru j si j’ si
7 (bj) = @1(2]" (bm)) = &f" (bm) = 7 (257 ((bm)) = &7 (bjr),

deci a; nu depinde de alegerea lui j. Sa remarcam ca (b;)ics = (a;)ics. Faptul ca (a;)icr €

lﬁlieIAz‘ rezulta astfel: dacd i,k € I, i < k atunci exista l € J cu k <[ gi

oF (ar) = of (@) = i) = a;,
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ceea ce finalizeaza demonstratia surjectivitatii lui .

Injectivitatea lui ¢ este o consecinta a faptului ca multimea J este cofinala in 1. Intr-
adevar, o familie (a;);cs € lim;e s A; determind in mod unic familia (ai)ier € lim;er A;
pentru care ¥ ((a;)icr) = (a;)ics deoarece pentru orice i € I exista j € J cu i < j si atunci
ai = ¢; ().

Evident lian'e 14; = () daca si numai daca liﬁlie JA; = 0, asadar @A si @A 7 sunt
multialgebre dacd si numai daca pentru orice v < o(7), ny # 0, si atunci ele sunt izomorfe
in mod trivial.

Sa consideram ca multimile lim;erA; i lim;e; A; sunt nevide. Limita inversa limA este

pm— p— p—
o multialgebra daci pentru orice v < o(7) si orice elemente (a?)cy, ..., (a?’yil)ie[ € A>,
membrul drept din (2.5.1) nu e multimea vida. Conform cu observatia 2.5.5, aceasta se
intampla exact cand sistemul invers de multimi nevide (f,(a, ... ,a;-”_l) | i € I), impreuna
cu restrictiile aplicatiilor gof;, j > k, la aceste multimi, are limita nevida. Se observa ugor

din definitia functiei ¢ (si din prima parte a acestei demonstratii) ca restrictiile sale

. -1 . -1
limier fy(af, ... a7 ) = limes fr(af, .. a7 )
sunt, de asemenea, bijective, agadar A este o multialgebra daca si numai dacid A'>®° =
limA; este o multialgebra.
J4m
In ceea ce priveste izomorfismul dintre multialgebrele (> gi /°°; sa verificam ca 1) este
un omomorfism ideal de multialgebre. Pentru aceasta luam un ordinal v < o(7), elementele

-1 .
(@?)ieh vy (a?” )ier € A si avem

(fy(aQhiers- - (@ Dier)) = Y(limier o (ad, ... a7 ™)

. —1
:liniejfw(a?w--,a?v )
1
= fy((a)iess -, (@] Nies)

n~y—1
= !)C«/W’((a?)iel)a-.-alﬁ((aiW )ier))s
ceea ce Incheie demonstratia propozitiei. O

Observatia 2.5.15. Constructiile de limite inverse din [16], [44] si [46] sunt realizate pentru
sisteme inverse de multialgebre (particulare) cu (7, <) multime bine ordonata care are un

maxim. Folosind Propozitia 2.5.14, se observa ca o astfel de limita este izomorfa cu acel
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membru al familiei de multialgebre din sistemul dat, care are ca indice acest maxim. Este

clar ca o astfel de limita inversa exista si are toate proprietatile acestui membru.

Sa consideram ca multimea suport I a multimii ordonate dirijate superior (I, <) pe care
este construit sistemul invers A = (2; | i € I) de multialgebre poate fi scrisa I = (U e p Ip
unde (P, <) si (I, <) sunt multimi ordonate dirijate superior pentru orice p € P, iar daca

p,q € P, p <q atunci I, C I,. Notam

@A = AT = (Aoov (f7)7<o(7))7 liLnAIp = Q[;o = (A;o7 (f7)7<o(7)) (p € P)’

daca aceste multialgebre exista. Pentru orice p,q € P, p < ¢ se definesc aplicatiile
U0 AT = A, g((aidier,) = (ai)ier,.

Este imediat faptul ca v, = 1 pe0, oricare ar fip € P,iar daca p,q,r € P, p < ¢ < r atunci
are loc egalitatea 1 o Vg = ¥, Astfel s-a obtinut un sistem invers de multimi constand din

multimea odonata (P, <), multimile A7 si functiile Yd, pe care o notam cu A/P.

Teorema 2.5.16. Presupunem ca pentru orice p € P, 2° este o multialgebra. Atunci
A/P este un sistem invers de multialgebre i @A este multialgebra daca $i numai daca

<lz'Ln.A/P este multialgebra. In acest caz, cele doud multialgebre sunt izomorfe.

Demonstratie. incepem prin a arita cd pentru orice p,q € P, p < ¢, functia ] este un
n~y—1

omomorfism de multialgebre. Dacd v < o(7) si (a)icr,, - - -, (a;

Jie1, € AZ° atunci avem

VI (@iety - (@ ier)) = v [ T] £, a7 ) n A

i€l,
C H fw(ag,...,a?”_l) ﬂA;O
i€l
-1
:f'y((ag‘))z‘efpw--7(‘1?7 )z‘el,,)

= L @8((@ier,); - - 03] ier,))).

In continuare vom privi elementele din produsul cartezian [[;.; A; ca functii I —

Uicr Ai- Notam cu A’ limita inversa a sistemului invers de multimi .4/P. Corespondenta

AOO—>A/OO, thg’
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unde hy € [ ,cp A° este definita prin

peEP
hg(p) = 9|Ip € A;o

definesgte o aplicatie bijectiva .

Fie p,q € P, p < q. Din v(hy(a)) = ¥(gl1,) = gl, = hy(p) remmltii ci hy € A,

Daca se cunoaste h, atunci se poate reconstrui g deoarece daca i € I atunci exista p € P
astfel ca i € I, si astfel g(i) = (hy(p))(7); aceasta arata ca v este injectiva.

1) este surjectiva deoarece daca h € A’ atunci se considera g dat prin g(7) = (h(p))(i)
(t € Ip, p € P) si hy = h; ramane de aratat doar cd g este bine definita in acest fel, si

aceasta se intampla deoarece daca i € I, (¢ € P) atunci exista r € P cu p,q < r iar din
Uy (h(r)) = h(r)|z, = h(p) si ¥g(h(r)) = h(r)|z, = h(q)

se deduce (h(p))(7) = (h(r)(0) = (h())().

S& remarcim ci A = @ daci si numai dacid A® = (. In particular, daci AX =10
atunci A’ = A* = (). Oricum, in aceasta situatie, limA si limA/P sunt multialgebre daca
si numai daca n, # 0 pentru orice v < o(7), iar atunci ele sunt izomorfe. Putem, deci,
considera ca multimile A7°, A'*°, A* sunt nevide.

limA = A% este o multialgebra daca si numai dacd pentru orice v < o(7) si pentru orice
905 - -+ Gn,—1 € A% limita inversa a sistemului invers de multimi (f,(go(7), ..., gn,—1(4)) |
i € I) este nevida. Dupa cum reiese gi din prima parte a acestei demonstratii, restrictia

functiei ¢ la aceasta limita inversa de de multimi este o bijectie intre

f4(90, -+ gny—1) = limyer f5(go(@), - - - s gn, —1(4))
si limita inversa

limpe p(limier, £1(90(4); - - -, gn,—1(2))) = limpep f5(90l1,, - - - 9n,y—1l1,)
= liilpepf'y(hgo (), hgnv_l(P))
= fy(hgos-- -, hgm,—1)

Conform ipotezei,

Ll_zelpfv(gﬂhp(z)’ AR 7gn'y_]-‘1p (/L))

fv(90|lp7 ‘e ,gn7—1|1p) m
(iﬂlzelpf’y(gﬂ(i)v cee 79%—1(@')) =+ 0.

pa—
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Deducem ca f, este o multioperatie pe A* daca si numai daca f, este o multioperatie pe

A’ Mai mult, rezultd ca

1/’<f7(907 . 79n~,—1)) = f”/(hgoa RER hgan) = fw(T/J(go), cee ,w(gnw—l)))
deci 9 este un izomorfism de multialgebre. O

Vom spune ca o clasa de multialgebre este inchisd la limite inverse de sisteme inverse
(bine ordonate) daca pentru orice sistem invers (bine ordonat) de multialgebre din aceasta
clasa limita inversa este o multialgebra din aceasta clasa.

Acum putem demonstra urméatoarea teorema:

Teorema 2.5.17. Fie K o clasd algebrica de multialgebre. Clasa K este inchisa la limite
inverse de sisteme inverse arbitrare daca si numai dacd este inchisa la limite inverse de

sisteme inverse bine ordonate.

Demonstratie. Demonstratia este asemanatoare cu cea a Teoremei 2.3.12 cu observatia ca
trebuie tinut cont de existenta limitei inverse ca multialgebra. Presupunem, deci, K inchisa
la limite inverse de sisteme inverse bine ordonate. Fie A = (2; | ¢ € I) un sistem invers
de multialgebre. Daca afirmatia din enunt nu ar fi adevaratd, atunci s-ar putea alege 20
astfel ca |I| = m sa fie cel mai mic posibil cu proprietatea ca sau limita inversa sistemului
A nu e multialgebra, sau limA ¢ K. Din Propozitia 2.5.14 rezulta m > Ry si, folosind
Lema 2.3.11, se poate considera I = |J;_, I5, unde a este un ordinal, (15, <) este dirijata
superior, I5, C Is, daca §; < d2 < a si |Is| < |I| = m. Din minimalitatea lui m se obtine
ca limy,, 6 < «, sunt multialgebre din K, iar conform presupunerii facute, lln.A/ P este
o multialgebra din K. Aplicind Teorema 2.5.16 se deduce cd multialgebra @A exista si

este in K, contradictie. O

2.6 Asupra algebrei fundamentale a limitei inverse a unui
sistem invers de multialgebre
In general, functorul F' din Observatia 1.6.21 nu comuta cu limitele inverse de sisteme

inverse de multialgebre, chiar dacad acestea sunt multialgebre. Acest fapt va fi ilustrat prin

Exemplul 2.6.2 si se obtine din Exemplul 2.2.8 folosind urméatorul exemplu de limita inversa:
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Ezemplul 2.6.1. Fie o multime I si fie (; | ¢ € I) o familie de multialgebre de tip 7. Ca in
[29, p.133] se poate obtine un sistem invers de multialgebre considerand multimea (J,C) a
tuturor submultimilor finite nevide ale multimii 7, ordonata cu incluziunea, B; = [];. j s,
pentru orice j € J, si proiectiile canonice cp;(l’ dela [[;c;, & la [[;c;, 2, pentru orice jo 2 ji
din J. Limita inversa a acestui sistem invers de multialgebre este o multialgebra izomorfa
cu [Tics i

Consideram ca toate multimile A; sunt nevide. Bijectia ¢ dintre [],.; A; si limita inversa
a sistemului invers corespunzator multimilor suport B; ale multialgebrelor B; este data de

1 (g) = hg, unde hy(j) = g|; pentru orice j € J.

Pentru orice v < o(7) si orice go, ..., gn,—1 € [[;c; Ai avem

Y(f5(g0s- s Gny1)) = (H F4(go(@), - ,gnwl(z'») Climjes [T f(900)s s gny—1(5))
iel jeJ
=limjesfy(90ljs - gn,—1l) = limjecs f5(hgo () - - - s Ry, 1 (4))

= f’y(hgo’ R hgn»y—l) = f’y(w(go)v R ,(Z)(gn’y*l)))‘

Aceasta arata in mod clar & fy(hgo, ... hg, ) # (), deci ca limita inversd a sistemului
corespunzator familiei (%B; | j € J) este o multialgebra. Mai mult, incluziunea din sirul
anterior de relatii este chiar egalitate, ceea ce face din 9 un izomorfism de multialgebre.

Intr-adevar, daca

hEliLHjeJ Hf’Y(go(j)a"'vgnwfl(j)) gliiljéJBj
Jj€J
atunci exista g € [[,.; A; astfel ca h = 1)(g) = hy, iar cum g este determinat de imaginile

prin A ale submultimilor cu un element {i} ale lui I, i cum aceste imagini sunt in multimile
f4(90(2), .-, gn,—1(3)) este clar ca g € [[;¢; f1(90(3), - - -, gn,—1()).

Ezemplul 2.6.2. Consideram in exemplul de mai sus I = N si consideram ca fiecare mul-
tialgebra 2; este hipergrupul (Z,o). Obtinem un sistem invers format din hipergrupurile
(Hj,0) = (Z’,0) cu j C N finitd. Cum grupul fundamental al unui produs direct finit
de hipergrupuri este produsul direct al grupurilor fundamentale ale acestora, fiecare dintre
hipergrupurile H; are ca grup fundamental grupul cu un element. Aceasta Inseamna ca

limita inversa a sistemului invers al grupurilor fundamentale este grupul cu un element.
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Cu toate acestea, grupul fundamental al limitei inverse a sistemului invers ((Hj,0) | j C
N finitd) este, conform exemplului de mai sus, izomorf cu grupul fundamental al puterii

directe ZN, iar acesta are cel putin dous elemente.

In cele ce vor urma vom gasi conditii pentru ca functorul F' si comute cu limitele inverse
de sisteme inverse de multialgebre.

Fie A= (2 |i¢€ I),((p? : Aj — A | 4,k €I, j <k)) un sistem invers de multial-
gebre. Vom nota cu A sistemul invers format din algebrele fundamentale (A; | i € I) ale
multialgebrelor din A4 gi omomorfismele (;; | 4,5 € I, i > j). Astfel, daca privim sistemul
invers A ca pe un functor contravariant G (vezi Teorema 2.5.12) atunci familia inverss A
reprezinta functorul contravariant F' o G.

In acest paragraf ne vom referi la limita inversa @A a sistemului invers A ca limita
inversa (A%, (¢f° | i € I)) a functorului G. Evident, limA = lim(F o G). Si notdm, de

asemenea, (A, (¢ |4 € I)) cu limA. Atunci avem:

Propozitia 2.6.3. Fie A un sistem invers de multialgebre construit pe mulfimea ordonatad
(dirijata superior) (I, <) si J C I submultime cofinala in (I,<). Presupunem cd [imA; este
o multialgebra. In aceste conditii, @ este limita inversa a sistemului invers de algebre
universale A dacd si numai dacd M este limita inversa a sistemului invers de algebre

universale Aj.

Demonstratie. Din faptul ca @AJ este multialgebra rezulta ca @A este multialgebra si,
cum ele sunt izomorfe (Propozitia 2.5.14), functorul F' induce un izomorfism de la @ la
@. Desigur, sistemul invers de multialgebre A; determina sistemul invers de algebre
universale A; = Aj si algebrele limitd inversa lilljl si @Z] sunt izomorfe. Din proprie-

tatea de universalitate ce caracterizeaza limita inversa obtinem omomorfismele:

finA — A, (ar)ier — (@)ier

imA; — limAy, (ai)ies — (@)ie,

care, impreuna cu izomorfismele mentionate anterior, fac urmatoarea diagrama comutativa:
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Cum fiecare din conditiile ale caror echivalenta urmarim sa o demonstram face izomorfism

din cate un morfism vertical, concluzia propozitiei este imediata. O

Propozitia 2.6.4. Folosind notatiile din paragraful anterior, sa presupunem cd pentru
orice p € P, U este o multialgebra gi ca @ este limita inversa a sistemului invers
de algebre universale Ai[p Presupunem, de asemenea, ca <lz'_m.A este o multialgebra. Atunci
W este limita inversd a sistemului invers A dacd si numai dacd W este limita

inversa a sistemului invers A/P.
Demonstratie. Folosind faptul ca pentru orice p € P, @AIP = @TIT, rezulta ca
A/P =A/P.

Din Teorema 2.5.16 (mai exact, din corespondenta ei de la algebre universale — [29, §21,

Teorema 3]) rezulta un izomorfism de la @171 la
limA/P = limA/P.
p— pr—

Folosind inca o data Teorema 2.5.16 si proprietatea de universalitate a limitei inverse

obtinem urmatoarea diagrama comutativa:

lmA —> m A/P

L

limA —— limA/P

Un rationament analog cu cel din finalul demonstratiei propozitiei anterioare conduce la

concluzia dorita. O

Fie K o clasa de multialgebre de tip 7. Considerand ca morfisme acele omomorfisme care
sunt definite intre doua multialgebre din K obtinem o subcategorie K a categoriei Malg(T).
Cum compunerea F oU a functorului F' cu functorul de incluziune U : K — Malg(7) este

determinata de F', ne vom referi la aceasta compunere ca fiind functorul F' : L — Alg(7).

Teorema 2.6.5. Fie K o clasd algebrica de multialgebre inchisa la limite inverse de sisteme
tnverse bine ordonate. Functorul F' comuta cu limitele inverse de sisteme inverse arbitrare
de multialgebre din K daca i numai daca comutd cu limitele inverse de sisteme inverse

bine ordonate de multialgebre din K.
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Demonstratie. Sa presupunem ca F' comuta cu limitele inverse de sisteme inverse bine or-
donate de multialgebre din K. Daca F nu ar comuta cu limitele inverse de sisteme inverse
arbitrare de multialgebre din K atunci am putea alege un sistem invers A de multialgebre
din K avand (I, <) astfel incat @ nu este limA si [I| = m este cel mai mic cu aceastd
proprietate. Continuam ca in demonstratia Teoremei 2.5.17, ca urmare vom folosi aceleasi
notatii. Mai intai obtinem (folosind Propozitia 2.6.3) cd m > N si atunci, din minimalitatea

lui m, din presupunerea noastra si din Propozitia 2.6.4 va rezulta ca
yLnAfa = @A-ﬂsv

pentru orice § < «, si

limA = limA/P

—7 =

I
Ef
=

5

!
5

pN
~

5

!
[E

contradictie. O
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