LISTA 4

1) Fie (G, ") un grup si Hy, Hy subgrupuri ale lui G. S& se arate ca:
i) Hy - Hy este un subgrup daca gi numai daca Hy - Hy = Hy - Hy ;
ii) dacd Hy < G si Hy 9 G atunci Hy - Ho < G.

2) Fie (G,-) un grup si X C G. S4 se arate ca:

i) subgrupul (X) generat de X este comutativ daca si numai daca pentru orice z,y € X
avem Ty = y;

ii) daca pentru orice z € X si orice g € G avem g 'xg € X atunci (X) < G;

iii) daca X = X; U X5 gi pentru orice 7 € X gl 22 € Xo avem x1x2 = xo27 atunci
(X) = (X1) - (Xa);

iv) dacd X = X1 U X5 g1 X1 X = XoX; atunci (X) = (X7) - (X3).

3) Fie G =7 x Z x {—1,1} si - operatia definitd in G astfel:

(mq 4 n1, ma + na,n3), daca ms = 1;
(m17m2,m3) : (n17n27n3) = o

(m1 + ny,mg + ng, —ng), dacd mz=—1.
Sa se arate ca:
i) (G,-) este un grup;
ii) subgrupul H; = ((1,0,1),(0,1,1)) este normal in G;

iii) subgrupul Hy = ((1,0, 1)) este normal in Hy, dar nu este normal in G.

4) S& se determine:

i) ordinul fiecdrui element din Ss;
ii) subgrupurile lui Ss;

iii) subgrupurile normale ale lui Ss;

iv) grupurile cét ale lui Ss.

5) Un grup necomutativ care are toate subgrupurile normale se numeste grup hamiltonian.
Fie (H,-) grupul cuaternionilor. Si se arate ci:

i) (H,-) este grup hamiltonian;

ii) pentru orice x,y € H avem x%y? = y?22, desi (H,-) nu este comutativ;

iii) daca a,b € {4,7,k}, a # b atunci H = (a,b) si a* = 1 = b*, a® = b2, aba = a iar din

aceste egalitiiti sa se deducd egalitatile: aba = a, a®b = ba si b>a = ab.

6) Fie (G,:) un grup necomutativ si Z(G) centrul siu. S&a se arate cd grupul cét
(G/Z(G),+) nu este ciclic.

7) S& se determine subgrupurile gi grupurile cat ale lui: a) (Z12,4); b) (Z15,+).

8) Fie Us mutimea radécinilor de ordinul 6 ale unitatii. Sa se determine subgrupurile si

grupurile cat ale lui (Us, -).

9) Sa se arate ca:

i) existd o functie bijectiva intre multimea suport a grupului cat (Q/Z,+) si multimea
A={zeQ|0<z <1}

ii) grupul (Q/Z, +) este cu torsiune si t(R/Z) = Q/Z;

iii) pentru orice n € N* grupul (Q/Z,+) are un singur subgrup de ordin n, iar acest

subgrup este ciclic.



